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PREDIKAATLOOGIKA '

e Predikaatloogika on lauseloogika tugev laiendus. Predikaatloogikas saab nimetada asju
ning raakida nende omadustest.
Véljendusv8imsuselt on predikaatloogika seega oluliselt peenekoelisem kui
lauseloogika. Samas on predikaatloogikate valemite tdesuse, tldkehtivuse vai
kehtestatavuse kontroll oluliselt raskem kui lauseloogika valemite oma.

WAI 3720 Loogika arvutiteaduses Sugis 2002 / Tarmo Uustalu Loeng 5

a4 N

PREDIKAATLOOGIKA : SUNTAKS '

e Predikaatloogikaignatuuron paanFC, PC), kustFC = {f,g,... ,¢,d,...} on
tahestik, mille simboleid nimetatakBektsioonisimbolitek$gale siimbolile on
madratud mingi 16plik aarsus; C = {p, q, . . . } on téhestik, mille simboleid
nimetataks@redikaatsimbolitekka neil on kdigil fikseeritud 18plik aarsus.
0-aarseid funktsioonisiimboleid kutsutakserdiviidsiimboleid 0-aarseid
predikaatsiimboleid kutsutakse lkasesiimbolitek&iki nimetatud simboleid on
(meil siin) moistlik lugeda konstantideks.

o Lisaks eeldame loenduvat téhestiKkar = {z, v, ... }, mida nimetame
muutujavaruks. Tema elemente nimetafneliviid)muutujateks
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¢ Predikaatloogikaermid (tile signatuur(FC, PC)) on hulk véljendeid ehk keel
Tm = {¢,u, ...}, mis on defineeritud induktiivselt jargmiste tingimustega:
— iga indiviidmuutujax on term;
— igaindiviidkonstant on term;
— kui f onn-aarne funktsioonikonstantia, ... , t, on termid, siisf (¢1,... ,t,) on
term.

e Naide:z, ¢, f(z,¢), g(f(z,c), h(d)) on termid.
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¢ Predikaatloogikaalemid(lle signatuur{FC, PC)) on hulk valjendeid ehk keel
Fma = {A, B, ...}, mis on defineeritud induktiivselt jargmiste tingimustega:

— kui p onn-aarne predikaatkonstantisg, ... , t,, on termid, siip(t1, ... ,t,) On
valem (nn atomaarvalem);

— T (verum, téde),L (falsum, vaarus) on valemid;
— kui A on valem, siis=A (mitte-A) on samuti valem;

— kui A, B on valemid, siisA A B (AjaB), AV B (Avdi B), A D B (kui A, siisB
e A implitseeribB) on ka valemid;

— kui z on indiviidmuutuja jaA on valem, siis/z. A (igax korral A) ja3z. A
(leidubz, et A) on valemid.

e Sumboleidv (Uldisuskvantor)d (olemasolukvantor) nimetatakse kvantoriteks.

e Naide: T, —p(x), Vx. (—p(z) D q(h(z),c)), Ya. Vy. Iz.(f(x, 2) A f(y,2)) on
valemid.

N /
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¢ Kvantoridseovadmuutujaid valemis, tdpsemalt muutujate esinemisi. Kvantoriteta

o Naide: Valemigp(z) A Vz. (¢(x) V Jz. r(x)) on muutujar esimene esinemine vaba,

e A[t/x] tAhistab valemit, mis saadakse valemisinuutujaz kdigi vabade esinemiste

o Naiteid: (p(z, y) V r(a, 2))[f(2)/z] = p(f(2),y) V r(a, f(2));

~

valemis on k&ik muutujaesinemised vabad. Valevhis A [Jx. A] on muutujax vabad
esinemised valemid valimise kvantoriv [d] poolt seotud.

teine seotud Uldisuskvantoriga, kolmas eksistentsikvantoriga.
asendamisel termiga

(p(z) AV q(2))]e/x] = p(c) A V. q().
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¢ Valemialamvalemiteken k&ik temas alamvéljenditena esinevad valemid. Laiemas
mottes on valemi alamvalemiteks kdigi temas alamvaljenditena esinevate valemite
kdik substitutsioonieksemplarid (valemid, mis on saadud vabade muutujate
sustemaatilisel asendamisel mingite termidega).

e Naide: Valemivz. Vy. 3z.(f(z, 2) A f(y, z)) alamvalemiteks v&ib lugeda mh. valemid

Vy. 3z.(f(h(c), 2) A f(y, 2)) ja f(h(w),d) A f(f(c, w), d)
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PREDIKAATLOOGIKA : SEMANTIKA '

e Olgu (FC, PC) fikseeritud predikaatloogiline signatuur, st funktsioonikonstantide (sh
indiviidkonstantide) ja predikaatkonstantide tahestik.

e Struktuuron siis suvaline paa¥/ = (D, I), kus D on mingi mittetihihulk
(pBhihulgaksehkkandjg ning I on sbltuv funktsioonifiterpretatsiool, mis igale
n-aarsele funktsioonikonstandile seab vastavuse mingi funktsiobni D (sh igale
indiviidkonstandile mingi elemendi hulgaB) ja igalen-aarsele predikaatkonstandile
mingi funktsiooniD™ — {1, 0}.

e Omistug(assignment) on suvaline funktsioan Var — D.
e Suvalise omistuse ja suvalister € Var, d € D jaoks defineerime modifitseeritud

omistusen{d/x} jargmiselt:

al{d/z}(y) = Z(y) :Jliiz;;x(sﬂntaktiliselt)

N /
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e Predikaatarvutuse termid@artustusstruktuurisM = (D, I) ja omistusex suhtes on
funktsiooon[-]*:* : Tm — D, mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

— [z]™* = a(z), kui z on individmuutuja;
— [e]™> = I(c), kui ¢ on indiviidkonstant;
— [f(t1, ..t )] = I(F)([t]™, ..., [ta] ™), kui f in funktsioonikonstant.
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e Predikaatarvutuse valemi@artustusstruktuurisiM = (D, I) ja omistusex suhtes on
funktsioon[-]*:* : Fma — {1, 0}, mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

— [p(ts, .-t = I(p) ([t ]2, ..., [ta]™®) , kui p on predikaatkonstant;
~ [T = 1, [ Me =0

- AP = 1 AP

~ [AAB]Me = min([A]M, [B]);

~ [AV B = max([A], [B]¥);

— [A D B[M* = max(1 — [A]™<, [B[M=);

— [Vz. AJM- = minge p ([A]Metd/=hy;

— [Bz. AJM = maxgep ([A]Motd/=h),
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e Valem A loetakse struktuurid/ omistusex suhtesdesekgtéhistusy = A[«]), kui
[ =1.
e V8ime veenduda, etigh/ = (D, I) ja « korral

— M |=p(ty, ... ,t,)|a] parajasti siis, kul (p) ([t ], ..., [t.]**) = 1, kuip
on predikaatkonstant;

— M E Tla] alati; M = 1 [a] mitte kunagi;

— M | —Al«] parajasti siis, kuM [~ Alal;

— M = A A Bla] parajasti siis, kulM = Ala] ja M = Blal;

— M = AV Bla] parajasti siis, kul = A[a] vbi M |= Bla];

— M E A D Bla] parajasti siis, kuiV/ }= Ala] vBi M = Blal;

— M = Vx. Ala] parajasti siis, kuiiga € D korral M = Ala{d/z}];
— M = Jz. Ala] parajasti siis, kui leiduld € D, etM = Ala{d/x}];
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e StruktuurM = (D, I) kehtestalvalemi A, A kehtib M -is, A on M-is tdeneehk M on
A mudel(tahistusM = A), kui M = A [a] (st. [A]M~ = 1) iga omistusex korral.

¢ Valem A on tldkehtiy tautoloogilineehkloogiliselt tdengtéahistus= A), kui A kehtib
igas struktuuris.
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o Naiteid predikaatloogika véljendusvdimalustest:
— Va. Vy. (p(z,y) D p(y, x)): p on summeetriline relatsioon;
— V. Jy. p(z, y): funktsioonina mdistetuna gntotaalne;

— Jz. Jy. (p(z) A —p(y)): mbnel pbhihulga elemendil on omadwusmdnel pole (see
valem saab olla tdene ainult siis, kui pGhihulgas on véhemalt kaks elementi);

— Vz. p(a, z): a on pdhihulga vahim element relatsiognsuhtes.
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o Naiteid predikaatloogika tautoloogiatest:

Vr. A=-3dz. -A
Jz. A = —Vz. -A
Vz. ADdx. A
Jdz.Vy. ADVy. Jz. A
Vz. (AN B) =Va. ANVa. B
Jr. (AVB)=3z. AV Iz. B
Vz. AVVz. BDVx. (AV B)
Jr. (AANB) D> 3z. ANJz. B
(3z. AD Vz. B) DVz. (AD B)
Jz. (AD B)=(Vz. AD Jz. B)
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e Erinevalt lauseloogika juhust, on TAUT predikaatloogika puhul poollahenduyv, st
leiduvad algoritmid, mis etteantud valemi kohta vastavad “jah”, kui see valem on
uldkehtiv, ning vastavad “ei” v0i ei I6peta, kui ta on vaaratav.

Samaaegselt on TAUT ka kopoollahenduyv, st leiduvad algoritmid, mis etteantud
valemi kohta vastavad “jah” voi ei I6peta, kui see valem on tldkehtiv, ning vastavad
“ei”, kui ta on vaaratav.

Sama kehtib SAT kohta.
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