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PREDIKAATLOOGIKA .

e Predikaatloogika on lauseloogika tugev laiendus. Predikaatloogikas saab nimetada asju
ning raakida nende omadustest.

Viljendusvoimsuselt on predikaatloogika seega oluliselt peenekoelisem kui
lauseloogika. Samas on predikaatloogikate valemite toesuse, Uldkehtivuse voi
kehtestatavuse kontroll oluliselt raskem kui lauseloogika valemite oma.
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PREDIKAATLOOGIKA: SUNTAKS '

e Predikaatloogika signatuur on paar (FC,PC), kus FC = {f,g,...,¢,d,...} on
tdhestik, mille siimboleid nimetatakse funktsioonistimboliteks; igale simbolile on
madratud mingi 10plik aarsus; ja PC = {p, q, . . .} on tdhestik, mille simboleid
nimetatakse predikaatsiimboliteks; ka neil on koigil fikseeritud 10plik aarsus.

0-aarseid funktsioonisiimboleid kutsutakse ka indiviidstimboliteks, O-aarseid
predikaatsiimboleid kutsutakse ka lausesiimboliteks. Kdiki nimetatud siimboleid on
(meil siin) maistlik lugeda konstantideks.

e Lisaks eeldame loenduvat téhestikku Var = {z,y, ...}, mida nimetame
muutujavaruks. Tema elemente nimetame (indiviid)muutujateks.
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e Predikaatloogika termid (tile signatuuri (FC, PC)) on hulk véljendeid ehk keel
Tm = {t,u, ...}, mis on defineeritud induktiivselt jargmiste tingimustega:

— iga indiviidmuutuja = on term;

— iga indiviidkonstant ¢ on term;

— kui f on n-aarne funktsioonikonstant ja ¢4, ..., t,, on termid, siis f(¢1,...,t,) 0N
term.

e Ndide: z, ¢, f(x,¢), g(f(x,c), h(d)) on termid.
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e Predikaatloogika valemid (iile signatuuri (FC, PC)) on hulk véljendeid ehk keel
Fma = {A, B, ...}, mis on defineeritud induktiivselt jargmiste tingimustega:

— kui p on n-aarne predikaatkonstant ja ¢4, ..., t,, on termid, siis p(t1,...,t,) On
valem (nn atomaarvalem);

— T (verum, tdde), L (falsum, vaarus) on valemid;
— kui A on valem, siis = A (mitte-A) on samuti valem;

— kui A, B onvalemid,siis ANB(AjaB), AV B(Avoi B), AD B (kui A, siis B
e A implitseerib B) on ka valemid;

— kui z on indiviidmuutuja ja A on valem, siis Vx A (iga x korral A) ja dx A (leidub
x, et A) on valemid.

e Slimboleid V (uldisuskvantor), 3 (olemasolukvantor) nimetatakse kvantoriteks.

e Ndide: T, —p(x), Vz (—p(x) D q(h(x),c)), Ve Vy 3z.(f(x, 2) A f(y, z)) on valemid.

/
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e Kvantorid seovad muutujaid valemis, tapsemalt muutujate esinemisi. Kvantoriteta
valemis on koik muutujaesinemised vabad. Valemis Vz A [dx A] on muutuja x vabad
esinemised valemis A valimise kvantori V [3] poolt seotud.

e Nadide: Valemis p(z) A Vz (¢(x) V dz r(x)) on muutuja x esimene esinemine vaba,
teine seotud Uldisuskvantoriga, kolmas eksistentsikvantoriga.

e A[t/x] tdhistab valemit, mis saadakse valemist A muutuja x kdigi vabade esinemiste
asendamisel termiga t.

e Niiteid: (p(z,y) Vr(a,z))[f(2)/x] = p(f(2),y) V r(a, f(2));
(p(z) ANV q(2))[c/z] = p(c) AV g(z).
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e Valemi alamvalemiteks on koik temas alamvaljenditena esinevad valemid. Laiemas
mottes on valemi alamvalemiteks koigi temas alamvaéljenditena esinevate valemite
koik substitutsioonieksemplarid (valemid, mis on saadud vabade muutujate
ststemaatilisel asendamisel mingite termidega).

e Nadide: Valemi Vx Vy 3z (f(x,2) A f(y, z)) alamvalemiteks v8ib lugeda mh valemid
Vy 3z (f(h(c), 2) A [y, 2)) Ja f(h(w),d) A f(f (¢, w),d).
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PREDIKAATLOOGIKA: SEMANTIKA .

e Olgu (FC, PC) fikseeritud predikaatloogiline signatuur, st funktsioonikonstantide (sh
indiviidkonstantide) ja predikaatkonstantide tahestik.

e Struktuur on siis suvaline paar M = (D, I), kus D on mingi mittetthi hulk
(pohihulgaks ehk kandja) ning I on s6ltuv funktsioon (interpretatsioon), mis igale
n-aarsele funktsioonikonstandile seab vastavuse mingi funktsiooni D™ — D (sh igale
indiviidkonstandile mingi elemendi hulgast D) ja igale n-aarsele predikaatkonstandile
mingi funktsiooni D™ — {1, 0}.

e Omistus (assignment) on suvaline funktsioon o : Var — D.
e Suvalise omistuse « ja suvaliste x € Var, d € D jaoks defineerime modifitseeritud

omistuse a{d/x} jargmiselt:

ofd/z}(y) = d kui y = x (suintaktiliselt)

a(y) muidu
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e Predikaatarvutuse termide vaartustus struktuuris M = (D, I') ja omistuse « suhtes on
funktsioon [-]*:* : Tm — D, mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

— [2]** = a(x), kui z on indiviidmuutuja;
— [[e]™-> = I(c), kui ¢ on indiviidkonstant;
— [f(t1, ..., to)]™> = I(f) ([t )M, ..., [t.]*®), kui f in funktsioonikonstant.
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e Predikaatarvutuse valemite vaartustus struktuuris M = (D, I') ja omistuse « suhtes on
funktsioon [-]*> : Fma — {1, 0}, mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

= [p(ts, ..., t)]M = I(p) ([t )M, ..., [tn]™*) , kui p on predikaatkonstant;
- [T = L[] = 0;

- [oAMe = 1 [A]M

= [A A B]* = min([A] ", [B]*);

— [A Vv B]M% = max([A]M:>, [B]M™%);

- [A > BJM = max(1 — [A]M=, [B]*);

~ [Va A]M* = minge p ([A]19/+1);

— [Bz A]™® = maxgep ([A]M-old/z),
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e Valem A loetakse struktuuris M omistuse « suhtes tdeseks (tahistus M = Alal), kui
[A]Me =1,
e V0ime veenduda, etiga M = (D, I) ja « korral

— M = p(ty, ..., t,)[c] parajasti siis, kui I(p)([t:]™, ..., [t,]**) = 1, kui p on
predikaatkonstant;

— M |= Tlo] alati; M = L[o] mitte kunagi;

— M E —Ala] parajasti siis, kui M [~ Alal;

— M [= A A Bla] parajasti siis, kui M = Ala] ja M = Blal;

— M = AV Bla] parajasti siis, kui M = Ala] v0i M = Bla];

— M = A D Bla] parajasti siis, kui M [~ Ala] v6i M = Blal;

— M =V Ala] parajasti siis, kui igad € D korral M = Ala{d/z}];
— M k= 3x Alc] parajasti siis, kui leidub d € D, et M = Ala{d/z}];

10
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e Struktuur M = (D, I') kehtestab valemi A, A kehtib M-is, A on M-is tene ehk M on
A mudel (tahistus M = A), kui M | A [o] (st. [A]™ = 1) iga omistuse « korral.

Valem A on uldkehtiv, tautoloogiline ehk loogiliselt tdene (tahistus = A), kui A on
tdene igas struktuuris iga omistuse korral.

e Valem A on kehtestatav, kui leiduvad struktuur ja omistus, milles A on tGene.

Valemid A ja B on loogiliselt samavaarsed, kui neil on samad toevaartused iga
struktuuris iga omistuse korral.

11
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e Nditeid predikaatloogika véljendusvoimalustest:
— Va Yy (p(x,y) D p(y, x)): p on simmeetriline relatsioon;
— Vzx Jy p(zx, y): funktsioonina maistetuna on p totaalne;

— Jx Jy (p(x) A =p(y)): monel pdhihulga elemendil on omadus p, monel pole (see
valem saab olla toene ainult siis, kui pohihulgas on vahemalt kaks elementi);

— Va p(a,z): a on pdhihulga vdhim element relatsiooni p suhtes.

12
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o Nditeid predikaatloogika tautoloogiatest:

VxAE ﬁEkC—IA
dr A =-Vr-A
VrADdx A

dxVy A D Vydzr A
Ve (ANB) =V AANVz B
dJr(AvB)=3x AV Iz B
Vx AVVz B DVx(AV B)
dr(AANB) D3Jdx AANJx B
(Jx A DVxB) DVz (A D B)
dx (A D B) = (Vx A D Jx B)

13
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e Erinevalt lauseloogika juhust, ei ole TAUT (tautoloogiakontroll) ega SAT
(kehtestatavuskontroll) predikaatloogika puhul lahenduvad.
TAUT on poollahenduy, st leiduvad algoritmid, mis etteantud valemi kohta vastavad
“jah”, kui see valem on uldkehtiv, ning vastavad “ei” voi ei l0peta, kui ta on vaaratav.
SAT on kopoollahenduy, st leiduvad algoritmid, mis etteantud valemi kohta vastavad
“jah” vOi ei I10peta, kui see valem on kehtestatav, ning vastavad “ei”, kui ta on
vastuoluline,
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