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MODAALLOOGIKA .

e Modaalloogikad on ks standardloogikatest (klassikaline lause- ja predikaatloogika)
hélbivaid loogikaststeemide liike.

Modaalloogikate eritunnuseks on tédiendavad loogilised konstandid, nn modaalsed
operaatorid ehk modaalsused, paratamatus ja voimalikkus.

Modaalsustega saab laiendada nii lauseloogikat kui ka predikaatloogikat. Meie
piirdume modaliseeritud lauseloogikaga.

e Algus filosoofilises loogikas. Tanasel péeval kasutatakse modaalloogikaid
arvutiteaduses laialdaselt olulise td6vahendina siisteemide spetsifitseerimisel ja
verifitseerimisel, samuti arutlemises agentstisteemide Ule intellektitehnikas.

e Uks Uhine stintaks, mille jaoks on mitmeid semantikaid. St pole (ht ja ainsat
modaalloogikat, vaid lai modaalloogikate spekter, mida tihendab sama siintaks.
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MODAALLOOGIKAD: SUNTAKS .

e Lauseloogiline signatuur on tahestik PC = {p, ¢, ...}, mille simboleid nimetatakse
lausestimboliteks (lausekonstantideks).

e (Lause-)modaalloogika valemid (lle selle signatuuri) on hulk valjendeid Fma, mis on
defineeritud induktiivselt jargmiste tingimustega:

— koik lausesiimbolid on valemid (nn atomaarvalemid);

— T, L onvalemid;

— kui A on valem, siis = A on samuti valem;

— kui A, B on valemid, siis AN B, AV B, A D B on ka valemid;

— kui A on valem, siis OA (paratamatu, et A), & A (voimalik, et A) on ka valemid.

e Sumboleid O (paratamatus), < (voimalikkus) nimetatakse modaalseteks operaatoriteks
ehk modaalsusteks.

N /




IT1 0041 Loogika arvutiteaduses Siigis 2006 / Tarmo Uustalu Loeng 9

MODAALLOOGIKAD: SEMANTIKA .

e Olulised modaalloogikad jagunevad kaheks: normaalsed ja mittenormaalsed
(klassikalised) modaalloogikad. Meie radgime normaalsetest modaalloogikatest, nende
semantika pohineb Kripke raamidel ja struktuuridel. Mittenormaalsete
modaalloogikate semantika pohineb naabrusraamidel ja -struktuuridel.

e ldee: Valemeid interpreteeritakse struktuuris nn véimalike maailmade (asjade seisude)
suhtes.

OA kehtib etteantud maailmas, kui A kehtib igas sellest maailmast saavutatavas (ehk
sellele maailmale alternatiivses) maailmas.

<& A kehtib etteantud maailmas, kui A kehtib vahemalt tihes sellest maailmast
saavutatavas maailmas.
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e Kripke ehk relatsiooniline raam [frame] on paar F' = (W, R), kus W on mittet(hi
hulk, mille elemente nimetatakse (vOimalikeks) maailmadeks [possible worlds] ning R
on binaarne seos sellel, mida nimetatakse saavutatavuse seoseks [accessibility
relation].

e Raam ' = (W, R) on
— seriaalne, kui iga w € W jaoks leidub w’ € W nii, et wR'w,
— refleksiivne, kui iga w € W puhul wRw,
— summeetriline, kui iga w, w’ € W puhul sellest, et wRw’ jareldub, et w’ Rw,

— transitiivne, kui iga w, w’, w"” € W puhul sellest, et wRw’ ja w’ Rw" jareldub, et

wRw",

— eukleidiline, kui iga w, w’, w"” € W puhul sellest, et wRw’ ja wRw" jareldub, et
w' Rw”.

e Mitte koik Ulaltoodud raamitingimused pole s6ltumatud, nt seriaalsusest,
summeetrilisusest ja transitiivsusest jareldub refleksiivsus jne.

N /
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e Olgu PC = {p,q, ...} fikseeritud lauseloogiline signatuur, st lausestimbolite tahestik.
Siis Kripke ehk relatsiooniline struktuur selle signatuuri jaoks on kolmik
M = (W,R,I), kus
— (W, R) on raam ning
— I on interpretatsiooniks nimetatav funktsioon PC x W — {1,0} ehk tevéértuse
omistus igale lausestimbolile igas maailmas.
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e Lausemodaalloogiliste valemite vaartustus etteantud struktuuris M = (W, R, I) on
funktsioon [-]*: : Fma x W — {1,0}, mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

— [p]M* = I(w, p), kui p on lausestimbol;

- [T =1, [ =0;

- [~A]M =1 — [A]M;

— [A A B]M* = min([A]Mw, [B]Mw);

= [Av B = max([A] [B]M )

- [A4 D BJM = max(1 — [A]M, [B]M);
— [OAPM™ = mingew,wrw ([AJM);

- [CAIM* = maxy cwwrw ([A]M).

e Valem A loetakse struktuuri M maailmas w tdeseks (tahis M, w = A, kui
[ =1

N /
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e On lihtne ndha, et iga M korral
— M, w = p parajasti siis, kui I(p,w) = 1, kui p on lausesimbol;
— M,w = T alati; M, w = L mitte kunagi;
— M, w = —A parajasti siis, kui M, w [~ A;
- M,w = A A B parajasti siis, kui M, w = Aja M = B;
— M,w = AV B parajasti siis, kui M, w = Avoi M,w = B;
— M,w = A D B parajasti siis, kui M, w = A voi M,w = B,
— M, w = OA parajasti siis, kui igaw’ € W, wRw’ korral M, w’" = A;
— M,w = ©A parajasti siis, kui vahemalt the w’ € W, wRw’ korral M, w’" = A;

o Oeldakse, et struktuur M kehtestab A, A kehtib M-is, A on M-is tdene ehk M on A
mudel (td4his M = A), kui A on tdene M -i igas maailmas.

e Oeldakse, et raam F kehtestab A, A kehtib F'-is ehk A on F-is tGene (tahis ' = A),
kui A on tdene F'-i igas struktuuris.

/
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e Oeldakse, et valem A on tildkehtiv mingis raamide klassis (tahis = A), kui iga selle
klassi raam kehtestab A.

e Olulised normaalsed modaalloogikad on igatiks méaaratud mingi raamiklassiga.

K kdik raamid

D =KD seriaalsed raamid

T=KT refleksiivsed raamid

S4 =KT4 refleksiivsed-transitiivsed raamid

S5 =KT5 =KT4B refleksiivsed-transitiivsed-simmeetrilised raamid

Br=KTB refleksiivsed-stiimmeetrilised raamid
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e Naiteid tautoloogiatest:
Loogikas K:

O0(AD B) D (0DADOB)
CA =-0-4
O(AANB)=0AADOB
O(Av B) DOAVOB
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MODAALLOOGIKAD: HILBERTI SUSTEEMID '

e Normaalse loogika K Hilberti stisteem:

— lauseloogika aksioomiskeemid ja tuletusreeglid:
AD(BDA)
(

(AD(BDC)D((ADB)D(ADC(0O))
(AD-B)D>((ADB)D>-A)

T 1>C
AD(BDAANB) (ADOC)D((BDC)D(AvBD(O))
ANBDA ADAVBEB
ANB DB BD>DAVBEB
A ADB

N B /
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— aksioomiskeem K:

0(AD> B) D> (0DADOB)
— voimalikkus paratamatuse kaudu:

CA=-0-A4

— tuletusreegel NR (necessitation rule):

e Taiendavad aksioomiskeemid:
seriaalsus OA D CA

refleksiivsus OADA
summeetrilisus A D OCA
transitiivsus O0A D OO0A
eukleidilisus CADOCA
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