Predikaatloogika

@ Predikaatloogika on lauseloogika tugev laiendus.
Predikaatloogikas saab nimetada asju ning raakida nende
omadustest.

Valjendusvoimsuselt on predikaatloogika seega oluliselt
peenekoelisem kui lauseloogika. Samas on predikaatloogikate
valemite tOesuse, lldkehtivuse voi kehtestatavuse kontroll
oluliselt raskem kui lauseloogika valemite oma.

o Kaks stintaktilist kategooriat: termid ja valemid.



Predikaatloogika stintaks: signatuurid ja muutujavarud

e Predikaatloogika signatuur on paar (FC,PC), kus
FC={f,g,...,c,d,...} on tihestik, mille simboleid
nimetatakse funktsioonisiimboliteks; igale siimbolile on
maaratud mingi I8plik aarsus; ja PC = {p, g, ...} on tdhestik,
mille simboleid nimetatakse predikaatsiimboliteks; ka neil on
koigil fikseeritud I6plik aarsus.
0-aarseid funktsioonisiimboleid kutsutakse ka
indiviidsiimboliteks, 0-aarseid predikaatsiimboleid kutsutakse
ka lausesiimboliteks. K&iki nimetatud siimboleid on (meil siin)
moistlik lugeda konstantideks.

o Lisaks eeldame loenduvat tdhestikku Var = {x,y, ...}, mida
nimetame muutujavaruks. Tema elemente nimetame
(indiviid)muutujateks.



Termide ja valemite moodustamine

e Predikaatloogika termid (iile signatuuri (FC,PC)) on hulk
valjendeid ehk keel Tm = {t, u,...}, mis on defineeritud
induktiivselt jargmiste tingimustega:

e iga individmuutuja x on term;
e iga indiviidkonstant ¢ on term;

e kui f on n-aarne funktsioonikonstant ja t, ..., t, on termid,
siis f(ty,...,t,) on term.

e Naide: x, ¢, f(x,c), g(f(x,c), h(d)) on termid.



e Predikaatloogika valemid (iile signatuuri (FC,PC)) on hulk
viljendeid ehk keel Fma = {A, B, ...}, mis on defineeritud
induktiivselt jargmiste tingimustega:

e kui p on n-aarne predikaatkonstant ja t;, ..., t, on termid, siis
p(t1, ..., t,) on valem (nn atomaarvalem);
e T (verum, t8de), L (falsum, vaarus) on valemid;

kui A on valem, siis =A (mitte-A) on samuti valem;
e kui A, B on valemid, siis AA B (Aja B), AV B (Avdi B),
A D B (kui A, siis B e A implitseerib B) on ka valemid;
o kui x on indiviidmuutuja ja A on valem, siis Vx A (iga x korral
A) ja 3x A (leidub x, et A) on valemid.

@ Siimboleid V (iildisuskvantor), 3 (olemasolukvantor)
nimetatakse kvantoriteks.

e Naide: T, =p(x), Vx (—=p(x) D q(h(x), c)),
VxVy 3z.(f(x,z) A f(y,z)) on valemid.



Muutujate sidumine, substitutsioon

@ Kvantorid seovad muutujaid valemis, tapsemalt muutujate
esinemisi. Kvantoriteta valemis on kdik muutujaesinemised
vabad. Valemis Vx A [3x A] on muutuja x vabad esinemised
valemis A valimise kvantori V [3] poolt seotud.

e Naide: Valemis p(x) A Vx (g(x) V 3x r(x)) on muutuja x
esimene esinemine vaba, teine seotud lldisuskvantoriga,
kolmas eksistentsikvantoriga.

e A[t/x] tahistab valemit, mis saadakse valemist A muutuja x
koigi vabade esinemiste asendamisel termiga t.

e Naiteid: (p(x,y) V r(a,x))[f(z)/x] = p(f(z),y) V r(a, f(2));
(P(x) A ¥x g(x))[c/x] = p(c) A ¥x q(x).



Alamtermid ja -valemid, substitutsioonieksemplarid

@ Valemi alamvalemiteks on kdik temas alamvaljenditena
esinevad valemid. Laiemas mottes on valemi alamvalemiteks
koigi temas alamvaljenditena esinevate valemite koik
substitutsioonieksemplarid (valemid, mis on saadud vabade
muutujate siistemaatilisel asendamisel mingite termidega).

o Naide: Valemi VxVy 3z (f(x,z) A f(y,z)) alamvalemiteks
voib lugeda mh valemid Vy 3z (f(h(c),z) A f(y,z)) ja
f(h(w),d) A f(f(c,w),d).



Predikaatloogika semantika: Struktuurid ja omistused

@ Olgu (FC,PC) fikseeritud predikaatloogiline signatuur, st
funktsioonikonstantide (sh indiviidkonstantide) ja
predikaatkonstantide tahestik.

e Struktuur on siis suvaline paar M = (D, 1), kus D on mingi
mittetiihi hulk (pShihulgaks ehk kandja) ning | on sdltuv
funktsioon (interpretatsioon), mis igale n-aarsele
funktsioonikonstandile seab vastavuse mingi funktsiooni
D" — D (sh igale indiviidkonstandile mingi elemendi hulgast
D) ja igale n-aarsele predikaatkonstandile mingi funktsiooni
D" — {1,0}.

e Omistus (assignment) on suvaline funktsioon « : Var — D.

@ Suvalise omistuse « ja suvaliste x € Var, d € D jaoks
defineerime modifitseeritud omistuse a{d/x} jargmiselt:

d kui y = x (siintaktiliselt)
a(y) muidu

a(d/x)n = {



Termide ja valemite vaartustamine

e Predikaatarvutuse termide vaartustus struktuuris M = (D, /)
ja omistuse « suhtes on funktsioon [-]M® : Tm — D, mis on
defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

o [x]M* = a(x), kui x on individmuutuja;

o [c]™ = I(c), kui ¢ on indiviidkonstant;

o [F(tr, ..., t)]™* = I(A)([e]™, ..., [ta]™), kui f in

funktsioonikonstant.



o Predikaatarvutuse valemite vaartustus struktuuris M = (D, I)
ja omistuse « suhtes on funktsioon [-]"* : Fma — {1, 0},
mis on defineeritud induktsiooniga jargmiselt:

o [p(t1,-- -, ta) ]V = I(p)([t.]™, ..., [t]*) , kui p on
predikaatkonstant;

[T]*e =1, [L]*= =0,

[A]Me =1 [A]M,

[41 B]M = min([AJV=, [B]"-)

[Av B]" = max([A]", [B]":*);

[A D B]M< = max(1 — [A]M~, [B]M);

[vx AJM@ = mingep([A]M-o19/x);

[3x A]M-* = maxgep([A]M-1d/x).



@ Valem A loetakse struktuuris M omistuse o suhtes teseks

(tahistus M = Ala]), kui [A]M< = 1.
@ V3ime veenduda, et iga M = (D, ) ja « korral

o M E p(ty, ..., ty)[a] parajasti siis, kui

1(p)([t:]™2, ..., [t.]V>) = 1, kui p on predikaatkonstant;
M = T[a] alati; M = L[a] mitte kunagi;
M = —A[a] parajasti siis, kui M [~ Ala];
M |= A A Bla] parajasti siis, kui M = Ala] ja M |= Bla];
M |= AV Bla] parajasti siis, kui M = Ala] vdi M = Bla];
M |= A D Bla] parajasti siis, kui M = Ala] v6i M = Bla];
M = Vx Ala] parajasti siis, kui iga d € D korral
M = Ala{d/x}];
M = 3x Ala] parajasti siis, kui leidub d € D, et
M Ala{d/x};



Kehtivus, uldkehtivus, ...

e Struktuur M = (D, I) kehtestab valemi A, A kehtib M-is, A
on M-is téene ehk M on A mudel (tahistus M = A), kui
M = A [a] (st. [A]M* = 1) iga omistuse a korral.

@ Valem A on iildkehtiv, tautoloogiline ehk loogiliselt téene
(tahistus = A), kui A on tdene igas struktuuris iga omistuse
korral.

@ Valem A on kehtestatav, kui leiduvad struktuur ja omistus,
milles A on toene.

e Valem A on loogililine jareldus valemite hulgast I (t3histus
I = A), kui igas struktuuris, kus kehtivad k&ik hulga I
valemid, kehtib ka valem A.

e Valemid A ja B on loogiliselt samavaarsed (tahistus A < B),
kui neil on samad toevaartused iga struktuuris iga omistuse
korral.



Mida saab valjendada?

o Naiteid predikaatloogika valjendusvGimalustest:

VxVy (p(x,y) D p(y, x)): p on siimmeetriline relatsioon;

Vx 3y p(x,y): funktsioonina mdistetuna on p totaalne;

Ix 3y (p(x) A —=p(y)): mdnel pdhihulga elemendil on omadus
p, mdnel pole (see valem saab olla t3ene ainult siis, kui
pShihulgas on vahemalt kaks elementi);

Vx p(a, x): a on pdhihulga vahim element relatsiooni p suhtes.



Uldkehtivate valemite niiteid

o Naiteid predikaatloogika tautoloogiatest:

VXA = —-dx—-A
Ax A= -Vx-A
VxADdxA

IxVyAD VydxA
Vx(AANB)=VxAAVxB
Ix(AVvB)=3xAV3xB
VxAVVxB D Vx(AV B)
Ix(AAB) D 3IxAAN3xB

(3xADVxB) DVx(ADB)
Ix(AD B)=(VxAD3IxB)



Uldkehtivus- ja kehtestatavuskontroll

@ Erinevalt lauseloogika juhust, ei ole TAUT
(tildkehtivuskontroll) ega SAT (kehtestatavuskontroll)
predikaatloogika puhul lahenduvad.

e TAUT on poollahenduv, st leiduvad algoritmid, mis etteantud
valemi kohta vastavad “jah”, kui see valem on uldkehtiv, ning

vastavad “ei” voi ei |Opeta, kui ta on vaaratav.

@ SAT on kopoollahenduv, st leiduvad algoritmid, mis etteantud
valemi kohta vastavad “jah” voi ei I6peta, kui see valem on

kehtestatav, ning vastavad “ei”, kui ta on vastuoluline.



