Maatriksite korrutamise kaudu
programmianaltisi




1

Nadited analiitisidest

Naited analUusidest




1
1.1

Néited anallitisidest
Reaching Definitions

Reaching Definitions




1 Ndited analisidest 4
1.1 Reaching Definitions

Ulesanne

Leida iga programmipunkti kohta, millistes programmipunktides saab iga nahtav
muutuja olla viimati tle kirjutatud.
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1.1 Reaching Definitions

Naide
Olgu meil programm
read(x); y:=1; while x>1 do (y:=x*y; x:=x-1).

Elementaaroperatsioonideks jagunemine v@iks meie analulsi seisukohalt kéia
jargmiselt:

Siis RD analtiisi tulemus on

{+

{x — {0}}

{x = {0,4},y = {1,3}}
{x — {0,4},y — {1,3}}
{x—{0,4},y = {3}}
{x = {0,4},y = {1,3}}

U LN =O
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1.1 Reaching Definitions

6.1

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 0-kordse labimisega:
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1.1 Reaching Definitions

6.2

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 0-kordse labimisega:

{x — {0}}

read( x)

_)@ @y: =1
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1.1 Reaching Definitions

6.3

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 0-kordse labimisega:
{y—{1} -
read( x)

-©
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1.1 Reaching Definitions

6.4

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 0-kordse labimisega:
{y—{1} -
read( x)

-©

1
©-%5
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1.1 Reaching Definitions

6.5

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:
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1.1 Reaching Definitions

6.6

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:

{x — {0}}

read( x)

_)@ @y: =1
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1.1 Reaching Definitions

6.7

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:
{y—{1} 8
read( x)

-©
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:

{y—{1} . {y—{1}
g 0 X100y =2 5D oo
_)@read(x)®y y: =Xty
x>1 —=* ff
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1.1 Reaching Definitions

6.9

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:

{1} . {y—{1}

g 0y X100y =25 Seoio)
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ {y—{3}

o1 o ff x-{0}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{1}

g 0y X100y =2 5D Seoio
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ (1) V)

o1 o ff x-{0}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 1-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{1}

g 0y X100y =2 5D Seoio
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~/ (1) V)

o1 o ff x-{0}}

{y{3}
O i
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:
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1.1 Reaching Definitions

6.13

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{x — {0}}

read( x)

_)@ @y: =1




1 Néited anallitisidest
1.1 Reaching Definitions

6.14

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:
{y—{1} 8
read( x)

-©
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{1} . {y—{1}
g 0 X100y =2 5D oo
_)@read(x)®y y: =Xty
x>1 —=* ff
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{1} . {y—{1}

g 0y X100y =25 Seoio)
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ {y—{3}

o1 o ff x-{0}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{1}

g 0y X100y =2 5D Seoio
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ (1) V)

o1 o ff x-{0}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{3}

g 0y X100y =2 5D oot
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ (1) V)

o1 o ff x-{0}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{3}

R O
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ {y—{3}

o1 o ff x-{4}}
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{3}

R O
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~ (1) V)

o1 o ff x-{4}}




1 Ndited analisidest 6.21
1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Tee tsukli 2-kordse labimisega:

{y—{3} . {y—{3}

R O
_)@read(x)/i\y y: =Xty
~/ (1) V)

o1 o ff x-{4}}

{y{3}
O i
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1.1 Reaching Definitions

Sustemaatiline leidmine

Sellega on juhud ammendatud, sest punkti 2 védartus, millest lIahtudes tstikli vaartused
arvutatakse, ei muutunud.

Kokkuvéttes saame
" pos {00}y = () N
read(x) y =1 - y: =x*y
_)@ @ X:
(1) {y—{3}
x>1 =* ff x—{0,4}}
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Live Variables
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1.2 Live Variables

Elav

Muutujat z nimetatakse elavaks programmipunktis p, kui juhtimisvoograafis lei-
dub selline ahel vy, ..., v;, kus vg = p, et tippudes v;, i < [, muutujat z Ule ei
kirjutata ja tipus v; toimub muutuja 2 lugemine.
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1.2 Live Variables

Ulesanne

Leida iga programmipunkti kohta, millised muutujad on seal elavad.
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1.2 Live Variables

Naide
Olgu meil programm

read(x); read(y); x:=1;
(if y>0 then z:=y else z:=x*x);
X: =Z.

Elementaaroperatsioonideks jagunemine v@iks meie analtilsi seisukohalt kéaia
jargmiselt:

read(x) read(y) - x: =1

Siis LV analtitsi tulemus on

0{}

{
{v}
{x,y}
{v}
{x}
{z}
{

N O Utk W N
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1




1 Nadited analtidisidest 11.3
1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

d read - =
. Orea (X)® (y)@x.
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

{v}
. 0read(x)®read(y)@x_ =
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

400 2read(y )y =
»Orea(x)@ y@x__
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

o o {v}
read(x) read(y) —_x:=

¥osalicytley
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

d read c=
R 0rea (x)® (y)@x. 1
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

d read - =
. Orea (X)® (y)@x.
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

{v}
. 0read(x)®read(y)@x_ =
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

400 2read(y )y =
»Orea(x)@ y@x__
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:
@ o {v}
read(x) read(y) —_x:=
-O—O—0®
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1.2 Live Variables

Sustemaatiline leidmine

Kokkuvottes saame
o o {v}
read(x) read(y) —x:=
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Constant Propagation
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1.3 Constant Propagation

Ulesanne

Leida iga programmipunkti kohta k8igi muutujate vaartused, millistel see on voi-
malik (st ei sBltu sellest, mil viisil on programmi tditmine sinna programmipunkti
joudnud).
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Naide
Olgu meil programm

read(x);
(if x>0 then (x:=1; skip) else (x:=-1; skip));
Yy =X*X.

Elementaaroperatsioonideks jagunemine v@iks meie analtilsi seisukohalt kéaia

jargmiselt:

read( x)

=

N O U W N
—~—
—
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1.3 Constant Propagation

15.1

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

read( x)

»
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1.3 Constant Propagation

15.2

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.3

Sustemaatiline leidmine

@
X: =1
0/7* ¢ ‘—’
.

2 P
read(x) __*

=

Ulemine tee:

)(AO

N*ﬁ :x: =- 1
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1.3 Constant Propagation

154

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

155

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.6

Sustemaatiline leidmine

Ulemine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.7

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

read( x)

»
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1.3 Constant Propagation

15.8

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.9

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.10

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.11

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.12

Sustemaatiline leidmine

Alumine tee:

ead(x)

@—,
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1.3 Constant Propagation

15.13

Sustemaatiline leidmine

Kokkuvottes saame

read( x)

~(O)———
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Uldine analluitsikasitlus
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Intraprotseduraalanaliiis
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

18

Olemus

Intraprotseduraalanaltits uurib tksikuid protseduure.
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

Analuusi spetsifitseerimine
o Méératakse vBimalike olekute taisvdre (S; \/).
o Maératakse suund: paripidi v6i tagurpidi.

o Iga vdimaliku juhtimisvoograafi kaare e jaoks méadratakse tleminek, monotoonne
olekuteisendus fe.

— SGltub dldjuhul nii kaare mérgendiks olevast programmeerimiskeele ele-
mentaarlausest kui kaare otstippudest.
— Pere f uldistub loomulikul viisil vBimalikele juhtimisvoograafi ahelatele:
f)\ = lda
fpe = fp 3 fe, (Kui p ja pe on graafi ahelad).

e Maédratakse algolek ¢.
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

Analidsi labiviimine
Olgu meil fikseeritud analuitis ning konkreetne protseduur.
o | eitakse anallilisi aluseks olev graaf.

— Péripidianaltiusi puhul juhtimisvoograaf.

— Tagurpidianalliisi puhul juhtimisvoograafi pd6rdgraaf (st kaared on Gimber
pdodratud ning alg- ja 18pptipud on vahetatud).

e Analliusi oodatav tulemus valjendub seosega

Ay = \/ fp(L),

p:vo—w

(Glemraja leidmine toimub lle graafi ahelate, mis algavad graafi algtipust 4 ja
I16pevad tipus w).
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

Reaching Definitions
o \ore:

- S =(Var - P(VU{?})) (? ¢ V téhistab initsialiseerimata olemist);
- \/ tuleb loomulikul hulgateoreetilisel viisil.

o Pdripidianaliius.
o Uleminekud:

s[z — {v}], kuivw onomistamine z: =e,
Jow(8) =X s, kui vw on testserv,
s, kui vw on ski p.

e ((z) ={?} igaz € Var Korral.
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

Live Variables
e \ore:

- S =P(Var);
- \/ tuleb loomulikul hulgateoreetilisel viisil.

e Tagurpidianalls.
o Uleminekud:

(s\ {z})Ufv(e), Kkuiwvw onomistamine z: =e,
fow(s) = ¢ sUfv(e), kui vw on testserv testavaldisega e,
s, kui vw on ski p.
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2.1  Intraprotseduraalanalliis

Constant Propagation
e \ore:
- S ={L}U(Var — Data U {T}) (Data tahistab muutujate v8imalikke
védrtusi ning T ¢ Data mérgib, et muutuja vaértus pole Ghene);
— Data U {T} peal defineeritakse Ulemraja reegliga

vo=4% kuiz =y,
TYY=1T ulejaanud juhtudel.

Loomulikul viisil tldistatakse see funktsioonidele Var — Data U {T}.

— lgafunktsioon s € S\ {_L} tldistub avaldistele loomulikul viisil (kui s(y) €
Data iga avaldises e sisalduva muutuja y korral, siis s(e) on véartus, mille
programmeerimiskeele semantika sellele avaldisele nende muutujavaartuste
korral defineerib, vastasel korral s(e) = T).

e Paripidianaliis.
o Uleminekud:

s[z + s(e)], kuivw on omistamine z: =e,
fow(s) = 1 s, Kui vw on testserv,
s, kui vw on ski p.

e i(z) = T igaz € Var korral.
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Interprotseduraalanaliis
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2.2 Interprotseduraalanalliis

Naiivne lahenemine

Olgu meil jargmine juhtimisvoograafi fragment.
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2.2 Interprotseduraalanalliis

Naiivne lahenemine

Kirjeldame alamprogrammi kutseid ja tagasipd6rdumisi tavaliste kaartena tavalises
juhtimisvoograafis.
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2.2 Interprotseduraalanalliis

Naiivne lahenemine

Kui sama protseduuri kutsutakse mitmest kohast,

tekivad graafi teed, mida reaalselt kunagi ei kasutata!
-0,...,a,0p,...,2p,d,..., 2.

-0,...,60p,...,2p,b,..., 2.
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2.2 Interprotseduraalanalliis

Funktsionaalne lahenemine
e |ga protseduur analiiisitakse omaette.

— Algolek sBltub olekust valjakutsel.
— Vaib olla vaja analtiiisida sama protseduuri mitme algolekuga.

o Fikseeritakse funktsioonid entry ja combine:

— entry arvutab oleku jargi protseduuri véljakutsel selle protseduuri analtdisi
algoleku;

— combine arvutab protseduuri véljakutse aegse oleku ja protseduuri analiitisi
I6ppoleku jargi oleku protseduurist tagasipdordumise jarel.

e lga protseduurikutsega kaar omandab olekufunktsioonilise vaartuse.
— Olgu

x vw protseduuri p valjakutse,

x p olekuteisendus, mis seab protseduuri p analiiiisi suvalisele algolekule
vastavusse oleku tema I8pppunktis, kui analiiis algas antud algolekust.

Siis
fow(s) = combine(s, p(entry(s))).

e Rekursiivse protseduuri korral v8ib juhtuda, et teda tuleb analiiisida I6pmata
paljude erinevate algolekute jaoks!
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2.2 Interprotseduraalanalliis

Kutsestringide lahenemine

e Sisuliselt tehakse iga protseduuri juhtimisvoograafist koopia iga vdimaliku kut-
sestringi jaoks.

e Rekursiooni korral paisub analiilis [dpmatuks!

— Maératakse maksimumstgavus: kui kutsestring ldheb pikemaks, arves-
tatakse ainult 18puosa.
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Naited maatriksite korrutamisest
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Maatriksioperatsioonid
Kdik me teame, et. ..

e ...kui M ja N on arvuliste vaartustega maatriksid, kusjuures nende mé6tmed
langevad kokku, siis M + N defineeritakse samamd6tmelise maatriksina reeg-
liga

(M + N)i; = Mi; + Ni;.

e ...m x n-maatriks §, mis antakse reegliga §; ; = 0, kéitub m x n-maatriksite
liitmise m&lemapoolse thikuna.

e ...kui M ja N on arvuliste vaartustega maatriksid, kusjuures M m&&tmed on
m X s ja N mdbtmed on s x n, siis M - N defineeritakse m x n-maatriksina
reegliga

s
(M-N)ij =Y Mg - Nij.
k=1

e ...ruutmaatriks E, mis antud reegliga

B = 1, kuii=yj,
7710 Ulejadnud juhtudel,

kaitub maatriksite korrutamise mélemapoolse thikuna.
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Kuhu suundume?
e Arvude asemel v6ib v8tta midagi muud.

e Elementide liitmise ja korrutamise kohale v8ib vdtta mingid muud operatsioonid.

o Uhikuteks osutuvad mingid muud objektid.

e | Opmatute summade olemasolu korral on mdtet radkida téisiteratsioonist

M* = iM
=0
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Relatsioonid tdevaartusmaatriksina
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3.1 Relatsioonid tbevééartusmaatriksina

Susteem

e Algebraliseks struktuuriks olgu ('T; V, A, 0,1, /), kus T = {0, 1} on tdevaartuste
hulk.

e Olgu A, B hulgad, mille vahel antud relatsioon p C A x B. Esitame ta oma

karakteristliku funktsiooni M, : A x B — T abil, mis sisuliselt kujutab endast
maatriksit.
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3.1 Relatsioonid tbevééartusmaatriksina

Maatriksioperatsioonide tahendus

e Olgu A, B hulgad, mille vahel relatsioonid p,o C A x B. Siis
M, + M, = M,,.

e Olgu A, B, C hulgad, mille vahel relatsioonid p C A x Bjaoc C B x C. Siis
M,-M, = M,,.

e Olgu A hulk, millel relatsioon p C A x A. Siis
M5 = My

(p maatriksi téisiteratsioon vordub p refleksiivse transitiivse sulundi maatriksiga).
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Graafide naabrusmaatriksid
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3.2  Graafide naabrusmaatriksid

Susteem

o Algebraliseks struktuuriks olgu (N U {oc};+,-,0,1,>"), kus I8pmata paljude
positiivsete liidetavatega summa vadrtus on oo.

e Olgu G = (V, E) orienteeritud graaf. Esitame ta naabrusmaatriksina
(Mg)ow=|{e€E:1le)=v A 7(e) =w}|,

st (M@ )y, ON kaarte arv tipust v tippu w.
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3.2  Graafide naabrusmaatriksid

Maatriksioperatsioonide tdhendus
e Olgu G = (V, E) orienteeritud graaf. Siis

(ME)v,w on pikkusega i marsruutide arv tipust v tippu w graafis G;
(M), ON marsruutide arv tipust v tippu w graafis G.
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Odavaima tee leidmine
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3.3 Odavaima tee leidmine

Susteem
e Algebraliseks struktuuriks olgu (R*° U {oo} ; min, +, 00, 0, inf).

e Olgu G = (V,w) kaalutud servadega graaf, stw : V x V — R*® U {c}
(w(v, w) = oo tdhendab, et tipust » tippu w ei saa). Maatriksisse paneme kaalud:

(Mg)y,w =w(v,w) ehk Mg=uw.
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3.3 Odavaima tee leidmine

Maatriksioperatsioonide tdhendus

e Olgu G = (V,w) kaalutud servadega graaf. Siis

(ME)v,w on pikkusega i teedest tipust v tippu w kdige odavama hind;
(M), ON tipust v tippu w kdige odavama tee hind.
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Loplikud automaadid maatriksina
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3.4 Léplikud automaadid maatriksina

Susteem
Olgu X fikseeritud tahestik.
— Algebraliseks struktuuriks olgu (P(X*); U, -, 0,1,J), kus
* suvaliste sdnahulkade W5, W5 jaoks
Wy - Wy = {wiws : wy € Wy, ws € Wa},
* 0=g,
* 1 ={\}.

- Olgu A = (Q,X,¢,1,T) Ioplik (mittedetermineeritud) automaat (¢ on
olekute hulk, ¢ : @ x X — P(Q) tleminekufunktsioon, I C Q jaT C @
vastavalt alg- ja I6ppolekute hulgad). Esitame ta maatriksina

(MA)th,qz = {'T eX:gp€ ¢(q1;m)} .

— Eelmises punktis defineeritud maatriks ei s6ltu hulkadest I ja T'. Nendele de-
fineerime eraldi vastavalt karakteristliku rea Ry : {o} x Q@ — P(X*) ja veeru
Vi :Q x {e} = P(X*):

B 1, kuigel,

(Ri)e,q = { 0 Ulejaénud juhtudel,
_ 1, kuigeT,

(Vr)ge = { 0 ilejaanud juhtudel.
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3.4 Léplikud automaadid maatriksina

Maatriksioperatsioonide tdhendus
e Olgu A = (Q, X, ¢,I,T) automaat. Siis

(MY) 4,4 0N pikkusega i sdnade hulk, millega saab olekust g; olekusse g2;
(M})q,q. ON sBnade hulk, millega saab olekust ¢; olekusse go;
(Rr- M3} -Vi)es = L(A).
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Maatriksite korrutamine — graafi teede
analltts
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Poolring

e Algebralist struktuuri R = (R; +, -, 0, 1) nimetatakse poolringiks, kui
— (R;+,0) on kommutatiivne monoid,
- (R;-,1) on monoid,
— 0 on- nullelement,

— - on + suhtes mBlemat pidi distributiivne.

o KOoigi toodud maatriksindidete puhul oli algebraliseks struktuuriks mingi pool-
ring.
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Teoreem

Olgu V mingi tippude, olekute vms hulk. Olgu antud algebraline struktuur
(R;+a'a05172)-

1. Kui (R;+,-,0,1) on poolring, siis iga maatriksi M : V xV — R,i € Nja
v,w € V Kkorral

Mz,w = Z MUO,Ul Tt Mvi—l,vi' (1)

V=V0,...,v;i=wWEV
2. Kui lisaks on ) ositi leitav, st
oo o0
kiiA=|JBi,Bi LBj<i#jsiisy a=>» Y b,
=0 acA i=0 be B;

siis iga maatriksi M jav,w € V korral

M:,w = Z My, o Mo,y v )

V=00;---,Vi=W

kus summeerimine toimub Ule kdigi 18plike korteeZide, mille esimene kompo-
nent on v ja viimane w.
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Jareldus

Olgu lisaks antud kaarehulk E, st G = (V, E) on orienteeritud graaf. Kui iga
(v,w) € V x V,M,,, # 0korral leidub e € E, nii et 1(e) = v jaT(e) = w,
siis vBib valemites (1) ja (2) summeerida ainult ule graafi marsruutide.
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Programmianallits maatriksite korrutamise
tlesandena
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5.1  Pdstitus

Sisteem: esmane versioon
Olgu fikseeritud analtiis A, st meil on
— taisvore (S; V),

— orienteeritud graaf G = (P, E) ja monotoonsed uleminekufunktsioonid f, :
S—S.

e Algebraliseks struktuuriks olgu ((S; <) — (S;<); V,;,0,id, \/), kus

(S; <) — (S; <) téhistab vore (S; \/) monotoonsete teisenduste hulka,
V on S binaarse llemrajaoperatsiooni loomulik Gldistus teisendustele,

analoogselt saame \/,
0(s) = Ligas € S korral.

e Analiiusi A maatriks on

kui (p,q) € E,

_ f(p,q)’
(Ma)p,q = {0 tlejadnud juhtudel.
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5.1  Pdstitus

Vaike probleem
Maatriksi element, mis vastab kaare puudumisele, ei tohiks arvutust mgjutada.

e Paraku kuna Gleminekud f. ei pea olema agarad (st ei pea séilitama vahimat ele-
menti L), siis Gldjuhul 0 ; f. = 0 ei kehti.

— Seega “l&bi seina minek” vdib anda koérvalefekti, nt kui joonisel toodud
graafis Ukski tee tipust a tippu b ei 1abi tippu c.

f(a,b)

fe,p)
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5.1  Pdstitus

Lahendus

e Et 0 oleks siiski nullelement, nagu teoreemi eeldus nbuab, laiendame hulka S
“superbottomiga” L, mis on S kdigist elementidest vdiksem, ja defineerime

- 0(s) = L igas € S korral,
- f.(L) = Ligae € Ekorral.

e Muutus ei mdjuta analulsi tulemust, sest analiilis olematuid kaari ega superbot-
tomit ei kasuta.

e Veel rahustuseks: kui graafis on tépselt ks algustipp, nagu normaalne, siis
analuisi tulemust “l&bi seina minekud” ei mdjuta ka ilma superbottomita:

L<s = fe(L) < fels) = (05 fe)(@) < fe(s).
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5.2 Viide

Vaide

Algebraline struktuur ((S;<,.L) — (5;<,1);V,; const_L,id,\/) on poolring,
milles suur summa on ositi leitav.

— Jareldus: analutisi A tulemus avaldub maatriksiga I/, kus

Lo femu kui p on algtipp (: on algolek),
®P 7 | e L Ulejaénud juhtudel.
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5.2 Viide

Teame

Struktuur ((S;<,L1) — (5;<,.L);\/) on tdisvdre, kuna ta on ehitatud S
teisendustest, kasutades komponentviisil taisvdre (S; \/) tehet.
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: liitmise assotsiatiivsus
e lgaf,g,h:(S;<,L) = (S;<, L) korral fv (gVh)=(fVg)Vh.
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5.2 Viide

Vaite tbestuse etapp: liitmise assotsiatiivsus
e lgaf,g,h:(S;<, L) = (S;<,L)korral fV (gVh)=(fVg)Vh.

— TOESTUS. Tuleneb sellest, et ((S;<,.L) — (S;<,.L);\/) on tdisvore.




5 Programmianaltilis maatriksite korrutamise tilesandena 55.3
5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: liitmise thik

e lgaf:(S;<,L)— (S;<,L)korral f Vconst L = fjaconst LV f=Ff.
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5.2 Viide

Vite tbestuse etapp: liitmise Uhik
e lgaf:(S;<,L)— (S;<,L)korral f Vconst L = fjaconst LV f=f.
— TOESTUS. Suvalise s € S korral

(f v const L)(s) = f(s) V (const L)(s) = f(s) VL= f(s),
(const L V f)(s) = (const L)(s) V f(s) =LV f(s) = f(s).
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: liitmise kommutatiivsus

e lgaf,g:(S;<,1) = (S;<, L) korral fvg=gV f.
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5.2 Viide

Vite tbestuse etapp: liitmise kommutatiivsus
e lgaf,g:(5<,L) = (S<,L)korral fvg=gVf.

— TOESTUS. Tuleneb sellest, et ((S;<,.L) — (S;<,.L);\/) on tdisvore.
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: liitmise ositi leitavus

e Olgu F = UGi’ kus G; on paarikaupa I8ikumatud. Siis \/ F= \/ \/ G;.
=0

=0
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5.2 Viide

Vite tbestuse etapp: liitmise ositi leitavus

e OlguF = UGi’ kus G; on paarikaupa I8ikumatud. Siis \/ F= \/ \/ G;.
=0

=0

— TOEsTUs. Taisvdre Ulemrajaoperatsioon on ositi leitav ja ((S;<,L) —
(S;<,1); V) on taisvare.
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: korrutamise assotsiatiivsus
e lgaf,g,h:(S;<,L) = (S;<, L) korral (f59)5h=f;(g5h).
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: korrutamise thik
e lgaf:(S;<,L)— (S5, L) korral f5id = fjaid; f = f.
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: korrutamise null

elgaf:(S;<,L)— (S;<,L) korral f ; const L = const L jaconst.L ; f =
const L.




5 Programmianaltilis maatriksite korrutamise tilesandena 55.12
5.2 Viide

Vite tdestuse etapp: korrutamise null

elgaf:(S;<,L)— (S;<,.L) korral f ; const L = const L jaconst.L ; f =
const L.

— TOESTUS. lga s € S korral

(f ; const L)(s) = (const L)(f(s)) = L = (const L)(s),
(const L ; f)(s) = f((const L)(s)) = f(L) = L = (const L)(s)
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: distributiivsus vasakult
e lgaf,g,he(S;<,L) = (S5<, L) korral f5(gVh)=f;9Vf;h
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: distributiivsus vasakult
e lgaf,g,he(S;<, 1) = (S;<, L) korral f5(gVh)=f;9Vf;h
— TOESTUS. Suvalise s € S korral

(f 5 (g vV h)(s) (gVR)(f(s)) = g(f(s)) V h(f(s)) =
= (F596)V U5 (s)=(f59VF;h)(s).
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: distributiivsus paremalt
e lgaf,g,he(S;<,L) = (S;<, L) korral (fvg)sh=f;hVg;h.
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5.2 Viide

Vaite tdestuse etapp: distributiivsus paremalt
e lgaf,g,he(S;<,L) = (S;<,L)korral (fvg)sh=f;hVg;h.
— TOESTUS. Suvalise s € S korral

((FVg);h)(s) =h((fVg)s)) =h(f(s)Vg(s) =7
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52 Viide

Vaite tbestuse etapp: distributiivsus paremalt

e lgaf,g,he(S;<,1L) = (S;<, L)korral (fVg);h=f;hVg;h

— TOESTUS. Suvalise s € S korral

((FVg);h)(s) = h((fVg)(s) = h(f(s) V g(s)) =7

(fshvg;h)(s)=(f;h)(s)V(g;

h)(s) = h(f(s)) V h(g(s)) =?
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5.2 Viide

Vite tbestuse etapp: distributiivsus paremalt
e lgaf,g,h € (S;<,L) = (S;<, L) korral (fvg)sh=f;hVg;h
— TOESTUS. Suvalise s € S korral

((FVg);h)(s) =h((fV9)s)) =h(f(s)Vg(s) =7
(f5hVg;h)(s)=(f;h)(s)V(g;h)(s) =h(f(s)) V h(g(s)) =7

Ei tulegi valja!

»
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5 Programmianallilis maatriksite korrutamise llesandena 57
5.3  Tegelik teoreem

Distributiivne analtts

Analliisi olekuhulgaga S ja teisenduste perega f nimetatakse distributiivseks, kui
iga s1, s2 € S ja e (potentsiaalne kaar) korral f(s1 V s2) = f(s1) V f(s2),

st

iga potentsiaalne olekuteisendus séilitab binaarse tlemraja.
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5.3  Tegelik teoreem

Teoreem

Distributiivsele analliiisile vastav algebraline struktuur
((8;<,L) = (85<,L);V, 5, const L, id, \ /)

on poolring, milles suur summa on ositi leitav.

— Jareldus: distributiivse analttsi A tulemus avaldub maatriksiga /1, kus

[ R kui p on algtipp (¢ on algolek),
®P 7 | e L (lejadnud juhtudel.
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5.4  V\eel seoseid

Pusipunktivérrandid
Olgu A distributiivne analiius.

e IM onvorrandi I + X M4 = X vahim lahend ehk
kujutuse F(X) = I + X M 4 vahim plsipunkt.
e Aga programmianaliilisis pisipunkte arvutataksegi. Maatrikskujul oleks see

kujutuse F(X) = X + X M 4 véhim plsipunkt X,
mis rahuldab tingimust I < X.

¢ Viimane tingimus on samavaarne
funktsiooni F(X) = I + X M 4 vahima eelpUsipunkti leidmisega,
mis on teadaolevalt samavéaérne
sama F' véhima pusipunkti leidmisega.

e Seega programmianallilisi klassikaline pisipunktialgoritm sisuliselt leiab I .
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5.4  V\eel seoseid

Naide mittedistributiivsest analtisist
e VOtame

— Constant Propagation analiisi,
— Uleminekuks elementaarlausele y: =x* x vastava tilemineku f,
— olekuteks s; = {x = 1}, 50 = {x = —1}.

e Siis
fs) V() ={x=1Ly=1}Vv{x=-Ly=1}={y =1},
fsrvs)=f({H=A{}
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5.4  V\eel seoseid
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Mittelahenduvus

Constant Propagation on koguni mittelahenduv!
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5.4  V\eel seoseid

Mis on maatriksitest kasu?

e Funktsionaalsel lahenemisel tuleb sama protseduuri analtlisida paljude alg-
tingimustega.
St IM} tuleb leida paljude ridade I jaoks.
Arvutame Gige M}, ara ja siis iga I-ga lihtsalt korrutame, pole vaja iga kord pikalt
itereerida!?

— M on funktsioonide maatriks. Et sihukest iteratsiooniga katte saada, tuleb
igal sammul kontrollida, kas uue maatriksi kdik funktsioonid v8rduvad vana
maatriksi vastavate funktsioonidega. Selleks tuleb rakendada igaiiht neist
igale vBimalikule argumendile =- haa-haa...

e Aga teoreetilisteks targutusteks vBivad nad mugavad olla kill : )




