ULESANDEID MEHAANIKAST

JAAN KALDA
Uil

Antud vihik on jatkuks kinemaatika iilesanne-
te kogule.
pliitud tuua vélja pohilised lahendusideed, mil-
le abil peaks olema voimalik lahendada enamik
(>95%) mehaanika alastest oliimpiaadiiilesanne-
test. Harilikult on toodud koigepealt iilesanne

SISSEJUHATUS

Nii nagu kinemaatikagi puhul on

ning seejérel asjakohased ideed ja soovitused (K-
téht idee numbri ees viitab sellele, et algformu-
leeringu voib leida antud numbri all kinemaati-
ka kogust). Ulesande vastused on toodud ko-
gumiku 16pus, veidi eespoolt voib leida vihjeid
— kohati iisnagi detailseid soovitusi lilesannete
lahendamiseks (kuid siiski mitte taislahendusi);
nende piilumine jadgu siiski hadavéljapadsuks.

Kogumiku kandvaks teljeks on véide, et pea-
aegu koik olimpiaaditilesanded on kirjutatud
“variatsioonina” teatud teema(de)l — lahenda-
miseks on vaja lihtsalt teada vastavat lahendus-
ideed. Teades piisavat hulka lahendusideid po-
le harilikult kuigi raske dra tunda see dige ja
antud tlesande jaoks sobilik idee. Kahtlemata
oleks hulga loomingulisem ise kohapeal koik va-
jalikud lahendusideed vélja moéelda, see pakuks
ka mérksa suuremat lahendamisr66mu. Paraku
on uute ideede valjamotlemisoskus vaga raskesti
Opitav/Opetatav (vahest ehk voimatugi). Pealegi
v6ib uue ideeni joudmine vdtta palju aega ning
oltimpiaadil selle peale lootma jaddes oleksime
teistega (nendega, kes ideid valdavad) vorreldes
ebasoodsas olukorras.

Lahendusideedega on teaduses kui tervikus
samamoodi kui oliimpiaadiiilesannetegi puhul:
enamus teadusartikleid on olemasolevate ideede
rakendamine ja kombineerimine uute (halvemal
juhul vanade) probleemide lahendamiseks, pari-
mal juhul ka ideede moningane edasi arendami-
ne ja tildistamine. Tdeliselt uudseid ja haid ideid

esineb ddrmiselt harva ning hiljem tuntakse olu-
list osa neist teaduse suursaavutustena. Kuivord
aga teaduses tervikuna on ideede repertuaar vor-
ratult laiem, kui mehaanikas, siis polegi digeid
ideid oiges kohas nii lihtne meenutada ja ra-
kendada ning vastav oskus on véga korges hin-
nas; eriliseks saavutuseks on see, kui tildtuntud
ideed 6nnestub rakendada harjumatus (ootama-
tus, uudses) olukorras.

Peale ideede on antud kogumikus esitatud ka
“fakte” ja “meetodeid”. Selline jaotus on suures-
ti meelevaldne, ménda fakti oleks véinud sama
hésti nimetada ka ideeks ja vastupidi. P6himétte
jargi peaks “idee” olema laiemalt ja/voi loomin-
gulisemalt rakendatav kui “fakt”; “meetodi” pu-
hul on tegemist universaalse ning standardisee-
runud “ideega”.

Ulesandeid on vdetud mitmesugustest al-
likatest: Eesti oliimpiaadide piirkondlikest- ja
loppvoorudest, ajakirjast “Kvant”, Venemaa ja
NSVL-i oliimpiaadidelt; monesid iilesandeid on
muudetud (lihtsamaks v6i keerulisemaks), mo-
ned iilesanded on né suuline parimus (algpa-
ritolu teadmata).

STAATIKA

Staatika lilesannete puhul on lahenduskéik hari-
likult standardne: tuleb vélja kirjutada igale ke-
hale mojuvate joudude tasakaalu tingimus z-, y-
ja vajadusel ka z-komponendi jaoks; sageli tu-
leb neile lisada veel joumomentide taakaalu tin-
gimus. Tavaliselt on pohiliseks kavaluseks

IDEE 1: teljestik tuleb valida optimaalne, st nii, et
voimalikult paljude joudude projektsioonid lahek-
sid nulliks. Eriti hea on, kui nulliks lahevad nende
joudude projektsioonid, mida me ei tea ja mis meid
tegelikult ei huvita,

néiteks kahe keha vaheline rohumisjoud véi pin-
ge niidis (vardas). Nullimaks voimalikult palju
joude tasub silmas pidada, et a) teljed ei tarvit-

se olla risti; b) kui stisteem koosneb mitmest ke-
hast, siis voib iga keha jaoks valida ise teljestiku.

IDEE 2: jdumomentide vorrandi kirjutamisel on
tark valida poorlemistelg nii, et voimalikult paljude
joudude o6lad oleksid nullid. Jallegi on eriti tdhus
nullida “ebahuvitavate” jéudude momente.

Néiteks kui valida poorlemisteljeks kahe keha
puutepunkt, siis on nii nende kehade vahelise
hoordejou kui ka rohumisjou 6lg null.

IDEE 3: kui on tegemist kahemdootmelise siisteemi-
ga, siis saab iga keha jaoks vilja kirjutada kaks vor-
randit joudude jaoks (x- ja y- komponendid) ning
the vorrandi joumomentide jaoks.

Joumomentide vorrandi voib kirjutada suvali-
se punkti (poorlemistelje) suhtes ja pohimotteli-
selt voiks kirjutada mitu vorrandit mitme punk-
ti jaoks korraga, kuid koos jéoudude vorranditega
on maksimaalne lineaarselt séltumatute vorran-
dite arv vordne keha vabadusastmete arvuga (an-
tud juhul kolmega, sest keha saab poorelda ta-
sandis, nihkuda piki x ja y-telge). St voib kirjuta-
da iihe jou vorrandi ja kaks momentide vorran-
dit (voi kolm momentide vorrandit — eeldusel,
et kasutatud poorlemisteljed ei leba tihes tasan-
dis) ning koik on kombes; kui aga kirjutada kum-
mastki sordist kaks vorrandit, siis neljast vorran-
dist tiks tuleneb alati kolmest iilejdénust ja teda
pole tegelikult mingit métete kirjutama hakata.

Niisiis voib joudude tasakaalu kirjeldava vor-
randi asendada momentide vorrandiga tdienda-
va telje suhtes. Selline asendus voib osutuda ots-
tarbekaks juhul, kui soovimatud (ebahuvitavad)
joud ei ole liksteisega paralleelsed, sest siis saab
joudude vorrandi puhul projektsiooni telge vali-
des nullida vaid iihe jou, p6orlemistelge valides
aga korraga kaks joudu.

Kerge traatvarda tiks ots on keeratud

rongaks raadiusega r. Varda sirge osa pikkus on /
ja teise otsa kiilge on kinnitatud kuulike massiga
M. Sel viisil moodustatud pendel on riputatud

ronga abil podrleva volli killge. Hoordetegur volli
jaronga vahel on . Leida millise nurga moodus-
tab varras tasakaaluasendis vertikaalsihiga.

M

Selle tilesande puhul ongi vaja rakendada eeskétt
ideed nr 2; lahendust lihtsustab see, kui on mee-
les kergesti tuletatav

FAKT 1: kaldpinnal algab libisemine siis, kui kalde-
nurk « rahuldab tingimust tan o = p.

Kaldpinnal kaldenurgaga « asub silin-

der massiga M, mille telg on horisontaalne ning
mille sisepinnal lebab pisike klotsike massiga m.
Klotsi ja silindri vaheline hoérdetegur on y, kald-
pind on aga hésti kare, silinder seal ei libise. Mil-
line on maksimaalne kaldenurk «, mille puhul
silinder ptsib paigal? Klotsi moé6tmed on hulga
vaiksemad silindri raadiusest.
M

«

Siin saab jallegi kasutada fakti nr 1 ja ideed nr 2,
kuid lisandub

IDEE 4: moOnikord on kasulik vaadelda kahest (voi
enamast) kehast koosnevat siisteemi kui (htset
tervikut ning kirjutada jdudude ja/voi jbumomen-
tide vorrandi terve selle siisteemi jaoks.

Seejuures voib slisteemile mojuva summaarse

jou (voi joumomendi) arvutada komponentke-
hadele mojuvate vélisjdudude (joumomentide)



summana (toovaeva vahendab see, et slisteemi
sisejoudusid pole vaja arvestada — need taan-
duksid vélja). Antud juhul tasub terviksiisteemi-
na vaadelda silindrit koos klotsiga.

Kolm iihesugust varrast on ithendatud
Sarniirselt ning kaks otsmist on $arniirselt kinni-

tatud horisontaalse lae kiilge punktides A ja B.
Nende punktide vaheline kaugus on kaks korda
suurem, kui varraste pikkus. Sarniirse ithenduse
C kiilge on riputatud koormis massiga m. Milli-
se minimaalse jouga on vaja hoida Sarniiri D, et
stisteem ptisiks paigal ja varras C'D oleks hori-
sontaalne?

Taas saame rakendada ideed nr 2 Peale selle liht-
sustab toovaeva

FAKT 2: kui vardale méjuvad joud on rakendatud
ainult kahte punkti ning varda kinnitus pole jaik (st
varras on vabalt toetuv, nd6ri voi Sarniiri kiilge kin-
nitatud), siis on pinge vardas suunatud piki varrast.

Toepoolest, kummalegi joudude rakenduspunk-
tile mojuvate véliste joudude resultant F peab
olema suunatud piki varrast, sest tema jéumo-
ment teise rakenduspunkti suhtes peab olema
null. Lisaks vélistele joududele moéjub rakendus-
punktile veel varda pinge T', mis peab kompen-
seerima iilejadnud joudude summa, st F=-T.

Osa ideid on vdga universaalsed, eeskétt puu-
dutab see matemaatikaga seonduvat. Meenuta-
gem kinemaatika juures épitut,

IDEE K5: monesid ekstreemumeid on lihtsam lei-
dailma tuletisteta,

nt lithim tee punktist tasandini on risti sellega.

Millist minimaalset joudu on vajalik ra-
kendada selleks, et nihutada paigalt kaldpinnal

lebavat klotsi, mille mass on m, kui hoérdetegur
on p ja kaldenurk a? Vaadelda juhtumeid kui

a)a=0;b)0 < o < arctan p.

IDEE 5: Monikord saab jéudude tasakaalus selgu-
se katte vektoriaalsel kujul, polegi vaja hakata tel-
gedele projekteerima.

Tulusaks osutub jallegi fakt nr 1, digemini selle
tildistus,

FAKT 3: kui keha on libisemise piiri peal (vdi libi-
seb), siis hdordejou ja rohumisjéu summa ning pin-
nanormaali vaheline nurk on arctan p.

Seda fakti saab kasutada jargmiseski iilesandes.

Klots lebab kaldpinnal, mille kaldenurk
on a. Kaldpind liigub horisontaalsuunalise kii-

rendusega a, mis asub kaldpinna normaaliga
iithes ja samas vertikaaltasandis. Millise hd6rde-
teguri p puhul klots ei libise?

Siin aitab vdga universaalne

IDEE 6: paljud Ulesanded lahenduvad lihtsalt, kui
minna lile mitteinertsiaalsesse kulgevalt liikuvasse
taustsiisteemi, kus lisandub inertsijoud.

Selgituseks: kulgevalt liikkuva taustsiisteemi pu-
hul saab Newtoni seadused taas kehtima pan-
na, kui lugeda, et igale kehale massiga m mojub
inertsijoud —ma, kus on @ taustsiisteemi kiiren-
dus. Paneme tahele, et see joud on igati analoog-
ne raskusjouga ning ddremérkusena olgu 6eldud,
et nende kahe jou ekvivalentsus on tildrelatiiv-
susteooria nurgakiviks (veidi tédpsemalt formu-
leerides on selleks asjaolu, et lokaalsete moot-
miste teel pole voimalik kindlaks teha, kas on te-
gemist inertsi- voi raskusjouga).

IDEE 7: inertsijou ja raskusjou resultanti voib vaa-
delda efektiivse raskusjouna.

Silinder raadiusega I p6orleb timber

oma telje nurkkiirusega w. Silindri sisepinnal on
pisike klots ning klotsi ja silindri sisepinna vahe-
line hoordetegur on . Leidke, milliste w vadr-
tuste puhul piisib klots silindri suhtes ilma libi-
semata paigal. Vastata juhtumil a) kui silindri
telg on horisontaalne; b) telg on horisondi suh-
tes nurga o vorra kaldus.

IDEE 8: minna voib ka poorlevasse taustsiistee-
mi lisades tsentrifugaaljou mw?R (w on siisteemi
nurkkiirus ning R — poorlemisteljest vaadeldavas-
se punkti tommatud vektor) ja Coriolis’i joud. Vii-
mast pole vaja arvestada (a) kui keha seisab poor-
levas taustsiisteemis paigal voi liigub paralleelselt
poorlemisteljega (Coriolis’i joud on null); (b) ener-
gia jadvuse seaduses (Coriolis'i joud on risti kiiruse-
ga ja seetOttu ei muuda energiat).

Hoiatus: pddrlemistelg peab olema antud idee ra-
kendamisel toeline, mitte hetkeline. Viimase tles-
ande puhul tasub meenutada ka ideed nr K5 ja
fakti 3; punkti (b) juures lisandub

IDEE 9: kolmemodtmelise geomeetria puhul tasub
vaadelda kahem&otmelisi 16ikepindu. Eriti hea on,
kui dnnestub saavutada olukord, kus kéik huvipak-
kuvad objektid (naiteks jouvektorid) asuvad sellel
I6ikepinnal. Pole midagi hullu, kui need Idikepin-
nad peaksid muutma ajas oma ruumilist asendit.

Oénes silinder massiga m ja raadiusega

R seisab horisontaalsel alusel; tema alumine serv
on sile ja koikjal kontaktis aluspinnaga. Silindri-
le on méahitud niit, mille vaba otsa tdmmatakse
konstantse kiirusega v piki niidi sihti. Leidke,
millise kiirusega liigub silinder. Vaadelda eraldi
kahte juhtumit: (a) aluspinna ja silindri vaheli-

ne hoordetegur on koikjal null, valja arvatud kit-
sas sirge voot (hulga kitsam silindri raadiusest)
hoordeteguriga 1, mis on niidiga paralleelne ja
mille kaugus niidist on a < 2R (joonisel on néi-
datud pealtvaade); (b) aluspinna hoordetegur on
koikjal konstantne ning vordne p-ga. Juhtndor:
kova keha suvaline liilkumine on vaadeldav poor-
lemisena timber hetkelise pdorlemistelje, so ke-
ha iga punkti kiirusvektor on tépselt sama nagu
siis, kui hetkeline telg oleks toeliseks poorlemis-
teljeks.

L

Tegemist on vordlemisi raske tilesandega.
Lahendamisel tuleb abiks

IDEE 10: kui keha peab liikuma konstantse kiiruse-
ga, siis on faktiliselt tegemist staatika Ulesandega.

Meenutada tasub ka ideid 1 ning 2. Viimase ase-
mel voib rakendada temast tuletatud fakti.

FAKT 4: Kui tasakaalus kehale méjuvad kolm eri
punktidesse rakendatud jéudu, siis nende piken-
dused Idikuvad thes punktis. Kui rakenduspunkte
on kaks, siis joudude pikendus-sirged tihtivad.

Kasulik on veel

FAKT 5: antud punktis moéjuv hdordejoud on ala-
ti paralleelne (ja vastassuunaline) punkti kiirusega
hoodret pohjustava kehaga seotud taustsiisteemis.

Fiiisika iilesannete puhul kuluvad aeg-ajalt dra
ka vidikesed matemaatilised nipid; antud juhul
on selleks piirnurkade omadus,

FAKT 6: tdisnurk toetub poolringile (uldjuht: piir-
nurk radiaanides on pool oma kaare pikkuse ja raa-
diuse suhtest).



Piirnurkade omadust saab kasutada ka jarg-
mises iilesandes, kui votta abiks (vordlemisi tri-
viaalne)

IDEE 11: stabiilse tasakaalu olekus on keha po-
tentsiaalne energia minimaalne.

Kerge traat on keeratud tdisnurkseks

ning murdekohta on kinnitatud massiivne kuul.
Traat toetub vastu tugesid, mille kdrguste vahe
on h ja mille horisontaalsihiline kaugus on a.
Leidke, millise asendi votab traat tasakaaluasen-
dis. Asendi iseloomustamiseks kasutage nurka
taisnurga poolitaja ja vertikaalsihi vahel. Hoore
traadi ja tugede vahel lugege nulliks; tugedel on
traadi jaoks tehtud véikesed sooned, nii et kogu
liikumine toimub traadi ja joonise tasandis.

AU

Sarniirse kinnituse abil on lakke ripu-

tatud varras, mille pikkus { > h, kus h on lae
korgus porandast. Varda iilesanne on vdimal-
dada modda porandat lohistatava plaadi liiku-
mist iihes suunas, kuid takistada tema liikumist
vastassuunas. Millise tingimuse puhul ta téidab
oma iilesannet? Hoordetegur plaadi ja varda va-
hel on p1 ning plaadi ja pdranda vahel — ps.

Meenutame fakti 3: kui kahe keha vahe-
line libisemine toimub fikseeritud suunas, siis
on héodrde- ja réhumisjéu resultantvektori suund
itheselt méaratud hoodrdeteguriga.
suunas mojuv joud paneb iithe kehadest liiku-
ma selliselt, et rohumisjoud hakkab kasvama, siis

Kui antud

toimub blokeerumine: mida suurema jouga me
tiritame kehi libistada, seda suuremaks ldhevad
rohumis- ja hé6rdejéud, mis seda takistavad.

IDEE 12: hddrdejoud voivad blokeerida keha liiku-
mise. Blokeerumise korral muutuvad kéik muud
joud ebaolulisteks peale réhumis- ja hodrdejou
ning valise jou, millega tiritatakse stisteemi liilkuma
panna, sest raskus- jms joud on fikseeritud vaartu-
sega, kuid antud joud lahevad seda suuremaks, mi-
da tugevamini tdmmata.

Sarniirselt kinnitatud neljast pikast ja

neljast poole lithemast vardast on moodustatud
slisteem, mis ndeb vélja nagu kolm ithesugust
otstest ithendatud rombi. Uhest otsast on see
kaadervark riputatud Sarniirse kinnituse abil lak-
ke; teises otsas ripub koormis massiga m. Koor-
mise juures asuv $arniir on ithendatud niidi abil
tema kohal asuva Sarniiri kiilge. Leidke pinge sel-
les niidis.

m

Koige lihtsam on lahendada kasutades vir-
tuaalse nihke meetodit.

mEeeToD 1: Kujutlegem, et me vdimuses on muu-
ta selle niidi voi varda pikkust, mille pinget kiisitak-
se, vaikese nihke Ax vorra. Vorrutame tehtud t66

T Ax potentsiaalse energia muuduga All; seega
T = All/Axz.

Uldistus: kui siisteemile mojuks veel teatud va-
lised joud Fii=1,2,... mile rakenduspunk-
tide nihkevektorid virtuaalse nihke Az korral on
87, siis T = (Al — 3, 6d; - Fy)/ A
Meetodit on véimalik kasutada ka siis, kui
kiisitakse joudu ja mitte pinget (nditeks ploki
tilesannete puhul): nihutades motteliselt otsita-
va jou rakenduspunkti saab leida selle jou pro-
jektsiooni vaadeldud méttelise nihke sihile.

No6r massiga m on riputatud molemat

otsa pidi lakke ja tema keskkohta on kinnitatud
koormis massiga M. Noori otste juurest tomma-
tud noéori puutujad moodustavad horisontaalse
laega nurga . Milline on koormise kinnitus-
punkti juurest tommatud noé6ri puutujate vahe-
line nurk 3?

FAKT 7: Vabalt rippuva massiivse niidi pinge on
suunatud piki niidi puutujat.

Lisaks kulub éra

IDEE 13: monikord tasub métteliselt eraldada nii-
dist mingi 16ik ning vaadelda sellele I6igule moju-
vate joudude tasakaalu komponentkujul.

Oigupoolest ei lihe siinkohal vaja mitte ideed kui
tervikut, vaid sellest tuletatud fakti.

FAKT 8: massiivse niidi pinge horisontaalkompo-
nent on konstantne.

Kéite puhul voib olla kasulik ka

IDEE 14: Kui rippuva kdieosa kaal on hulga vaik-
sem tema pingest, siis on koie kdverus vaike ning
tema horisontaalsihilise massijaotuse voib lugeda
heas lahenduses konstantseks.

See tddemus voimaldab vélja kirjutada rippuva-
le kdieosale mojuvate joumomentide tasakaalu
tingimuse (sest me teame massikeskme horison-
taalkoordinaati). Illustreerimiseks sobib jargmi-
ne iilesanne.

Poiss veab enda jarel L = 50m

pikkust koit méoda horisontaalpinda hoodrde-
teguriga 1 = 0,6, hoides koie otsa kérgusel
H = 1m maapinnast. Milline on maad mitte-
puudutava koieosa pikkus [?

Sarniirselt kinnitatud kerge varras pik-

kusega [ annab liikkuma iiksnes thes tasapin-
nas. Sarniiri keerutatakse iimber vertikaalse telje
nurkkiirusega w. Varda teise otsa kiilge on kin-
nitatud kuulike. (a) Leidke, milliste nurkkiirus-
te puhul on varda vertikaalne rippuv asend sta-
biilne. (b) Kuuli kiilge on kinnitatud samasu-
guse Sarniiri abil teine samasugune varras; {ile-
mist Sarniiri keerutatakse endisel viisil. Milline
on niilid rippuva asendi stabiilsuse tingimus?
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Kui kiisitakse, kas tasakaalu asend on stabiil-

ne, té6tab harilikult kdige paremini

IDEE 15: oletage, et slsteem kaldub tasakaalu-
asendist veidi korvale, kas viikese nihke Ax véi vai-
kese nurga Ay vorra ning vaadake, kuhu suunas
mojub niitd jéud voi jbumoment, kas tasakaalu-
asendi poole vdi sellest eemale. NB! kasutage ligi-
kaudset arvutust: peaaegu alati piisab korvalekal-
de jargi lineaarsest lahendusest.

Mh voib kasutada koiki matemaatikast teada li-
gikaudse arvutamise valemeid (sin ¢ ~ ¢ jms),

ibee 16: f(x + Az) =~ f(z) + f'(z)Az
[+ £ () AL (w+ Ax) (y+ Ay) ~ zy+ady+
yAzx jne (kaaluge rakendatavust koikjal, kus and-
med viitavad teatud parameetri vaiksusele).

Juhtum (b) on marksa keerulisem, sest siis-
teemil on kaks vabadusastet (nt varraste kor-
valekaldenurgad Ay ja Aps). Kuigi ka ideed
15 on véimalik iildistada enama kui tihe vaba-
dusastme jaoks, on ilmselt lihtsam votta aluseks
idee 11.

IDEE 17: kahe vabadusastmega siisteemi tasakaa-
luasend x = y = 0 on stabiilne siis, kui potent-
siaalsel energial TI(z,y) on Ghe-muutuja funkt-



sioonina I1(z, kx) miinimum kdikide reaalarvulis-
te konstantide k puhul.

Kui asetada vette ruudu kujulise rist-

loikega pruss, mille tihedus on hésti véike, siis
votab pruss niisuguse asendi, kus ithed tema pik-
kadest vastastahkudest on horisontaalsed. Kui
prussi tihedust suurendada, siis see asend muu-
tub ebastabiilseks. Leidke, millise tiheduse juu-
res toimub see Uleminek. Vee tihedus p, =
1000 kg/m?.

IDEE 18: vedelikku asetatud kehale mojuvate ro-
humisjdudude pé6rdemoment on vordne temale
mojuva Archimedese jou momendiga, kui lugeda
Archimedese joud rakendatuks valja surutud vede-
liku massikeskmesse.

Toesti, vaadelgem keha, mis on kujult identne
antud keha vedeliku sisse jadva osaga ning mille
tihedus on sama, mis vedelikulgi. Muidugi mois-
ta on ta peale vedelikku asetamist tasakaalus:
millise punkti suhtes me ka momente ei vaat-
le, réhumisjdudude momentide summa on alati
vordne raskusjou momendi vastandvéértusega.

Antud tlesande juures tasub Archimedese
jou momendi arvutamisel pidada silmas, et tiik-
kidele voib omistada negatiivse massi: kui kat-
tuvad kaks tiikki, mille tihedused on moodulilt
vordsed kuid erimargilised, siis summas annavad
nad null-tiheduse. Viimase soovituse saab for-
muleerida veidi tildisemal kujul,

IDEE 19: monikord tasub konfiguratsiooni siim-
meetrilisuse voi muidu lihtsama kaideldavuse huvi-
des esitada null-vaartusega piirkond kahe vastand-
margilise piirkonna superpositsioonina.

Tegemist voib olla massitihedusega (nagu prae-
gu), laengu voi voolu ruumtihedusega, mingi jou-
véljaga vms. Antud nippi on sageli hea kombi-
neerida teise ideega,

IDEE 20: muutke (ilesanne nii siimmeetriliseks kui
voimalik.

Selle sihini voib viia, nagu 6eldud, idee 19, aga ka
sobilike taustsiisteemide kasutamine, lahenda-
mise jagamine mitmeks etapiks (kus moned eta-
pid kasutavad stimmeetrilist geomeetriat) jms.

Siledal horisontaalpinnal asuvasse

kummuli asetatud poolsfadri kujulisse anumasse
hakatakse valama vett 1&bi anuma pohjas asuva
pisikese avause. Just sel hetkel, kui anum saab
tais, hakkab anuma servade ja laua vahelt vett
vélja voolama. Leidke, milline on anuma mass
M, kui vee tihedus on p ja poolsfadri raadius on

R.

IDEE 21: kui kummuli keeratud anuma alt hak-
kab vedelik vilja voolama, siis on anuma serva ja
aluse vaheline réhumisjéud ldinud nulliks. Seetot-
tu on siisteemile anum-+vedelik laua poolt méjuv
joud vordne pelgalt hiidrostaatilise rohumisjouga.

Viimane avaldub kui pS, kus p on vedeliku rohk
laua pinna juures ning S— anuma suu pindala.

Kaldpinnal kaldenurgaga « asub klots,

hoordetegur p1 > tan . Kaldpinda liigutatak-
se kiiresti edasi-tagasi sel viisil, et kaldpinna kii-
rusvektor % on paralleelne nii horisontaaltasan-
di kui ka kaldpinnaga ning moodul on kogu aeg
konstantne ja vordne v-ga; kiirusvektori suund
muutub hiippeliselt iga ajavahemiku 7 jarel vas-
tupidiseks. Millise keskmise kiirusega w hakkab
liikuma klots? Lugeda, et g7 < v.

Y
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IDEE 22: kui stisteem muutub koérgsageduslikult,
siis on harilikult otstarbekas detailsete arvutus-
te asemel kasutada Ule aja keskmistatud vaartusi

(X). Keerulisemates olukordades voib vaja min-
na ka rehkendusi kérgsagedusliku komponendiga
X (niisiis X = (X) + X)

MEETOD 2: (hdirituse meetod) kui mingi jdbu moju
keha liilkumisele on eeldatavasti vaike, siis lahenda-
ge probleem kahes (v0i enamas) etapis: alul leid-
ke, kuidas liiguks keha siis, kui joudu ei olekski (see
on nn null-lahendus); edasi tehke nagu, et keha
liigubki nii, nagu eelmisel etapil leitud, kuid talle
mojub see viike joud. Vaadake, milline parandus
(nn esimene parand) tuleks tema téttu viia null-
lahendusse.

Antud juhul vajab null-1&hendi valik méningaid
selgitusi. Tingimus g7 < v viitab sellele, et {ihe
perioodi jooksul ei joua klotsi kiirus kuigivord
muutuda. Seega, kui klots libiseb alghetkel min-
gisuguse kiirusega w allapoole ja me vaatleme
piisavalt lithikest ajavahemikku, siis voime klotsi
kiiruse lugeda null-ldhendina konstantseks ja lii-
kumise sirgjooneliseks. Teisel etapil leiame hoor-
dejou keskvédrtuse, tuginedes esimese etapi lii-
kumisele.

Vaatleme, mil mééral voib rauamaard-
la mojutada veepinna taset. Oletame, et ookea-
ni pohjas siigavusel h = 2 km asub rauamaard-
la. Arvutuste lihtsustamise huvides lugegem, et
ta kujutab endast » = 1km raadiusega kera-
kujulist piirkonda, kus tihedus on timbritseva-
te kivimite tihedusest Ap = 1000 kg/m? vér-
ra suurem. Oletagem, et see kera puudutab oma
tilemise servaga ookeani pohja, so et tema kesk-
punkt asub stigavusel 7+ h. Kui palju erineb vee-
pinna tase maardla kohal iildisest veepinnatase-
mest?

IDEE 23: tasakaalus vedeliku pind votab ekvipo-
tentsiaalse kuju, so iihesuguste vedeliku osakes-
te potentsiaalsed energiad on igas pinna punktis
vordsed.

Kui see nii ei oleks, saaks vedeliku potentsiaal-
set energiat vihendada sel teel, et lasta pinna-
pealsel vedeliku osakesel voolata modda pinda
sinna, kus ta potentsiaalne energia oleks vaik-
sem.

IDEE 24: gravitatsioonivilja potentsiaale saab ar-
vutada tdpselt sama moodi, nagu elektrostaatilisi
potentsiaalegi.

Nimelt kehtib superpositsiooni printsiip ja kera
potentsiaal erineb ainult kordaja poolest: elekt-
rostaatilise @)/4meor asemel on kera gravitat-
siooniline potentsiaal l6pmatuse suhtes ¢ =
—GM /r; miinusmérk tuleb sellest, et sama mér-
giga [“+”] massid tombuvad.

Horisontaalne platvorm p66rleb timber

vertikaalse telje nurkkiirusega w. Ketas raadiuse-
ga R saab vabalt poorelda ning iiles-alla liikuda
modda hésti libedat vertikaalset volli, mis asub
platvormi teljest kaugusel d > R. Ketas vajutab
raskusjou tottu vastu poorlevat alust; hodrdete-
gur tema ja platvormi vahel on pi. Leidke, millise
nurkkiirusega hakkab péérlema ketas. Lugeda,
et rohk jaotub tihtlaselt iile kogu ketta pohja.
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IDEE 25: kui minna tile podrlevasse taustsiisteemi,
siis nurkkiirusi imber hetkeliste poorlemistelgede
saab liita nii, nagu harilikult kiirusigi liidetakse.

Seega W3 = 1 + W, kus W1 on taustststee-
mi nurkkiirus, Jo on keha nurkkiirus poorlevas
tauststisteemis ja W3 — liitkumatus tauststistee-
mis. Antud iilesande juures on kasu veel faktist
nr 49, ideedest 2, 8, 10 ja kulub é&ra ka



IDEe K7: kdva keha suvaline liilkumine on esitatav
poorlemisena iimber hetkelise poorlemistelje (ke-
ha punktide kiirusvektorite méttes).

meeTop 3: (diferentsiaalarvutus) jagage objekt
[6pmatu vaikesteks tiikkideks voi protsess 1dpma-
tu lithikesteks perioodideks (kui vaja, siis kombi-
neerige seda ideega 16).

Uhe 16pmatu viikese tiiki (perioodi) piires voib
lugeda ruumis (ajas) muutuvad suurused (an-
tud juhul hoordejou vektori suund) konstant-
seks. Kui vaja (vt jargmine iilesanne), v6ib neid
suurusi summerida tle koikide titkkide — seda
nimetatakse integreerimiseks.

Poonimismasin kujutab endast rasket

ketast massiga M, mis on ithelt kiiljelt kaetud ti-
hedalt madalate harjastega nii, et kui ta lebab po-
randal, siis kogu ta kaal jaotub iihtlaselt iile kogu
ringi-kujulise ala raadiusega R. Elektrimootor
paneb selle ketta pé6rlema nurkkiirusega o ning
hoordejoudude tekitatud joumomendi kompen-
seerib poonija pika kdepideme abil. Sama kae-
pideme abil saab poonimismasinat litkata moo-
da porandat edasi-tagasi. Millise jéuga on vaja
masinat litkata, et ta liiguks kiirusega v? Ketta
nurkkiirus lugeda suureks, wR > v ja pdorde-
momendi tasakaalustamiseks vaja minevat jou-
du mitte arvestada, hdordetegur harjaste ja po-
randa vahel on .

Siin ldheb vaja fakti nr 49, ideid K7 ja 19 ning
lisaks formuleerigem lisaks

IDEE 26: katsuge vilja selgitada ruumipiirkond,
kus paarikaupa punktides toimub jou (v6i joumo-
mendi vms) valja taandumine.

Sageli on need punktipaarid paigutunud siim-

meetriliselt. Asjakohane on ka meenutada ideed
20.

Kaldpinnal (kaldenurk «) lebab kuue-
kandiline pliiats; pliiatsi telje ja kaldpinna ning
horisontaaltasandi l6ikejoone vaheline nurk on

. Millisel tingimusel ei veere pliiats alla?

L

IDEE 27: Monikord on ruumiliste Glesannete la-

hendamisel abi koordinaatide arvutamisest sobili-
kult valitud teljestikes ning ruumipddrete valemite
rakendamisest.

Mida (millist vektorit) siis antud juhul véiks
komponentidena avaldada? Ainus tulutdotav
valik on massikeskme véike nihkevektor liitkuma
hakkamisel ning 16pptulemusena huvitab meid

ainult selle vertikaalkomponent.

Libeda pinnaga silinder raadiusega R

on kallutatud nii, et tema telg moodustab hori-
sontaaltasandiga nurga c. Silindri teatud ristloi-
ke korgeimasse punkti P on kinnitatud niit pik-
kusega L, mille teise otsa kiiljes on koormis mas-
siga m. Niit votab tasakaalulise asendi, milline
on vaba osa pikkus ? Koormis nihutatakse tasa-
kaaluasendist korvale nii, et nihkevektor on pa-
ralleelne silindri telge hoélmava vertikaaltasandi-
ga; milline on véikeste vonkumiste periood?

IDEE 28: Ruumiliste ilesannete lahendamisel voib
abi olla pinnalaotuste vaatlemisest, mh aitab see
leida vdhimaid vahemaid.

Uhtlane varras massiga m ja pikkusega

[ ripub nelja thesuguse kerge traadi otsas. Traa-
did on kinnitatud varda kiilge iiksteisest kaugu-
sel é ning on vertikaalsed, varras aga horison-
taalne. Algselt on igas niidis ihesugune pinge

To = mg/4. Leidke pinged peale seda, kui iiks
ddrmistest traatidest on labi 16igatud.

l/3

IDEE 29: Kui staatilises tasakaalus oleva keha pai-
gal hoidmiseks on kasutatud rohkem fikseerivaid
elemente (vardaid, niite jms) kui hidapéarast vaja
(st vabadusastmete arvust rohkem) ja fikseerivad
elemendid on absoluutselt jdigad, siis pole pingeid
elementides voimalik maarata. Selleks, et pingeid
oleks siiski voimalik maarata, tuleb lugeda elemen-
did elastseteks (deformeeruvateks).

Maérkigem, et siinvdidetu on kooskélas ideega 3,
mis annab kasutatavate vorrandite arvu (tund-
matuid ei tohi olla rohkem, kui vorrandeid).

Antud juhul on tegemist efektiivselt iihe-
mootmelise geomeetriaga, kus horisontaalsed
joud puuduvad, kuid keha saaks (traatide puudu-
misel) podrelda. Seega on vabadusastmeid kaks
(vastavad vertikaalsuunalisele ja poorlevale litku-
misele). Et traadid on tihesugused, siis on loo-
mulikult ihesugused ka nende jdikused; sona
“traat” vihjab suurele jaikusele, st deformatsioon
(ning varda kaldenurk) on véike.

DUNAAMIKA

Suur osa diinaamika iilesannetest seisneb sel-
les, et on vaja leida mingitest kehadest koosta-
tud siisteemi kiirendus v6i nende kehade vahel
mojuvad jéud. Neid iilesandeid on voimalik la-
hendada harilikult mitut moodi, kuid vélja voiks
tuua kolm meetodit.

MEETOD 4: leiame iga keha jaoks kdik talle méju-
vad joud, sh réhumisjoud ja h6ordejéud ning kirju-
tame vilja Newtoni Il seaduse komponentide kujul

(so projekteerides vorrandi -, y- ja vajadusel ka z-
teljele).

Vorrandeid peab tulema sama palju, kui tund-
matuid; vorrandite ja tundmatute arvu aitab va-
hendada idee 1 jérgimine.

Klots massiga M lebab libedal horison-

taalpinnal. Tema peale on asetatud klots mas-
siga m, mille kiilge on kinnitatud noori abil tei-
ne samasugune klots. N6or on témmatud iile
suure klotsi nurgas asuva ploki ning teine véike
klots ripub alla. Algselt hoitakse siisteemi paigal.
Leidke suure klotsi kiirendus vahetult peale siis-
teemi vabastamist. Hoore lugeda kéikjal nulliks,
noori ja ploki massi mitte arvestada.

m

wh
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Seda tilesannet saab edukalt lahendada mee-
todi 4 abil, ainult et vaja ldheb veel kahte ideed.

IDEE 30: kui keha on alghetkel paigal, siis vahetult
peale liilkuma hakkamist on tema nihke vektor pa-
ralleelne kehale mojuva jouga (keha kiirendusega).

IDEE 31: kui kehad on seotud noori voi varda ja
voib-olla ka ploki abil voi toetuvad uksteisele, siis
kehtib kehade nihete (ja kiiruste, kiirenduste) vahel
noori (varda vms) venimatust kirjeldav aritmeetili-
ne seos.

Kui kehad stardivad paigalseisust voi kui litkumi-
ne on sirgjooneline, siis kehtib sama seos ka kii-
renduste vahel, sest nihete jaoks kehtivast seo-
sest voib votta aja jargi tuletisi. Harilikult on
seos vordlemisi lihtne, kuid moéne tilesande pu-
hul v6ib viga kergesti sisse lipsata.

MEETOD 5: muus osas sama, mis meetod 4, kuid
liilkumist vaadeldakse mitteinertsiaalses taustsiis-
teemis (vt idee 6), kus ks kehadest on paigal.



Meetod 5 on otstarbekas mitmesuguste kiilu-
tilesannete puhul, kui asjade kiilul piisimise tin-
gimust on laboratoorses siisteemis raske kirja
panna. Ka idee 31 rakendamine on kiiluga seo-
tud taustsiisteemis sageli lihtsam, kui labora-
toorses siisteemis. Et taustsiisteemi defineeriv
keha seisab paigal, siis tema jaoks tuleb vélja kir-
jutada tasakaalu tingimus(ed),

FAKT 9: kui seote taustsiisteemi kiirendusega lii-
kuva kehaga (meetod 5), siis uues siisteemis on
sellele kehale mojuvate joudude summa null.

Hasti kergest ja libedast materjalist on

valmistatud klots, mille iilapind koosneb kahest
tiksteise poole pooratud kaldpinnast kaldenur-
gaga o Klots asub horisontaalpinnal; klotsi {ila-
pinnal moodustuva vao pohjas lebab kuul mas-
siga m ning sellest kérgemale asetatakse kuul
massiga M. Siisteem lastakse vabalt litkuma.
Millisel tingimusel hakkab kuulike massiga m
moodda kaldpinda iilespoole libisema? Hoorde-

joududega mitte arvestada.
M,
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Viimane meetod pohineb iildistatud koordi-
naatide kasutamisel ja on parit teoreetilisest me-
haanikast. Seal on ta esitatud vordlemisi keeru-
lise matemaatilise aparatuuri abil, kuid enamuse
tilesannete puhul on kasutatav hulga lihtsamas
vormis.

MEETOD 6: kui siisteemi olek on kirjeldatav tihe-
ainsa arvu abil, siis nimetagem seda Uldistatud
koordinaadiks £. Olgu meil vaja leida koordinaadi
& kiirendus 5 Kui meil 6nnestub avaldada siistee-
mi potentsiaalne energia II koordinaadi ¢ funkt-
sioonina II(§) ja kineetiline energia kujul K =
MSQ/Z kus kordaja M on kombinatsioon keha

massidest (ja voib-olla ka inertsimomentidest), siis
{=-I'(¢)/M.

Siinjuures iilapunkt tahistab tuletist aja jargi
ning primm tuletist koordinaadi ¢ jargi. Toe-
poolest, energia jadvusest tulenevalt II(¢) +
ME? /2 =Const. Vottes siit tuletise aja jérgi ja
kasutades liitfunktsiooni diferentseerimise reeg-
lit saame IT' (€)€ + MEE = 0. Taandades € joua-
megi eelpooltoodud valemini.

Kiilul nurgaga o ja massiga M asub

klotsike massiga m, mis on kinnitatud iile kii-
lu tipus oleva ploki tdmmatud néoériga horison-
taalseina kiilge nii, nagu naidatud joonisel. Leid-
ke, millise kiirendusega hakkab litkuma kiil. Koik
pinnad on libedad (hddre puudub).

Meetodi 5 illustreerimiseks on selle tilesande
lahendus toodud terveni dra vihjete peatiikis.

Horisontaalpinnal lebab kiil massiga

M ja teravnurkadega a1 ning ap. Ule kiilu ti-
pus asuva ploki on visatud n66r, mille otstes on
klotsid massidega m; ja mq. Millise kiirenduse-
ga hakkab liikuma kiil? Ho6re on igal pool null.

my m,

M
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Selle iilesande puhul véib tunduda, et vaba-
dusastmeid on rohkem kui tiks: nihkuda saab kiil
ja kiilu suhtes saab libiseda n66r. Hadast aitab
vélja
IDEE 32: kui kehade siisteemile mojuvate va-
liste joudude summa ja massikeskme kiiruse
xz-komponent on nullid, siis massikeskme x-
koordinaat jadb konstantseks.

Antud asjaolu saab kasutada selleks, et vdhen-
dada efektiivset vabadusastmete arvu. Kéesole-
val juhul koosneb siisteem kahest komponendist
ning seega saab avaldada ithe komponendi nihke
teise nihke abil.

IDEE 33: kehade vOi punktmasside siisteemi mas-
sikeskme x-koordinaat

Xco = inmi/zmi,

kus m; tahistab i-nda komponendi massi ja x;
tema massikeskme x-koordinaati. Sama vale-
mi voib Umber kirjutada integraalkujul, X¢ =
[ xdm/ [ dm, kus dm = p(z,y, z)dV on massi

diferentsiaal.

Libedal horisontaalpinnal on trepiast-

me kujuline jonks sees. Jonksu juurde liikkatakse
sama korge klots, kui on jonkski. Silinder raa-
diusega r asetatakse moodustuva renni kohale.
Nii silindri kui ka klotsi mass on m. Leidke si-
lindri ja trepiastme vaheline réhumisjoud N sel
hetkel, kui klotsi ja trepiastme vaheline kaugus
on v/2r. Alghetkel olid klots ja trepiaste hasti 13-
hestikku ning kehad seisid paigal. Hé6re on igal
pool null. Kas silinder eraldub enne klotsilt voi
trepiastmelt?

Selle iilesande lahendamisel on lihtne jou-
da véga keeruliste avaldisteni ja seejuures voivad
vead sisse lipsata. Niisiis on enne valemite kir-
ja panemist moistlik lahendusplaan hoolikalt 1&-
bi moelda.

IDEE 34: harilikult kasutatakse Newtoni seadusi
seda pidi, et jou abil leitakse kiirendus; ménikord
aga osutub tulusaks avaldada kiirenduse abil joud.

Kuidas aga leida antud juhul kiirendus(ed)? Ise-
enesest on see tdiesti voimalik, kasutades meeto-
dit 6, kuid see lahendustee viib pikkade valemi-
teni. Taktikaline soovitus: kui néete, et lahendus
laheb tehniliselt keeruliseks, siis pidage pausi ja
moelge, kas lihtsamalt ei saa. Antud tlesande
juures torkab silma “juhuslik” asjaolu: kera kesk-
punktist puutepunktidesse tommatud sirged on
risti; kas ehk see voiks aidata? Selgub, et aitabki,

IDEE 35: poorake tahelepanu erijuhtudele ja kasu-
tage neist tulenevaid lihtsustusi!

Meenutagem kinemaatika juures dpitut:

IDEE K29: koverjoonelisel liikumisel on punkti
kiirenduse radiaalkomponent v? / R (trajektooriga
risti olev komponent) maaratud kiirusega v ja ko-
verusraadiusega R; trajektoori-sihiline komponent
on joonkiirenduseks (poordliikumise puhul vor-
dub see € R-ga, kus € on nurkkiirendus).

Silindri massikese sooritab ringliikumist, nurk-
kiirenduse leidmiseks oleks aga vaja kasutada
meetodit 6, mille rakendamisest me lootsime
padseda. Hadast aitab vélja idee 1 edasiarendus:

IDEE 36: projekteerige Newtoni Il seadus sellisele
teljele, mis on risti ebasoovitava vektoriga, nt tund-
matu jouga voi kiirenduse tangentsiaalkomponen-
diga.

Silindri kiiruse (ning seega ka kiirenduse radiaal-
komponendi) lelame antud juhul hélpsasti,

IDEE 37: kui energia séilib (voi kui tema muutus
on arvutatav tehtud t66 vms abil), siis pange see
viivitamatult kirja. Energia silib siis, kui puudub
dissipatsioon (hoore, mitte-elastsed porked jms) ja
stisteemile mojuvad vilised joud on staatilised (nt
liikumatu kaldpind);

ajas muutlikud joud (liikuva rakenduspunktiga
joud, litkuv kaldpind) muudavad energiat. Ener-
gia jadvust aitab kirja panna idee 31 (kehade kii-
ruste vaheline seos!). Teisele kiisimusele vasta-
miseks on



IDEE 38: sel hetkel kui keha eraldub mingilt pin-
nalt, laheb réhumisjéud nulliks.

Ning vaadake tile ideed 31 (kiirenduste horison-
taalkomponentide jaoks).

Raske telje otstes on kerged rattad raa-

diusega R. Siisteem veereb modda horisontaal-
pinda, mis l&dheb jarsku tle kaldpinnaks kalde-
nurgaga o moodustades niirinurkse jonksu. Mil-
lise nurga o puhul liiguvad rattad ilma 6hku htip-
pamata, so puutuvad kogu aeg vastu pinda? Ra-
taste massi mitte arvestada, telg on paralleelne
horisontaal- ja kaldpinna eraldusservaga. Telje
kiirus on v.

IDEE 39: vastamaks kiisimusele, kas keha hiip-
pab 6hku, tuleb leida selline punkt mitte-6hku-
hiippamise trajektooril, kus réhumisjéud on koige
vdiksem.

Kui r6humisjoud oleks seal negatiivne, siis hiip-
pab; kriitiline vdéartus on null — vrdl idee 38).
Vaadake iile ka ideed 1, 37 ja K29.

Horisontaalsel libedal pinnal lebab vas-

tu seina toetuv klots massiga M, mille iilapinnal
on poolsilindri kujuline uure raadiusega r. Uurde
seinapoolse iilaserva juures lastakse lahti pisike
litter massiga m. Milline on klotsi maksimaalne
kiirus edaspidise litkumise kaigus? Ho6rdumise-
ga mitte arvestada.
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IDEE 40: Jadvusseadus voib kehtida vaid ainult tea-
tud perioodi viltel.

IDEE 41: Impulss siilib siis, kui vliste joudude re-
sultant on null; moénikord séilib impulss ainult Ghe
telje sihis.

Vaja ldheb ka ideed 37.

IDEE 42:
maalne) siis, kui kiirendus (ja resultantjoud) on
null (sest O:%:a); nihe on ekstremaalne
siis, kui kiirus on null. Voimalikke teisi paare:
elektrilaeng (kondensaatori pinge)-voolutugevus,
voolutugevus-induktiivne emj, jne.

Kerge varras pikkusega 3! on kinnita-

tud lakke kahe vordse pikkusega noori abil. Var-

Kiirus on maksimaalne (voi mini-

da kiiljes on kaks kuulikest massiga m ja M, mil-
le kaugus nii tiksteisest kui ka varda otstest on
l. Leidke pinge teises nooris vahetult peale seda,
kui esimene on labi 16igatud.

Selle iilesande jaoks on mitu head lahendust,
mida kéiki ithendab idee 34 rakendamine ning
vajadus leida varda nurkkiirendus. Esiteks, varda
nurkkiirenduse voib leida meetodi 6 abil vottes
tildistatud koordinaadiks poérdenurga ¢. Tei-
seks, voib kasutada Newtoni II seadust poordlii-
kumise jaoks: leiame kuulidega vardale moéjuva
joumomendi teise nodri kinnituspunkti suhtes
ning vorrutame selle suurusega I¢, kus € nurk-
kiirendus ja inertsimoment I = ml? + 4MI>.
Uldisemalt,

IDEE 43: Kui keha poorleb imber telje s, siis sum-
maarne joumoment M = I¢, kus I on inertsimo-
ment telje s suhtes, I = > m;r? = [r%-dm =
J r2p - dV ja r; on i-nda punkti kaugus teljest s

(summa voetakse ule keha kdigi punktide). Kinee-
tiline energia K = %IwQ.

Kui nurkkiirendus leitud, tuleb idee 34 tehnilisel
rakendamisel abiks

IDEE 44: Newtoni Il seaduse uldisem ja monikord
vaga mugav kuju on F = fld—f, kus P on siisteemi
summaarne impulss ning ' viliste jdudude sum-
ma. Analoogselt kehtib seos M = %, kus L
on sisteemi summaarne impulsimoment (teatud
punkti suhtes) ning M valiste joudude momenti-

de summa.

Antud juhul viib viimane meetod tulemuseni nii
jou kui joumomendi jaoks rakendatuna.
Kolmanda lahendustee puhul vaadeldakse
varrast ja kuule kolme eraldi (tiksteisega vastas-
mojus oleva) kehana. Seejuures saab kuulide kii-
rendused siduda vastavalt ideele 31; dra kulub ka

IDEE 45: histi kergele (vOrreldes teiste kehadega)
asjale mojuvate joudude ja jbumomentide sum-
mad on nullid.

Toepoolest, null-massi korral tdhendaks nullist
erinev joud I6pmatut kiirendust.

Venimatu kare niit joontihedusega p

ja pikkusega L on visatud iile ploki nii, et iithe
rippuva otsa pikkus on . Horisontaalsele teljele
asetatud plokk kujutab endast kergete kodarate
abil kinnitatud véru massiga m ja raadiusega RR.
Alguses hoitakse siisteemi lilkumatuna ning see-
jérel lastakse ta lahti. Leidke teljele méjuv joud
vahetult peale lilkuma hakkamist. Ploki ja telje
vaheline hoore lugeda tithiseks.
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Tooplaan voiks siin olla selline: jou leid-
miseks kasutame ideed 34, siisteemi kiirenduse
leiame meetodi 6 abil. Selleks, et mugavaimal
moel rakendada ideed 34, sobib

IDEE 46: Newtoni seaduse vOib panna kirja kujul
F = Mdc, kus dc on massikeskme kiirendus.

Viimast ideed on harilikult otstarbekas kasuta-
da siis, kui osa siisteemi massist jadb paigale
ning toimub suhteliselt vdike massi timber pai-
gutumine (nagu siin: lithikese ajavahemiku jook-
sul on ainsaks muutuseks see, et noori ithe ot-
sa juures “kaob” ja teise otsa juures “ilmub val-
ja” lithike jupp noodri). Loomulikult 1ldheb see-
juures vaja ka ideed 32, toGvaeva vihendab idee
19. Tasub silmas pidada, et antud juhul ei hu-
vita meid massikeskme koordinaat iseseisvana,
vaid tema muut ajas; seega voib massikeskme
avaldisest vélja jatta ajast mittesoltuvad liikmed
(nende tuletis oleks niikuinii null). Massikesk-
me koordinaadi ajas muutuva osa tasub avalda-
da sellesama tildistatud koordinaadi jérgi, mida
kasutame meetodi 6 juures (sest meetod 6 an-
nab meile selle teise tuletise aja jargi). Lisaks ku-
lub é&ra tehnilist laadi soovitus: vektoriaalne suu-
rus on médratud (@) oma mooduli ja suunaga; (b)
koordinaatidega teatud teljestikus;

IDEE 47: monikord on vektoriaalseid suurusi ots-
tarbekas arvutada komponentidena, isegi siis, kui
kisitakse ainult moodulit.

Eeskatt kehtib see siis, kui vektori suund pole
teada ega ilmne. Antud juhul tuleks siis sobivalt
valitud teljestikus leida F}; ja F,.

Ule ploki on visatud néér, mille otstes

ripuvad kaks ithesuguse massiga klotsi. Algu-
ses on klotsid iihel korgusel. Uhele neist antak-
se hetkelise toukega horisontaalsuunaline véike
kiirus v. Kumb klotsidest osutub mone aja pa-
rast korgemal olevaks? Plokk lugeda kaalutuks.



v
See tilesanne kuulub vdga raskete hulka, sest la-
henduse voti on spetsiifiline ja harva rakendatav,

IDEE 48: kui siisteemi massikese ei saa paigast lii-
kuda, siis temale méjuv summaarne jéud on null.

Antud juhul saab kiill massikese natuke liikuda,
kuid pikas perspektiivis (keskmistatuna iile pen-
deldava litkumise perioodi — vrd idee 22) ja4b ta
paigale, sest klotsid on iiheraskused ja kui iiks
neist kerkib, siis massikeskme vertikaalkoordi-
naadi avaldises kompenseeritakse see teise klot-
si laskumise poolt. QOeldu kehtib antud juhul
ka massikeskme horisontaalkoordinaadi jaoks,
kuid tilesande lahendamiseks piisab vaid verti-
kaalkoordinaadi vaatlemisest. Igaks juhuks olgu
dra toodud ka suhteliselt ilmne

FAKT 10: Ule kaalutu ploki voi hodrdevaba toe
tommatud kaalutu niidi pinge on kdikjal sama.

Lahendusskeem on niisiis selline, et kirjutame
vélja Newtoni II seaduse (a) kahest klotsist koos-
neva siisteemi jaoks ja (b) tihe klotsi jaoks; kesk-
mistame moélemad vorrandid ja kasutame (a)-
st tulenevat vordust niidi keskmise pinge leid-
miseks, mille asendame vorrandisse (b). Lah-
tudes ideest 22 jagame niidi pinge keskmiseks
ja korgsageduslikuks komponendiks ja kasuta-
me ideed 16.

Siledal laual asub niisugune klotside

slisteem, nagu ndidatud joonisel. Klotside oma-
vaheline hodrdetegur on p, laud onlibe ( 1t = 0).

m m
M M %F
o

Parempoolset alumist klotsi tommatakse jouga
F. Leidke koikide klotside kiirendused.

IDEE 49: Kui kehad on omavahel seotud héor-
dejoududega, siis monele kisimusele ammenda-
va vastuse andmiseks on vaja labi arvutada koik-
voimalikud kombinatsioonid eri kontaktpindade
libisemise-mittelibisemise osas.

Naiteks kui teha oletus, et kahe keha vahel libi-
semist ei toimu, siis voib kontaktis olevaid kehi
vaadelda kui tihtset tervikut. Pérast tuleb vélja
rehkendada kehade vaheline hoordejoud Fp, ning
leida mis tingimusel tehtud oletus kehtib, so mil-
lal on F} viiksem maksimaalsest seisuhdorde-
joust pV.

Piljardikuul lendab vastu teist, paigal-

seisvat piljardikuuli. Millistes punktides véib
asuda paigalseisev kuul, et oleks voimalik saa-
vutada olukord, kus mélemad kuulid kukuvad
laua nurkades asuvatesse aukudesse — tiks iihte,
teine teise. Porge lugeda absoluutselt elastseks,
kuulide poorlemisega mitte arvestada, (kuulid
on absoluutselt libedad).

IDEE 50: Kui absoluutselt elastne kuul porkab vas-
tu teist samasugust paigalseisvat kuuli ja kuulide
poorlemist voib mitte arvestada, siis peale porget
on kahe kuuli kiirusvektorite vahel taisnurk.

Toestuseks paneme tédhele, et impulsi jddvuse
tottu moodustavad kolm kiirusvektorit (kiirus
enne ja kiirused pérast porget) kolmnurga. Ener-
gia jadvus tdhendab, et kolmnurga kiiljed rahul-
davad Pythagorase tingimust. Erijuhuks (vt {ile-
jargmine tilesanne) on

FAKT 11: Kui elastne kuul porkab tsentraalselt
teise samasuguse paigalseisva kuuliga, siis esimene
jadb paigale ning teine omandab esimese kiiruse.

Absoluutselt elastne ja libe piljardikuul

liigub kiirusega v kahe paigalseisva tapselt sama-
suguse kuuli poole. Paigalseisvad kuulid puutu-
vad iiksteise vastu ning nende keskpunktid aset-

sevad teljel, mis on risti litkuva kuuli kiirusvek-
toriga. Liikuv kuul on sihitud tapselt kahe seisva
kuuli vahekohta. Millise kiiruse saab algselt lii-
kuv kuul peale porkeid? Vaadelda kahte juhtu-
mit: (a) ta tabab toepoolest tépselt seisvate kuu-
lide vahekohta; (b) tema trajektoor on natukene
nihkes, nii et ta tabab iihte seisvatest kuulidest
karvavorra enne.

v )
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Esimesele kiisimusele vastamiseks on vajalik

IDEE 51: porkeid (ka igasugust muud kehade in-
teraktsiooni, nt néoriga seotud kuulide liilkumine)
on mugav vaadelda massikeskme siisteemis, sest
seal on impulsi jadvus kdige kergemini kirja pandav
(summaarne impulss on null). Massikeskme ss-
teem on harilikult mugavaim ka muul viisil interak-
teeruvate (nt niidi voi vedru abil seotud) kehade
slisteemide uurimisel.

Ja loomulikult drge unustage ideed 37. Teise kii-
simuse juures kulub dra

IDEE 52: kui teatud ajavahemiku valtel kehale mé-
juv joud ei muuda oma suunda, siis on iile antav
impulss sama suunaline, mis joudki.

Libedat renni modda liiguvad n abso-

luutselt elastset kuuli. Milline on maksimaalne
voimalik porgete arv? Kuuli modtmetega ning
voimalusega, et korraga porkavad kokku enam
kui kaks kuuli, mitte arvestada.

IDEE 53: Alati on abiks protsessi voimalikult vi-
suaalne esitamine, mh graafikutena.

Abistav kiisimus: kuidas ndeb védlja =z — t-

teljestikus kahe kuuli elastne porge?

Laud pikkusega L ja massiga M le-

bab libedal horisontaalsel pinnal; tema peal ithes
otsas lebab omakorda pisike klots massiga m.
Hoéordetegur klotsi ja laua vahel on p . Milline
minimaalne kiirus v oleks vaja anda jarsu tou-
kega lauale, et klots libiseks edaspidise liikumise

kéigus iile terve laua ja edasi laua pealt maha?
Klotsi m6otmed lugeda tithiseks.

u=0 ml——H
| M |

Sellel iilesandel on kaks enam-vihem vord-
vaarset lahendust. Esiteks, teda saab lahendada
idee nr 6 abil. Teiseks, vdib kasutada ideid 37 ja
51 vottes kaiku

IDEE 54: kui keha libiseb m66da tasast pinda, siis
soojuseks lainud energia on vordne hdordejou ja li-
bisemisjalje pikkuse korrutisega.

Toesti, hoordejoud on moodulilt konstantne
ning kui minna alusega seotud taustsiisteemi,
siis on ta alati paralleelne nihkevektoriga.

Juuresolev joonis on tehtud strobos-

koopilise foto pohjal ning temal on kujutatud ka-
he tihesuguse diameetriga kuid erinevate massi-
dega kuuli porget. Noolega on nédidatud tihe kuu-
li liikumise suund enne porget. Leidke kuulikeste
masside suhe ja ndidake, mis suunas liikus teine
kuul enne porget.

N .

IDEE 55: monikord on kasulik opereerida impuls-
sidega nagu vektoritega vaadeldes nende vektor-
summasid ja vahesid kolmnurga voi réopkiliku
reegli abil (see kehtib ka muu — nihete, kiiruste,
kiirenduste, jdudude jne puhul).

Konkreetsemalt: kahe keha vastasmdju puhul on
tile antud jouimpulsi vektor vordne kahe impulsi
vektorvahega. Vrdl ka idee 5.

FAKT 12: stroboskoopilisel fotol on keha thest
asendist jargmisse tdmmatud vektor vordeline te-
ma kiirusvektoriga.



FAKT 13: (Newtoni Ill seadus) kui kaks keha on ol-
nud vastasmojus, siis kehade impulsside muudud
on vordsed ja vastassuunalised.

On kaks tiinni (A ja B), mis erinevad
kraani konstruktsiooni poolest, vt joonis. Kraan
on avatud, veepinna koérgus kraani juurest arva-
tes on H. Millise kiirusega voolab vilja veejuga?

4[4

IDEE 56: Kui ndib, et lilesannet on vdimalik lahen-
dada nii energia kui ka impulsi jadvusest lahtudes,
siis vahemalt tiks neist suurustest tegelikult ei sili!

Teisiti see ei saagi olla, sest vastused tulevad eri-
nevad. Niisiis 1&heb eeskitt vaja tdhelepanelik-
kust. Antud juhul on kraani A koostamisel trita-
tud saavutada voolu laminaarsus, st energia sdi-
lib. Kui me aga meetodist 3 ldhtudes iiritaksime
kirja panna aja dt jooksul veerdhu poolt joale iile
antud impulsi kui pSdt (kus S on kraani ristloi-
ke pindala), siis selgub, et vee voolamisest tingi-
tuna p # pg (vrdl diinaamiline rohk, Bernoul-
li seadus!). Teisest kiiljest kraani B puhul po-
le voolu laminaarsus tagatud, tekivad keerised ja
energiakadu. Kiill aga vdime kasutada impulssi:
kirjutame avaldise aja dt jooksul anumate sein-
te poolt vedelikule tle antud réhu jaoks (iildiselt
taandavad vasaku- ja parema seina poolt avalda-
tavad rohud iiksteist &dra, kuid vasakul jaab kraa-
niga kohakuti pindalal S réhk p = pgH kom-
penseerimata).

1981, 9. klass) Transport6ori abil toi-

metatakse liiv ehitusplatsile. Transport6ori lindi
pikkus on I, kaldenurk horisondi suhtes «; lindi
paneb likkuma alumine linti hoidev voll raadiu-
sega R. Liiva riputatakse lindi alumise otsa ko-
hal olevast punkrist konstantse massikuluga p

(kg/s). Milline on minimaalne liiva vedamiseks
vaja minev p66rdemoment? Milline on seejuures
lindi kiirus? Hoérdetegur on piisavalt suur sel-
leks, et liivaterad peatuksid lindi suhtes peatselt
peale lindile kukkumist; liivaterade algkiirus lu-
geda nulliks.

FAKT 14: Selleks, et midagi liikkuma panna — olgu
see keha voi (nt liivaterade) vool — on vaja joudu.

Selle iilesande juures laheb vaja ka ideid 56 ja
meetodit 3, lisaks tuleb veel

IDEE 57: (pidevuse tingimus) statsionaarse voola-
mise puhul on aine voog (voolu ristldiget ajatihi-
kus labiv ainekogus) konstant ja ei soltu ristldikest:
ov = Const [(x) on aine joontihedus ja v(x) —
voolu kiirus].

Konstantse tihedusega vedeliku voolu puhul to-
rudes on joontihedus o = pS ning seega vS =
Const. Selles ruumiosas kuhu vool suubub, aine
mass kasvab: ‘fi—’f = ov — ka seda vorrandit voib

nimetada pidevuse tingimuseks.

Kérguselt h kukub vastu pdrandat ja

libiseb edasi plastne saviplonn. Milline on savi-
plonni kiirus kohe libisemise alguses, kui hoor-
detegur tema ja poranda vahel on y ? Saviplénni
horisontaalsuunaline algkiirus oli u.

IDEE 58: Kui 160gil vastu kdva seina toimub ko-
gu aeg libisemine, siis piki- ja risti seina lle antud
jouimpulsside suhe on g

Toesti, Ap; = [ N(t dt (integreerime iile 166gi
JuN(t)dt = pu [ N(t

Poiss tassib nooripidi oma jarel kelku

massiga m ning ronib tasakesi méest tles. Leid-
ke, millise t66 teeb poiss kelgu mée otsa veda-
miseks, kui mée korgus on h ning horisontaalne

aja) ja Ap”

vahemaa mdée jalamilt mée tippu on a. Lugeda,
et kelgu n66r on kogu aeg mée nélva puutuja si-
hiline ja hoordetegur kelgu ning lume vahel 4.

FAKT 15: kui mingi profiili voi ajalise soltuvuse
vms kuju pole ette antud, siis tuleb vaadelda uld-
juhtu — tdestada, et tulemus kehtib suvalise kuju
jaoks.

IImselt 1dheb fakti 15 rakendamisel vaja ideed 3.

Seest tiihi silinder massiga M veereb il-
ma libisemata modda kaldpinda, mille kaldenurk
on a = 45°. Tema sisepinnal libiseb ilma hoor-
dumiseta klotsike massiga m = M /2. Milline
on nurk g kaldpinna normaali ja silindri kesk-
punkti ning klotsikest thendava sirge vahel?

[Imselt baseerub lihtsaim lahendus ideel 6,
kuid on vaja arvutada veereva silindri kineetiline
energia.

IDEE 59: K = K. + Mgv kus K. on kineeti-
line energia massikeskmega seotud taustsiisteemis
ja My, — siisteemi summaarne mass. Analoogiad:
slisteemi |mpulss P = My, (sest P, =0)j jaim-
pulsimoment L= L.+7. X% P. Steineri teoreem:
I = Iy + Msxa?, kus I on inertsimoment telje s
suhtes ja Iy — massikeset libiva (s-ga paralleelse)
telje suhtes ning a — telgede kaugus.

Impulsimomenti tuleb arvutada juba jargmises
tilesandes, sestap klaarigem veidi seda asja.

IDEE 60:
slisteemi punktmassideks L =

impulsimoment on aditiivne, jagades
> L;, kus i-nda

punktmassi jaoks L = 7 x Py (tldjuht) voi
L; = h;p; = r;py (tasapinnaline liikkumine,
h; = r;sina; on impulsi 6lg ja py; = p;sina
— impulsi tangentsiaalkomponent). Ka kineetiline
energia, impulss jms on aditiivsed.

Kui kolmemodtmelises ruumis on impulsimo-
ment vektoriaalne suurus, siis tasandilise liiku-
mise korral on see vektor tasandiga risti ja seega
efektiivselt skalaarne suurus (mis voimaldab loo-
buda vektorkorrutistest). Sageli on mugav kom-
bineerida ideid 59 ja 60: me ei jaga siisteemi
mitte punktmassideks, vaid kévadeks kehadeks

= > Li).

vutame vastavalt ideele 59, st massikeskme im-

iga keha impulsimomendi L; ar-

pulsimoment pluss impulsimoment massikesk-
me siisteemis.

IDEE 61: Kehade inertsimomente massikeskme
suhtes. Pulk pikkusega l: -5 M2 kera: 2M R2,
sfaar 2 M R?, silinder —MR2 ruut kuljeplkkusega
a, telg risti tasandiga: %Ma .

Kui poorlemistelg ei labi massikeset, voib (a) lei-
da inertsimoment vaadeldava telje suhtes Stei-
neri teoreemi abil; (b) rakendada ideed 59 kinee-
tilise energia véi impulsimomendi arvutamiseks
(mispuhul vajame ainult inertsimomenti massi-
keskme suhtes).

Modda jadd libiseb pooreldes palk mas-
siga M ja pikkusega 2[. Palgi massikeskme kiirus
on v, nurkkiirus on w. Sel hetkel kui palk on ris-
ti tema massikeskme kiirusega, porkub ta otsaga
vastu paigalseisvat posti. Milline on palgi massi-
keskme kiirus peale porget, kui (a) pérge oli abso-
luutselt plastne, so vastu posti pdrganud ots jdéb
paigale; (b) porge oli absoluutselt elastne.

2

Absoluutselt elastse porke puhul saab the vor-
randi tdnu energia jdévusele; kui porge on plast-



ne, siis asendub see tingimusega, et palgi ots jaab
paigale. Tundmatuid on aga kaks. Teise vorrandi
saamiseks on

IDEE 62: kui keha porkub millegi vastu, siis tema
impulsimoment séilib porkepunkti suhtes.

Tdepoolest, porke ajal muudab keha oma litku-
mist réhumisjou ja hodrdejou toimel, kuid need
molemad on rakendatud puutepunkti: nende 6lg
on null. Kui keha liigub raskusjou (vms) véljas,
siis pikemas perspektiivis voib keha impulsimo-
ment pérkepunkti suhtes muutuma hakata, kuid
vahetult enne- ja pédrast porget on see ikka iiks ja
sama (sest raskusjoud on mooduka suurusega —
erinevalt rohumisjoust, mis on suur kuid lihiaeg-
ne — ja kuigi 6lg ei ole null, ei saa ta hetkeliselt
muuta impulsimomenti).

Kui liiia teibaga vastu mingit kova

eset, nditeks vastu palki, siis voib teivast hoi-
dev kasi kovasti porutada saada — seda siis kui
166k ei taba teiba nn 166gikeset, vaid satub sellest
kas ette- voi tahapoole. Leidke kus kohas asub
iihtlase massijaotusega teiba 166gikese. Lugeda,
et 166gi puhul sooritab teivas pédrlemist iimber
hoidva kée.

MEETOD 7: Tolkige reaal-eluline probleem for-
maalsesse fiilisikalis-matemaatilisse keelde (koos-
tage mudel).

Niimoodi kirjapandult voib tunduda, et sellest
meetodist palju kasu pole. Tegelikult aga on nii-
suguse tolkimise probleem fiilisikas iiks huvita-
vamaid ja raskemaid asju tildse, seda nimetatak-
se mudeli koostamiseks. Huvitav selleparast, et
selles on rohkem loomingulisust ja tegutsemis-
vabadust kui valmis mudeli lahendamises ole-
masolevate ideede rakendamise teel. Mis ei ta-
henda téielikku vabadust: mudel peab kirjelda-
ma reaalsust voimalikult hésti, lahendused pea-
vad olema moistlikud, soovitav oleks, et mude-
lit saaks lahendada kas ise oma peaga voi arvu-
ti abiga. Kéesoleva iilesande puhul palju vaba-

dust pole jaetud ja asi on lihtsam: moistlikele eel-
dustele on selgelt viidatud. Alustame tolkimist:
“Jaik homogeense massijaotusega teivas pikku-
sega | poodrleb iimber the otspunkti nurkkiiru-
sega w, pdorlemistelg on teibaga risti. Kaugusel
x poorlemisteljest on jaigalt fikseeritud palk, mis
on paralleelne podrlemisteljega. Teivas 166b vas-
tu palki” Nuiid tekib esimene torge: kas 166k on
elastne voi plastne? Sellele pole iilesande teks-
tis vihjatud. Jatame tolkimata — voib-olla saab
ilma vastava eelduseta (selgub, et saabki). Edasi
on aga pohikiisimus: mida tdhendab “kasi ei saa
porutada™ Haiget saab siis, kui miski asi 166b
vastu kédtt — kui see miski saab kéelt lithikese
aja jooksul (166gi véltel) teatava impulsi, sest see
tahendab hésti suurt joudu. Kasi on paigal, st
pulga kées olev ots peab jadma paigale ilma kaelt
impulssi saamata. Saamegi 16puni tolkida: “Lo6-
gi tulemusel pdérlemine muutub vastassuunali-
seks, 0 > W’ > —w; 166gi ajal poorlemistelg tei-
bale mingit impulssi ei anna. Leida = Eelvii-
mane lause annab selge vihje, et voib rakendada
ideed 62.

Massiivne silinder raadiusega R ja

massiga M lebab poérandal. Tema keskele on
treitud kitsas soon siigavusega a. Soonde on ke-
ritud niiti, mille vaba ots on horisontaalne ning
mida tommatakse jouga F'. Silinder on asetatud
nii, et niit jookseb silindrilt maha altpoolt kiil-
jest. Millise kiirendusega hakkab litkuma silin-
der? Hodre poranda ja silindri vahel on piisavalt
suur, nii et libisemist ei ole.
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Seda tilesannet saab lahendada mitmeti, kuid ka-

sutagem siinkohas jargmist ideed.

IDEE 63: Seos [e = M on ilmselgelt dige vaid sis,
kui poorlemiskese on paigal; selgub aga, et see keh-

tib ka siis, kui hetkeline podrlemistelg liigub kulge-
valt nii, et keha masskeskme kaugus teljest ei muu-
tu (nt silindrilise voi keraja keha veeremisel).

Selle véite toestuseks on hea meenutada ideed
6: kineetiline energia tekib t66 arvelt, K =
%I w? =
dep/dt).
mistelje suhtes I ei sdltu ajast, siis dK/dt =
$ldw?/dt = Iwe = dMe/dt = Muw, st
Ie =M.

Kuul veereb médda horisontaalset p6-

randat piirkonnas z < 0 kiirusega 0y =
(vz0,vyo). Piirkonnas > 0 on transport6or,
mis liigub kiirusega @ = (0, u) (st paralleelselt
oma servaga x = 0). Leida kuuli kiirus transpor-

My (¢ on keha poordenurk, w =
Kui inertsimoment hetkelise poorle-

t6ori suhtes ¥ = (vg,vy) peale transportddrile
veeremist. Transportdori pind on kare (kuul ei
libise) ning pdranda pinnaga iihes tasapinnas.

IDEE 64: Horisontaalpinnal veerevatel-libisevatel
silindri voi kera-kujulistel kehadel séilib impulsimo-
ment sellise suvalise telje suhtes, mis lebab antud
horisontaalpinnal.

Toepoolest, rohumisjou ja raskusjou rakendus-
punktid on samal sirgel ning nende resultant on
null, st nende summaarne joumoment on null;
réhumisjou vektor lebab horisontaalpinnal, st te-
ma moment horisontaalpinnal lebava telje suh-
tes on samuti null.

“Vedruhantel” koosneb kahest kuulist

massiga m, mis on thendatud vedru abil (jaikus
k). Kaks sellist “vedruhantlit” libisevad iiksteise-
le vastu, kummagi kiirus on vp. Mingil hetkel oli
nende vahekaugus L (vt joonis). Leidke, millise
aja moodudes on vahekaugus jélle L. Porked lu-

geda absoluutselt elastseks.

v
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IDEE 65: Kui siisteem, mis koosneb elastsetest ke-
hadest, mis on seotud vedru, nd6ri vms abil, inte-

rakteerub mingite teiste kehadega, siis elastsete ke-
hade porkeaeg on hulga viiksem kui muude prot-
sesside karakteersed ajad. Siis saab tervikprotses-
si jagada lihtsateks etappideks: peaaegu hetkeline
elastsete kehade porge (kehad voib lugeda vaba-
deks, sest nt vedru avaldab hulga vaiksemat jéudu,
kui kaks porkuvat elastset keha) ning sellele jarg-
nev (eelnev, porgete vaheline) aeglane protsess —
vedrupendli vonkumine vms.

Mdrkus: toodud idee on tildisem, liht-etappideks
jagamine on kasulik alati, kui diinaamilises siis-
teemis voivad aeg-ajalt toimuda kiired (peaae-
gu hetkelised) protsessid; néiteks sobib jargmine
tilesanne (meenutage ka ideed 51).

Viikesed liivaterakesed libisevad hoor-

devabalt modda silindrilist renni raadiusega IR
(vt joonis). Renni kaldenurk .. Kéik liivaterake-
sed stardivad paigalseisust renni pinnal punkti A
laheduses (kuid mitte tingimata punktist A ene-
sest). Milline peaks olema renni pikkus L, et kdik
liivaterakesed véljuksid rennist punktis B?

IDEE 66: Kui hajusas kimbus olevate osakes-
te liilkumise saab jagada teatud suunaliseks von-
kumiseks ning vonkuvast liikumisest sdltumatuks
(sellega ristsihiliseks) liikumiseks, siis teatud punk-
tides toimub kimbu fokuseerumine — seal, kus
koikide osakeste vonkefaas on null (vi 27 taisarv-
kordne).

Traadist riidepuu kéigub vaikese amp-

lituudiga joonise tasandis. Kahel esimesel juhtu-
mil on kolmnurga pikk kiilg horisontaalne. Koi-
gil kolmel juhtumil on vénkeperioodid vordsed.
Kus asub massikese ja milline on vonkeperiood?
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Taustinfot: kova keha, mis vongub teatud telje
timber, nimetatakse fiitisikaliseks pendliks. Te-
ma omavonkesagedust w on lihtne tuletada seo-
sest Ip = —mglp, kus I on inertsimoment von-
kumistelje suhtes ning | — massikeskme kaugus
sellest teljest: w™2 = I/mgl = Iy/mgl +1/g
(siinkohal kasutasime Steineri teoreemi, vt idee
59). Fisikalise pendli taandatud pikkuseks ni-
metatakse sellist pikkust [ =1+ I /ml, mil-
le puhul matemaatilise pendli omavonkesagedus
on sama, mis antud pendlil.

IDEE 67: Kui fUisikalisele pendlile joonistada I6ik
pikkusega [ nii, et see laheb I3bi massikeskme jasel-
le liks otspunkt on pdodrlemistelje juures, siis aseta-
des poorlemistelje teise otspunkti juurde (ning las-
tes kehal vajuda stabiilse tasakaalu asendisse), on
uus omavonkesagedus sama, mis ennegi. Jareldus:
nende punktide hulk, kuhu véib asetada vénku-
mistelje nii, et omavonkesagedus ei muutu, moo-
dustab kaks kontsentrilist ringjoont imber massi-
keskme.

Toestus: eelpooltoodud valemi voib kirjutada
ruutvorrandina leidmaks antud sagedusele w (st
antud taandatud pikkusele =g /w?) vastavaid
kaugusi [, 1* — Il + Io/m = 0. Viéta teoree-
mi pdhjal lahendid {; ja [ rahuldavad tingimust
L+l =1LULstlijaly = [ — {1 annavad sama
omavonkesageduse.

Metallkera, mille raadius on 2mm ja

tihedus p = 3000 kg/m? liigub vees vabalt lan-
gedes kiirendusega ag = 0,57g. Vee tihedus
po = 1000kg/m3. Millisega kiirendusega téu-
seb kera-kujuline mull, mille raadius on 1 mm?

Vee liikkumine lugeda mélemal juhul laminaar-
seks ning hoordejoud tiihiseks.

IDEE 68: Kui keha liigub vedelikus, siis hakkab ka
vedelik liilkuma. (A) Laminaarse lilkumise korral (st
siis, kui puuduvad keerised) on liilkumises ainult ke-
ha liheduses olev vedelik; (B) turbulentse voolu
korral jaab keha taha turbulentne saba. Mdlemal
juhtumil on liikuva vedelikuosa karakteerne kiirus
sama, mis keha enese kiiruski.

Kasutades meetodit 6 leiame, et juhtumil (A) on
siisteemi kineetiline energia K = %v2(m +
apoV), kus konstant a on litkuva keha geomeet-
riat iseloomustav arv, mis néitab, kui suur ve-
deliku piirkond hakkab litkuma (vorreldes keha
enese ruumalaga). Kui kehale méjub joud F', siis
selle jou poolt arendatav voimsus P = Fv =
2K — va(m+apoV). Seega F' = a(m-+apyV).
st keha efektiivne mass suureneb suuruse apyV’
vorra. Antud iilesande puhul saab kerakujulise
keha jaoks leida konstandi a kasutades iilesan-
de esimeses pooles antud tingimusi.

Kui juhtumil (B) eeldada, et keha litkumise
kiirus on konstantne, siis K = $v?po(aSvt),
kus S on keha ristléikepindala ja a.S on turbu-
lentse saba ristldike pindala. Konstant a on jal-
legi keha iseloomustav suurus. Siit on juba liht-
ne leida F'v = % = %v3poS, millest F' =
%1}2[)05 .

Veejuga langeb kiirusega v vastu ren-

ni péhja ning jaguneb vasakule- ja paremale voo-
lavaks veevooks. Leidke mélema veevoo Kiirus,
kui juga langes renni (ning seega ka veevoogude)
suhtes nurga « all. Milline on vooluhulkade suhe
neis kahes voos?

M

Tegemist on lipriski raske tilesandega, sestap for-
muleerigem mitu ideed ja fakti.

IDEE 69: Vedeliku voolamisel on sageli abi Ber-
noulli (st energia jadvuse) seadusest p + pgh +
%pv2 = Const, kus p on staatiline réhk, i — vaa-
deldava punkti kérgus ning v — kiirus antud punk-
tis.

FAKT 16: Vedeliku vaba pinna lahedal vedeliku
sees on staatiline réhk vordne valisrdhuga.

Ulesande teise poole lahendamiseks liheb vaja
veel jargmisi teadmisi.

IDEE 70: Ideed 44 saab uldistada nii, et see kehtiks
avatud siisteemide puhul (stisteemi siseneb ja sealt
valjub teatud kogus ainet): F = % + q;pin —
quout, kus (Epin ja q;pout on slisteemi sisenev ja
sealt valjuv impulsi voog (st ajatihikus stisteemi si-
seneva ja sealt viljuva aine summaarne impulss).

Voolava vedeliku impulsivoogu voib arvutada
kui impulsi ruumtiheduse p' korrutist ruumiku-
luga (ajaiihikus siisteemi siseneva/sealt véljuva
vedeliku ruumala).

Millist avatud siisteemi siis tuleks antud ju-
hul vaadelda? Ilmselt sellist, mis voimaldaks eel-
pooltoodud valemi abil siduda rennile langeva
veehulga p (massikulu ajatihikus) rennis vasaku-
le ja paremale leviva veehulgaga (u, ja ptp): mot-
teline vdike ruumiosa, mis hélmab vedelikujoa
kaheks jagunemise piirkonda.

FAKT 17: Kui viskoossust vdib mitte arvestada, siis
voolusangi seinte poolt vedelikule avaldatava jou
seintega paralleelne komponent on null.

Leidke, kui kiiresti levivad madalad lai-

ned madalas vees. Madalaks loetakse vesi siis,
kui lainepikkus on hulga suurem vee siigavusest
H. Ténu sellele voib lugeda, et iile kogu verti-
kaalldike on koigi vee osakeste horisontaalkiirus
vy, Uiks ja sama ning et vee osakeste horisontaal-
kiirus on hulga suurem vertikaalkiirusest. Laine-
te madalus tdhendab, et nende korgus on hulga
vaiksem vee siigavusest. See vdimaldab meil lu-
geda, et vee osakeste horisontaalkiirus on hulga

vaiksem lainete kiirusest u.

IDEE 71: Laine (vOi muu pisiva kujuga struktuuri)
levimiskiiruse (voi muu karakteristiku) arvutamise
ks standardmeetod seisneb tleminekus sellisesse
taustsiisteemi, kus laine on paigal. Selles siisteemis
kehtib (a) pidevuse tingimus — idee 57; (b) energia
jadvus (nt Bernoulli seaduse kujul; teatud juhtumi-
tel voib energia jadvuse seadust siinkohal asendada
joudude tasakaalu tingimus).

(Alternatiivne ldhenemine seisneb osatuletiste-
ga diferentsiaalvorrandite siisteemi lineariseeri-
mises ja lahendamises.)

Viike kuulike massiga m = 1 g liigub

libedat alust moéda libisedes ning elastseid por-
keid sooritades seina ja klotsi vahel edasi-tagasi.
Risttahuka kujulise klotsi mass on M = 1kgja
kuuli algkiirus vg = 10 m/s. Milline on kuuli kii-
rus sel hetkel, kui klotsi ja seina vaheline kaugus
on alghetkega vérreldes kahekordistunud? Mitu
korda muutub kuuli poolt seinale avaldatav kesk-
mine (tle aja keskmistatud) joud?

IDEE 72: Kui toimub niisugune ostsilleeruv (von-
kuv) liikkumine, mille puhul siisteemi parameetrid
muutuvad aeglaselt (vorreldes vonkeperioodiga),
siis sdilib nn adiabaatiline invariant I: see on nn
faasitasandil (kus koordinaatideks on ruumikoor-
dinaat z ja impulss p,) moodustuva suletud kon-
tuuri pindala.

Lisame tdpsustusi ja kommentaare. Suletud
kontuur moodustub parameetrilise koverana
(nn faasitrajektoorina) x(t), p,(t), kui jalgime
stisteemi liikumist tihe tdisperioodi T véltel. Faa-
sitrajektoor varustatakse harilikult noolega, mis
nditab liikumise suunda. Adiabaatiline invariant
pole mitte absoluutselt tapselt sailiv suurus, vaid
tema sdilimise tdpsus kasvab suhte 7/T kasva-
misel, kus 7 on siisteemi parameetrite muutu-
mise karakteerne aeg.

Adiabaatilisel invariandil on fiiiisikas tohu-
tu suur roll, mis algab gaaside adiabaadi seadu-



sest (vorrelge eelmise iilesande tulemust iihe va-
badusastmega ideaalse gaasi adiabaadiseaduse-
ga!) ning viib vélja kvantmehaanika seadusteni
(stisteemi kvantide — nt footonite — arv siilib
slisteemi parameetrite aeglasel muutmisel).

KORDAMISULESANDEID

Sirge tihtlane varras toetatakse vastu

vertikaalset seina nii, et tema ja seina vaheline
nurk on o < 90°. Milliste nurga « véartuste
korral saab varras sedasi paigale piisima jaada?
Vaadelda kahte juhtumit: a) sein on libe ja po-
rand kare hoordeteguriga 4 ; b) porand on libe ja
sein kare hoordeteguriga pu.

Hasti kerge pulk on toetatud tihe ot-

saga vastu seina ja teisega vastu porandat. Siti-
kas tahab ronida seda pulka modda tilevalt alla.
Kuidas peaks sdltuma kiirendus, millega ta liigub
sellest, kui kaugel on ta pulga tilemisest otsast?
Sitika mass on m, pulga pikkus on /, nurk poran-
da ja pulga vahel on « ning pulga mass lugeda
nulliks; nii sein kui ka pérand on libedad (¢ = 0).
Kui kaua kulub tal aega selleks, et laskuda iile-
mise otsa juurest (paigalseisust) paris alla?

Libedal horisontaalpinnal lebab kiil ti-

punurgaga. Labi lae on puuritud siledate seinte-
ga auk. L&bi selle augu on pistetud varras, mis
taidab tihedalt augu, nii et ta saab libiseda hoor-
devabalt tles-alla, kuid tema telg on fikseeritud
ja vertikaalne. Varras toetub vastu kiilu; ainus
koht antud siisteemis, kus toimub hodre, on var-
da ja kiilu vaheline kontaktpind — hodrdetegur
seal on p. Milliste p vaartuste puhul on voimalik
suruda kiil varda alt 1abi, kui vaid rakendada sel-

leks piisavalt tugevat horisontaalsuunalist joud?

n
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Monelpool kasutatakse piltide jms.
seinale riputamiseks sellist konstruktsiooni, mil-
le mudel on alljargnev. Fikseeritud vertikaalpin-
na vastas on litkumatu kaldpind, kusjuures nurk
vertikaalsihi ja kaldpinna vahel on. Vertikaal-
ja kaldpinna vahele jadb pilu, kust saab 1ébi pis-
ta 6hukese plaadi. Plaat asetakse tihedalt vas-
tu vertikaalpinda; hodrdetegur nende kahe vahel
lugeda nulliks. Plaadi ja kaldpinna vahele jda-
vas ruumiosas saab vabalt liikuda silinder mas-
siga m, mille telg on horisontaalne ja paralleelne
koigi vaadeldud pindadega. Silinder toetub plaa-
dile ja kaldpinnale ning hodrdetegurid neil kon-
taktpindadel on vastavalt 1 ja 2. Milliste hoor-
detegurite vadrtuste puhul on garanteeritud, et
kuitahes raske plaat ei kuku pilust vélja?

Silindrile, mille telg on horisontaalne,

asetatakse laud, mille pikkus on [ ja paksus h.
Millise silindri raadiuse R puhul on laua horison-
taalne asend stabiilne?
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Silindri kujuline anum, mille korgus

vordub tema raadiusega R ning mille 66nsus on
poolsfadri kujuline, on tdidetud dareni veega kee-

ratud kummuli ja asetatud siledale horisontaal-
pinnale. Poolsféérilise 66nsuse raadius on samu-
ti R, anuma pohjas on véike auk. Vabalt lebava
anuma servade vahelt voolab osa vett vélja. Leid-
ke, kui korge veekiht jaab alles, kui anuma mass
on m ja vee tihedus p. Oma arvutustes voite ka-
sutada valemit kera kihi ruumala jaoks (vt joo-
nis): V = rH?*(R — H/3).
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Silindriline vertikaalne anum raadiuse-
ga R poorleb timber oma telje nurkkiirusega w.
Kui palju erineb veepinna kdrgus telje juures kor-
gusest anuma servade juures?

Klots massiga M asub libedal horison-

taalpinnal. Ule tema nurka kinnitatud ploki on
visatud noor, mille iiks ots on kinnitatud seina
kiilge ning on horisontaalne ja mille teise otsa
kiilge on kinnitatud klots massiga m ning mis on
kallutatud vertikaalsihist nurga «: vorra korvale.
Algselt on no6r pingul ning klotse hoitakse pai-
gal. Seejarel klotsid vabastatakse. Millise massi-
de suhte korral jaab nurk o edaspidise liikumise
kéigus konstantseks?

Kaks histi libedat ( ¢ = 0) kiilu-

kujulist kaldpinda, millel on ithesugused kalde-
nurgad a, on asetatud sel viisil, et servad on pa-
ralleelsed, kalded on vastakuti ja nende vahe-
le jadb véike pilu (vt joonis). Pindade peale on
asetatud silinder ja kiilu-kujuline klots nurgaga,
kusjuures nad toetuvad iiksteise vastu ning klot-
si tiks tahk on horisontaalne; massid on vasta-
valt m ja M. Millise kiirendusega nad hakkavad

liikuma? Leidke nende vaheline réhumisjoud.

M

Kolm pisikest silindrikest on tthenda-
tud kaalutute varraste abil, kusjuures keskmise
silindri juures on liigend, nii et varraste vaheli-
ne nurk saab vabalt muutuda; alghetkel on see
taisnurk. Kaks silindrit on iithesuguse massiga
m, Uhe otsmise silindri mass on aga 4m. Leidke,
milline on selle raskema silindri kiirendus vahe-
tult peale liikuma hakkamist. H66re on igal pool

null.
m

90°
m 4m

Libe varras on asetatud horisondi suh-

tes kaldu nurga o all. Modda seda varrast saab
libiseda véike rongas massiga m, mille kiilge on
kinnitatud pikk noor ja néori otsa on riputatud
kuulike massiga M. Alghetkel hoitakse rongast
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paigal, nii et nodr ripub otse alla. Siis lastakse
ta lahti ning kisitakse, milline on vahetult peale
seda kuulikese kiirendus.

wM

Klots hakkab libisema sfdérilise pinna
koige iilemisest punktist. Leidke, millisel korgu-
sel eraldub ta sfaari pinnalt. Sfaari hoitakse pai-
gal ja tema raadius on ; hoore puudub.

Kaalutu varda pikkus on 2{ ja tema
tilemisest otsast kaugusele z = [ on kinnita-
tud kuulike massiga m. Varras toetub iihe otsaga
vastu seina ja teisega vastu porandat. Vastu po-
randat toetavat otsa liigutatakse konstantse kii-



rusega v seinast eemale. (a) Leidke, millise jouga
mojutab kuulike varrast sel hetkel, kui nurk seina
ja varda vahel on @ = 45° ; (b) milline on vastus
siis, kui x # [?

Kerge varras pikkusega ! on kinnita-

tud Sarniirselt horisontaalpinnale; varda otsa on
kinnitatud kuulike massiga m. Algselt on var-
ras vertikaalasendis ning kuul toetub vastu klot-
si massiga M. Siisteem lastakse vabalt lilkuma
ning teatud aja pérast eraldub kuul klotsi pinnalt
— siis, kui varras moodustab horisontaalsihiga
nurga o = 7/6. Leidke milline on masside su-
he M /m ning milline on eraldumise hetkel klotsi
kiirus w.

M

Laua servast kaugusel [ lebab klots, mis

on Uhendatud noori abil teise samasuguse klot-
siga. Noori pikkus on 2/ ja ta on tdmmatud tle
laua serval asuva ploki. Teist klotsi hoitakse laua
pinna korgusel nii, et niit on pingul. Seejérel las-
takse teine klots vabalt kukkuma. Mis juhtub en-
ne, kas esimene klots jouab plokini voi l66b teine
end vastu lauda?
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Uhtlase paksuse ja massijaotusega si-

lindrilisele jaahokilitrile antakse nurkkiirus w ja
kulgliikumisekiirus u. Millist trajektoori médda
liigub litter, kui jaa on koikjal ithesuguse libedu-
sega? Millisel juhul libiseb ta kaugemale, kas siis,
kui w = 0, voi siis, kui w # 0, eeldades, et mole-
mal juhul on u tihesugune?

Hasti pika noori otsa on riputatud kuu-

like massiga M; tema kiilge omakorda kaalutu
varda abil teine kuulike massiga m. Varda pik-
kus on [ Alghetkel on siisteem tasakaaluasendis.
Milline horisontaalsuunaline kiirus tuleks anda
alumisele kuulikesele, et ta kerkiks tilemise kuu-
liga samale korgusele. Kuulide mé6tmed on hul-
ga viaiksemad varda pikkusest.

M.
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Klots massiga m lebab libedal horison-

taalpinnal. Temal lebab omakorda teine klots
massiga m ja teisel klotsil kolmas klots massiga
m. Ule kaalutu ploki témmatud néér seob oma-
vahel esimest ja kolmandat klotsi; n66rid on ho-
risontaalsed ja plokki tommatakse jouga F'. Mil-
line on teise klotsi kiirendus? Hoordetegur klot-
side vahel on p,

Poiss massiga m tahab liikata jaa peal

seisvat teist poissi, kelle mass M on tema omast
suurem. Selleks votab ta hoogu, jookseb tollele
poisile otsa ning liikkab teda nii kaua edasi, kuni
nad koos seisma jdévad. Milline on maksimaalne
kaugus, mille vorra on sel viisil voimalik liikata?
Maksimaalne jooksu kiirus on v, moélema poisija
jéa vaheline hé6rdetegur on p .

Uhtlane varras pikkusega [ on seotud

kaalutu niidi abil, mille pikkus on samuti ! lak-
ke punktis A. Varda alumine ots toetub libedale
porandale punktis B, mis on punktiga A tapselt
kohakuti. Loigu AB pikkuson H,l < H < 21.
Varras hakkab paigalseisust libisema; leidke te-
ma keskpunkti maksimaalne kiirus edasise liiku-

mise kdigus.
e
N\,

o

Uhtlase massijaotusega pulk toetub

ithe otsaga maha ja teisega vastu seina. Algselt
oli ta vertikaalasendis ja hakkas paigalseisust li-
bisema nii, et kogu jargnev litkumine toimus ta-
sandis, mis on risti seina ja poéranda loikejoone-

T

ga. Milline nurk oli pulga ja seina vahel sel het-
kel, kui pulk eraldus seinast? Hodrdumist mitte
arvestada.

Modda jadd libiseb pooreldes palk mas-

siga M. Palgi massikeskme kiirus on v, nurk-
kiirus on w. Sel hetkel kui palk on risti tema
massikeskme kiirusega, porkub ta otsaga vastu
paigalseisvat litrit massiga m. Millise masside
suhte M /m korral on véimalik selline olukord,
kus palk ja&b liikumatult paigale, aga litter li-
biseb minema. Porge lugeda absoluutselt elast-
seks. Palk on sirge ja tema joontihedus on kons-
tantne.

&

h}
Korguselt h kukub alla pall, millel on

alghetkel horisontaalsuunaline kiirus v ja mis ei
poorle. a) Leidke palli kiirus ja nurkkiirus peale
sellist porget vastu pdrandat, kus palli deformat-
sioon oli absoluutsel elastne, kuid kontaktpinnal
toimus hédérdumine, nii et palli vastu pérandat

puutunud pind peatus. b) Vastake samale kii-
simusele eeldusel, et kontaktpindade kiirused ei
tihtlustunud ning kogu porke véltel toimus libi-
semine hoordeteguriga pt .

Kuul veereb m66da kaldpinda allapoo-

le. Leidke, milline on kuuli kiirendus. Kaldpinna
kaldenurk on «, kuuli ja pinna vaheline hoérde-
tegur on p .

Voru massiga M ja raadiusega r sei-

sab libedal horisontaalpinnal. Véru sisemuses
on peenike libe kanal, mida m6dda libiseb pisike
klotsike massiga m. Alguses on koik kehad lii-
kumatud ning klotsike asub voru koige iilemises
punktis. Leidke voru keskpunkti kiirus ja kii-
rendus sel hetkel, kui voru keskpunktist klotsi-
ni tdommatud joone ja vertikaalsihi vaheline nurk
on .

\

A

Klots massiga m = 10g asetatakse

lauale, mis on téddeldud selliselt, et libisemisel
vasakule poole on hddrdetegur 111 = 0,3 jalibise-
misel paremale on hodrdetegur p12 = 0,5. Lauda
liigutatakse vasakule-paremale vastavalt joonisel
toodud graafikule v(t). See graafik on perioodili-
ne perioodiga T' = 0,01 s; laua kiirus v loetakse
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positiivseks, kui ta on suunatud paremale. Kasu-
tades graafikut leida, millise keskmise kiirusega
hakkab liitkuma klots.

Veeturbiin koosneb suurest arvust la-

bidatest, mida vo6ib vaadelda, kui 6hukesi tasa-
pinnalisi lauajuppe pikkusega I, mis on tihte otsa
pidi kinnitatud poorleva telje kiilge; labidate va-
bad otsad paigutuvad turbiini teljega koaksiaal-
sele silindrilisele pinnale. Turbiinile suunatakse
veejuga kiirusega v ja massikuluga p (kg/s) nii,
et ta tabab iiksnes labidate otsmisi servi. Leid-
ke millist maksimaalset kasulikku mehaanilist
voimsust on vdimalik saada sellise turbiini abil.

Tasase pinnaga laud on vertikaalsihi

suhtes nurga « all kaldu. Tema tiks ots on vees,
teine ulatub veest vélja. Laud liigub oma pin-
nanormaali sihis kiirusega v. Milline on mddda
laua pinda tilespoole suunatud veejoa kiirus?

=1

v

Koormise horisontaalsuunaliseks eda-
sitoimetamiseks kaugusele L kasutatakse moo-
toriga vankrikest. Koormis on kinnitatud vank-
rikese kiilge trossiga pikkusega [. Pool ajast lii-
gub vankrike iihtlaselt kiirenevalt, pool ajast aga
iihtlaselt aeglustuvalt. Leidke kiirenduse a niisu-
gused vairtused, mille puhul jadb koormis siht-
punkti joudmise jarel trossi otsas litkumatult rip-
puma. Voite eeldada, et a < g

Looklainet voib vaadelda kui heli kii-

rusega c, levivat rohu hiippelist muutust véar-
tuselt pg vaartuseni p;. Leidke, millise kiiruse

omandab l66klaine mojul (a) kiilu-kujuline klots
mis kujutab endast prismat mille kérgus on c,
mille pohjaks on tadisnurkne kolmnurk kaateti-
tega @ ja b ning mis on valmistatud materjalist
tihedusega; (b) suvalise kujuga keha, mille ruum-
ala on V ning tihedus p.

Hantel, mis koosneb kahest peenikese

terasvarda abil ithendatud elastsest kuulist, lii-
gub paralleelselt oma teljega kiirusega v paigal-
seisva kolmanda samasuguse kuuli poole. Leida
hantli kiirus peale tsentraalset porget. Kas siis-
teemi kineetiline energia sailib?

o 0—0

VIHJEID

1. Kirjutage vélja joumomentide vorrand voru ja volli
puutepunkti O suhtes. Millise nurga moodustab hori-
sondiga punktist O tommatud volli puutuja (arvesta-
des, et traat libiseb vollil)?

2. Kasutage joumomentide vorrandit siisteemi silin-
der+klots jaoks silindri ja kaldpinna puutepunkti suh-
tes. Millise nurga moodustab horisondiga klotsi juu-
rest tommatud silindri puutuja?

3. Kasutage vardale C'D mojuvate joumomentide
vorrandit sirgete AC' ja BD ldikepunkti suhtes (nii
vabaneme kahe varda pingest). Milline peab olema jéu
F moment? Millise jou suuna korral saavutatakse see
moment minimaalse mooduliga?

4. Joudude F ja mg vektorsumma peab kompenseeri-
ma réhumisjéu ja héérdejou resultandi f =N+ F,,
st olema pinnanormaali suhtes nurga arctan p all.
Hakake joonistama vektorite kolmnurka mg + f +
F = 0: vektori mg voib éra joonistada (suund ja moo-
dul teada), f suuna véib labi mg 16pp-punkti tdomma-
tud sirgena éra mirkida. ' peab ithendama selle sirge
mg alguspunktiga. Millise suuna puhul on tema moo-
dul minimaalne?

5. Minge kaldpinnaga seotud taustsiisteemi (raken-
dage ideid 6 ja 7) ning kasutage sama meetodit, mis
tilesande 4 puhul (@ + g on efektiivse raskuskiirenduse
Ge rollis).

6. Kasutage silindriga seotud pdorlevat siisteemi. (a)
Raskusjou ja tsentrifugaaljou ﬁ resultantvektori ots-
punkt liigub mééda ringjoont ning peab vérduma ro-
humisjéu ja hodrdejou resultandiga - Milline on mak-
simaalne lubatav nurk vektorite f; ja f vahel (et poleks
libisemist)? Millise mg suuna puhul on vektorite ﬁ
ja f vaheline nurk maksimaalne? () Joonistage val-
ja osas a) mainitud jouvektorid tasandis, kus nad koik
lebavad. Millist kéverat modda liigub mg ja fi resul-
tantvektori otspunkt?

7. Millisel joonel peab asuma hoordejoudude vektori-
te pikenduste loikepunkt fakti nr 4 téttu? Mida voib
Oelda kahe nurga kohta, mille moodustavad hooérde-
jou vektorid niidi sihiga tulenevalt ideest 1 (telg on ris-
ti niidi pingega)? Kombineerides kahte eelpoolsaadud
jareldust, kus asub hooérdejéudude vektorite pikendus-
te 16ikepunkt? Kuhu on suunatud silindri punktide
kiirusvektorid seal, kus silinder 16ikub kareda riba-
ga? Kus on silindri hetkeline péorlemiskese (meenuta-
maks selle leidmist, vt kinemaatika kogumikku)? Mil-
line on silindri keskpunkti kiirusvektor? (b) Kas eel-
poolleitud tasakaalutingimus saab rikutud, kui pind
on thtlaselt kare?

8. Joonistage ringjoon, mille diameetriks on toetus-
punkte ithendav 16ik. Kasutage fakti nr 6: millist ko-
verat modda saab litkuda kuul? Kus on selle kévera
madalaim punkt?

9. Vaadelge vardale mojuvaid joumomente $arnii-
ri suhtes. Millise nurga o puhul péérab réhumisjou
ja hoordejou resultantjoud varrast tihedamalt vastu
plaati?

10. Kui palju laskub klots, kui niiti pikendada 6 vorra?

11. Oletagem, et niidi pinge horisontaalkomponent
on T.. Milline on niidi pinge vertikaalkomponent lae
juures? Klotsi juures? Kirjutage vélja a) klotsile ja b)
stisteemile klots+niit méjuvate jdudude tasakaalu tin-
gimus (vrdl idee 4).

12. Et H < L, siis on kois ilmselt norgalt kover-
dunud. Avaldage rippuva koieosa pinge horisontaal-
komponent funktsioonina pikkusest . Kirjutage valja

rippuvale koieosale mojuvate joumomentide tasakaa-
lu tingimus hoidva kée suhtes. Saadud ruutvorrandit
kasutage pikkuse [ leidmiseks.

13. Idee 8: minge poorleva $arniiriga seotud taust-
stisteemi. a) Kirjutage joumomentide tasakaalu tingi-
mus $arniiri suhtes (idee 2) viikese korvalekaldenurga
 puhul. Mis tekitab suurema momendi, kas mg voi
tsentrifugaaljoud? b) Avaldage summaarne potent-
siaalne energia vdikeste kérvalekaldenurkade ¢1 ja 2
kaudu arvestades tsentrifugaaljou (sarnaneb elastsus-
jouga!) ja raskusjou energiat. Esiteks, energial peab
olema miinimum s = 0 korral: (3 kordaja peab
olema positiivne. Teiseks, asendades energia avaldises
kéikjal g2 = k1 ning tuues seejérel 3 sulgude ette,
saame 3 kordajaks ruutkolmliikme P(k), mis peab
olema positiivne koikide k véaartuste korral (sest ener-
gia miinimumis peab energia muut olema alati posi-
tiivne). Seega peab P (k) diskriminant olema negatiiv-
ne.

14. Rakendage ideesid 15 ja 18 prussi sellise poorde
jaoks, mille puhul Archimedese jou moodul ei muu-
tu (st eeldades vertikaalsuunalist joudude tasakaalu).
Ideest 2 johtuvalt pange telg labi massikeskme. Arc-
himedese jou momendi arvutamisel rakendage ideid
19,20; prussi veealuse osa ristloike voib esitada rist-
kiiliku ja kahe kitsa kolmnurga (iiks neist negatiivse
massiga) superpositsioonina.

15. Susteemile vesi+anum mojuvad raskusjoud ning
vedeliku ja laua vaheline réhumisjoud; et vedeliku
rohk pohja juures on teada, siis saab vertikaalsuuna-
lisest tasakaalutingimusest avaldada anuma massi.

16. Hiirituse meetodil esimese parandi arvutamisel
kasutame fakti 49 ja tihtlaselt-sirgjooneliselt allapoole
libiseva klotsiga seotud taustsiisteemi: teades hoorde-
jou moodulit ja nurka saab leida tema w-sihilise ja @-
sihilise komponendi. Viimase mark muutub poolpe-
rioodi jdrel vastupidiseks ning seega taandub ta kesk-
mistamisel vélja.

17. Votame vertikaalse z-telje O-punktiks maardlast
kaugel asuva merepinna punkti. Maa raskusvélja po-
tentsiaalse energia 0-nivooks vétame taseme z = 0
(st Ymaa = gx), maardla puhul aga valime 0-nivooks
lopmatus kauguses asuva punkti. Maardlast kaugel



asuvate punktide péhjal on niha, et merepinna gra-
vitatsiooniline potentsiaal on 0. Leiame avaldise po-
tentsiaali jaoks maardla kohal funktsioonina z-st (ka-
sutades superpositsiooni printsiipi) ja vorrutame selle
nulliga.

18. Kasutame platvormiga seotud taustsiisteemi.
Vaatleme joumomentide vorrandit vdikese ketta tel-
je suhtes (siis on telje poolt avaldatava jou 6lg null).
Jagame ketta motteliselt vaikesteks vordse suurusega
tiikkideks. Tiikkidele méjuvad héordejoud on moodu-
lilt vordsed ja suunatud piki ketta punktide joonkiirusi
(valitud taustsiisteemis). Et ketta liikumine on esita-
tav podrlemisena timber hetkelise péérlemistelje, siis
moodustub hddrdejou vektoritest kontsentriliste rin-
gide stisteem (keskpunktiga hetkelisel poorlemistel-
jel). On ilmne, et nende jéuvektorite summaarne jou-
moment ketta telje suhtes on seda vdiksem, mida vaik-
sema koverusega on ringid, st mida kaugemal on het-
keline pdorlemistelg; joumoment 1dheb nulli siis, kui
hetkeline pddrlemistelg on 16pmatuses ja ringjoonte
asemel on paralleelsed sirged. Lopmatuses asuv het-
keline poorlemistelg tdhendab, et lilkumine on kulgev,
w3 = 0 (sest teatud punkti joonkiirus v = wsr on
loplik, aga r = o0).

19. Hetkeline poodrlemiskese O asub ketta teljest
kaugusel r = wv/w. Kasutades samasugust motte-
list tiikkeldamist nagu eelmises iilesandes nédeme, et re-
sultantjéu lilkumissuunalise komponendi arvutamisel
kompenseerivad hetkelise p6orlemistelje suhtes stim-
meetriliselt paiknevate punktide hodrdejoud tiksteist
nii, et kompenseeritud saab terve ringikujuline piir-
kond raadiusega R — r. Mitte-kompenseeruv piir-
kond on arvutuste lébiviimiseks suhteliselt ebamu-
gava kujuga. Suurendagem métteliselt kompenseeru-
va piirkonna raadiuse R-ni (punktiiriga ringjoon joo-
nisel). See laiendatud kompenseeruva piirkonna osa,
kus reaalselt poorlevat ketast all ei ole (tumehall kuu-
sirp joonisel), on esitatav paripidi- ja vastupidi p6orle-
va ketta superpositsioonina. Sellisel juhul osaleb pé-
ripidi poorlev komponent kompenseerumises, vastu-
pidi pdodrlev komponent jaédb aga kompenseerimata.
Loppkokkuvottes jadb kompenseerimata kaks stim-
meetriliselt paigutunud kitsa kuusirbi kujulist piir-
konda, millest tiks vastab reaalsele (joonisel helehall),
teine aga vastupidi poorlevale kettale (tumehall); ¥-ga

ristsihis on nende piirkondade laius kdikjal vérdne -
ga. Resultantjdudu on mugavaim arvutada integree-
rides tle sirbikujuliste piirkondade kasutades polaar-
koordinaati ¢: |dF| = A - dS, kus dS on pinnaele-
mendi pindala; dF, = AcospdS = Bcos® pdp,
F, = [dF, = Bfoz7T cos? pdp. Millised on kons-
tantide A ja B véartused?

20. Vaatleme tihikvektorit 7, mis on suunatud mas-
sikeskme viikese nihkevektori suunas pliiatsi liikuma
hakkamisel. Avaldame selle koordinaadid ristteljesti-
kus (z,y, z), kus = on paralleelne pliiatsiga ja (z, y)-
tasand on paralleelne kaldpinnaga. Kasutades ruumi-
poorete valemit avaldame selle koordinaadid teljesti-
kus (z’,y’, z), mis on pddratud (z,y, ) suhtes iim-
ber 2-telje nurga ¢ vérra (nii, et telg #’ on horisontaal-
ne). Kasutades ruumipgorete valemit avaldame vekto-
ri 7 vertikaalkoordinaadi 2’ teljestikus (z’, 3, 2”), mis
on saadud teljestiku (z’,y’, 2) pdéramisel iimber z'-
telje nurga o vorra.

21. Noor iihtib silindri kiilgpinnal lithima teega ots-
punktide vahel; pinnalaotuseks on ristkiilik. Olgu rip-
puvat nédriosa hélmava ja silindri kiilgpinda puuduta-
va vertikaaltasandi puutejooneks silindri kiilgpinnaga
sirge s. Silindri pinnajaotusel on nééri ning sirge s va-
heline nurk vordne silindri kaldenurgaga c. Seda tea-
des on juba lihtne leida pikkus {. Kui koormis véngub,
siis on noori jaljeks pinnalaotusel endiselt sirge. See-
ga ei soltu rippuva nooriosa pikkus (ja seega ka koor-
mise potentsiaalne energia) itheski vonkumisasendis
sellest, kas silindri kiilgpind on tdesti silinderjas, voi
“lahti keeratud” vertikaalseks pinnalaotuseks (séilita-
des seejuures sirge s ruumilise orientatsiooni).

22. Kahele vorrandile, mis kirjeldavad joudude ja jou-
momentide tasakaalu, vorrand, mis kirjeldab néori-
de pikenemiste vahelist lineaarset seost: 71 — T> =
T — Ts.

23. Alghetkel mojuvad rippuvale klotsile ainult verti-
kaalsed joud, seega on algne nihkevektor samuti verti-
kaalne. Kui suure klotsi kiirendus on a1, temal lebaval

klotsil a2 ning rippuval a3, siis kehtib seos a1 + a2 =
as; peale selle saab iga keha jaoks kirjutada Newtoni II
seaduse; neljandaks tundmatuks on niidi pinge.

24. Mingem klotsiga seotud stisteemi. Piirjuhul on
kuulile massiga m mojuv inertsijou ja raskusjou resul-
tant risti vasakpoolse kaldpinnaga (et kuul piisiks seal
paigal). Kuulidele mojuvate resultantjdudude toetus-
pinnaga ristuvad komponendid F 1ja F "5 on vord-
sed klotsile mojuvate réhumisjoududega M ja No
ning seega peavad olema moodulilt vordsed (F'1 1 =
F'15), et klotsi jaoks oleks rahuldatud joudude tasa-
kaalu tingimus horisontaalsuunal.

25. Votkem siisteemi asendit kirjeldavaks koordinaa-
diks & kiilu nihke. Kui kiil nihkub & voérra, siis klots
nihkub kiilu suhtes sama palju, sest noor ei veni ning
potentsiaalse energia muut II = mgsin a. Kiilu kii-
rus on & ja klotsi kiirus on 2€ sin 5 (leiame kiiruste
liitmise teel, kus kaks vektorit £ on nurga « all), see-
ga summaarne kineetiline energia K = %52 (M +
4msin® 2). Edasi leiame: II'(§) = mgsina ja
M = M +4msin® £; nende kahe suhe annabki vas-

tuse.

26. Ilmselt on koige mugavam voétta koordinaa-
diks ¢ kiilu nihe; kui klotside nihe piki kiilu pinda
on 7, siis kehtib massikeskme jéddvusest tulenev seos
n(mai cos a1 +ma cos az) = (M + m1 +m2)&. Siit
saab kiill avaldada nihke n suuruse £ kaudu, kuid va-
lemite lithiduse huvides pole motet seda avaldist viga
vara igale poole asendada. Klotside kineetilised ener-
giad leiame horisontaalsete [ (€ — ncosai)?] ja
vertikaalsete [ m; (7 sin a;)?] energiate summana.

27. Energia jadvuse kirjutamisel arvestage, et klotsi
kiirus on kaks korda suurem silindri kiiruse horison-
taalkomponendist ning viimane on vdrdne vertikaal-
komponendiga (miks?). Newtoni II seadus projektee-
rige teljele, mis labib trepi tilemist nurka ja silindri ke-
set — see telg on risti nii klotsi ja silindri vahelise ro-
humisjouga, kui ka silindri tangentsiaalkiirendusega.
Teine kiisimus: kahe rohumisjou suhe on konstantne
(miks? millega vOrdne? vihje: vorrelge klotsi ja silindri
horisontaalkiirendusi ja pidage meeles Newtoni II sea-
dust), seepérast ldhevad nad samal hetkel nulli.

28. Projekteerides Newtoni II seaduse réhumisjou
suunalisele teljele ndeme, et trajektoori kaare-kujulise

osa alumises punktis on réohumisjéud koige vaiksem
(kesktombe kiirendus suurim, raskusjou telje sihiline
komponent viikseim).

29. Siisteemi litter+klots energia séilib kogu aeg; im-
pulss sailib alates sellest hetkest, kui litter on esimest
korda alumises punktis. Kui ta on seal teist korda, siis
on klotsi kiirus maksimaalne (miks?).

30. Idee 44 rakendamine P jaoks: siisteemi sum-
maarne impulss on P = wlm + 2wlM, resultantjoud
F = (m + M)g — T. Sama pddrdimpulssi kasuta-
des: impulsimoment vasakpoolse kuuli algasendi suh-
tes on [(2wl) M (kiirus on 2wl, kiiruse 6lg — 1); sum-
maarne jdumoment on (T'+ M g)!. Edasi, idee 44 juu-
res toodud valemis vajame nurkkiirendust € = w. Sel-
le leidmine meetodit 6 kasutades: IT = lp(m + 2M),
K = 14%1?(m + 4M). Kolmanda lahendustee jér-
gimiseks: kiirenduste suhe on 1:2; tundmatuid on ne-
li (kaks toereaktsiooni, kiirendus ja pinge niidis); vor-
randid: kolm jéudude vorrandit (kummagi kuuli ning
varda jaoks) ja itks momentide vorrand (varda jaoks
vasaku otsa suhtes).

31. Meetod 6: iildistatud koordinaadiks £ sobib n66-
ri otsa nihe. Ideed 32,20: siisteemi massikeskme y-
koordinaadi muut on {ph/M (h — ndori otste kor-
guste vahe, M — slsteemi kogumass; eeldame, et
& < h). z-koordinaadi jaoks on see 26pR /M.

32. (T(1+cosa)) = 2mg, T = (T) + T, kus
|T| < T. Lahtudes ideest 16 ignoreerime kdige véik-
semat liiget <foz2> ja paneme téhele, et <a2> > 0.

33. Tuleb vaadelda 2 varianti: koik kehad liiguvad
koos, v6i parempoolne suur klots liigub eraldi. Miks
pole voimalikud olukorrad, kus (a) kéik kolm kompo-
nenti liiguvad eraldi (b) vasem suur klots liigub eraldi?

34. Peale porget on kuulide trajektoorid iiksteisega
ristuvad sirged; nurk algtrajektoori suhtes on méara-
tud sellega, kuivord mitte-tsentraalne oli porge.

35. Norgalt mitte-tsentraalse lilkumise puhul: mis-
suunalise impulsi saab esimese 166gi saanud kuul?
Edasi rakendage teistkordselt ideed 50. Tsentraalne
liikumine: avaldage kiirused peale porget tihele kuulile
tile antud impulsi horisontaalkomponendi p, kaudu.
Milline on tile antud vertikaalkomponent p,? Energia
jaavus annab vorrandi suuruse p, leidmiseks (energia



on mugav avaldada kujul p®/2m).

36. Graafik nédeb vilja, nagu n omavahel 16ikuvat
sirgjoont; kahe sirgjoone ldikepunkt vastab kahe kuuli
porkumisele (kummagi kuuli graafikuks on murdjoon;
porkepunktis kahe murdjoone nurgad puutuvad tiks-
teist nii, et ndib, nagu oleks kaks loikuvat sirget).

37.  Algkiirused massikeskme siisteemis: mT_—UM
mjﬂ’w , l6ppkiirused on nullid; héérdejou t66: pmgL.

38. Pildi pohjal saame vahetult kitte (konstandi tap-
susega) impulsside moodulid ja sihid, kuid mitte suu-
nad. Vélja tuleb selgitada kuhu ldheb noolega néida-
tud kuul pérast porget, kolmest variandist dige aitab
valida fakt 13.

39. Energia: aja dt jooksul muutub vedeliku paikne-
mine, keskosas on endiselt vett, kuid teatud mass dm
on tlalt sattunud kraani kohale (ja kraanist vélja) ning
siisteemi potentsiaalse energia muut on g H - dm. Im-
pulss: tiinnis olev vesi saab seintel summaarse impulsi
pgHS - dt. See impulss laheb vedeliku joale massiga
pSv - dt.

40. Energia ei sdili (liivaterad libisevad ja hddrduvad).
Ajavahemiku dt jooksul saab lindile maanduv liiv lin-
dilt impulsi dp = v - dm = wvp - dt: vastselt lin-
dile langenud liiva ja lindi vaheline joud F1 = dp/dt.
Lindil juba lebavale liivale mojub raskusjoud mg, mille
lindi sihilise komponendi kompenseerib héordejoud
P =
mass ja ov = p. Miinimum tuleb leida iile v vdartus-
te.

41. Porke jooksul Ap = /2gh.

mg cos «, kus m = oL on lindil oleva liiva

42. Vaatleme lihikest 16iku méenolvast pikkusega
dl. Lisaks potentsiaalse energia muutumisele tehakse
tood hoordejou tiletamiseks, dA, = pmgtan « - dl.
Selgub, et dA, = C' - dz, kus C on konstant. Sum-
meerides iile koikide 16ikude saame A, = C'Ax.

43. Kineetiline energia K = 24 + M4, kus z on
nihe piki kaldpinda; IT = (M +m) sin «. Leidnud kii-
renduse a 1dheme kiirendusega a litkuvasse (silindriga
seotud) taustststeemi (ideed 6 ja 7), kus klots nihkub
efektiivse raskuskiirenduse sihis nii madalale, kui vo6i-
malik.

44, Vastavalt ideele 59 ja 60 on varda impulsimoment
enne porget Lo = Mlv — %Ml%u; pérast porget

L1 = Mlv' — %Ml%u'; L1 = Lo. Energia avaldis:
K = %M’UQ + éMleQ. Otsa paigal olemise tingi-
mus: v' + lw’ = 0 (w loeme positiivseks, kui pdérle-
mine toimub joonisel ndidatud suunas).

45. Impulsimoment l66gipunkti suhtes enne porget:
mo(z — %) — Iow, kusv = wé jalo = %le.

46. Hetkeline poorlemisteljeks on silindri ja pdranda
puutepunkt; selle kaugus massikeskmest ei muutu, st
saame kasutada ideed 63; I = $mR>.

47. Loeme z-telje tlespoole suunatuks (see méaérab
impulsimomentide mérgid). Lopp-impulsimoment -
telje suhtes on —Zmwv, R — muR ja y-telje suhtes
ImusR.

48. Vahetult peale esimest porget jadvad kummagi
hantli massikeskmed paigale, porkunud kuulide kiiru-
sed muutuvad vastupidiseks, mitte-pérkunud kuulide
kiirused ei muutu. Kumbki hantel kui pendel soori-
tab vonkumise poolperioodi ning seejérel toimub tei-
ne, igati analoogne porge.

49. Liivaterakesed sooritavad silindri telje risttasan-
dis harmoonilist vonkumist — nii, nagu matemaati-
line pendel pikkusega [ = R raskusviljas gcosa;
piki telge toimub tihtlaselt kiirenev litkumine (a =
gsin o). Fokuseerumine toimub, kui piki telge ren-
ni labimiseks kuluv aeg on vénkumise poolperioodi

taisarvkordne.

50. Tasakaaluasendite pohjal vdib jareldada, et mas-
sikese lebab riidepuu stimmeetriateljel. Kolm punkti
(koik riputuspunktid) peavad asetsema idees 67 mai-
nitud kahel kontsentrilisel ringil. Seega, tihel ringil
peab asetsema vdhemalt kaks punkti kolmest ja rin-
gide keskpunkt (massikese) peab asetsema riidepuu
kontuuride sees (miks?) riidepuu siimmeetriateljel.
Neid tingimusi rahuldavalt on ringe voimalik joonis-
tada vaid ithel moel. Arvutades trigonomeetria reegli-
te abil kummagi ringi raadiused [ ja l2 leiame pendli
taandatud pikkuse {1 + l2 ja selle abil vonkeperioodi.

51. Litkuma hakkava vee efektiivse massi leiame lan-
geva kuulikese kiirenduse abil. Toéusva mulli puhul
on efektiivne mass tdpselt samasugune, gaasi mass on
sellega vorreldes tiihiselt vdike.

52. Separatriss jagab langeva vee kaheks pooleks:
vasakpoolne juga poorab lauaga kokku puutudes va-

sakule, parem — paremale. Seega moodustub kaks
mottelist “veetoru”. Molemas torus on staatiline rohk
vordne valisrdhuga (sest ldheduses on vedeliku vaba
vélispind): Bernoulli seaduse pohjal ei saa siis vedeli-
ku kiirus muutuda. Horisontaalsihilise impulsi jadvu-
sest johtuvalt peab vasakule ja paremale suunduvate
veevoogude impulsivoogude (¥, kus ¢ = v, p) sum-
ma vorduma langeva vee impulsivoo horisontaalkom-
ponendiga. Maérkigem, et pidevuse tingimuse tottu
1= o + fip.

53. Pidevuse tottu (v + v)(H + h) = Hu Const,
kus h = h(z) on vedeliku kérgus punktis z ja v =
v(x). Bernoulli seaduse véime kirjutada pinnaldheda-
se mottelise “toru” jaoks (vaba pinna ja pinnalédheda-
se voolujoone vahele jaév ruumiosa): §p(u + v)* +
pg(H + h) = %qu + pgH = Const. Véime ig-
noreerida teist jarku véikseid lilkmeid (mis sisaldavad
tegureid v* voi vh).

54. Faasitrajektooriks on horisontaalne ristkiilik kiil-
gedega L ja 2muw, kus L on klotsi kaugus seinast; adia-
baatiline invariant on seega 4Lmu.

55. Vaatleme joumomentide tasakaalu tingimust ro-
humisjou ja hoodrdejou resultantvektorite pikenduste
l6ikepunkti jaoks: see peab asuma massikeskme ko-
hal.

56. Kirjutame vélja Newtoni II seaduse poordliiku-
mise jaoks réhumisjoudude sihtide 16ikepunkti suh-
tes: sitika impulsimoment L = muwl sin a cos a, selle
muutmise kiirus peab olema vordne putukale méjuva
raskusjou momendiga (teiste joudude dlad on nullid).
Perioodi arvutamisel paneme tdhele, et kiirendus on
negatiivne ja vordeline kaugusega alumisest otsast, st
tegemist on harmoonilise vonkumisega.

57. Blokeerumine toimub, kui pulgale méjuv hoorde-
jou ja rohumisjou resultant “sikutab” pulka allapoole.

58. Blokeerumise korral voime unustada koik muu
peale rohumisjéudude ja hodrdejoudude. Oletame, et
blokeerumine on toimunud. Siis peavad vasakult ja
paremalt toimivad hoordejou ja rohumisjou resultan-
did tiksteist kompenseerima nii joudude kui joumo-
mentide seisukohast, st toimima tihel sirgel ning ole-
ma moodulilt vordsed. Seega saame teada pinnanor-
maali ning r6humisjou ja hoordejou resultandi vaheli-
se nurga.

59. Vaatleme, kuhu poole on suunatud lauale mo-
juv joumoment puutepunkti suhtes, kui laud péérdub
nurga ¢ vorra: puutepunkt nihkub R vorra, massi-
keskme horisontaalkoordinaat aga nihkub laua p66r-
dumise tottu puutepunkti algasendist kaugusele %gp.

60. Siisteemile anum-+vesi méjub laua poolt vaid hiid-
rostaatiline rshumisjoud pghm R?; see tasakaalustab
raskusjou (m + pV')g. Paneme tahele,et H = R — h.

61. Tsentrifugaaljou gravitatsiooniline potentsiaal on
%wQTQ, kus 7 on kaugus poorlemisteljest.

62. Laheme suure klotsiga seotud taustsiisteemi, mis
liigub kiirendusega a. Kuhu peab olema suunatud
efektiivne raskusjoud (inertsijou ja raskusjou resul-
tant)? Milline on a? Millise kiirendusega langeb selles
stisteemis véike klots? Milline on né6ri pinge 77 Tea-
des vastusi neile kiisimustele voime kirja panna suure
klotsi tasakaalutingimuse ma = T'(1 — sin «v).

63. Kasutame tildistatud koordinaadina & nt kera ni-
het (piki kaldpinda alla). Milline on kera nihe (piki
teist kaldpinda tiles)? llmselt IT = (m — M) g€ sin ..
Kehade vahelise rohumisjou saame Newtoni II seadu-
se projektsioonist kaldpinna sihile.

64. Olgu suure silindri nihe &, keskmise ja vasakpool-
se silindri horisontaalne nihe vastavalt z ja y. Milline
seos kehtib nende vahel johtuvalt massikeskme pai-
galseisust? Milline seos kehtib nende vahel seetéttu,
et varraste pikkus ei muutu? Saadud kahe vorrandi
abil saab avaldada suurused « ja y suuruse & kaudu.
Lugedes nihked véikseks, milline seos kehtib keskmise
kuuli vertikaalnihke z ning varda horisontaalprojekt-
siooni muudu € — z vahel? Teades neid vastusi on juba
lihtne rakendada meetodit 6.

65. Kuhu on suunatud kuuli véike nihe £ (vt idee 30)?
Milline on réngakese nihe avaldatuna £ abil? Kasutage
meetodit 6.

66. Rakendame ideed 38 koos energia jaavuse seadu-
sega projekteerides Newtoni II seaduses joud ja kiiren-
duse radiaalsihile.

67. Kasutame kinemaatika ideid kuuli kiirenduse
leidmiseks (K1, K29 ja K2: minnes kiirusega v liikuvas-
se tauststisteemi leiame kuuli kiirenduse pulgasihilise
komponendi ning pannes tahele, et kuuli horisontaal-
suunaline kiirendus on null, taastame trigonomeetria



abil kiirenduse mooduli) ning rakendame Newtoni II
seadust.

68. Kuuli kiiruse v abil saab avaldada klotsi kii-
ruse uurimisalusel hetkel (arvestades, et nende ho-
risontaalkiirused on vordsed). Ideed 38 rakendades
leiame, et klotsi (ja seega ka kuuli) horisontaalkiiren-
dus on null; Newtoni II seadusest kuuli ja horisontaal-
sihi jaoks jareldame, et varda pinge on samuti null.
Energia jadvuse seadusest avaldame v* ning Newto-
ni IT seadusest kuuli ja vardasihilise telje jaoks saame
lahendit pakkuva vorrandi.

69. Uurige Newtoni II seaduse abil, kuhupoole peaks
hakkama nihkuma siisteemi massikese — vasakule
voi paremale (kui massikese ei nihkuks, siis toimuksid
molemad siindmused iiheaegselt).

70. Esimesele osale vastamiseks: ndidake, et kiirusega
risti olev joud on null (rakendage meetodit 3 ja ideed
26). Teisele osale vastamiseks kasutage meetodit 3 ja
ideed 54.

71. Noori pikkuse tottu horisontaalsuunalised joud
puuduvad, st impulsi horisontaalkomponent séilib,
samuti séilib energia. Kahest vastavast vorrandist pii-
sab, et leida piirkiirus v = vg, mille puhul kuul kerkib
tépselt teise korgusele (pange téhele, et selles punktis
on ta vertikaalkiirus null, vt idee 42).

72. Rakendage ideed 49. Variandid: kdik klotsid pt-
sivad koos; koikjal libiseb; tilemine libiseb ja alumised
kaks ptisivad koos (miks pole voimalik, et iilemised
kaks piisivad koos ja alumine libiseb?).

73. Milline jdavusseadus toimib siis, kui kaks pois-
si kokku porkuvad (lithikese porkeaja jooksul) — kas
porke voib lugeda absoluutselt elastseks voi plastseks
(kas impulss saaks kuhugi kaduda; kui plastseks, siis
kuhu kaob energia), vt idee 567 Peale porget: kahe poi-
si ithine kiirendus on konstantne, teades alg- ja 16pp-
kiirust on vahemaa leidmine on lihtne kinemaatika
tilesanne.

74. Toestage, et asendis, kus niit on vertikaalne, on
kiirus maksimaalne (rakendades ideed 42 pulga p6or-
denurga jaoks naidake, et pulga nurkkiirus on selles
asendis null; rakendage ideed 59). Seejarel jadb vaid
energia jadvuse seadust rakendada (pidage meeles, et
w = 0).

75. Leidke hetkeline poorlemiskese (veenduge, et
poorlemiskeskme kaugus massikeskmest on é) Tdes-
tage, et massikese liigub modda ringjoont keskpunk-
tiga seina ja péranda nurgas, kusjuures massikeskme
polaarkoordinaat sellel ringjoonel on sama, mis seina
ja palgi vaheline nurk ¢. Avaldage kineetiline energia
sOltuvusena tildistatud koordinaadi ¢ tuletisest w =
¢ kasutades Steineri teoreemi ning esitage energia jaa-
vuse seadus kujul w? = f(y); meetodi 6 abil saame
siite = & = 1 f'(¢). Kui seina réhumisjoud ldheb
nulli, siis massikeskme kiirendus on vertikaalne: esita-
ge see tingimus kasutades massikeskme tangentsiaal-
ja radiaalkiirendusi oma ringorbiidil (vastavalt %s ja
éwz) ning kasutage seda kui vorrandit ¢ leidmiseks.

76. Idee 62 pohjal leiame, et w = 6v/l. Energia ja
impulsi jddvuse seadusest elimineerime kuuli kiiruse

pérast porget ning avaldame masside suhte.

77. Pinnanormaali sihilised joud on elastsusjoud, st
porke kiigus vertikaalsihiline energia séilib — pea-
le porget on vastav kiiruskomponent moodulilt sama,
mis ennegi. Ulejadnud kahe tundmatu, horisontaal-
kiiruse ja nurkkiiruse leidmiseks saame iihe vorrandi
idee 62 abil. Teiseks vorrandiks on () tingimus, et palli
pinna kiirus on puutepunktis null (ei libise); (a) ideest
58 johtuv vorrand.

78. Rakendades ideed 49 uurime libisemise ja veere-
mise reziime. Teisel juhul on kiireim tee vastuseni ka-
sutada ideed 63.

79. Kiiruse saame impulsi ja energia jaavuse seadus-
test (paneme tahele, et voru liigub kulgevalt). Kii-
renduse leidmiseks on mugav kasutada voruga seotud
mitte-inertsiaalset siisteemi, kus kuulikese kesktom-
bekiirendus on lihtsasti leitav. Kuulikese radiaalsuu-
naline tasakaalutingimus annab kuulikese ja voru va-
helise r6humisjéu (4rge unustage inertsijoudu); hori-
sontaalsuunaline tasakaalutingimus véru jaoks annab
vorrandi kiirenduse leidmiseks

80. Klotsi kiiruse loeme ligikaudu konstantseks. Tea-
tud aja t, libiseb alus klotsi suhtes vasakule ning ho6r-
dejou poolt iile antud impulss on sel ajal suunatud ka
vasakule. Ulejddnud aja t,, libiseb alus klotsi suhtes va-
sakule ning tle antud impulss on suunatud ka sinna.
Tasakaalu tingimuseks on see, et need kaks impuls-
si on moodulilt vordsed; siit leiame suhte t,,/t, tasa-

kaalulise vaartuse. Graafikult leiame niisuguse kiiruse,
mille puhul ¢, /¢, omab seda vaértust.

81. Laba vastu voolates omandab vesi sama vertikaal-
kiiruse u, mis labadki. See véimaldab avaldada ajatihi-
kus joa poolt labadele tile antava impulsi (st jou), mis
osutub vordeliseks vahega: F' o< v — w. Siit pole enam
raske leida véimsuse F'u maksimumi.

82. Lauaga seotud taustsiisteemis taandub tlesanne
samaks, mis iilesanne nr 52.

83. Kasutame vankrikesega seotud kiirendusega
lilkuvat taustsiisteemi, kus efektiivne raskuskiiren-
dus y/a? + g2 on vertikaali suhtes véikese nurga all.
Koormis sooritab vonkumisi ning jdab 16pus paigale,
kui tross on peatumishetkel parasjagu vertikaalne ja
koormise kiirus on null. See on véimalik siis, kui vas-
tav asend on vonkumise maksimaalseks korvalekal-
deasendiks. See tahendab, et vonkumiste amplituud
peab olema nii kiirenduse kui aeglustusperioodil tiks
ja sama, st tross peab ka pidurdama hakkamise hetkel
olema vertikaalne. Kuidas peavad sellisel juhul suhtu-
ma omavahel kiirendusaeg ja vonkeperiood?

84. Kui looklaine on sellises punktis, kus tema fron-
di ja vaadeldava keha ristloike pindala on .S, siis milli-
ne on kehale méjuv joud? Loeme, et keha seisab kogu
l66klaine frondi méodumise aja faktiliselt paigal. Siis
saame lihikese ajavahemiku dt jooksul tileantava im-
pulsi avaldada ristloike pindala S ning frondi poolt 14-
bitud vahemaa dx = ¢; - dt kaudu. Paneme téhele, et
S - dx on ruumala element. Lopetuseks summeerime
koik iile antud impulsid.

85. Varras toimib vedruna (sest varras on peenike ja
terasest, teras aga on elastne). Peale seda, kui hant-
li vasakpoolne kuul on pérganud vastu seisvat kuuli
omandab viimane kiiruse vg ja esimene jadb paigale.
Seega hakkab hantel kui kuulikeste ja vedru siisteem
vonkuma oma massikeskme iimber. Milline on massi-
keskme kiirus? Veenduge, et poolperioodi méddudes
on tiksik kuul juba nii kaugel, et hantli vasakpoolne
kuul temaga enam porkuma ei kiiiini. Hantli vonku-
mised tasapisi sumbuvad — sinna kaob ka osa ener-
giat.



VASTUSED

3 Ry

1. arcsin R/t
in-—m K

2. arcsin 3775+ T

3. mg/2.

4. a) pmg/+/1 + p?;b) mg sin(arctan p — «).

|g sin a—a cos af
5./.LZ g cos a+asin

6.2) w?R > g\/1+ p=2;
b)w?R > g/1+ p=2 kui p < cot aja
W?R > g(cosa + p~Lsina) kui p > cot o

7.v/2.

8.tan2a = h/a

9.y > V12 —h2/h

10. 3mg

11. 2 arctan[(1 + {}) cot a]

12. /2HLp+ p?2H? — pH =
pwH ~72m.

13.a)w? < g/l;b) (2 — V/2)g/1
14. 3(1 = 37Y/2)p, ~ 211 kg/m?
15. ZpR?

v/ cot?a— 1

anGr3Ap/g(r + h) ~ 0,95 cm

,kuig+atana > 0.

2HLp —

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25. mgsina/[M + 2m(1l — cosa)] =

mgsina/[M + 4msin® £].

2 (m1 sin a; —mo sin as) (M1 cos a1 +ma cos as)
- g (m1+mao+M)(m1+m2)—(m1 cos a1 +mao cos az)?”

—w
umgv/wR

cos ptan a < tan 30°
L—7R/2cosa; 2m\/L/g
1M 519, T3MY
mg/(2M + m)

m < M cos2a.

27. mg(5v/2 — 4)/6); Samaaegselt.

28.cosa > (2 + v?/gR)
29. 24715 V29 R
30. mMg/(m + 4M)

31. F, = 2Rap, F, = p(m+pL)g—(L—7R—
2D)a,kusa = pg(L — 7R —21)/(m + pL).

32. See, mida ei tougatud.

F_.
M+m?
vastasel juhul a1 = 7 — pg4F. az = pg52tr

33. Kui F' < 2,umg%; @ =a; =%

34. Poolringi kujulisel joonel.
35. (@) v/5; (b)v/4.
36.n(n—1)/2
37.\/2pgL(1+ %)

38. 3,5; tuli alt paremalt.

39. A: /2gh ; \/gh.

40. 2Ru+/gl sin a, v/gl sin av.
41. u — pr/2gh.

42. mg(h + pa).

43. arctan 2 ~ 21°48/.

4. (@) (wl + 3v)/4; (b) (Wl + v)/2.

45. Hoidvast kdest kaugusel 21/3, kus [ on teiba
pikkus.

2 F
46. §ﬁ%
47. (vg0, vy0 — 2u)
48. L/vo + m\/m/2k

49. 37%(n + 3)?Rtana
50. 1,03 s

51.20¢g

52.
53.
54.
55.
56.

V] = vy = v; cot? g

vgH.
5m/s.

(a)tan < 24 ; (a) pole voimalik.

g(1—=7%) sin™! a; TV/Isina/g

57. u < cot .

58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

w1 < tan%jaﬂz < tan %
R>h/2

/3m/mp
Ww?R?/2g
M/m = cota — 1.

2mM
M+m

9/9.

m-+M
gm+M sin? «

2/3R
mlg — v?(2 — )/ V3P
M/m=4,u=/gl/8

Esimene jouab enne

gtana

sin® a.

Sirgjoont; kui w # 0

71. \/2gl(1 + m/M)

72. %,kui "j‘zg < 6; % + %,ug, kui
F . L P

6 < g < 10; 3peg, kui g 10

73. m2v? 2(M? — m?)ug

(= %)g

75. arccos 2 ~ 48°12/

76. M/m = 4.

77. (@) w = 5vg /TR, vy = 5up /T, vy = \/2gh;
(b) vy = \/2gh, v, = vo — 210y,

w = 5v2ghu/R.

78. %g sina, kui g > %tan a, vastasel korral

74.

gsina — pgcosa

2gr 1+cos ¢

79. m-~+M msin2 p+M M COS ¢;

gm sin 2¢p [l + m? cos @(14cos ) ]
msin? o+M L2 (msin? o+M)(m+M)

80. 0,6 m/s
81.
82.
83.

T

v/ cosa

n~2Lg/4m%, n=1,2,...
84. (@).(b) (p1 — po)V/mecs.

85. %’Uo; ei, osa ldheb varda pikivonkumisteks ja
hiljem (vonkumiste sumbudes) soojuseks



