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1. INTRODUCCION

Esta guia es la secuela de los problemas en cinemdtica y
tiene dos partes principales: seccion 3, Estdtica y seccion 4,
Dindmica; la seccion 5 contiene problemas de revisién. El ob-
jetivo principal de esta coleccidon de problemas es presentar las
ideas de resoluciéon méas importantes; usando estas, uno puede
resolver la mayoria (> 95%) de los problemas de olimpiadas
en mecanica. Por lo general, primero se indica un problema y
luego aparecen algunas ideas y sugerencias relevantes (la letra
“C” delante del nimero de una idea se refiere a la idea corres-
pondiente numerada en la guia de cinemdtica). Las respuestas
a los problemas se enumeran al final de la guia (seccion 7). Pre-
cedidas por sugerencias bastante detalladas (seccidn 0), pero
se recomienda que las utilice solo como ultimo recurso, después
de que sus mejores esfuerzos para abordar un problema fraca-
sen (aun asi, una vez que haya resuelto un problema con éxito
por si mismo, es ttil verificar si su enfoque fue el mismo que el
sugerido por las sugerencias).

El principio mas importante de esta guia sostiene que ca-
si todos los problemas de la olimpiada son “variaciones” de
un conjunto especifico de temas: las soluciones se derivan de
las ideas de soluciones correspondientes. Por lo general, no es
muy dificil reconocer la idea correcta para un problema da-
do, después de haber estudiado suficientes ideas de soluciones.
Descubrir todas las ideas necesarias durante la resolucién real
ciertamente mostraria mucha més creatividad y ofreceria una
mayor satisfaccion, pero lamentablemente la habilidad de con-
cebir ideas es dificil (o incluso impracticable) para aprender o
ensefiar. Ademds, puede llevar mucho tiempo llegar a una nueva
idea y los que confian en probarla durante una olimpiada es-
taran en desventaja en comparaciéon con aquellos que dominan
las ideas.

En la ciencia en su conjunto, las ideas de solucién desem-
pefian un papel similar al de las olimpiadas: la mayoria de los
articulos cientificos aplican y combinan ideas conocidas para
resolver problemas nuevos (o, lo que es peor, antiguos), en el
mejor de los casos, desarrollan y generalizan las ideas. Rara vez
surgen nuevas ideas genuinamente buenas y muchas de ellas se
conocen mas tarde como obras maestras de la ciencia. Sin em-
bargo, como todo el repertorio de ideas cientificas abarca mas
que mecanica, no es tan facil recordarlas y utilizarlas en los
problemas correctos. La habilidad respectiva es altamente va-
lorada; un logro especial serfa emplear una idea conocida en
una situacién no convencional (inesperada, novedosa).

Ademas de las ideas, la guia también presenta “hechos” y
“métodos”. La distincién es en gran parte arbitraria, algunas
ideas podrian haber sido llamadas métodos o hechos y vicever-
sa; se ha intentado perseguir la siguiente categorizacién. Los
hechos son hallazgos fundamentales o particulares, cuyo cono-
cimiento puede ser 1til o necesario para la resolucién de pro-
blemas, pero que no estan formulados como “recetas”. Si bien
en teoria, todos los problemas pueden resolverse a partir de los
primeros principios (los “hechos” fundamentales), pero, por lo

1. Newton 1687.

general, este enfoque de “fuerza bruta” lleva a célculos largos y,
en ocasiones, poco complejos; las “ideas” son recetas de como
resolver problemas mas facilmente. Los “métodos” son “ideas”
de aplicabilidad particularmente amplia.

Se han utilizado varias fuentes para los problemas: las ron-
das regionales y nacionales de las Olimpiadas de Estonia, las
Olimpiadas de Estonia y Finlandia, las Olimpiadas Internacio-
nales de Fisica, la revista “Kvant”, las Olimpiadas de la Unién
Soviética y de Rusia; algunos problemas se han modificado (ya
sea mds facil o més dificil), algunos son “folklore” (se descono-
cen los origenes).

De manera similar a la guia de cinematica, los problemas
se clasifican como |simple |, | normal ‘ y ’ dificil ‘: los ntimeros de
los problemas se colorean de acuerdo con este codigo de color

(jtenga en cuenta que la dificultad es una categoria subjetival).

Finalmente, no se desespere si hay algunas cosas (o algunas
secciones) que no puede entender por el momento: simplemen-
te pase al siguiente tema o al siguiente problema; puede volver
a las partes que no entendié mas tarde.

2. LEYES TEORICAS BASICAS

Aquellos que estén familiarizados con las leyes bésicas de la
mecédnica pueden omitir esta seccién (aunque, aun asi, puede
leerla y obtener una nueva perspectiva) y comenzar en la sec-
cién 3. De hecho, se espera que la mayoria de los lectores pue-
dan hacer esto porque casi todos los cursos de fisica comienzan
con la mecénica y es poco probable que alguien se sienta atrai-
do por esta guia que apunta a desarrollar habilidades avanza-
das de resolucion de problemas sin ninguna experiencia previa
en fisica. Sin embargo, se han hecho intentos para mantener
esta serie de guias de estudio independientes; esto explica la
inclusion del capitulo actual. Aun asi, esta seccién estd muy
comprimida y en algunos lugares tiene un formalismo mate-
mético que puede parecer intimidante para principiantes (por
ejemplo, el uso del simbolo de suma Y y diferenciales), por
lo tanto, no es una lectura facil. Para comenzar, si le resulta
demasiado dificil comenzar con esta seccién, tome un libro de
texto de mecanica de la escuela secundaria y dirijase aqui a la
seccién “Estatica’.

2.1. Postulados de la mecanica clasica

La mecéanica clésica, el tema de esta guia, es una ciencia ba-
sada completamente en las tres leyes de Newton', formulados
aqui como “hechos”.

Hecho 1: (1.# ley de Newton.) Si bien el movimiento de los
cuerpos depende del sistema de referencia (por ejemplo, un
cuerpo que se mueve con una velocidad constante en un sistema,
se mueve con una aceleracion en otro sistema si la aceleracion
relativa de los sistemas no es cero), existe el llamado sistema de
referencia inercial donde los hechos 2-5 son validos para todos
los cuerpos.

Hecho 2: (2. ley de Newton.) En un sistema de referencia
inercial, una aceleracién a distinta de cero de un cuerpo siem-
pre es causada por una influencia externa; cada cuerpo puede
ser caracterizado por una masa inercial m (en lo que sigue el
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2.2. REGLAS BASICAS DERIVADAS DE LOS POSTULADOS

adjetivo “inercial” serd abandonado) y cada influencia puede ca-
racterizarse por una cantidad vectorial F denominada fuerza,
para que la igualdad F = ma es valida para cualquier sistema
cuerpo-influencia.

El hecho 2 nos sirve también como definiciones de la ma-
sa de un cuerpo y de la magnitud de una fuerza. De hecho, si
tenemos una fuerza de referencia fija que (a) garantiza tener
siempre la misma magnitud y (b) se puede aplicar a un cuer-
po arbitrario entonces podemos definir la masa de cualquier
otro cuerpo en kilogramos” numéricamente igual a la razén de
su aceleracion a la aceleraciéon de un cuerpo estdndar cuando
ambos cuerpos estan sujetos a la fuerza de referencia®. La 2.2
ley de Newton es vélida si se trata de una definicién autocon-
sistente, es decir, si la masa obtenida es independiente de la
fuerza de referencia utilizada. Del mismo modo, la magnitud
de cualquier fuerza en Newtons (denotado como N = kgm/s?)
se puede definir para que sea igual al producto de la masa y la
aceleracién de un cuerpo sujeto a esa fuerza; la 2.2 ley de New-
ton es valida y esta definicion es autoconsistente si el resultado
es independiente del cuerpo de prueba utilizado.

Para resumir: la 2.* ley de Newton F = mi nos sirve tan-
to como la definicién de la masa de un cuerpo (suponiendo
que hayamos elegido una masa estdndar) y la fuerza de una
interaccion; la ley garantiza que estas sean definiciones auto-
consistentes: la masa de un cuerpo y la magnitud de una fuerza
son independientes del procedimiento de medicién.

Hecho 3: Las fuerzas se suman vectorialmente: si hay muchas
fuerzas F; (i = 1...n) actuando sobre un cuerpo de masa m
entonces el hecho 2 sigue siendo valido con F' = ). F;.

La suma vectorial ), F' se puede calcular usando la regla del
paralelogramo o con la suma de componentes: F, = >, ﬁiz,
donde el indice z denota la componente en = (proyeccién en el
eje ) de un vector; se pueden escribir expresiones similares en
los ejes y y z.

Hecho 4: Las masas se suman como cantidades escalares: si
un cuerpo esta formado por partes mas pequenas de masas m;
(j = 1...m) entonces la masa total del cuerpo compuesto es
igual a la suma de las masas de sus componentes, m = Zj m;.

Hecho 5: (3.2 ley de Newton.) Si un cuerpo A ejerce una
fuerza F en un cuerpo B entonces el cuerpo B ejerce simul-
taneamente en el cuerpo A una fuerza antiparalela del mismo
moédulo —F'.

2.2. Reglas basicas derivadas de los postulados

Los hechos 1-5 pueden ser considerados como los postula-
dos de la mecénica clasica (Newtoniana), confirmada por expe-
rimentos. Todo los “hechos”, teoremas, etc. subsiguientes pue-
den ser derivados matemdticamente usando estos postulados.

Hasta ahora hemos utilizado un concepto vago de acelera-
cion de un cuerpo. Todo estd bien mientras se mueva un cuerpo

de manera traslacionalmente, es decir, todos sus puntos tienen
el mismo vector de aceleracion. Sin embargo, si un cuerpo tie-
ne un tamafio considerable y gira, entonces puntos diferentes
tienen diferentes aceleraciones, por lo que necesitamos aclarar,
la aceleracién de qué punto debe usarse. Para superar esta di-
ficultad y mantener nuestro conjunto de postulados 1-5 tan
simple como sea posible, asumamos que el hecho 2 es valido
para las llamadas masas puntuales, es decir, para cuerpos muy
pequenios cuyas dimensiones son mucho mas pequeiias que las
distancias de viaje caracteristicas; luego, la posicién de una
masa puntual se describe mediante un punto tinico que tiene
una velocidad y una aceleracién definidas de manera inequivo-
ca. Podemos generalizar el hecho 2 a cuerpos de tamano finito
reales dividiéndolos de forma ficticia en pequenos pedazos, cada
uno de los cuales puede tratarse como una masa puntual.

Para empezar, se puede derivar (ver apéndice 1) la formu-
lacién genérica de la 2.* ley de Newton.

Hecho 6: (Ley de conservacion del momento® /2.% ley de New-
ton). Para el momento neto P = Zl m;U; de un sistema de
masas puntuales’,

(1)
donde F es la fuerza neta (la suma de fuerzas) actuando en

el sistema. En particular, el momento neto se conserva
(P =const) si F =0.

. ~ o - dff{L . d =
Sustituyendo P = . m;t; = Y, m; G = 35 >, maT; (donde
7; denota el vector de posicién de la i-ésima masa puntual),

podemos reescribir la ecucién 1 como:
27, ~
M ez F,

d - =
—P=F
dt73 ’

donde =
Zi m;

se llama centro de masa. Este resultado aclara: en el caso de

cuerpos macroscopicos, el hecho 2 sigue siendo valido si utili-

zamos la aceleracion del centro de masa.

De acuerdo con la 2.% ley de Newton, una vez que sepamos
cémo las fuerzas de interaccion entre los cuerpos dependen de
las distancias entre cuerpos y de las velocidades, podemos (en
teorfa) calcular como evolucionars el sistema en el tiempo (ta-
les sistemas se denominan como sisternas deterministas). De
hecho, conocemos las aceleraciones de todos los cuerpos y, por
lo tanto, podemos determinar las velocidades y las posiciones
después de un pequenio incremento de tiempo: si el incremento
de tiempo At es lo suficientemente pequeiio, los cambios en las
aceleraciones Ad pueden ser despreciados, lo que significa que
la nueva velocidad para el i-ésimo cuerpo serd U, = U;+a; At y el
nuevo vector de posicién 7, = 7; 4+ 0; At; todas las dependencias
temporales ;(t) y 7(¢t) (coni=1... N donde N es el nimero
de cuerpos) se pueden obtener avanzando en el tiempo paso
a paso. En términos matematicos, se trata de una integracion
numérica de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
la segunda derivada de las coordenadas Z;, §j; y Z; se expresan

2Se define tomando el valor numérico fijo de la constante de Planck h en 6,626 07015 x 10734 kg - m? - s~!, donde el metro y el segundo tienen su

propia definicién en el SI.

3Esto se logra con una balanza de Kibble que aprovecha los fenémenos electromagnéticos para medir la constante de Planck con gran exactitud.

4De ahora en adelante se usaran los anglicismos: momento, momento angular y torque como traducciones del inglés de las cantidades: momentum,
angular momentum y torque en lugar de los términos: impetu, momento cinético y momento debido al uso regular de los primeros.

5Como los cuerpos rigidos, en cuyo caso las masas puntuales estdn unidas por fuerzas intermoleculares juntas en un cuerpo macroscépico.
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2.2. REGLAS BASICAS DERIVADAS DE LOS POSTULADOS

en términos de las coordenadas x;, v;, z; y las primeras deri-
vadas @, ¥;, 2°. Si bien en principio, estos célculos siempre se
pueden hacer, al menos numéricamente y suponiendo que te-
nemos suficiente poder de cémputo, en la préactica la resolucién
matemética puede ser muy dificil”. Aparte de los hechos 1-5,
la mecénica newtoniana es una coleccién de “recetas” para una
solucién mas facil de estas ecuaciones diferenciales.

Entre tales recetas, encontrar y aplicar leyes de conserva-
cién tiene un papel central. Esto se debe a que, segin lo dicho
anteriormente, la evolucion de los sistemas mecanicos se des-
cribe mediante un sistema de ecuaciones diferenciales y cada
ley de conservacién reduce el orden de ese sistema en uno; esto
hace que el procedimiento matemético sea mucho mas simple.
Las leyes de conservacion pueden derivarse matematicamente
de las leyes de Newton; si bien es definitivamente ttil saber
cémo se hace, la mayoria de los problemas mecanicos se pue-
den resolver sin estar familiarizado con este procedimiento. Por
eso, las leyes de conservaciéon se derivan en los apéndices 1,2 y
3; aqui solo proporcionamos las formulaciones. Ya nos hemos
ocupado de la ley de conservacién del momento (ver hecho 6),
para que podamos pasar al siguiente.

Hecho 7: (Ley de conservacién del momento angular). Para
el momento angular neto £ = ). m;7; x ¥U; de un sistema de
cuerpos,

(3)
donde

es el torque neto que actua sobre el sistema; aqui F; represen-
ta la fuerza neta que actuia sobre la i-ésima masa puntual. En
particular, el momento angular neto del sistema se conserva si

T =0.

La ecuacion 3 se deriva en el apéndice 2 y puede ser considera-
da como la 2.7 ley de Newton para el movimiento de rotacional
de los cuerpos.

En geometria tridimensional, el célculo de los productos
vectoriales para determinar el torque neto y el momento an-
gular puede ser bastante dificil. Afortunadamente, la mayoria
de los problemas de la Olimpiada tienen que ver con la geome-
tria bidimensional: vectores de velocidad, momento y radio se
encuentran en el plano x — y y los productos vectoriales (tor-
ques y momentos angulares) son paralelos al eje z, es decir,
podemos considerar L =Fx pyT=7X F como escalares,
caracterizados por su proyeccién en el eje z (en lo que sigue
se denotardn como L y 7, respectivamente). De acuerdo con
la definicién del producto vectorial, el signo de dicho torque es
positivo si la rotacién del vector 7 a el vector F corresponde
a un movimiento hacia la derecha y negativo de lo contrario.
Asif podemos escribir 7 = |7] X |F|sena, donde a es el dngulo
entre el vector del radio y la fuerza y puede ser positivo (ro-
tacion desde 7 a F es hacia la derecha) o negativo. Podemos

introducir el brazo h = |F] sen « (ver figura), en cuyo caso

T =|F|h;
del mismo moiio podemos usar la componente tangencial de la
fuerza F; = |F|sen« y obtener

T = |F|F}.
Un procedimiento similar puede ser aplicado a los momentos
angulares:

L= [fllflsena = hi7| = [7lp.

la fuerza

La disciplina de estdtica estudia el equilibrio de los cuerpos,
es decir, condiciones cuando hay un marco de referencia iner-
cial donde un cuerpo permanece inmévil. Esta claro que tanto
el momento como el momento angular de un cuerpo en equili-
brio necesitan ser constantes, por lo tanto, la suma de todas las
fuerzas, asi como la suma de todos los torques que actian sobre
un cuerpo, deben ser cero; esto se aplica también a cualquier
parte ficticia de un cuerpo. Si bien hay problemas estaticos que
estudian cuerpos deformables (que cambian de forma cuando se
le aplican fuerzas), hay una importante idealizacién del cuerpo
rigido: un cuerpo que conserva su forma bajo cualquier fuerza
(no demasiado grande).

Mientras que para la
la condicién de equilibrio de fuerza estatica, no importa dénde

2.2 ley de Newton (ecuacién 1) y para

se aplique la fuerza, en el caso de momento angular (ecua-
cién 3)
importante. En la mecédnica clésica, las fuerzas se dividen en
fuerzas de contacto que se aplican en el punto de contacto de
dos cuerpos (fuerzas de elasticidad en sus diversas formas, tales

y para la condicién de equilibrio de torques, se vuelve

como fuerzas normales y de friccién, ver abajo) y las fuerzas de
cuerpo que se aplican a cada punto del cuerpo sélido (como la
gravedad y las fuerzas electrostaticas). El punto de aplicacién
de las fuerzas de contacto es obviamente el punto de contacto;
en el caso de las fuerzas del cuerpo, el torque puede calcularse
dividiendo todo el cuerpo (sistema de cuerpos) en partes tan
pequenas (masas puntuales) e integrando los pares aplicados
a cada uno de estos. Es facil ver que con la fuerza de cuerpo
total (es decir, la suma de todas las fuerzas de cuerpo aplicadas
a diferentes partes del cuerpo) F y el torque total T aplicado
a un cuerpo, siempre se puede encontrar un radiovector 7 que
T =7x .7-' es decir, aunque las fuerzas del cuerpo se aplican a
cada punto del cuerpo, el efecto neto es como si la fuerza neta
F fueran aplicada a un cierto centro de aplicacién efectiva; en
algunos casos, existen reglas simples para encontrar los centros
de aplicacién efectivos, por ejemplo, en el caso de un campo de
gravedad homogéneo, parece ser el centro de masa®.

6 Aqui asumimos que la fuerza depende solo de las coordenadas y velocidades de los cuerpos; con la excepcién de la fuerza de Abraham-Lorentz

(teniendo en cuenta la radiacién ciclotrén) esto siempre se satisface.

7 Ademds, existe la posibilidad de un comportamiento caético cuando en los sistemas de muchos cuerpos, las pequeias diferencias en las condiciones
iniciales conducen a un crecimiento exponencial de las diferencias, de la misma manera que es imposible colocar un ldpiz afilado verticalmente en su

punta sobre una superficie plana.

8De manera similar, si dos cuerpos entran en contacto en un &rea de tamaifio finito (en lugar de en unos pocos puntos de contacto), tendriamos que
encontrar el torque total al integrar en el drea de contacto y siempre se puede encontrar el punto de aplicacién efectivo de estas fuerzas.
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2.3. FUERZAS BASICAS

En el nivel microscépico de la mecanica cuantica, tal divi-
sién de fuerzas pierde sentido, porque, por un lado, los campos
que median fuerzas corporales también son cosas materiales y,
en este sentido, todas las fuerzas son fuerzas de contacto. Por
otro lado, las fuerzas de contacto clasicas también estan media-
das a nivel microscépico a través de los campos, de modo que,
en cierto sentido, todas las fuerzas son fuerzas del cuerpo. En
cualquier caso, un nivel macroscépico tal divisioén sigue siendo
util.

Hecho 8: (Ley de conservacion de la energia; para mas de-
talles, ver apéndice 3). Si definimos la energia cinética para un
sistema de masas puntuales (o cuerpos rigidos en movimiento

y el trabajo total realizado por todas las fuerzas durante despla-

traslacional) como:

zamientos infinitamente pequefios dr; de las masas puntuales
es:
AW =Y F; - dF;

entonces el cambio de la enerlgia cinética es igual al trabajo
total realizado por todas las fuerzas,

dK = dW;
aqui, ﬁi denota la fuerza total que actiia en la i-ésima ma-
sa puntual. El trabajo realizado por las fuerzas conservativas
depende solo de los estados iniciales y finales del sistema (es
decir, en las posiciones de las masas puntuales) y no a lo largo
de las trayectorias que se movieron las masas puntuales. Es-
to significa que el trabajo realizado por fuerzas conservativas
puede expresarse como la disminuciéon de una determinada fun-
cion de estado. II(7, 7% ...) que se conoce como la energia po-
tencial; para desplazamientos infinitesimales podemos escribir

dWeons = —dII”. Por lo tanto, si definimos la energia mecanica
completa como E = K + II entonces
dE = dw’,

donde dW’ representa el trabajo realizado por las fuerzas no
conservativas; si no hay tales fuerzas entonces dE = 0, por lo
tanto

FE =11 + K = const. (4)

Aqui se necesitan algunos comentarios. Primero, mientras
que el momento de un cuerpo es el momento de su centro de
masa, la energia cinética de un cuerpo compuesto no es sélo
la energia cinética de su centro de masa: la energia cinética
en el marco del centro de masa (“CM”) necesita ser agregada,
también,

1 1

2
donde ; = U; — Uy, es la velocidad de la i-ésima masa puntual
en el marco CM'?. M4s adelante se analizard cémo calcular la
energia cinética en el marco del centro de masa cuerpos rigidos
en rotacién.
Finalmente, notemos que las fuerzas dependen de las ve-
locidades (por ejemplo, fuerzas de friccién) y/o del tiempo

9411 = (71 + dry, 72 + di, .. .) — T(71, 72, . . .)

10De hecho, dividimos el cuerpo en masas puntuales y escribimos K = % ZZ m;(U; —

(por ejemplo, la fuerza normal ejercida por una pared mé-
vil), no pueden ser conservativas porque el trabajo realizado
por tales fuerzas a lo largo de un trayecto dependen clara-
mente de qué tan rapido se mueven los cuerpos. Se propor-
ciona una excepcién por aquellas fuerzas dependientes de la
velocidad que son siempre perpendiculares a la velocidad (por
ejemplo, la fuerza magnética y la fuerza normal) y para tales
AW = F-dF = F - ¢dt = 0.

2.3. Fuerzas basicas

Gravedad. Ahora, consideremos el caso de un campo gravi-
tacional con mas detalles; puede ser descrito por el vector de
aceleracion de caida libre g. De la “cinematica” sabemos que
entonces todos los cuerpos se mueven con la aceleracion §; en-
tonces, segun la 2. ley de Newton, esto debe ser causado por
una fuerza

—

F =mg.

Esta se llama fuerza gravitacional. El hecho de que en un cam-
po de gravedad dado, la fuerza de gravedad es proporcional a
la masa de un cuerpo debe considerarse como un hallazgo ex-
perimental. Recordemos que la masa se introduce a través de la
2.2 ley de Newton y describe la inercia de un cuerpo, es decir,
la capacidad de un cuerpo para retener su velocidad; por esto
también podemos llamarla masa inercial. Aqui, sin embargo,
la masa entra en una ley completamente diferente: la fuerza de
gravedad es proporcional a la masa. Es facil imaginar que la
fuerza de gravedad esta definida por otra caracteristica de un
cuerpo, llamémosla masa gravitacional, sin relacion con la masa
inercial. Los experimentos demuestran que la masa gravitato-
ria es siempre igual a la masa inercial y, por lo tanto, podemos
abandonar los adjetivos “gravitacional” e “inercial”. De hecho,
la equivalencia de masa inercial y gravitacional tiene un gran
significado en la fisica y representa el postulado principal y la
piedra angular de la teoria general de la relatividad.

De la 3.* ley de Newton sabemos que cada fuerza es cau-
sada por algin otro cuerpo: una fuerza de gravedad que actia
en un cuerpo A necesita ser causada por un cuerpo B. Tam-
bién sabemos que la fuerza de gravedad es causada por y es
proporcional a la masa de un cuerpo y al parecer esto se aplica
tanto al cuerpo A como al cuerpo B. Por lo tanto, la fuerza
debe ser proporcional al producto de las masas, F' = cmamp,
donde el coeficiente de proporcionalidad ¢ puede ser una fun-
cion de la distancia. Parece que ¢ es inversamente proporcional
a la distancia al cuadrado, ¢ = G/r?; consideremos esto como
un hallazgo experimental. Aqui G =~ 6,67 x 10~ m®kg~1s—2
se llama la constante gravitacional. Ahora es facil adivinar que
esta fuerza debe ser paralela a la tinica direccién preferida pa-
ra un sistema de dos masas de puntos, la linea que conecta
los dos puntos. Este es ciertamente el caso; ademads, la fuerza
gravitacional parece ser una fuerza atractiva.

Hecho 9: La fuerza gravitacional que acttia sobre la i-ésima
masa puntual debido a la j-ésima masa puntual se puede ex-

—

Tem + Tem)? = % ZZ m; (@; + Uem )?; ahora podemos abrir los

7 . . — .1 = — 2 1 72 — . 1 -2 . ’ e
paréntesis y factorizar Uem: 3 Zz(uz + Uem )? = 5 EZ mii; + Uem - ZZ mitl; + 5o, El m;. Aqui, El m;i; es el momento total en el marco CM,

que es cero segun la definicién del centro de masa.
1. Newton 1687
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presar como

F; = fz‘j%a (5)

ij

donde 7;; = (7; — 7;)/|F; — 75| representa el vector unita-
rio que apunta desde el i-ésimo cuerpo al j-ésimo cuerpo y
rij = |F; — 7;|'". La presencia de un tercer cuerpo afecta la
validez de esta ley, es decir, se mantiene el principio de su-
perposicion: la fuerza gravitacional total se puede encontrar al
sumar las contribuciones de todos los cuerpos gravitantes de
acuerdo con la ecuacién 5'?. La ecuacién 5 sigue siendo vélida
cuando los cuerpos que interactiian gravitacionalmente tienen
una distribuciéon de masa esférica simétrica, en ese caso, 7; y
7; apuntan a los respectivos centros de simetria (que coinciden
con los centros de masa)'®. {No6tese bien! en el caso de cuer-
pos con formas arbitrarias, el uso de los centros de masa seria
incorrecto; la fuerza debe calcularse dividiendo los cuerpos en

masas puntuales e integrando sus aportes.

Para la atraccion gravitacional de la Tierra, tipicamente pode-
mos aproximarnos r;; con el radio de la Tierra Rg, asi que

~ GM
F =mg, §:2R72E%2-9,81m/s2, (6)
E

donde Z representa un vector unitario apuntando hacia abajo
v Mg denota la masa de la Tierra.

Tenga en cuenta que la fuerza debida a un campo gravi-
tacional homogéneo ¢ se aplica efectivamente a un centro de
masa de un cuerpo, independientemente de su forma. De hecho,
el torque de la fuerza de gravedad se calcula entonces como

T:§ Fixg’mi: § Fimi Xg:f’cmnga
% %

donde M =3, m;.

La fuerza de gravedad es una fuerza conservativa porque
para cualquier par de masas puntuales, la fuerza se dirige a lo
largo de la linea que conecta estas masas puntuales y depende
solo de la distancia entre estas (ver apéndice 3). El trabajo rea-
lizado por una fuerza de gravedad F= mg debido a un campo
de gravedad homogéneo se puede expresar como dW = mg-dr,
entonces Il = —mg - d7; integrando obtenemos

I =—mg- (7" —7),
donde 7 es el vector que apunta a un punto de referencia ele-
gido arbitrariamente. Ahora, teniendo en cuenta que la energia
es aditiva, podemos escribir una expresion para la energia po-
tencial gravitatoria de N cuerpos:

M=—G-> mi(fi —70) = —F- (Fom —70) Y _mi.  (7)

3
La energia gravitacional de dos masas puntuales se puede cal-
cular de manera similar mediante la integracién; para las masas
de dos puntos, generalmente es conveniente tomar la configura-
ci6n de referencia (para la cual la energia potencial es cero) de
modo que la distancia entre los dos cuerpos sea infinita. Para
pequeiios desplazamientos, el trabajo realizado por las fuerzas
de gravedad que acttian sobre ambos cuerpos

AW = G250 (A — di) = —G 2 dryy
12 T12

[aqui tomamos en cuenta que dF} — diy = d(fy — 7)) ¥
f1g - A(F1 — 7a) = —dria]. Asi,
T12
mimsa mimsa
H:/ G2 g — g2
0o T 12

Si hay mas de dos cuerpos que interactian, podemos usar el

principio de superposicién para encontrar
m;m.;

n=-G g —2.

T'ij

(8)

i>j
tenga en cuenta que la energia de interacciéon de cualquier par
de cuerpos debe contarse una sola vez, por lo tanto, sumamos
pares con i > j.

Hecho 10: La energia potencial de dos cuerpos esféricamente
simétricos de interacciéon gravitacional estd dada por la ecua-
cion 8; en el caso de campo de gravedad de fuerza homogénea
dirigida hacia abajo g, el cambio de energia potencial de un
cuerpo de masa m es AIl = gAh, donde h es el cambio de
altura.

Elasticidad. De manera similar a las fuerzas de gravedad, las
fuerzas de elasticidad se pueden cumplir literalmente en ca-
da uno de nuestros pasos. Si bien microscépicamente, todas
las fuerzas de elasticidad pueden explicarse (al menos en prin-
cipio) en términos de interacciones electrostdticas usando la
mecédnica cudntica, macroscopicamente puede tomar diferentes
formas. En primer lugar, esté la ley de Hooke que describe las
fuerzas de elasticidad para cuerpos deformables (por ejemplo,
una banda de goma o un resorte); también hay fuerza normal y
fuerza de friccién seca que aparentemente no tienen nada que
ver con la elasticidad, pero en realidad, tanto la fuerza nor-
mal como la fuerza de friccién seca tienen microscépicamente
el mismo origen que la ley de Hooke.

Hecho 11: (La ley de Hooke'!). Si la deformacién de un
cuerpo elasticamente deformable no es demasiado grande, el
cuerpo deformado ejerce una fuerza que (a) es antiparalela al
vector de deformacion @ y (b) por mddulo es proporcional a la
deformacion, es decir,

F=—ka. (9)

Esta ley es valida para pequenas deformaciones de todos los
materiales elasticos, incluidas bandas de goma, resortes, etc.,
siempre que la deformacion no sea demasiado grande y la de-
formacion del cuerpo solo incluya estiramiento (o compresién)
y no implica flexién o corte'”. Si se trata de deformaciones de
flexién y corte, con una direccién de deformacion fija (descrita
por el vector unitario & = @/|dl), el médulo de fuerza sigue
siendo proporcional a |@]; sin embargo, entonces la rigidez (el
coeficiente de proporcionalidad k) depende también de a y la
fuerza no es necesariamente antiparalela al desplazamiento'®.

Las fuerzas de elasticidad son conservativas, la ener-
gia potencial se puede encontrar por integracién simple
Il =—[F-di= [kada = Jka?.

12E] principio de superposicién corresponde a la linealidad de las ecuaciones no relativistas del campo gravitacional y puede tratarse como un

postulado verificado experimentalmente.

13En la gufa de electromagnetismo, esta propiedad se derivara de la ecuacién 5 utilizando el principio de superposicién.

14R. Hooke 1660

15La deformacién de los resortes, de hecho, implica flexién, pero la ley de Hooke sigue siendo valida en ese caso.
16Una descripcién adecuada de las fuerzas de elasticidad cuando se trata de flexién y cizallamiento requiere una descripcién tensorial y estd fuera

del alcance de esta guia.
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Hecho 12: Bajo los supuestos del hecho 9, la energia poten-
cial de un cuerpo elasticamente deformable viene dada por:

= Lra?. (10)
2

Es bastante claro que si tomamos, por ejemplo, una banda
de goma de longitud ! y rigidez k, haciéndola dos veces mas
larga reducird su rigidez en un factor de dos. De hecho, uno
puede dividir la banda més larga en dos mitades, cada una de
longitud [, lo que significa que si aplicamos ahora la misma
fuerza F a los puntos finales de la banda larga, ambas mita-
des se deformardn por x = F/k y por lo tanto, toda la banda
se deforma por ' = x + x = 2F/k de manera que la rigidez
k' = F/2' = k/2. De manera similar, hacer que la banda sea
dos veces mas gruesa aumentara la rigidez en un factor de dos
porque podemos considerar que la banda méas gruesa esta for-
mada por dos bandas més delgadas paralelas. (No6tese bien! esto
no se aplica a los resortes y la deformacién por flexiéon: mien-
tras que un resorte dos veces mas largo, por supuesto, seguira
disminuyendo & por un factor de dos, hacer un resorte a partir
de un cable dos veces mas grueso aumentard la rigidez més de
dos veces: en el mismo dngulo de flexién, el cable mas grueso se
deformara més que un cable mas delgado. Este parrafo puede
resumirse como el siguiente hecho.

Hecho 13: Para una banda de material elastico de longitud
L y seccion transversal A, la rigidez es:

k= AY/L, (11)

donde Y denota el llamado mddulo de Young del material'”.

Esta igualdad hace posible dar una formulacién alternativa de
la ley de Hooke. Para ello, vamos a introducir los conceptos de
la deformacidn, que se define como la razén e = a/L y la ten-
sién mecéanica'® que se define como la fuerza de elasticidad
por unidad de drea, o = F/A. Entonces, la ley de Hooke puede
ser reescrita como
o=¢Y.

También se puede introducir el concepto de densidad de energia
de un material deformado, la razoén entre la energia potencial
y el volumen, w = II/(LA) = $Ye2.

Ahora también podemos abordar la pregunta, qué defor-
maciones pueden considerarse como “suficientemente peque-
nas” para que la ley de Hooke siga siendo valida. Uno podria
pensar que necesitamos tener € < 1, pero tipicamente este
es un requisito demasiado flojo: la mayoria de los materiales
elasticos se rompen mucho antes de las deformaciones ¢ ~ 1
se alcancen. Normalmente, la ley de Hooke comienza a fallar
cuando las deformaciones son tan grandes que el material estd
cerca de romperse. Ademds, para tales grandes deformaciones,
el material ya no es totalmente elastico: cuando se elimina la
fuerza, el material no recupera completamente su forma inicial
y quedard alguna deformacién residual; tales deformaciones se
conocen como deformaciones pldsticas. También hay materiales
(que pueden ser referidos como materiales pldsticos o materiales
pldsticamente deformables) que se deforman plasticamente en

17L. Euler 1727, G. Riccati 1782
18Conocida como estrés.

un rango muy amplio de valores de deformacién antes de rom-
perse en pedazos. En tales casos, la ley de Hooke sigue siendo
valida solo para deformaciones extremadamente pequenas por
las cuales la deformacién aiin permanece elédstica.

Tenga en cuenta que hay materiales hipereldsticos por lo
que la deformaciéon puede ser muy grande, € > 1; entonces, de
hecho, la condicién € < 1 se requiere para la aplicabilidad de
la ley de Hooke.

La mayoria de los materiales tienen valores bastante gran-
des de Y, lo que significa que, a menos que tengamos hilos o
alambres realmente largos y delgados, las fuerzas moderadas
causaran solo deformaciones realmente diminutas e impercep-
tibles. Este es tipicamente el caso de cables, cuerdas, varillas y
superficies sélidas. En esos casos, mientras que el efecto geomé-
trico de las deformaciones puede despreciarse, se formara una
deformacion tal que la fuerza de elasticidad compense cualquier
fuerza externa aplicada. Si estamos tratando con una superficie
sélida, tal fuerza de elasticidad se llama fuerza normal; en el
caso de varillas, alambres y cuerdas, la llamamos tension.

A menos que se indique lo contrario, se supone que la fuerza
de tensién es paralela a la varilla, el cable o una cuerda. En el
caso de una cuerda o un cable delgado, este es esencialmente el
caso: no hay posibilidad de tener una cizalla o flexién elastica
porque la cuerda es tipicamente muy “suave” con respecto a
tales deformaciones: si intentamos cree una fuerza de elastici-
dad perpendicular aplicando una fuerza externa perpendicular,
la cuerda se doblara sin dar lugar a ninguna fuerza notable. En
el caso de una barra, esto no es cierto: si aplicamos una fuerza
perpendicular externa, la barra se resiste elasticamente a los
intentos de flexién y crea una componente perpendicular de la
fuerza de tensién. Aun asi, si todas las fuerzas externas apli-
cadas a una barra son paralelas a ella, de acuerdo con la 3.2
ley de Newton, la fuerza de tensiéon también serd paralela a la
varilla.

En el caso de una cuerda estirada (varilla, cuerda, etc.), po-
demos dividirla ficticiamente en dos partes. Luego, en el punto
de divisién P, las dos piezas se atraen entre si con una cierta
fuerza de elasticidad. La direccién de esta fuerza depende de
qué parte de la cuerda se considera, pero debido a la 3.2 ley de
Newton, el médulo de la fuerza sigue siendo el mismo. La fuer-
za con la que las dos partes ficticias de la cuerda interactiian
entre si en el punto P describe el estado de la cuerda en ese
punto y se conoce como tension. Entonces, distinguiremos la
fuerza F' que se aplica al punto final de una cuerda y, la tensién
T, que se define para cualquier punto de la cuerda y describe
su estado; tenga en cuenta que cuando las fuerzas externas se
aplican solo a los puntos finales de una cuerda en equilibrio,
|13 | =T (esto se deduce de la condicién de equilibrio de fuerza
para cualquier parte ficticia de la cuerda).

Hecho 14: La tension es una fuerza de elasticidad en un ele-
mento de construccion lineal, como una cuerda (varilla, alam-
bre, etc.)!”. Para una cuerda no estirable’’, si se est4 tirando
(o empujando, lo que puede ocurrir en el caso de una varilla),

19En la seccién transversal de los cuerpos eldsticos tridimensionales, en lugar de tensién, se utiliza el concepto de tensién mecénica; la descripcién
respectiva es matematicamente mas complicada, por ejemplo, la tensién mecénica es una cantidad tensorial.
20M4s precisamente, una cuerda hecha de un material con un valor muy grande de médulo de Young Y.
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la tension se ajusta a la fuerza aplicada externamente para evi-
tar el estiramiento. Si se puede despreciar la masa de un hilo o
cuerda, la tension es constante a lo largo de ella. En una cuerda
que se dobla libremente, la fuerza de tensién en un punto P es
paralela a la tangente dibujada a la cuerda en el punto P.

Hecho 15: La fuerza normal es la perpendicular a la su-
perficie de la componente de una fuerza de elasticidad en la
superficie de un cuerpo rigido (no deformable) con el cual el
cuerpo rigido acttia sobre un cuerpo en contacto; se ajusta a la
fuerza aplicada externamente, evitando asi que el cuerpo rigido
se deforme.

Tenga en cuenta que si la fuerza aplicada externamente no
es perpendicular a la superficie rigida del cuerpo, entonces,
debido a la 3.* ley de Newton, la fuerza de elasticidad tendra
componentes perpendiculares a la superficie y tangenciales (pa-
ralelos a la superficie). Esta dltima se manifiesta en los puntos
de contacto de dos cuerpos sdlidos como fuerza de friccion.
Mas exactamente, la fuerza de friccién es la fuerza en el punto
de contacto de dos cuerpos debido a la interaccién de las mo-
léculas de un cuerpo con las moléculas del otro cuerpo cuando
los cuerpos intentan deslizarse uno sobre el otro; las moléculas
de la superficie se mantienen en su lugar debido a las fuerzas
de elasticidad dentro de cada uno de los cuerpos; estas fuerzas
de elasticidad son causadas por la deformacién cortante de los
cuerpos (tipicamente poco notoria).

En el caso de cuerpos sélidos, si las fuerzas tangenciales
externas no son demasiado grandes en comparaciéon con las
fuerzas normales, los cuerpos no se deslizaran y la fuerza de
friccién se ajusta para compensar las fuerzas tangenciales ex-
ternas; esta se llama la fuerza de friccion estdtica.

Hecho 16: (Ley de Amontons). La fuerza de friccion estatica
méaxima en el area de contacto de dos cuerpos Fi;x = sV,
donde N es la fuerza normal en esa area de contacto y us es
una constante dependiente de los dos materiales de contacto,
conocida como coeficiente de friccion estdtica; también puede
depender de la temperatura, humedad, etc. Asi, Fi,4x es inde-
pendiente del area de contacto.

Hecho 17: (Ley de friccion de Coulomb). Cuando dos cuer-
pos se mueven uno respecto al otro, la fuerza de fricciéon en el
area de contacto de estos cuerpos es F' = ui N, donde N es la
fuerza normal en esa area de contacto y i es una constante
dependiente de los dos materiales de contacto, referidos como
el coeficiente de friccion cinético; depende de la velocidad de
deslizamiento, pero esta dependencia es débil y generalmente
se ignora.

En el caso de los problemas de la Olimpiada, la mayoria de
las veces se supone que ps = g, pero a veces estos se toman
como diferentes (s > k).

Mientras que las leyes de friccion son muy simples y se
han formulado hace mucho tiempo?!, derivarlo de la dindmica
microscopica (molecular) resulta ser una tarea muy dificil (to-
davia hay investigaciones publicadas sobre ese tema, ver M.H.
Miiser et al., Phys. Rev. Lett. 86, 1295 (2000) y O.M. Braun
et al., Phys. Rev. Lett. 110, 085503.

3. ESTATICA

Cuando se resuelven problemas en estdtica, siempre se pue-
de utilizar el enfoque estdndar de fuerza bruta: las ecuaciones
1y 3 nos dicen que, para cada cuerpo en equilibrio, F=0 y
T =0. Entonces, para cada cuerpo soélido, tenemos una condi-
cién de balance de fuerza y una condiciéon de balance de tor-
que. De acuerdo con el procedimiento estandar, estas ecuacio-
nes se proyectaran en los ejes x, y y z dandonos seis ecuacio-
nes (asumiendo geometria tridimensional); si hay N cuerpos
interactuando, el nimero total de ecuaciones es 6/N. Para un
problema planteado correctamente, necesitamos tener también
6N parametros desconocidos para que podamos resolver este
conjunto de ecuaciones algebraicas. La descripcion del proce-
dimiento parece simple, pero resolver tantas ecuaciones puede
ser bastante dificil. En el caso de la geometria bidimensional,
el nimero de ecuaciones se reduce dos veces (mientras que el
nimero de ecuaciones de balance de fuerza se reduce a dos,
todos los pares de torsién serdan perpendiculares al plano, por
lo que solo hay una ecuacién de par), pero incluso con sélo dos
cuerpos, todavia tenemos 6 ecuaciones.

Afortunadamente, hay trucos que pueden ayudarnos a redu-
cir el nimero de ecuaciones. Por lo general el ingenio principal
radica en:

Idea 1: Elija los ejes 6ptimos para eliminar tantas proyec-
ciones de fuerzas como sea posible. Es especialmente bueno
eliminar las proyecciones de las fuerzas que no sabemos ni nos
interesa,

por ejemplo, la fuerza de reacciéon entre dos cuerpos o la fuerza
de traccién en una cuerda (o una barra). Para igualar a cero
tantas fuerzas como sea posible, vale la pena sefialar que a) los
ejes no pueden ser perpendiculares; b) si el sistema consta de
varios cuerpos, entonces se puede elegir un conjunto diferente
de ejes para cada cuerpo.

Idea 2: Para la ecuacion de los torques es ttil elegir un pun-
to de pivote en el que hayan tantos brazos de fuerza iguales a
cero como sea posible. De nuevo es especialmente beneficioso
igualar a cero los torques de fuerzas “poco interesantes”.

Por ejemplo, si elegimos que el pivote esté en el punto de con-
tacto de dos cuerpos, entonces los brazos de momento de la
fuerza de friccién entre los cuerpos y de su fuerza de reaccién
son ambos cero.

Como se menciond anteriormente, para un sistema bidimen-
stonal, podemos escribir dos ecuaciones por cuerpo para las
fuerzas (componentes en z y y) y una ecuacién (por cuerpo)
para los torques. Podriamos aumentar el niimero de ecuaciones
va sea utilizando més de dos proyecciones para las ecuacio-
nes de balance de fuerza, o més de un punto de giro (“eje” de
rotacién) para el balance de torque. Sin embargo,

Hecho 18: Ei nimero mdzimo de ecuaciones linealmente in-
dependientes (que describen la fuerza y el equilibrio del torque)
es igual al nimero de grados de libertad del cuerpo (tres en el
caso bidimensional, ya que el cuerpo puede girar en un plano
y desplazarse a lo largo de los ejes  y y y seis en el caso tridi-
mensional).

21Las leyes de friccién fueron desarrolladas por L. da Vinci 1493, G. Amontons 1699 y C.A. Coulomb 1785.
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Entonces, si anotamos dos condiciones de equilibrio de fuerzas
con dos condiciones de equilibrio de torques, una de las cuatro
ecuaciones siempre sera una consecuencia redundante de las
otras tres.

Las ecuaciones 1 y 3 parece que nos dicen que para la geome-
tria bidimensional, deberiamos usar una ecuacién de torques y
dos ecuaciones de fuerza; sin embargo, cada ecuacién de fuerza
se puede “intercambiar por” una ecuaciéon de torque. Entonces,
aparte del conjunto “canénico” de dos ecuaciones de fuerza y
una ecuacion de torque, podemos usar una ecuacién de fuerza
con dos ecuaciones de torque (con dos puntos de pivote dife-
rentes) y también podemos usar tres ecuaciones de torques con
tres pivotes diferentes puntos que no deben estar en una sola
linea. De hecho, tengamos dos condiciones de equilibrio de tor-
ques, >, @XF nyZ O’ P, x F, = 0 donde P es el punto
de aplicacién de la fuerza F;. Una vez que resﬁ)mos una ecua-
cién de la otra, obtenemos ), 00" x F; = 00 x > F, =0,
que es la proyecciéon de la condicion de balance de fuerza a
la perpendicular de OO’. Debe enfatizarse que al menos una
ecuacién de torque debe dejarse en su conjunto de ecuaciones:
el “intercambio” de ecuaciones de fuerza por las ecuaciones de
torques funciona debido a una rotaciéon en torno a O por un
angulo pequeno dy seguido de una rotacién alrededor de O’
por —dy resulta en un movimiento de traslacién por |OO’|dy,
pero no existe tal secuencia de movimientos de traslaciéon que
pueda dar como resultado un movimiento de rotacién.

Idea 3: El uso de las condiciones de balance de torques suele
ser mas eficiente que el uso de las condiciones de balance de
fuerza, ya que para cualquier condiciéon de balance de fuerza,
solo podemos eliminar una fuerza?’ proyectando la condicién
al perpendicular de esa fuerza; mientras tanto, si elegimos el
punto de pivote como el punto de intersecciéon de las dos li-
neas a lo largo de las cuales se aplican dos fuerzas no paralelas,

ambas fuerzas desaparecen de la ecuacion.

Un extremo de una varilla ligera se dobla en un aro

de radio r. La parte recta de la varilla tiene longitud /; una ma-
sa M esta unida al otro extremo de la varilla. El péndulo asi
formado se cuelga por el aro en un eje giratorio. El coeficiente
de friccion entre el eje y el aro es p. Encuentre el angulo de
equilibrio entre la barra y la vertical.

M

Este problema se clasifica como dificil porque la mayoria de
las personas que intentan resolverlo tienen dificultades para
dibujar un boceto cualitativamente correcto. Lo que realmente
ayuda a hacer un boceto correcto es confiar en la idea 2. Las
simplificaciones matematicas son ofrecidas por:

Hecho 19: En una superficie inclinada, el deslizamiento

22 A menos que haya fuerzas paralelas.

comenzarda cuando el angulo de la pendiente o cumple que
tan o = p.

En una pendiente con angulo de pendiente a yace

un cilindro con masa M, siendo su eje horizontal. Un bloque
pequeno con masa m se coloca dentro de este. El coeficiente
de friccion entre el bloque y el cilindro es pu; la pendiente no es
resbaladiza. ;Cual es el angulo de inclinacién maximo « para
que el cilindro permanezca en reposo? El bloque es mucho mas
pequeno que el radio del cilindro.

M

«

Z

Aqui podemos usar de nuevo el hecho 19 y la idea 2 si anadimos:

Idea 4: A veces es ttil considerar un sistema de dos (o méas)
cuerpos como un todo y escribir las ecuaciones para las fuerzas
y/o los torques para todo el sistema.

Entonces, la fuerza neta (o torque) que actia sobre el cuer-
po compuesto es la suma de las fuerzas (torques) externas(os)
actuando sobre los constituyentes. Nuestros calculos se simpli-
fican porque las fuerzas internas (torques) entre las diferentes
partes del cuerpo compuesto pueden ignorarse (debido a la 3.2
ley de Newton se anulan entre ellas). Para el dltimo problema,
es util ensamblar un cuerpo compuesto del cilindro y el bloque.

Tres barras idénticas estan conectadas por bisagras
entre si, las mas externas estan articuladas al techo en los pun-
tos A y B. La distancia entre estos puntos es el doble de la
longitud de una barra. Un peso de masa m se cuelga en la
bisagra C'. ;jPor lo menos, cuan fuerte es una fuerza sobre la
bisagra D es necesaria para mantener el sistema estacionario
con la varilla C'D horizontal?

om

De nuevo podemos usar la idea 2. El trabajo también es ayu-
dado por:

Hecho 20: Si las fuerzas se aplican solo a dos puntos finales
de una varilla y el (los) accesorio(s) de la varilla en su(s) pun-
to(s) extremo(s) no esta (es) rigido (la varilla descansa libre-
mente sobre sus soportes o esta sujeta a una cuerda o bisagra),
entonces la fuerza de tension en la varilla se dirige a lo largo
de la varilla.

De hecho, en cualquiera de los puntos finales, la fuerza externa
neta aplicada F debe apuntar a lo largo de la barra, ya que su
torque con respecto al otro punto final debe ser cero. Ademas,
segtn la 3.2 ley de Newton, la fuerza externa F debe encon-
trarse con una fuerza igual ¥ opuesta eJer01da por la varilla,
que es la fuerza de tensién T asi que F=-T.
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Algunas ideas son universales, especialmente las matemati-
cas.
Idea C-2 Algunos extremos son mas faciles de encontrar sin
usar derivadas,

por ejemplo, el camino mas corto desde un punto a un plano
es perpendicular a él.

;,Cuél es la fuerza minima necesaria para mover un

bloque de masa m que descansa sobre un plano inclinado de an-
gulo de pendiente a; si el coeficiente de friccion es p? Investigar
los casos cuando a) o =0; b) 0 < o < arctan p.

s

Idea 5: El balance de fuerza a veces puede resolverse vecto-
rialmente sin proyectar nada sobre los ejes.

El hecho 19, o mas bien su siguiente generalizacién, resulta de
utilidad:

Idea 6: Si un cuerpo esta a punto de resbalar (o ya esta
resbalando), entonces la suma de la fuerza de friccion y la fuer-
za de reaccion estd inclinada por arctan p de la normal de la
superficie.

Esta idea se puede utilizar con bastante frecuencia, por ejem-
plo, en el siguiente problema.

Un bloque descansa sobre una superficie inclinada

con un angulo de inclinaciéon a. La superficie se mueve con una
aceleracion horizontal a que se encuentra en el mismo plano
vertical que un vector normal a la superficie. Determine los va-
lores del coeficiente de fricciéon p que permiten que el bloque
permanezca inmovil.

Aqui somos ayudados por la idea universal:

Idea 7: Muchos problemas se vuelven muy faciles en un mar-
co de referencia de traslaciéon no inercial que se mueve.

Para aclarar: en un marco de referencia que se mueve traslacio-
nalmente, podemos restablecer las leyes de Newton imaginando
que en cada cuerpo actia adicionalmente una fuerza inercial
—md donde @ es la aceleraciéon del marco de referencia y m
es la masa de un cuerpo dado. De hecho, hemos aprendido en
cinematica que para el movimiento de traslacién de un marco
de referencia, se pueden sumar las aceleraciones, ver la idea
C-19; asi, en un marco movil, todos los cuerpos obtienen una
aceleracion adicional —d, como si hubiera una fuerza adicional
F = —m@ actuando sobre un cuerpo de masa m.

Tenga en cuenta que debido a la equivalencia de la masa
inercial y gravitacional (ver “Gravedad”, en la seccién 2.5) la
fuerza inercial es totalmente anéloga a la fuerza gravitacional”’.
Por eso, podemos usar:

Idea 8: La red de las fuerzas inerciales y gravitacionales se
puede usar como como una fuerza gravitacional efectiva.

m Un cilindro con radio R gira alrededor de su eje con
una velocidad angular w. En su superficie interior hay un pe-
queno bloque; el coeficiente de friccion entre el bloque y la
superficie interna del cilindro es p. Encuentre los valores de w
para que el bloque no se deslice (permanezca inmovil respecto
al cilindro). Considere los casos en que (a) el eje del cilindro es
horizontal; (b) el eje esta inclinado en un angulo « con respecto
a la horizontal.

Idea 9: Se puede usar un marco de referencia giratorio agre-
gando una fuerza centrifuga mw?R (con w siendo la velocidad
angular del sistema de referencia y R siendo un vector dibujado
desde el eje de rotacion hasta el punto en cuestion) y la fuerza
de Coriolis. Esta altima no es importante (a) para un cuerpo
parado o moviéndose en paralelo al eje de rotacién en un marco
de referencia giratorio (en este caso la fuerza de Coriolis es ce-
ro); (b) para la conservacion de energia (en este caso, la fuerza
de Coriolis es perpendicular a la velocidad y, por lo tanto, no
cambia la energia).

Advertencia: En esta idea, el eje de rotacion debe ser real,
no instantdneo.

Las expresiones para la fuerza centrifuga y la fuerza de Corio-
lis se derivan en el apéndice 4. Para el problema 6, recuerde
también la idea C-2b y la idea 6; para la parte (b), use:

Idea C-11: En el caso de geometria tridimensional, considere
secciones bidimensionales. Es especialmente bueno si todos los
objetos interesantes (por ejemplo, vectores de fuerza) se en-
cuentran en una secciéon. La orientacién y la ubicacion de las
secciones pueden cambiar con el tiempo.

Un carro tiene dos ruedas cilindricas conectadas por
una barra horizontal sin peso que usa radios sin peso y un eje
sin friccion, como se muestra en la figura. Cada una de las
ruedas estd hecha de un disco homogéneo de radio R y tiene
un orificio cilindrico de radio R/2 perforado coaxialmente a la
distancia R/3 desde el centro de la rueda. Las ruedas se giran
para que los orificios se apunten entre si y el carro se ponga
en movimiento sobre un suelo horizontal. ;Cual es la rapidez
critica v para la cual las ruedas comienzan a saltar?

Este problema es algo similar al anterior y podriamos re-
solverlo utilizando las ideas que ya hemos estudiado. De hecho,
si consideramos el proceso en un sistema de referencia que se

238u equivalencia es la piedra angular de la teorfa de la relatividad general (mds especificamente, asume que las fuerzas inerciales y gravitacionales

son indistinguibles en cualquier medicién local).
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mueve conjuntamente con el carrito, solo podemos aplicar la
2.2 ley de Newton a la aceleracién centripeta del centro de ma-
sa de la rueda. Sin embargo, vamos a resolverlo con algunas
ideas maés.

Idea 10: La fuerza de gravedad (o una fuerza ficticia que es
proporcional a la masa de un cuerpo) puede considerarse que
se aplica al centro de masa de un cuerpo solo en los siguientes
casos:

(a) el campo de gravedad efectivo es homogéneo;

(b) el cuerpo tiene una distribucion de masa esférica simétrica;
(¢) el campo de gravedad efectivo es proporcional al vector del
radio, por ejemplo, el campo de fuerza centrifuga si el movi-
miento esté restringido al plano perpendicular al eje de rotacion
del marco.

En todos los demas casos, puede suceder por coincidencia que
la fuerza de gravedad todavia se aplique al centro de masa, pe-
ro tipicamente no lo es. Por ejemplo, se puede considerar que
la fuerza de Coriolis se aplica al centro de masa solo si el cuer-
po no esta girando (como se ve desde un sistema de referencia
giratorio).

La parte (a) de esta idea ha sido justificada en el parrafo si-
guiendo la idea 9; las partes (b) y (c¢) estardn justificadas en la
guia de electromagnetismo (los campos electrostatico y gra-
vitacionales no relativisticos obedecen leyes similares). Para
probar que la parte (d) es vélida, necesitamos demostrar que
la fuerza total y el torque total ejercido por el gravitatorio
tienen las mismas magnitudes que se obtendrian si el cuer-
po fuera una masa puntual en la posiciéon del centro de ma-
sa. Entonces, usando el centro de atraccién (repulsién) como
origen y asumiendo ¢ = k7, expresemos el torque total como
T = 7y km;7; X 7; = 0; se obtendria el mismo resultado
para un centro de masa, ya que la fuerza de gravedad ten-
dria un brazo nulo. Ademés, expresemos la fuerza total como
F =Y km7 = kM (X, miFs /M) = kMFop; aqui M = 3 m;
es la masa total del cuerpo.

Hay dos ideas més que pueden ser usadas aqui,

Idea 11: Para lograr una configuracién méas simétrica o para
simplificar la situacion de alguna otra manera, a veces es util
representar una region con valor cero de alguna cantidad como
una superposicion de dos regiones con signos opuestos de la
misma cantidad.

Esta cantidad puede ser densidad de masa (como en este caso),
carga o densidad de corriente, algiin campo de fuerza, etc. A
menudo, este truco se puede combinar con

Idea 12: Haga que el problema sea lo mas simétrico posible.

Se puede alcanzar este objetivo aplicando la idea 11, pero tam-
bién utilizando marcos de referencia apropiados, dividiendo el
proceso de resolucién en varias fases (donde algunas fases usan
geometria simétrica), etc.

m Un cilindro hueco con masa m y radio R se encuen-
tra en una superficie horizontal con su extremo plano y liso en
contacto con la superficie en todas partes. Se ha enrollado un
hilo a su alrededor y su extremo libre se tira con velocidad v en
paralelo al hilo. Encuentre la velocidad del cilindro. Considere
dos casos: (a) el coeficiente de friccion entre la superficie y el

cilindro es cero en todas partes, excepto en una banda recta
delgada (mucho méas delgada que el radio del cilindro) con un
coeficiente de friccion de u, la banda es paralela al hilo y su
distancia al hilo a < 2R (la figura muestra una vista de arriba
hacia abajo); (b) el coeficiente de friccion es p en todas partes.
Sugerencia: cualquier movimiento plano de un cuerpo rigido
puede verse como una rotacion alrededor de un centro de rota-
cién instantaneo, es decir, el vector de velocidad de cualquier
punto del cuerpo es el mismo que si el centro instantaneo fuera
el eje real de rotacion.

&u

Este es un problema bastante dificil. Es ttil tener en cuenta

Idea 13: Si un cuerpo tiene que moverse con una velocidad
constante, entonces el problema es de estatica.

También recuerde las ideas 1 y 2. Esta ultima puede ser reem-
plazado con su consecuencia,

Idea 14: Si un cuerpo en equilibrio es accionado por tres
fuerzas en tres puntos separados, sus lineas de accion se inter-
secan en un punto (tenga en cuenta que el punto de interseccion
puede ser infinitamente lejano, las lineas que se intersecan en
el infinito significa que las lineas son paralelas entre si). Si solo
hay dos puntos de accion, entonces las lineas correspondientes
coinciden.

Esta idea muy 1til se deduce directamente de la condicién de

equilibrio de torques si el punto de interseccién de dos lineas

de accién se toma para el punto de pivote (con dos brazos y el

torque total igual a cero, el tercer brazo debe ser igual a cero).
Otro dato ntil es:

Hecho 21: La fuerza de friccion que actta sobre un pun-
to dado es siempre antiparalela a la velocidad del punto en el
marco de referencia del cuerpo que causa la friccion.

De vez en cuando también son utiles algunos trucos matema-
ticos; aqui es la propiedad de los dngulos inscritos y mas espe-
cificamente el caso particular del teorema de Thales (entre los
teoremas geométricos, este es probablemente el mas 1util para
resolver problemas de fisica),

Hecho 22: Un angulo recto esta subtendido por un semi-
circulo (en general: un angulo inscrito en radianes es igual a la
mitad de la razon entre su longitud de arco y su radio).

La propiedad de los dngulos inscritos también es 1til en el
siguiente problema, si agregamos (algo trivial)

Idea 15: En equilibrio estable, la energia potencial de un
cuerpo es minima.

Un cable liviano se dobla en un angulo recto y una

bola pesada se une a la curva. El cable se coloca en soportes
con diferencia de altura h y distancia horizontal a. Encuentre la
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posicion del alambre en su equilibrio. Exprese la posicion como
el angulo entre la bisectriz del angulo recto y la vertical. Igno-
re cualquier friccion entre el cable y los soportes; los soportes
tienen pequenas ranuras que mantienen todo el movimiento en
el plano del cable y la figura.

Una varilla con una longitud de [ se articula a un

techo con una altura de h < [. Debajo, una tabla se esta arras-
trando en el suelo. La varilla estda disenada para bloquear el
movimiento del tablero en una direccién mientras permite que
se mueva en la direccion opuesta. ;Qué condicion se debe cum-
plir para que haga este trabajo? El coeficiente de friccion es juq
entre la tabla y la barra y uo entre la tabla y el suelo.

Recordemos el hecho 6: si el deslizamiento relativo entre
dos cuerpos tiene una direccién conocida, la direcciéon de la
suma de los vectores de friccién y fuerza de reacciéon siempre
estd determinada tinicamente por el coeficiente de friccién. Si
una fuerza hace que uno de los cuerpos se mueva de tal ma-
nera que la fuerza de reaccién crezca, entonces se atascaran:
cuanto mayor sea la fuerza con la que intentamos arrastrar los
cuerpos, mayor serd la friccién y las fuerzas de reaccion que los
restringiran.

Idea 16: La friccion puede bloquear el movimiento. En tal ca-
S0, todas las fuerzas se vuelven insignificantes, excepto la fuerza
de friccion, la fuerza de reaccion y la fuerza aplicada externa-
mente que trata de hacer que el sistema se mueva, porque las
fuerzas gravitacionales (y tales) son fijas, pero dichas fuerzas se
vuelven cuanto mas grandes cuanto mas empujamos o tiramos.

Cuatro varillas largas y cuatro la mitad de largas se

articulan entre si formando tres rombos idénticos. Un extremo
del artilugio esta articulado a un techo, el otro esté sujeto a un
peso de masa m. La bisagra al lado del peso esta conectada a la
bisagra arriba por una cuerda. Encuentre la fuerza de tension
en la cuerda.

m

Este problema es el més facil de resolver usando el método
del desplazamiento virtual.

Método 1: Imagine que somos capaces de cambiar la longi-
tud de la cuerda o barra en la que se busca la tensiéon por una
cantidad infinitesimal Ax. Equiparando el trabajo T'Ax por el

cambio AII de la energia potencial, obtenemos T' = AIl/Ax.

Generalizacion: si algunas fuerzas externas adicionales F, (i=
1,2,...) actuar sobre el sistema con los desplazamientos de sus
siendo los puntos de accién §7;, mientras que la interesante
cuerda o varilla sufre un alargamiento virtual de Az, entonces

T = (AH DR ﬁ) /Ax.
K3
El método también se puede usar para encontrar otras fuer-
zas ademds de la tensién (por ejemplo, en problemas con po-
leas): al cambiar imaginariamente el punto de accién de la fuer-
za desconocida, se puede encontrar la proyeccién de esta fuerza
en la direccién del desplazamiento virtual.

Una cuerda con masa m se cuelga del techo por sus

dos extremos y un peso con masa M estd unido a su centro.
La tangente a la cuerda en ambos extremos forma un éngulo
a con el techo. ;Cual es el angulo [ entre las tangentes a la
cuerda en el peso?

Recordemos el hecho 14: la tensiéon en una cuerda que cuel-
ga libremente se dirige a lo largo de la tangente a la cuerda.
Ademaés, podemos emplear:

Idea 17: Para colgar cuerdas, membranas, etc., es util consi-
derar una pieza de cuerda por separado y pensar en las com-
ponentes de las fuerzas de balance actuando en esta.

De hecho, aqui no necesitamos la idea como un todo, sino, méas
bien, su consecuencia,

Hecho 23: La componente horizontal de la tension en una
cuerda masiva es constante.

Usando la idea 17 y el hecho 23, es relativamente facil demos-
trar que la siguiente aproximacién es valida.

Idea 18: Si el peso de una parte colgante de una cuerda es
mucho menor que su tension, entonces la curvatura de la cuerda
es pequena y su distribucién de masa horizontal puede consi-
derarse con bastante precision como constante.

Esto nos permite escribir la condicion del equilibrio de torque
para la porcién colgante de la cuerda (como sabemos la coorde-
nada horizontal de su centro de masa). El siguiente problema
ilustra ese enfoque.

Un nina arrastra una cuerda con longitud L = 50m

a lo largo de un terreno horizontal con un coeficiente de fric-
cion de p = 0,6, sosteniendo un extremo de la cuerda en altura
H = 1m desde el suelo. ;Cual es la longitud [ de la parte de la
cuerda que no toca el suelo?

Una barra ligera con longitud [ esta articulada de tal

manera que la bisagra se pliega solo en un plano. La bisagra
se gira con velocidad angular w alrededor de un eje vertical.
Una pequena pelota se fija al otro extremo de la barra. (a) En-
cuentre las velocidades angulares para las cuales la orientacion
vertical es estable. (b) La pelota ahora esté unida a otra bisagra
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y, a su vez, a otra barra idéntica (ver la figura a continuacion);
la bisagra superior se gira de la misma manera. ;Cual es ahora
la condicion de estabilidad para la orientaciéon vertical?

-~ P
w [ w
~

a) “[ b)

Aqui se debe utilizar la siguiente idea.

Idea 19: Para analizar la estabilidad de un equilibrio, hay dos
opciones.

Primero, supongamos que el sistema se desvia un poco del equi-
librio, ya sea por un pequeno desplazamiento Ax o por un pe-
quenio angulo Ay y encuentre la direccion de la fuerza o torque
que aparece, ya sea hacia el equilibrio o alejandose de él.
Segundo, exprese el cambio de energia potencial total en térmi-
nos del pequeno desplazamiento para ver si tiene un minimo o
un maximo (para un sistema en equilibrio, su energia potencial
debe tener un extremo); el minimo corresponde a la estabi-
lidad y el maximo a la inestabilidad (para una motivacion y
generalizacion de este método, vea el apéndice 5).

iNotese bien! calcule aproximadados: cuando se trabaja con
fuerzas (torques), casi siempre es suficiente mantener solo aque-
llos términos que son lineales en la desviacion; cuando se tra-
baja con energia potencial, se debe utilizar la aproximacion
cuadratica.

Es extremadamente importante en la fisica poder aplicar apro-
ximaciones lineales, cuadraticas y, a veces, de orden superior,
que se basan en:

Idea 20: Las series de Taylor:

Az?
fla+Az) ~ flo) + (@) Az + [ () =~ +..
. 2 T 2
por ejemplo: sen o ~ tanp ~ @;cosp ~ 1— % e ~ I+z+ %,
(1+2)%~1+azx+ @xz, In(1+ z) ~  — %-. Se puede

usar un enfoque analogo para expresiones multivariables, por
ejemplo, (x + Az)(y + Ay) =~ xy + xAy + yAx. Considere usar
tales aproximaciones donde los datos iniciales sugieren que al-
glin parametro sea pequeno.

El caso (b) es sustancialmente més dificil ya que el sistema
tiene dos grados de libertad (por ejemplo, los dngulos de des-
viacién Ap; y Aps de las barras). Aunque idea 19 se puede
generalizar a méas de un grado de libertad, aparentemente es
mas facil comenzar desde la idea 15.

Idea 21: El equilibrio = y = 0 de un sistema con dos grados
de libertad es estable si (y solo si**) la energia potencial I1(z, y)
como una funcién de dos variables tiene un minimo local en
x =y = 0, es decir, para cualquier par de valores x,y dentro
de la vecinidad del punto de equilibrio (0,0), la desigualdad
II(x,y) > I1(0,0) debe aplicar.

Pr 15.| Si se coloca en el agua una viga con una seccion

transversal cuadrada y una densidad muy baja, girara horizon-
talmente un par de sus caras opuestas largas. Esta orientacion,
sin embargo, se vuelve inestable a medida que aumentamos

su densidad. Encuentre la densidad critica cuando ocurre esta
transicion. La densidad del agua es p,, = 1000 kg/m?>.

Idea 22: El torque que actiia sobre un cuerpo colocado en
un liquido es igual al torque de flotabilidad, si tomamos esta
altima fuerza para actuar sobre el centro de la masa del liquido
desplazado.

La validez de la idea 22 se puede ver si imaginamos que el vo-
lumen desplazado, de nuevo, se llena con el liquido y se elimina
el propio cuerpo. Luego, por supuesto, el volumen rellenado se
encuentra en equilibrio (ya que forma parte del liquido en repo-
s0). Esto significa que el par de torsién de la fuerza de flotacién
debe equilibrar el par debido al peso del volumen rellenado; el
peso del volumen rellenado se aplica a su centro de masa y
de acuerdo con la idea 14, por lo tanto, la fuerza de flotacién
también debe actuar a lo largo de la linea trazada a través del
centro de masa.

Aparte de la idea 22, la solucién del problema 15 se puede
simplificar utilizando las ideas 11 y 12.

Pr 16.| Un contenedor semiesférico se coloca boca abajo

sobre una superficie horizontal lisa. A través de un pequeno
agujero en la parte inferior del recipiente, se vierte agua. Exac-
tamente cuando el recipiente se llena, el agua comienza a gotear
entre la mesa y el borde del recipiente. Encuentre la masa del
contenedor si el agua tiene densidad p y el radio del hemisferio
es R.

M

Idea 23: Si el agua comienza a salir de debajo de un recipien-
te invertido, la fuerza normal debe haberse desvanecido entre
la mesa y el borde del recipiente. Por lo tanto, la fuerza que
acttuia sobre el contenedor del sistema + el liquido de la mesa
es igual Gnicamente a la fuerza de la presion hidrostéatica.

Este tltimo esta dado por PA, donde P es la presién del liquido
cerca de la mesa y A es el drea del lado abierto del contenedor.

Un bloque estéd ubicado en una pendiente con un

angulo «, el coeficiente de friccion entre ellos es p > tana. La
pendiente se desplaza rapidamente hacia adelante y hacia atras
de manera tal que su vector de velocidad # es paralelo tanto
a la pendiente como a la horizontal y tiene modulo constante
v; la direccion de @ se revierte abruptamente después de ca-
da intervalo de tiempo 7. ;Cual seré la velocidad media w del
movimiento del bloque? Asuma que g7 < v.

Idea 24: Si el sistema cambia a alta frecuencia, a menudo es
practico utilizar valores promediados en el tiempo (X) en lu-
gar de calculos detallados. En situaciones més complicadas un

24Suponemos que, aparte de la energia, no hay otras cantidades que se conserven para, este sistema.
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componente de alta frecuencia X podria tener que ser incluido
(para que X = (X) + X).

Método 2: (Método de las perturbaciones). Si se puede su-
poner que el impacto de alguna fuerza en el movimiento de
un cuerpo es pequeno, entonces resuelva el problema en dos
(o mas) fases: primero encuentre el movimiento del cuerpo en
ausencia de esa fuerza (la llamada aproximacion cero); luego
pretenda que el cuerpo se esta moviendo tal como se encuentra
en la primera fase, pero existe una pequena fuerza que actua
sobre él. Mire qué correccion (la llamada primera correccion)
se debe hacer a la aproximacion cero debido a esa fuerza.

En este caso particular, la eleccién de la aproximaciéon cero
necesita alguna explicacién. La condicién g7 < v implica que
dentro de un periodo, la velocidad del bloque no puede cambiar
mucho. Por lo tanto, si el bloque inicialmente se esté deslizan-
do hacia abajo a cierta velocidad w e investigamos un intervalo
de tiempo suficientemente corto, entonces podemos tomar la
velocidad del bloque como constante en la aproximacién cero,
de modo que se mueva en linea recta. Luego podemos pasar a la
fase dos y encontrar el valor promedio de la fuerza de friccién,
en funcién del movimiento obtenido en la fase uno.

Para el problema 17, recuerde también una leccién de cine-
matica,
Idea C-7 Si la friccion afecta el movimiento, generalmente el
sistema de referencia mas apropiado es el del entorno que cau-
sa la friccion.

Investiguemos hasta qué punto un depoésito de hie-

rro puede influir en el nivel del agua. Considere un depoésito de
hierro en el fondo del océano a una profundidad de h = 2km.
Para simplificar nuestro anélisis, asumamos que es un volumen
esférico con radio 1km con mayor densidad que la roca cir-
cundante por Ap = 1000kg/m?3. Supongamos que esta esfera
toca el fondo del océano con su parte superior, es decir, que su
centro esta situado en profundidad r + h. jEn qué medida el
nivel de agua directamente por encima del deposito de hierro
es diferente del nivel de agua promedio?

depc’ié'irto
de hierro,

Idea 25: La superficie de un liquido en equilibrio adopta una
forma equipotencial, es decir, las energias de sus particulas
constituyentes son las mismas en cada punto de la superficie.

Si este no fuera el caso, la energia potencial del liquido podria
disminuir al permitir que algunas particulas en la superficie flu-
van a lo largo de la superficie hacia donde su energia potencial
es menor (ver idea 15). Recordemos también el hecho 10.

Una plataforma horizontal gira alrededor de un eje

vertical a velocidad angular w. Un disco con radio r puede girar
y moverse libremente hacia arriba y hacia abajo sin friccion a
lo largo de un eje vertical que esta fijo a una distancia d > r del
eje de la plataforma. El disco se presiona contra la plataforma

giratoria debido a la gravedad, el coeficiente de friccion entre
ellos es p. Encuentre la velocidad angular adquirida por el dis-
co. Suponga que la presion se distribuye de manera uniforme
sobre toda la base del disco.

Idea 26: Si observamos desde un marco de referencia girato-
rio, entonces podemos agregar velocidades angulares sobre ejes
de rotacion instantdneos de la misma manera que usualmente
sumamos velocidades.

Asi W3 = Wy + Wo, donde &y es la velocidad angular del marco
de referencia, s es velocidad angular del cuerpo en el marco
giratorio de referencia y @s es en el sistema de referencia esta-
cionario. En esta pregunta, podemos usar el hecho 21, las ideas
2,9, 13, C-7 y también:

Idea C-33 El movimiento arbitrario de un cuerpo rigido pue-
de considerarse como una rotaciéon alrededor de un centro de
rotacion instantéaneo (en términos de vectores de velocidad del
cuerpo).

Método 3: (Calculo diferencial). Divida el objeto en partes
infinitesimalmente pequenas o el proceso en periodos infinite-

simalmente cortos (si es necesario, combine esto con la idea
20).

Dentro de una parte infinitesimal (periodo), las cantidades que
cambian en el espacio (tiempo) pueden tomarse constantes (en
nuestro caso, esa cantidad es la direccién del vector de fuerza
de friccién). Si es necesario (vea la siguiente pregunta), estas
cantidades pueden sumarse en todos las partes, lo que se deno-
mina integracién.

Pr 20.| Una maquina enceradora consiste en un disco pesa-

do con una masa M cubierta densamente con cerdas cortas en
un lado, de modo que si se encuentra en el piso, su peso se dis-
tribuye uniformemente sobre un area circular con un radio de
R. Un motor eléctrico hace girar el disco a velocidad angular w,
el usuario compensa el torque de las fuerzas de friccién con un
mango largo. El mismo mango se puede usar para empujar la
méquina hacia adelante y hacia atras a lo largo del piso. ;Con
qué fuerza debe empujarse la maquina para que se mueva a la
velocidad v? Supongamos que la velocidad angular del disco es
grande, wR > v y que la fuerza necesaria para compensar el
torque puede ser despreciada. El coeficiente de friccion entre
las cerdas y el suelo es p.

Aqui necesitamos el hecho 21, las ideas C-33, 11 y adema@s:

Idea 27: Intente determinar la region del espacio donde las
fuerzas (o torques, etc.) se cancelan en pares de puntos.

Estos pares de puntos a menudo estan localizados simétrica-
mente. La idea 12 también es relevante.

Un lapiz hexagonal se encuentra en una pendiente

con un angulo de inclinacion «; el angulo entre el eje del lapiz
y la linea de interseccion de la pendiente y la horizontal es ¢.
;Bajo qué condicion el lapiz no rodara?
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Idea 28: Al resolver problemas tridimensionales, a veces pue-
de ser util calcular las coordenadas en los ejes elegidos de
manera apropiada y aplicar formulas de rotaciones espacia-
les. Para la rotacion alrededor del eje z por un angulo ¢,
' =xzcosp—ysenpyy =ycosp+ xsenp.

Qué (qué vector) podria expresarse en términos de sus com-
ponentes en nuestro caso? La tnica opciéon prometedora es el
pequenio vector de cambio del centro de masa cuando comienza
a moverse; en ultima instancia solo nos interesa su componente
vertical.

Un cilindro resbaladizo con radio R se ha inclinado

para hacer un angulo « entre su eje y la horizontal. Una ca-
dena con una longitud de L ha sido unida al punto maés alto
P de alguna seccion transversal del cilindro, el otro extremo
estd atado a un peso con una masa de m. La cuerda toma su
posicion de equilibrio, jqué tan larga (1) es la parte que no toca
el cilindro? El peso se desplaza desde su posicion de equilibrio
de tal manera que el vector de desplazamiento es paralelo al
plano vertical, incluido el eje del cilindro; jcuél es el periodo
de pequenas oscilaciones?

Idea 29: Desplegar una parte de la superficie de un objeto
tridimensional y observar la superficie aplanada puede ayudar
a resolver problemas, entre otras cosas, ayuda a encontrar dis-
tancias més cortas.

Una barra uniforme con masa m y longitud [ cuelga

de cuatro cables ligeros idénticos. Los cables se han unido a la
barra a distancias é entre si y son verticales, mientras que la
barra es horizontal. Inicialmente, las tensiones son las mismas
en todos los cables, Ty = mg/4. Encuentre tensiones después
de que se haya cortado uno de los cables mas externos.

1/3

Idea 30: Si se han utilizado mas elementos de fijacion (vari-
llas, cuerdas, etc.) que el minimo necesario para mantener un
cuerpo en equilibrio estatico (es decir, mas que el namero de
grados de libertad) y los elementos de fijacion son absolutamen-
te rigidos, entonces no se pueden determinar las tensiones en

los elementos. Para hacerlo posible, los elementos deben con-
siderarse elasticos (capaces de deformarse); recuerde el hecho
13.

Notemos que esta declaraciéon estd de acuerdo con el hecho
18 que da el ntimero de ecuaciones disponibles (no puede ha-
ber mds incégnitas que ecuaciones). En este caso particular,
estamos tratando efectivamente con una geometria unidimen-
sional sin fuerzas horizontales, pero el cuerpo podria girar (en
ausencia de los cables). Asi tenemos dos grados de libertad, co-
rrespondientes al movimiento vertical y rotacional. Como los
cables son idénticos, también deben tener la misma rigidez; la
palabra “cable” indica una gran rigidez, es decir, las deforma-
ciones (y el dngulo de inclinacién de la barra) son pequenas.

4. DINAMICA

Una gran parte de los problemas dindmicos consisten en en-
contrar la aceleracién de algin sistema de cuerpos o encontrar
las fuerzas que actian sobre los cuerpos. Hay varios enfoques
posibles para resolver tales problemas, aqui consideramos tres
de ellos.

Método 4: Para cada cuerpo, encontramos todas las fuerzas
que actian sobre él, incluidas las fuerzas normales y las fuer-
zas de friccion® y escribir la 2.2 ley de Newton en términos de
componentes (es decir, proyectando la ecuacion enlos ejes x, y
y posiblemente z). [Notese bien! Seleccione las direcciones de
los ejes con cuidado, consulte la idea 1. En algunos casos, puede
ser posible (y mas conveniente) abstenerse de usar proyecciones
y trabajar con igualdad vectorial.

Tenga en cuenta que, para un problema planteado correcta-
mente, deberia ser posible escribir tantas ecuaciones linealmen-
te independientes como incognitas (siguiendo la idea 1 puede
ayudar a reducir ese niimero). La guia para determinar cudntas
ecuaciones se pueden encontrar sigue siendo la misma que en
el caso del problema estatico, vea la idea 18 (por el momento
consideramos problemas en los que los cuerpos no giran, por
lo que necesitamos contar solo los grados de libertad de tras-
lacién). Si el niimero de ecuaciones y el nimero de incégnitas
no coinciden, es un problema mal planteado o necesita hacer
suposiciones fisicas adicionales (como en el caso del problema
23).

Pr 24.| Un bloque con masa M se encuentra en una su-

perficie horizontal resbaladiza. Ademas, hay otro bloque con
masa m que, a su vez, estd unido a un bloque idéntico por una
cadena. La cuerda se ha tirado a través de una polea situada
en la esquina del bloque grande y el segundo bloque pequeno
cuelga verticalmente. Inicialmente, el sistema se mantiene en
reposo. Encuentre la aceleracion del bloque grande inmediata-
mente después del lanzamiento del sistema. Puede despreciar
la friccion, asi como las masas de la cuerda y la polea.

i

M S

25Es conveniente hacer un boceto y dibujar todos los vectores de fuerza desde sus puntos de aplicacién.
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Esta pregunta se puede resolver exitosamente usando el mé-
todo 4, pero necesitamos tres ideas mas.

Idea 31: Si un cuerpo esté inicialmente en reposo, entonces
su vector de desplazamiento es paralelo a la fuerza que actua
sobre él (y su aceleracion) justo después del inicio de su movi-
miento.

Idea 32: Si los cuerpos estan conectados por una cuerda o
una varilla o tal vez una polea o una esté soportada por la otra,
entonces hay una relacion aritmética lineal”® entre los cambios
de los cuerpos (y las velocidades, las aceleraciones) que descri-
ben el hecho de que la longitud de la cuerda (varilla, etc.) es

constante.

La relacién de desplazamientos suele ser la mas facil de en-
contrar; si el movimiento es a lo largo de una linea recta, esta
relacion se puede diferenciar una o dos veces con respecto al
tiempo, para obtener la relacién para velocidades o aceleracio-
nes. Para el movimiento curvo hay que tener cuidado. En el
caso de las velocidades y para cuerpos rigidos, damos como
resultado la idea C-35 (para dos puntos de un cuerpo rigido,
las proyecciones de velocidades de ambos puntos en la linea
que los conecta son iguales). En el caso de las aceleraciones, la
situacién es mas complicada, ya que también habra aceleracio-
nes centripetas. Sin embargo, si el movimiento comienza desde
el reposo, durante un periodo de tiempo muy corto ¢ pode-
mos asumir que la aceleracion es constante y que la aceleracién
centripeta v2 /7 es insignificante (la velocidad v es todavia muy
t

pequeiia), por lo tanto, existe una relacion lineal simple 5= %d

entre el desplazamiento Sy la aceleracién @ de un cierto pun-
t2
2
de la relacion lineal para los desplazamientos, de modo que se

to de un determinado cuerpo; entonces el factor % se cancela

transfiere directamente a las aceleraciones.

Idea 33: Si se lanza una cuerda liviana sobre una polea ideal
(ambas con una masa despreciable), la tension en la cuerda
tiene la misma magnitud a cada lado de la polea; si la cuerda
se dobla en la polea, hay una fuerza normal entre la polea y la
cuerda que se puede encontrar como la suma vectorial de las
fuerzas de tension.

De hecho, considere esa pieza de cuerda que estd en contacto
con la polea; su masa puede ser despreciada, de ahi el término
inercial en la 2.* ley de Newton también se puede despreciar,
por lo tanto, la fuerza normal que actiia sobre la cuerda debe
ser igual y opuesta a la suma vectorial de las fuerzas de tension.

Método 5: De lo contrario, es lo mismo que el método 4,
pero el movimiento se investiga en un marco de referencia no
inercial (ver idea 7) donde uno de los cuerpos esta en reposo.

El método 5 es util en muchas preguntas relacionadas con las
cunas: es dificil escribir la condicién para que un objeto perma-
nezca en la cufa en el marco del laboratorio. La aplicacion de
idea 32 también suele ser més facil en el marco de referencia de
la cuna que en el marco de laboratorio. No olvide que el cuerpo
que define el marco de referencia esta en reposo: tenemos una
0 mds ecuaciones que expresan su equilibrio estdtico.

Se ha hecho una cufia de un material muy ligero

y resbaladizo. Su superficie superior consiste en dos pendien-
tes que forman un dngulo « con la horizontal e inclinada una
hacia la otra. El bloque esté situado en un plano horizontal;
una pelota con masa m se encuentra en el fondo del agujero en
su superficie superior. Otra pelota con masa M se coloca mas
alta que la primera bola y se lanza el sistema. ;En qué con-
diciones la bola pequena con masa m comenzard a deslizarse
hacia arriba a lo largo de la pendiente? La fricciéon puede ser
depreciada.

El método final se basa en utilizar coordenadas generalizadas
y se origina a partir de la mecénica analitica. Alli, se le conoce
como formalismo lagrangiano y se introduce utilizando un apa-
rato matemético relativamente avanzado (derivadas parciales,
andlisis variacional), pero para la mayoria de los problemas,
su versién simplificada que se describe a continuacién sera su-
ficiente. En el apéndice 6 se proporciona una discusién mas
detallada del formalismo lagrangiano.

Método 6: Llamemos a ¢ una coordenada general si este
nimero Unico puede describir el estado completo de un siste-
ma. Digamos que necesitamos encontrar la aceleracion f de la
coordenada &. Si podemos expresar la energia potencial I del
sistema como una funcion II(§) de € y la energfa cinética en la
forma K = ME?/2 donde el coeficiente M es una combinacion
de masas de los cuerpos (y tal vez de momentos de inercia),
entonces

£=~Ir')/M.

Aqui, un punto denota la diferenciacién con respecto al tiempo
y la prima con respecto a la coordenada £. De hecho, debido a
la conservacién de la energia I1(£) + ME? /2 =const. Diferen-
ciando eso con respecto al tiempo y utilizando la regla de la
cadena, obtenemos II'(£)€ + MEE = 0. Llegamos a la formula

antes mencionada después de dividir por &.

Pr 26.| Un bloque pequefio con masa m se encuentra en

una cuna con dngulo o y masa M. El bloque esté unido a una
cuerda tirada sobre una polea unida a la punta de la cuna y
fijada a una pared horizontal (ver la figura). Encuentre la ace-
leracion de la cunia. Todas las superficies son resbaladizas (no
hay friccion).

La soluciéon completa de este problema se encuentra en la
seccion de sugerencias para ilustrar el método 6.

26Fs lineal en los cambios, pero puede contener coeficientes que se expresan en términos de funciones no lineales, por ejemplo, funciones trigonomé-

tricas de los angulos.
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Una cuna con masa M y angulos agudos a1 y as

se encuentra en una superficie horizontal. Se ha dibujado una
cuerda a través de una polea situada en la parte superior de la
cuna, sus extremos estan atados a bloques con masas de my y
mso. (Cudl serd la aceleracion de la cuna? No hay friccién en
ninguna parte.

my m,

M

(0%} (6%

Puede parecer que hay mas de un grado de libertad en esta
pregunta: la cuna puede moverse y la cuerda puede moverse
con respecto a la cufia. Sin embargo, somos salvados por

Idea 34: Si las componentes en z de la suma de las fuerzas
externas y del centro de la velocidad de la masa son ambos ce-
ro, entonces la coordenada x del centro de la masa permanece
constante.

Podemos usar esta circunstancia para reducir el nimero efecti-
vo de grados de libertad. En nuestro caso particular, el sistema
consta de dos componentes y, por lo tanto, el cambio de com-
ponente se puede expresar con el del otro.

Idea 35: La coordenada x del centro de masa de un sistema

Xem = Y wimi/ Y mi,

donde m; denita la masa del i-ésimo componene y z; la coor-

de cuerpos es

denada de su centro de masa. La férmula puede ser rees-
crita en forma integral, X.,, = [adm/ [dm, donde dm =
p(x,y,2z)dV es el diferencial de masa.

Pr 28.| Dos superficies horizontales resbaladizas forman un

escalon. Un bloque con la misma altura que el escaléon se em-
puja cerca del escalon y un cilindro con un radio de 7 se coloca
en el hueco. Tanto el cilindro como el bloque tienen masa m.
Encuentre la fuerza normal N entre el cilindro y el escaléon en
el momento en que la distancia entre el bloque y el escalon sea
V/2r. Inicialmente, el bloque y el escalon estaban muy juntos
y todos los cuerpos estaban en reposo. La friccion es cero en
todas partes. ;Se separard primero el cilindro del bloque o del
escalon?

m |z,

Es facil terminar con expresiones muy complicadas al resolver
este problema, esto puede llevar a errores. Por lo tanto, es acon-
sejable planificar la solucién cuidadosamente antes de anotar
cualquier ecuacion.

Idea 36: Las leyes de Newton se usan principalmente para
encontrar la aceleracion de la fuerza, pero a veces es inteligente
encontrar la fuerza de la aceleracion.

Pero, jcémo encontrar aceleracién(es) en ese caso? Es total-
mente posible si usamos el método 6, pero esta ruta conduce a
expresiones largas. Una sugerencia tactica: si ve que la solucién

se estd complicando técnicamente, tdmese un descanso y piense
si hay una manera mas facil. Hay una “coincidencia” en este
problema particular: las lineas rectas dibujadas desde el centro
de la esfera hasta los puntos de contacto son perpendiculares;
. puede esto quizas ayudar? Resulta que lo hace.

Idea 37: Preste atencién a los casos especiales y utilice las
simplificaciones que dan lugar a!

Recordemos lo que aprendimos en cinematicas:

Idea C-34 En caso de movimiento a lo largo de una curva, la
componente radial (perpendicular a la trayectoria) de la acele-
racion de un punto v2/R se determina por la velocidad v y el
radio de curvatura R; el componente a lo largo de la trayectoria
es la aceleracion lineal (igual a eR en caso de movimiento de
rotacion, € es aceleracion angular).

El centro de masa del cilindro experimenta un movimiento de
rotacion, el método 6 es necesario para encontrar la aceleracién
angular, pero esperamos abstenernos de usarlo. Una mejora en
idea 1 nos ayuda a:

Idea 38: Proyecte la 2.2 ley de Newton en el eje perpendicular
a un vector no deseado, por ejemplo una fuerza desconocida o
la componente tangencial de la aceleracion.

Podemos encontrar facilmente la velocidad del cilindro (y por
lo tanto el componente radial de la aceleracién) si usamos:

Idea 39: Si se conserva la energia (o su cambio se puede
calcular a partir del trabajo realizado, etc.), escribalo inmedia-
tamente. La energia se conserva si no hay disipacion (friccion,
colisiones inelasticas, etc.) y las fuerzas externas que acttian
sobre el sistema son estéticas (por ejemplo, un plano inclinado
estacionario);

las fuerzas que cambian en el tiempo (la fuerza que actia sobre
un punto en movimiento, un plano inclinado en movimiento)
también cambia la energia. La idea 32 ayuda a escribir la con-
servacién de la energia (jrelacién entre las velocidades de los
cuerpos!). Para responder a la segunda pregunta, necesitamos:

Idea 40: La fuerza normal desaparece en el momento en que
un cuerpo se separa de una superficie.

También, revise la idea 32 para componentes horizontales de
aceleraciones.

Las ruedas ligeras con un radio de R estan unidas

a un eje pesado. El sistema rueda a lo largo de una superficie
horizontal que repentinamente se convierte en una pendiente
con un angulo a. jPara qué angulos a se moveran las ruedas
sin levantarse, es decir, tocar la superficie en todo momento?
La masa de las ruedas puede ser despreciada. El eje es paralelo
al limite entre las superficies horizontales e inclinadas y tiene
una velocidad de v.
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Idea 41: Para responder a la pregunta de si un cuerpo se
levanta, debemos encontrar el punto en la trayectoria de no
levantamiento con la fuerza normal més pequena.

Si la fuerza normal tiene que ser negativa en ese punto, enton-
ces el cuerpo se levanta; el valor critico es cero, compare con
idea 40. Ademas, revise las ideas 1, 39 y C-29.

Un bloque con una masa M descansa sobre una

superficie horizontal resbaladiza y también toca una pared ver-
tical. En la superficie superior del bloque, hay una cavidad con
forma de medio cilindro con radio r. Se libera una pequena
bolita con masa m en el borde superior de la cavidad, en el
lado maés cercano a la pared. ;Cuél es la velocidad maxima del
bloque durante su movimiento posterior? La friccién puede ser
despreciada.

Idea 42: Una ley de conservacion solo puede mantenerse du-
rante un periodo de tiempo.

Idea 43: El momento se conserva si la suma de fuerzas ex-
ternas es cero; a veces el momento se conserva solo a lo largo
de un eje.

También se necesitara de la idea 39.

Idea 44: La velocidad es méxima (o minima) cuando la ace-
leracion (y la fuerza neta) es cero (ya que 0= 9% = a); el despla-
zamiento es extremo cuando la velocidad es cero. Otros pares
posibles: carga eléctrica (voltaje del capacitor) - corriente, co-
rriente - fem inducida, etc.

Una barra ligera con una longitud de 3/ se sujeta al

techo mediante dos cuerdas con longitudes iguales. Dos pelotas
con masas m y M se fijan a la barra, la distancia entre ellas y
sus distancias desde los extremos de la barra son todas iguales
a [. Encuentre la tension en la segunda cuerda justo después
de que se haya cortado la primera.

Existen varias buenas soluciones para este problema, todas las
cuales comparten aplicar la idea 36 y la necesidad de encon-
trar la aceleracién angular de la barra. En primer lugar, la
aceleracion angular de la barra se puede encontrar en el mé-
todo 6 al elegir el angulo de rotacién ¢ como la coordenada
generalizada. En segundo lugar, podemos utilizar la 2.? ley de
Newton para movimiento de rotacién: encontramos el torque
en la barra sobre el punto de unién de la segunda cuerda y lo
igualamos a Ie con aceleracién angular € y momento de inercia
I = mil® 4+ 4MI1?. Més generalmente,

Idea 45: Cuando un cuerpo gira alrededor del eje s, el tor-
que neto que experimenta es 7 = Ie, donde I es su momento
de inercia respecto al eje s, I =Y myr? = [r?*dm = [r?pdV
y r; es la distancia de la i-ésima particula del eje s (la su-
ma se evalia sobre todas las particulas del cuerpo). La energia
cinética es K = 1w

Una vez que se encuentra la aceleracion angular, para aplicar
la idea 36 puede ser util usar

Idea 46: La forma mas general y a veces indispensable de

. dP
la 2.% ley de Newton es F' = <,

to del sistema y F' es la suma de fuerzas externas que actian
sobre el sistema. Una formula andloga es 7 = %, donde L es
el momento angular neto del sistema (con respecto a un punto

dado) y 7 es la suma de los torques externos.

donde P es el momento ne-

En nuestro caso, este tltimo método es fructifero cuando se
aplica tanto a fuerzas como a torques.

Otro método de solucién es considerar la barra y las pelo-
tas como tres cuerpos diferentes (que interactian). Luego, las
aceleraciones de las pelotas se pueden encontrar segin la idea
32; uno también puede emplear:

Idea 47: La fuerza neta y el torque que acttian sobre cuerpos
muy ligeros (en comparacion con otros cuerpos) son cero.

Claramente, si esto no fuera cierto, una fuerza distinta de cero
generaria una aceleracién infinita para un cuerpo sin masa.

Un hilo rugoso inextensible con masa por unidad de

longitud p y longitud L se lanza sobre una polea de tal manera
que la longitud de un extremo colgante sea [. La polea esta
compuesta por un aro de masa m y un radio R unido a un eje
horizontal por medio de rayos ligeros. El sistema inicialmen-
te inmovil se comienza a mover. Encuentre la fuerza en el eje
inmediatamente después de que comience el movimiento. La
friccion entre la polea y el eje es despreciable.

S

(Por qué no proceder de la siguiente manera?: para encontrar
la fuerza, usaremos idea 306; la aceleracién del sistema se en-
contrara utilizando el método 6. Para aplicar la idea 36 lo méas
facilmente posible, emplearemos:

Idea 48: La 2.2 ley de Newton se puede escribir como
F = Md.,,, donde d.,, es la aceleraciéon del centro de masa.

Esta idea se utiliza mejor cuando una parte de la masa del
sistema estd inmovil y solo se mueve una masa relativamente
pequena (como en este caso: la tnica diferencia después de un
corto periodo de tiempo es que se “pierde” una pequena parte
del hilo en un extremo y se “gana” en el otro extremo). Ob-
viamente, la idea 34 sera tutil aqui y la idea 11 ahorrard un
poco de esfuerzo. Tenga en cuenta que en este caso no estamos
interesados en la coordenadas del centro de masa por segun-
do, sino tinicamente en su cambio en funcién del tiempo; por lo
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tanto, en la expresién para esta coordenada podemos omitir los
términos que son independientes del tiempo: sus derivadas de
tiempo desapareceran. La parte dependiente del tiempo de la
coordenada del centro de masa debe expresarse usando la mis-
ma coordenada que usaremos con el método 6 (ya que el método
6 producird su segunda derivada con respecto al tiempo). Un
consejo técnico puede ayudar: un vector esta especificado por
(a) su magnitud y direccién; (b) sus proyecciones sobre ejes de
coordenadas en un sistema de coordenadas dado.

Idea 49: A veces es mas facil calcular las componentes de un
vector, incluso si solo nos interesa su magnitud.

Sobre todo, esto se aplica cuando la direccién del vector no es
conocida ni aparente. En este caso, deberiamos encontrar F,, y
F, en un sistema de coordenadas adecuado.

Se tira un hilo sobre una polea. En sus dos extremos

hay dos bloques con masas iguales. Inicialmente los dos bloques
estan a la misma altura. A uno de ellos se le da instanténea-
mente una pequena velocidad horizontal v. ;Cual de los dos
bloques llegaréd més alto durante el movimiento subsiguiente?
La masa de la polea es despreciable.

Este problema es realmente dificil, porque la clave de la solu-
cién es muy especifica y rara vez se utiliza

Idea 50: Si el centro de masa de un sistema no puede moverse,
entonces la fuerza neta que actiia sobre él es cero.

Aqui el centro de masa puede moverse un poco, pero a mas
largo plazo (promediado en un periodo del movimiento de pén-
dulo del bloque golpeado, ver idea 24) estd inmdvil: los bloques
tienen la misma masa y si uno de ellos se eleva, entonces, en
la expresién del centro de masa, esto serd compensado por el
descenso del otro bloque. Esto también es cierto para la coor-
denada horizontal del centro de masa, pero es suficiente con-
siderar la coordenada vertical solo para resolver el problema.
Mencionemos también lo bastante obvio:

Hecho 24: La tension en un hilo sin peso lanzado sobre una
polea sin peso o tirado a lo largo de una superficie sin friccion
es la misma en todas partes.

El algoritmo de solucion es el siguiente: escribimos la 2.% ley de
Newton para (a) el sistema hecho de dos bloques y (b) un blo-
que; hacemos un promedio de ambas ecuaciones y utilizamos la
igualdad aparente de (a) para encontrar la tensién promedio
en el hilo, que luego sustituimos en la ecuacién (b). Basados
en idea 24, dividimos la tensién en el hilo en el componente
promedio y de alta frecuencia y utilizamos la idea 20.

Un sistema de bloques se asienta sobre una superfi-

cie lisa, como se muestra en la figura. El coeficiente de friccion
entre los bloques es i, mientras que el que esté entre los bloques
y la superficie es p = 0.

F

M M

X

El bloque inferior derecho estéa siendo arrastrado por una fuerza
F'. Encuentre las aceleraciones de todos los bloques.

Idea 51: Cuando los cuerpos estan conectados por fuerzas de
friccion, entonces para responder algunas preguntas completa-
mente, uno debe considerar todas las combinaciones posibles
de deslizamiento relativo entre todas las posibles superficies de
contacto.

Por ejemplo, si vamos a suponer que no hay deslizamiento en-
tre dos cuerpos en contacto, entonces podrian tratarse como
un todo. Luego, se debe encontrar la fuerza de friccion Fj, en-
tre los cuerpos y determinar cudndo se cumple la suposicion, o
cuando es Fp menor que la fuerza de friccién estatica maxima
uN.

Una bola de billar golpea a otra bola de billar es-

tacionaria. jEn qué grupo de puntos podria colocarse la bola
estacionaria de modo que sea posible lograr la situacion en la
que ambas bolas caerédn en dos bolsillos diferentes de la mesa?
Las colisiones son perfectamente elasticas, las bolas son perfec-
tamente resbaladizas (por lo tanto, la rotacion de las bolas es
despreciable).

Idea 52: Si una bola absolutamente elastica golpea a otra
bola idéntica e inmévil y la rotaciéon de las bolas puede ignorar-
se, luego del impacto habra un dngulo recto entre los vectores
de velocidad de las dos bolas.

Para probar esto, tenga en cuenta que los tres vectores de ve-
locidad (velocidad antes y las dos velocidades después del im-
pacto) forman un tridngulo debido a la ley de conservacion del
momento. La conservacién de la energia significa que los lados
del tridngulo satisfacen el teorema de Pitagoras. Un caso espe-
cial de este resultado es (ver el problema después del siguiente):

Hecho 25: Cuando una bola elastica sufre una colisién cen-
tral con otra bola estacionaria idéntica, la primera bola se de-
tiene y la segunda gana la velocidad de la primera bola.

Una bola de billar absolutamente elastica y resbala-

diza se mueve con velocidad v hacia dos bolas idénticas inmoévi-
les. Las bolas inmoviles se tocan y sus centros se encuentran en
una linea recta perpendicular al vector de velocidad de la bola
entrante. La bola en movimiento se dirige exactamente hacia
el punto de contacto de las dos bolas. ;Qué velocidad tendra la
bola entrante después de las colisiones? Considere dos escena-
rios: (a) la bola entrante golpea exactamente en el medio entre
las bolas; (b) su trayectoria estd un poco alejada y golpea una
de las bolas estacionarias ligeramente antes.

¢

Para contestar la primera pregunta, es necesario usar:

Idea 53: Las colisiones (y otras interacciones de muchos cuer-
pos, como el movimiento de bolas conectadas por hilos o resor-
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tes) son mas faciles de tratar en el sistema del centro de masas,
porque en ese sistema la conservacion del momento es la mas
facil de escribir (el momento neto es cero).

iAdemas, no olvide la idea 39! Para la segunda pregunta, use-
mos

Idea 54: Si una fuerza que actia sobre un cuerpo durante un
tiempo conocido no cambia de direccién, entonces el momento
transferido tiene la misma direcciéon que la fuerza.

Pr 37.| n cuentas absolutamente elasticas se deslizan a lo

largo del cable sin friccion. ;Cuél es el nimero maximo de co-
lisiones posible? Los tamanos de las cuentas son insignificantes
y también lo es la probabilidad de que mas de dos cuentas
colisionen al mismo tiempo.

Idea 55: Representar el proceso visualmente, por ejemplo con
una grafica, suele ser de gran ayuda.

Aqui hay una pregunta auxiliar: ;jcémo seria la colisién elastica
de dos bolas en un diagrama de x — t7

Una tabla de longitud L y una masa M yace sobre

una superficie horizontal suave; en su extremo se encuentra un
pequeno bloque de masa m. El coeficiente de friccion entre el
bloque y la tabla es u. ;Cual es la velocidad minima v que se
debe impartir a la tabla con un empujéon rapido de modo que
durante el movimiento subsiguiente el bloque deslice toda la
longitud de la tabla y luego se caiga de la tabla? El tamano del
bloque es despreciable.

] M |

7

Este problema tiene dos soluciones més o menos equivalentes.
Primero, podriamos resolverlo utilizando la idea. 7. En segundo
lugar, podriamos usar ideas 39 y 53, ademéas de emplear:

Idea 56: Si un cuerpo se desliza a lo largo de una superficie
nivelada, entonces la energia que se convierte en calor es igual
al producto de la fuerza de friccion y la longitud de la pista
deslizante.

De hecho, la fuerza de friccién tiene una magnitud constante
y, como se ve en el marco de referencia del soporte, siempre es
paralela al desplazamiento.

La figura dada se ha producido a partir de una fo-

tografia estroboscépica y representa la colision de dos bolas de
diametros iguales pero de masas diferentes. La flecha anota la
direcciéon del movimiento de una de las bolas antes del impacto.
Encuentre la proporcion de las masas de las dos bolas y muestre
cudl fue la direcciéon de movimiento de la segunda bola antes
del impacto.

Idea 57: A veces es beneficioso tratar a los momentos como
vectores, tratando sus sumas y diferencias vectoriales usando

reglas de tridngulo o paralelogramo (esto también es valido pa-
ra otras cantidades vectoriales: desplazamientos, velocidades,
aceleraciones, fuerzas, etc).

Para ser mas especificos: cuando dos cuerpos interactian, el
vector del momento es igual a la diferencia vectorial de sus dos
momentos ver idea 5.

Hecho 26: En una fotografia estroboscopica, el vector de una
posicién del cuerpo a la siguiente es proporcional a su vector
velocidad.

Hecho 27: (3.2 ley de Newton). Si dos cuerpos han interac-
tuado, los cambios de momento de los dos cuerpos son iguales
y opuestos.

Hay dos barriles (A y B) cuyos grifos tienen un di-

seno diferente, vea la figura. El grifo se abre, la altura de la
superficie del agua del grifo es H. ;Con qué velocidad sale la
corriente de agua de los barriles?

A B

Idea 58: Si parece que es posible resolver un problema uti-
lizando la conservaciéon de energia y de momento, entonces al
menos uno de estos no se conserva de verdad.

No podria ser de otra manera: las respuestas son, después de
todo, diferentes. Vale la pena estar atentos aqui. Al disenar la
salida A, hubo un claro intento de preservar la laminaridad del
flujo: la energia se conserva. Sin embargo, si, motivados por
el método 3, debiamos anotar el momento dado a la corriente
por la presién del aire durante un tiempo infinitesimal dt, pAdt
(donde A es el drea de la seccién transversal del grifo), veria-
mos que, debido al flujo de agua, p # pg (ver presién dindmica,
ila ley de Bernoulli!). Por otro lado, para la salida B el flujo
laminar no se conserva; habra remolinos y pérdida de energia.
Sin embargo, podriamos trabajar con momento: escribimos la
expresion de la presion ejercida sobre el liquido por las paredes
del barril (generalmente las presiones ejercidas por las paredes
laterales izquierda y derecha del barril se cancelan entre si, pe-
ro queda una presién no compensada p = pgH ejercida a la
izquierda de la seccién transversal A de la salida).

La arena se transporta al sitio de construccion utili-

zando una cinta transportadora. La longitud del cinturén es [,
el d&ngulo con respecto a la horizontal es «; la correa es accio-
nada por la polea inferior con un radio de R, con alimentacion
externa. La arena se coloca en el cinturén a una tasa constante
de u (kg/s). ;Cual es el torque minimo requerido para trans-
portar la arena? ;Cual es la velocidad de la correa a ese torque?
El coeficiente de friccion es lo suficientemente grande como pa-
ra que los granos de arena dejen de moverse inmediatamente
después de golpear la banda; asuma que la velocidad inicial de
los granos de arena para es cero.
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Hecho 28: Para hacer que algo se mueva, cuerpos o un flujo
(por ejemplo, de arena), se debe ejercer una fuerza.

Para este problema, la idea 58 y el método 3 seran tutiles, ade-
mas de:

Idea 59: (La condicién de continuidad). Para un flujo esta-
cionario, el flujo de materia (la cantidad de material que cruza
la seccion transversal del flujo por tiempo unido) es constante
y es independiente de la seccion transversal: cv = const [o(x)
es la densidad de la materia por unidad de distancia y v(z) es
la velocidad del flujo].

Para un flujo de liquido incompresible (densidad constante)
en una tuberia, dicha densidad es ¢ = pA y por lo tanto
vA = const. Para una region del espacio donde se descarga el

dm

flujo, un sumidero, la masa aumenta: T = ov, esta ecuacion,

también, podria llamarse la condicién para la continuidad.

Una “masa” ductil de arcilla cae contra el piso desde

la altura h y comienza a deslizarse. ;Cual es la velocidad de la
masa al comienzo del deslizamiento si el coeficiente de friccion
entre el piso y la masa es u? La velocidad horizontal inicial de
la masa fue wu.

Idea 60: Si durante un impacto contra una pared dura siem-
pre hay deslizamiento, entonces la razén de los momentos im-
partidos a lo largo y perpendicularmente a la pared es p.

En efecto, Ap, = [ N(t)dt (integrado durante la duracién del
w [ N(t)dt

Pr 43.| Un nifio arrastra un trineo por la cuerda detras de

el mientras asciende lentamente por una colina. ;Cual es el

impacto) y Ap = [ uN(t)dt =

trabajo que realiza el nino para transportar el trineo hasta la
punta de la colina si su altura es de h y la distancia horizontal
desde el pie de la colina hasta la punta es de a? Suponga que la
cuerda siempre es paralela a la tangente de la pendiente de la
colina y que el coeficiente de friccion entre el trineo y la nieve
es /.

Hecho 29: Si no se da la forma exacta de una determinada
superficie o una dependencia del tiempo, entonces tiene que li-
diar con el caso general: probar que la proposicion es verdadera
para una forma arbitraria.

Claramente, para aplicar el hecho 29, uno necesitara la idea 3.

Un cilindro vacio con masa M esté rodando sin des-

lizarse a lo largo de una superficie inclinada, cuyo angulo de
inclinacion es a = 45°. En su superficie interior puede desli-
zarse libremente un pequenio bloque de masa m = M /2. ;Cuéal
es el angulo § entre la normal a la superficie inclinada y el

segmento de linea recta que conecta el centro del cilindro y el
bloque?

Claramente, la solucién mas simple se basa en idea 6, pero
uno necesita calcular la energia cinética de un cilindro rodante.

Ildea 61: K = K, + Mxv?
nética como se ve en el marco de referencia del centro de masa

om/2, donde K, es la energia ci-
v My, es la masa neta del sistema. Analogamente P= Mgvcm
(ya que Pcm = 0) y el momento angular L= Lcm + Tom X P.
El teorema de eje paralelo (de Steiner) aplica: I = Iy + Mxa?,
donde I es el momento de inercia respecto a un eje s e Iy, que
con respecto a un eje a través del centro de masa (paralelo a
s) mientras que a es la distancia entre estos dos ejes.

Tendremos que calcular el momento angular ya en el siguiente
problema, asi que aclaremos un poco las cosas.

Idea 62: El momento angular es aditivo. Dividiendo el siste-
ma en masas puntuales, L= > [_:i, donde para la i-ésima masa,
puntual L; = 7 X j; (generalmente) o L; = h;p; = r;py; (para el
movimiento en un plano), h; = r; sen o; es el brazo de palanca
V P = pi senq, es la componente tangencial del momento. La

energia cinética, el momento, etc., también son aditivos.

Si en un espacio tridimensional el momento angular es un vec-
tor, para un movimiento en un plano este vector es perpendi-
cular al plano y, por lo tanto, es un escalar (y por lo tanto, uno
puede olvidarse los productos cruz). A menudo es 1til combi-
nar ideas 61 y 62: no dividimos el sistema en particulas, sino
en cuerpos rigidos (L = Y L;), calculamos el momento angular
L; de cada cuerpo segin idea 61: el momento angular del cen-
tro de masa mas el momento angular medido en el marco de
referencia del centro de masa (su giro), por ejemplo, en esferas
en rotaciéon como en el movimiento de planetas y satélites en
el que el momento angular se divide en el del centro de masa
y de su propio giro.

Idea 63: Aqui hay momentos de inercia para unos pocos
cuerpos, con respecto al centro de masa. Una vara de longitud
de I: 5 MI?; una esfera solida: 2M R?; un cascarén esférico:
%MRQ; un cilindro: %MRQ; un cuadrado con lado a y el eje
perpenducular a su plano: %M a’.

Si el eje de rotacién no atraviesa el centro de masa, entonces se
puede (a) encontrar el momento de inercia con respecto al eje
de interés utilizando el teorema de eje paralelo (de Steiner); (b)
aplicar la idea 61 para calcular la energia cinética o el momento
angular (en cuyo caso solo es suficiente conocer el momento de
inercia con respecto al centro de masa).

Una barra de masa M y una longitud de 2! se desliza

sobre el hielo. La velocidad del centro de masa de la barra es v,
la velocidad angular de la barra es w. En el instante en que el
centro de la velocidad de la masa es perpendicular a la propia
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barra, golpea un poste inmévil con un extremo. ;Cudl es la ve-
locidad del centro de masa de la barra después del impacto? si
(a) el impacto es perfectamente inelastico (el extremo que gol-
pea el poste deja de moverse); (b) el impacto es perfectamente
eléstico.

En caso de una colision absolutamente elastica, una ecuacion
se deriva de la conservacién de energia; si la colisién es inelasti-
ca, entonces surge otra condicion: la de un extremo inmévil de
la barra. Aun asi, tenemos dos variables. La segunda ecuacién
surge de:

Idea 64:

angular se conserva con respecto al punto de impacto.

Si un cuerpo choca con algo, entonces su momento

De hecho, durante el impacto, el movimiento del cuerpo se ve
afectado por las fuerzas normales y de friccién, pero ambas se
aplican a través del punto de impacto: su brazo de palanca es
cero. Si un cuerpo se estd moviendo en un campo gravitato-
rio o similar, entonces, a mas largo plazo, el momento angular
con respecto al punto de impacto puede comenzar a cambiar,
pero inmediatamente antes y después de la colisién es igual
(la gravedad no es demasiado fuerte a diferencia de las fuerzas
normales que son fuertes, pero de corta duracién, aunque el
brazo de palanca de la gravedad no es cero, no puede cambiar
el momento angular en un instante).

Si uno golpea algo rigido, por ejemplo un poste con

un bate, la mano que sostiene el bate puede lastimarse siem-
pre que el impacto no alcance el llamado centro de percusion
del bate (y golpee por debajo o por encima de dicho centro).
Determine la posicién del centro de percusion para un bate de
densidad uniforme. Puede suponer que durante un impacto el
bate gira alrededor de su mano que lo sostiene.

Método 7: Convierta un problema de la vida real en el len-
guaje formal de la fisica y las matematicas; en otras palabras,
cree un modelo.

Expresado asi, puede parecer que el método no tiene ningtin
sentido. Sin embargo, convertir e interpretar los escenarios de
la vida real (modelar el problema) es uno de los aspectos mas
desafiantes e interesantes de la fisica. Es interesante porque
proporciona mas libertad creativa que la resolucién de un mo-
delo existente utilizando ideas bien establecidas. Aun asi, esta
libertad tiene limites: el modelo debe describir la realidad lo
mejor posible, las aproximaciones tienen que tener sentido y es
deseable que el modelo sea solucionable mentalmente o con la
ayuda de una computadora. Para un problema dado, no queda
mucha libertad y el negocio se simplifica: hay pistas claras en
cuanto a suposiciones sensatas. Comencemos a traducir: “Una
barra rigida de longitud ! y densidad uniforme gira alrededor
de un extremo con la velocidad angular w, el eje de rotacién
es perpendicular a la barra. A una distancia x del eje hay un
poste inmévil que es paralelo al eje de rotaciéon. La vara golpea
el poste”. Ahora nos encontramos con el primer obstaculo: ;es
el impacto elastico o inelastico? Esto no se menciona en el tex-
to del problema. Dejémoslo por ahora: tal vez podamos llegar

a algin lugar, incluso sin el supuesto correspondiente (resulta
que este es el caso). Ahora nos encontramos con la pregunta
central: jqué significa para la mano “no ser lastimada”? Sabe-
mos que duele cuando algo golpea nuestra mano, si este algo
recibe un momento de la mano durante un corto periodo de
tiempo (el impacto), ya que esto implica una gran fuerza. La
mano esta estacionaria, por lo que el extremo del bate debe
detenerse sin recibir ningtin momento de la mano. Asi nuestra
interpretacién del problema es completa: “Tras el impacto, la
rotacién se invierte, 0 > w’ > —w; durante el impacto, el eje de
rotaciéon no imparte ningin momento en la varilla. Encuentre
x.” La pentltima frase alude al uso de la idea (4.

Un cilindro masivo de radio R y masa M esté ti-

rado en el piso. Un surco estrecho de profundidad a ha sido
cincelado a lo largo de la circunferencia del cilindro. Se ha en-
rollado un hilo alrededor de la ranura y ahora se esta tirando
de su extremo libre, sostenido horizontalmente, con una fuerza
de F. El cilindro se coloca de tal manera que la rosca se libera
desde debajo del cilindro. ;Con qué aceleracién comenzara a
moverse el cilindro? La friccion entre el piso y el cilindro es lo
suficientemente grande para que no haya deslizamientos.

Hay varias formas de abordar este problema, pero utilicemos
la siguiente idea.

Idea 65: La relacion Ie = 7 es claramente valida solo si el cen-
tro de rotacion esté inmdévil; sin embargo, resulta que también
se mantiene cuando el eje de rotacion instantaneo se mueve de
manera que la distancia del centro de masa del cuerpo respec-
to del eje no cambia (por ejemplo, cuando se rueda un objeto
cilindrico o esférico).

Para probar esta idea, recuerde la idea 6: la energia cinética
aparece cuando se realiza el trabajo, K = %Iuﬂ =7p (pesel
angulo de rotacién del cuerpo, w = dy/dt). Si el momento de
inercia respecto al eje de rotacién instantaneo I no depende del
tiempo, entonces dK/dt = 31 dw?/dt = Iwe = Tdp/dt = Tw,
loqueda Ie=rT.

;Cual sera la trayectoria de una esfera que rueda
sin deslizarse sobre una tabla horizontal infinita que gira con
velocidad angular Q7 La rapidez inicial de la esfera es vy y el
momento de inercia de la esfera es I.,, = mBR?. Dé el valor
numeérico minimo del coeficiente de friccién para que una esfera
hueca que se desplaza inicialmente a 14 ¢m/s en una mesa que
gira a 4 Hz no se deslice.

Para resolver el problema anterior se necesita formular la si-
guiente idea:

Idea 66: La condicion de rodadura se logra igualando la velo-
cidad de la superficie U se iguala con la velocidad del punto mas
bajo de un objeto en movimiento, es decir Us = Ve, + RN X &

Una pelota esta rodando a lo largo de un piso hori-

zontal en la region x < 0 con velocidad ¥y = (vz0,vy0). En la
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region x > 0 hay una cinta transportadora que se mueve con
velocidad @ = (0,u) (paralelo a su borde z = 0). Encuentre
la velocidad de la pelota ¢ = (vg,v,) con respecto a la cinta
después de que haya rodado sobre la cinta. La superficie de la
cinta transportadora es aspera (la pelota no se desliza) y esta

nivelada con el piso.

Idea 67: Para cuerpos cilindricos o esféricos que ruedan o se
deslizan sobre una superficie horizontal, el momento angular se
conserva con respecto a un eje arbitrario que se encuentra en
el plano de la superficie.

De hecho, los puntos donde se aplican la fuerza normal y la
gravedad estdn en la misma linea recta que las fuerzas en si y
su suma es cero, lo que significa que su par neto también es
cero; la fuerza de friccion se encuentra en el plano de la super-
ficie, por lo que su brazo de palanca con respecto a un eje en
el mismo plano es cero.

Pr 50.| Una “mancuerna elastica” comprende dos esferas de

masa m que estan conectadas con un resorte de rigidez k. Dos
de estas mancuernas se deslizan una hacia la otra, la velocidad
de cualquiera de ellas es vg. En algiin momento, la distancia
entre ellas es L (ver figura). ;Después de qué tiempo la dis-
tancia entre ellos es igual a L nuevamente? Las colisiones son
perfectamente elasticas.

w0
W@ L@@

Idea 68: Si un sistema que consiste en cuerpos elasticos, co-
nectados por resortes, hilos, etc., interactiia con otros cuerpos,
entonces la duracion del impacto de los cuerpos elésticos es sig-
nificativamente menor que los tiempos caracteristicos de otros
procesos. Todo el proceso se puede dividir en etapas mas sim-
ples: una colision casi instantanea de cuerpos elasticos (que
podria considerarse libre, ya que, por ejemplo, el resorte ejer-
ce una fuerza insignificante en comparacion con la ejercida en
una colision elastica) y el posterior (o precedente, o entre las
colisiones) proceso lento: las oscilaciones del resorte etc.

Nota: esta es una idea bastante general, la division en pasos
més simples puede ser 1til si los procesos réapidos (casi instan-
tédneos) pueden ocurrir en un sistema dindmico; vea el siguiente
problema para un ejemplo (también recuerde la idea 53)

Pr 51.| Pequeiios granos de arena se deslizan sin friccion a

lo largo de un canal cilindrico de radio R (ver figura). El an-
gulo de inclinacién del canal es .. Todos los granos tienen una
velocidad inicial de cero y comienzan cerca del punto A (pero
no necesariamente en el punto A en sf). ;Cudl deberfa ser la
longitud del canal para que todos los granos salgan en el punto
B (es decir, exactamente en la parte inferior del canal)?

Idea 69: Si el movimiento de una colecciéon de particulas dis-
persas se pudiera dividir en una traslaciéon en una direccion

conocida y un movimiento libre de oscilacién (de modo que el
movimiento sea perpendicular a la oscilacion), entonces las par-
ticulas se enfocan en ciertos puntos: donde la fase de oscilacion
de todas las particulas es ya sea cero o es un multiplo entero
de 2.

Una percha hecha de alambre con una distribucion

de densidad no uniforme esté oscilando con una pequena am-
plitud en el plano de la figura. En los dos primeros casos, el
lado més largo del tridngulo es horizontal. En los tres casos los
periodos de oscilacion son iguales. Encuentre la posicion del
centro de masa y el periodo de oscilacion.

i

~

‘ 42cm ‘

A

10cm

Informacion de fondo: Un cuerpo rigido de tamano finito que
oscila alrededor de un eje fijo se conoce como péndulo fisico.
Su frecuencia de pequenas oscilaciones es facil de derivar de la
relacién Iy = —mgly, donde I es el momento de inercia con
respecto al eje de oscilacion y [ es la distancia del centro de ma-
sa desde ese eje: w™2 = I /mgl = Iy/mgl+1/g (aqui empleamos
el teorema de ejes paralelos, ver idea 61). La longitud reducida
del péndulo fisico es la distancia [ = [ + Iy/ml de modo que
la frecuencia de oscilacién de un péndulo matemético de esa
longitud sea la misma que para el péndulo fisico dado.

Idea 70: Si dibujamos una linea recta de longitud [ tal que
pase por el centro de masa y uno de sus extremos es por el
eje de rotacion, entonces si movemos el eje de rotaciéon al otro
extremo del segmento (y dejando que el cuerpo alcance un equi-
librio estable), entonces la nueva frecuencia de oscilacion es la
misma que antes. Conclusion: el conjunto de puntos donde se
podria colocar el eje de rotacion sin cambiar la frecuencia de
oscilaciéon, consiste en dos circulos concéntricos alrededor del
centro de masa.

Prueba: la férmula anterior podria reescribirse como una ecua-
cién cuadratica para encontrar la longitud [ correspondiente
a la frecuencia dada w (es decir, a la longitud reducida dada
[ = g/w?): 12 =1l + Iy/m = 0. Segitin las férmulas de Vieta,
las soluciones l; y Iy satisfacen I; + [ = l~, de modo que [ y
ly = — I; resultan en la misma frecuencia de oscilaciones.

Una esfera metélica de radio 2mm y densidad p =

3000 kg/m? se mueve en el agua, cayendo libremente con la ace-
leracion ag = 0,57g. La densidad del agua es pg = 1000 kg/m3.
;,Con qué aceleracion una burbuja esférica de radio 1 mm puede
subir en el agua? Considere que el flujo es laminar en ambos
casos; desprecie la friccion.

Idea 71: Si un cuerpo se mueve en un liquido, el liquido tam-
bién se movera. (A) Si el flujo es laminar (sin remolinos), so-
lo se movera el liquido adyacente al cuerpo; (B) si el flujo es
turbulento, habré una “cola” turbulenta detras del cuerpo. En
cualquier caso, la velocidad caracteristica del liquido en movi-
miento es la misma que la velocidad del cuerpo.
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Usando el método 6 encontramos que en el caso (A) la energia
cinética del sistema K = v?(m 4 apoV), donde la constante
« es un numero que caracteriza la geometria del cuerpo que
corresponde a la extension de la region del liquido que se mo-
verd (en comparacién con el volumen del propio cuerpo). Esta
expresion se obtiene al notar que la velocidad caracteristica del
liquido alrededor del cuerpo es v y el tamafno caracteristico de
la regién donde se mueve el liquido (la velocidad no es mucho
menor que v) se estima como el tamartio de el propio cuerpo. Si
un cuerpo es actuado por una fuerza F, entonces la potencia
producida por esta fuerza es P = Fv = 4 = va(m + apyV).
Asi F = a(m+appV): la masa efectiva del cuerpo aumenta por
apoV. En el problema anterior, la constante o para el cuerpo
esférico se puede encontrar usando las condiciones dadas en la
primera mitad del problema.

En el caso (B), si asumimos que la velocidad del cuerpo es
constante, encontramos que K = %Uon(aAvt), donde A es el
area de la seccién transversal del cuerpo y aA es el drea de la
seccion transversal de la “cola” turbulenta. Esta «, de nuevo,
caracteriza el cuerpo. A partir de aqui, es facil de encontrar

Fv= % = %USpoA, que da F = %v2p0A.

Un chorro de agua cae contra el fondo de un canal

con velocidad v y se divide en chorros més pequenos que van
hacia la izquierda y hacia la derecha. Encuentre las velocidades
de ambos flujos si el flujo entrante estaba inclinado en un angu-
lo de « al canal (y los flujos resultantes). ; Cuél es la proporcion
de cantidades de agua transportada por unidad de tiempo en
las dos corrientes salientes?

M

Este es un problema bastante dificil. Primero vamos a exponer
algunas ideas y hechos.

Idea 72: Para el flujo de liquidos, la ley de Bernoulli (es decir,
la conservacion de la energfa) suele ser atil: P + pgh + % pv? =
const, donde P es la presion estatica, h es la altura del punto
considerado y v es la velocidad del flujo en ese punto.

Hecho 30: Dentro del liquido cerca de su superficie libre, la
presion estatica es igual a la presiéon externa.

Para resolver la segunda mitad del problema, se necesita lo
siguiente:

Idea 73: La idea 46 se puede generalizar de una manera que
se mantendria para los sistemas abiertos (ciertas cantidades de
materiaﬁentran yfalen del sistema): F = % + épentra — Cf;psale,
donde P pentra v P psale son los flujos de entrada y salida del mo-
mento (en otras palabras, el momento neto de la materia que

entra y sale del sistema, respectivamente).

El flujo de momento del liquido que fluye podria calcularse co-
mo el producto de la densidad de volumen de momento p¥ con
el caudal (volumen de liquido que entra o sale del sistema por
unidad de tiempo).

;,Cudl es el sistema abierto que deberfamos considerar en
este caso? Claramente, un sistema que permitiria relacionar
el caudal de entrada p (kg/s) a los flujos salientes (p; y )

usando la féormula anterior: una pequeia regién imaginaria de
espacio que incluiria la region donde la corriente se divide en
dos.

Hecho 31: Si podemos ignorar la viscosidad, el componente
de la fuerza ejercida por el lecho de la corriente (incluidas las
“paredes” que limitan el flujo) en el flujo que es paralelo a estas
paredes es cero.

Encuentre la velocidad de propagacion de pequenas

olas en aguas poco profundas. El agua se considera poco pro-
funda si la longitud de onda es considerablemente mayor que la
profundidad del agua H. Gracias a esto, podemos asumir que
a lo largo de una seccion transversal vertical, la velocidad hori-
zontal de todas las particulas vy, es la misma y que la velocidad
horizontal de las particulas de agua es significativamente me-
nor que la velocidad vertical. La pequenez de las olas significa
que su altura es significativamente menor que la profundidad
del agua. Esto nos permite suponer que la velocidad horizontal
de las particulas de agua es significativamente menor que la
velocidad de la ola, wu.

Idea 74: Un método estandar para encontrar la velocidad de
propagacion (u otra caracteristica) de una onda (u otra estruc-
tura con forma persistente) es elegir un sistema de referencia
donde la onda esté en reposo. En este marco, (a) la continui-
dad (idea 59) y (b) la conservacion de energia (por ejemplo,
en forma de ley de Bernoulli) se mantienen. En ciertos casos,
la ley de conservacion de energia puede ser reemplazada por el
equilibrio de fuerzas.

(Un enfoque alternativo es linealizar y resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales acopladas).

Una pequena esfera con masa m = 1g se mueve a

lo largo de una superficie lisa, se desliza hacia adelante y ha-
cia atras y choca elasticamente con una pared y un bloque. La
masa del bloque rectangular es M = 1kg, la velocidad inicial
de la esfera es vg = 10m/s. ;Cudl es la velocidad de la esfera
en el instante en que la distancia entre la esfera y la pared se
ha duplicado en comparaciéon con la distancia inicial? ;Cuéan-
tas veces habra cambiado la fuerza promedio (promediada en
el tiempo) ejercida por la esfera en la pared?

Idea 75: Si se produce un movimiento oscilatorio similar, pa-
ra el cual los parametros del sistema cambian lentamente (en
comparacion con el periodo de oscilacion), se conserva ls in-
variante adiabatica I que es el area encerrada por el contorno
cerrado trazado por la trayectoria del sistema en el denomina-
do diagrama de fase (donde las coordenadas son la coordenada
espacial x y el momento p,).

Seamos mas precisos aqui. El contorno cerrado se produce co-
mo una curva paramétrica (la llamada trayectoria de fase)
x(t), px(t) si rastreamos el movimiento del sistema durante un
periodo completo T'. La trayectoria de la fase normalmente se
dibuja con una flecha que indica la direccién del movimiento.
La invariante adiabatica no se conserva exacta y perfectamen-
te, pero la precisién con la que se conserva aumenta si crece la
razén 7/T, donde 7 es el tiempo caracteristico de cambio de
los parametros del sistema.
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La invariante adiabatica desempena un papel instrumental
en la fisica: de la ley adiabética en los gases (compare el resul-
tado del problema anterior con la ley de expansion adiabatica
para un gas ideal con un grado de libertad) y es aplicable in-
cluso en mecédnica cudntica (el niimero de los cuantos en el
sistema (por ejemplo, fotones) se conservan si los pardmetros
del sistema se varian lentamente).

5. PROBLEMAS DE REVISION

Una barra recta homogénea se apoya externamente

contra una pared vertical, de modo que el angulo entre la pared
y la barra es a < 90°. jPara qué valores de « la varilla puede
permanecer estacionaria cuando se soporta asi? Considere dos
escenarios: a) la pared es resbaladiza y el piso es aspero con
coeficiente de friccion p; b) el piso es resbaladizo y la pared es
aspera con coeficiente de friccion p.

Una barra ligera descansa con un extremo contra

una pared vertical y otro sobre un piso horizontal. Un insecto
quiere arrastrarse por el palo, de arriba a abajo. ;Cémo de-
beria la aceleracion del insecto depender de su distancia desde
el punto final superior del palo? La masa del insecto es m, la
longitud del palo es [, el angulo entre el piso y el palo es a y
la masa del palo es insignificante; tanto el piso como la pared
son resbaladizos (¢ = 0). ;Cuanto tiempo tardara el insecto
en llegar al fondo del palo, comenzando desde arriba (desde el
reposo)?

Una cuna con el &ngulo « en la punta descansa sobre

el piso horizontal. Hay un agujero con paredes lisas en el techo.
Una varilla se ha insertado comodamente en ese orificio y puede
moverse hacia arriba y hacia abajo sin friccion, mientras que
su eje siempre es vertical. La varilla se apoya contra la cuna;
el tinico punto con friccion es el punto de contacto de la cuna
y la varilla: el coeficiente de friccion es p. jPara qué valores de
1 es posible empujar la cuna para que la varilla quede detras
de esta, aplicando solo una fuerza horizontal suficientemente
grande?

H N
o

A veces se utiliza un artilugio para colgar pinturas,

etc., en la pared, cuyo modelo se presentard a continuacion.
Contra una superficie vertical fija hay un plano inclinado ina-
movible, donde el dngulo entre la superficie y el plano es «.
Hay una brecha entre la superficie y el plano, donde se podria
colocar una placa delgada. La placa se coloca firmemente con-
tra la superficie vertical; el coeficiente de friccion entre ellos
puede considerarse igual a cero. En el espacio entre la placa y

el plano, un cilindro de masa m puede moverse libremente, su
eje es horizontal y paralelo a todas las superficies consideradas.
El cilindro descansa sobre la placa y el plano y los coeficientes
de friccion en esas dos superficies son, respectivamente, 1 y
po. {Para qué valores de los coeficientes de friccion la placa
seguramente no caera independientemente de su peso?

Pr 61. | Sobre un cilindro con un eje horizontal, se coloca una

tabla, cuya longitud es de [ y el grosor es de h. jPara qué radio
R del cilindro la posicion horizontal de la tabla es estable?

I l |

7/
Un recipiente en forma de cilindro, cuya altura es

igual a su radio R y cuya cavidad es semiesférica, se llena has-

ta el borde con agua, se gira y se coloca sobre una superficie
horizontal. El radio de la cavidad semiesférica también es de
R y hay un pequeno agujero en el fondo del recipiente. Desde
abajo de los bordes del recipiente, sale algo de agua. ;Qué tan
alta serd la capa de agua restante, si la masa del recipiente
es m y la densidad del agua es p? Si es necesario, use la for-
mula para el volumen de un casquete esférico (vea la figura):

V = nH2(R — H/3).
o RN

Un recipiente cilindrico vertical con un radio R gira

alrededor de su eje con la velocidad angular w. { En qué medida
la altura de la superficie del agua en el eje difiere de la altura
al lado de los bordes del recipiente?

Un bloque con masa M esta sobre una superficie

horizontal resbaladiza. Un hilo se extiende sobre una de sus

esquinas. El hilo estd unido a la pared en su extremo y a un
pequeno bloque de masa m, que esta inclinado por un éngulo
« con respecto a la vertical, en el otro. Inicialmente, el hilo se
estira y los bloques se mantienen en su lugar. Luego se liberan
los bloques. ;jPara qué razéom de las masas se mantendra sin
cambios el angulo « a lo largo del movimiento subsiguiente?

7

Dos superficies resbaladizas (u =

cuna inclinadas con angulos de inclinacion iguales « se colocan

0) en forma de
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de manera tal que sus lados son paralelos, las inclinaciones se
enfrentan entre si y hay un pequefio espacio entre ellas (ver
figura). En la parte superior de las superficies se colocan un
cilindro y un bloque en forma de cufia, mientras que descansan
uno contra el otro y uno de los lados del bloque es horizontal.
Las masas son, respectivamente, m y M. ;Con qué aceleracio-
nes se moveran el cilindro y el bloque? Encuentre la fuerza de
reaccion entre ellos.

Tres pequenos cilindros estan conectados con barras

sin peso, donde hay una bisagra cerca del cilindro central, de
modo que el angulo entre las barras puede cambiar libremente.
Inicialmente este &ngulo es un angulo recto. Dos de los cilindros
tienen una masa de m, otro al lado tiene la masa de 4m. En-
cuentre la aceleracion del cilindro méas pesado inmediatamente

después de que comience el movimiento. Ignore la friccion.
m

90°
m 4dm

Pr 67.| Una barra resbaladiza se coloca en un angulo o con

respecto a la horizontal. Un pequeno anillo de masa m puede
deslizarse a lo largo de la varilla, a la que se une un hilo largo.
Una pequena esfera de tamano M se adjunta al hilo. Inicial-
mente, el anillo se mantiene inmévil y el hilo cuelga vertical-

a="?

mente. Entonces el anillo es liberado. ;Cual es la aceleracion
de la esfera inmediatamente después de eso?

Un bloque comienza a deslizarse en el punto mas

alto de una superficie esférica. Encuentre la altura a la que
perdera el contacto con la superficie. La esfera se mantiene en
su lugar y su radio es de R; no hay friccion.

La longitud de una varilla sin peso es de 2[. Una

pequena esfera de masa m se fija a una distancia x = [ desde
su extremo superior. La barra descansa con un extremo contra
la pared y el otro contra el suelo. El extremo que descansa en el
piso se mueve con una velocidad constante v lejos de la pared.
a) Encuentre la fuerza con la que la esfera afecta a la barra
en el momento, cuando el dngulo entre la pared y la barra es
o = 45°; (b) jcudl es la respuesta si x # 17

Una barra ligera con una longitud de [ est& conec-

tada a la superficie horizontal con una bisagra; una pequena
esfera de masa m esta conectada al extremo de la barra. Ini-
cialmente, la barra es vertical y la esfera descansa contra el
bloque de masa M. Se deja que el sistema se mueva libremente
y, después de un cierto tiempo, la esfera pierde contacto con la
superficie del bloque, en el momento en que la barra forma un
angulo o = 7/6 con la horizontal. Encuentre la proporcion de
masas M/m y la velocidad u del bloque en el momento de la
separacion.

m
M

IS 7

A una distancia [ del borde de la tabla se encuentra

un bloque que esta conectado con un hilo a otro bloque igual.
La longitud del hilo es de 2[ y se extiende alrededor de la po-
lea que se encuentra en el borde de la mesa. El otro bloque se
mantiene por encima de la mesa de manera que la cuerda esta
bajo tension. Luego se libera el segundo bloque. {Qué sucede
primero: el primer bloque llega a la polea o el segundo golpea
la mesa?

PR SN

Un disco de hockey sobre hielo cilindrico con un

grosor y densidad uniformes recibe una velocidad angular w y
una velocidad de traslacion u. jQué trayectoria seguira el disco
si el hielo es igualmente resbaladizo en todas partes? ;En qué
caso se deslizara mas lejos: cuando w = 0 o cuando w # 0,
asumiendo que en ambos casos u es la misma?

Una pequena esfera de masa M cuelga al final de un

hilo muy largo; a esa esfera esta, con una vara sin peso, unida
otra pequena esfera de masa m. La longitud de la varilla es [.
Inicialmente el sistema esta en equilibrio. ; Qué velocidad hori-
zontal debe darse a la esfera inferior para que pueda ascender
a la misma altura que la esfera superior? Los tamanos de las
esferas son insignificantes en comparacion con la longitud de la
barra.

M H

v A
-

Pr 74.| Un bloque de masa m se encuentra sobre una super-

ficie horizontal resbaladiza. Encima de este hay otro bloque de
masa m y encima de este, otro bloque de masa m. Una cuer-
daa que conecta el primer y el tercer bloque se ha extendido
alrededor de una polea sin peso. Las cuerdas son horizontales
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y la polea se tira por una fuerza F. ;Cudl es la aceleracion del
segundo bloque? El coeficiente de friccion entre los bloques es

.
F
m ey (5

Pr 75.| Un nifa con masa m quiere empujar a un nifio de pie

sobre el hielo, cuya masa M es mas grande que la suya. Para
ello, acelera, corre hacia el chico y lo empuja mientras puedan
mantenerse erguidos. ;Cudl es la distancia maxima por la cual
es posible empujar de esta manera? La velocidad maxima de
una carrera es v, el coeficiente de friccion entre ambos ninos y
el hielo es p.

Una barra uniforme con una longitud de [ se ad-

junta con un hilo sin peso (cuya longitud también es de [) al
techo en el punto A. El extremo inferior de la barra descansa
sobre el piso resbaladizo en el punto B, que esta exactamente
debajo del punto A. La longitud de AB es H, |l < H < 2l. La
varilla comienza a deslizarse desde el reposo; encuentre la velo-
cidad méaxima de su centro durante el movimiento subsiguiente.
Ademas, encuentre la aceleracion del centro de la varilla y la
tension en el hilo en ese momento cuando la velocidad de la
varilla sea méaxima si la masa de la varilla es m.

A

sl

B

I

X

Un palo con densidad uniforme descansa con un

extremo contra el suelo y con el otro contra la pared. Inicial-
mente, era vertical y comenzo6 a deslizarse desde el reposo, de
manera que todo el movimiento subsiguiente tiene lugar en un
plano perpendicular a la linea de interseccion del piso y la pa-
red. ;Cual fue el angulo entre el palo y la pared en el momento
en que el palo perdio contacto con la pared? Ignore la friccion.

Un tronco con masa M se desliza a lo largo del

hielo mientras gira. La velocidad del centro de masa del tron-
co es v, su velocidad angular es w. En el momento en que el
tronco es perpendicular a la velocidad de su centro de masa,
el tronco golpea un disco estacionario con masa m. £Para qué
proporcion de las masas M/m es posible la situacion en la que
el registro permanece en su lugar mientras el disco se desliza?
Las colisiones son perfectamente eléasticas. El tronco es recto y

su densidad lineal es constante.
M \wW

0 h} ‘

m

Una pelota cae desde la altura h, inicialmente la

velocidad horizontal de la pelota era de vy y no estaba girando.
a) Encuentre la velocidad y la velocidad angular de la pelota
después de la siguiente colision contra el suelo: la deformacion
de la bola contra el suelo fue absolutamente elastica, pero hu-

bo friccion en la superficie de contacto, de manera que la parte
de la bola que estaba en contacto con el suelo se detuvo. b)

Responda a la misma pregunta con el supuesto de que las velo-
cidades de las superficies en contacto nunca se homogeneizaron
y que a lo largo de la colision hubo friccién con el coeficiente

L.

Una pelota estd rodando por un plano inclinado.

Encuentre la aceleracion de la pelota. El plano esta inclinado
en un angulo «, el coeficiente de friccion entre la pelota y el
plano es u.

Pr 81.| Un aro de masa M y un radio 7 se encuentra en una

superficie horizontal resbaladiza. Hay un tunel delgado y res-
baladizo dentro del aro, a lo largo del cual puede deslizarse un
bloque de masa minuscula m. Inicialmente, todos los cuerpos
estan en reposo y el bloque esté en el punto més alto del aro.
Encuentre la velocidad y la aceleracién del punto central del
aro en el momento en que el angulo entre la linea imaginaria
que conecta el punto central del aro y la posiciéon del bloque y
la vertical es .

A\

A

q

Un bloque con una masa m = 10 g se coloca en una

tabla que se ha hecho de manera que, al deslizarse hacia la iz-
quierda, el coeficiente de friccién p; = 0,3, mientras que cuando
se desliza hacia la derecha es ps = 0,5. El tablero se mueve re-
petidamente de izquierda a derecha segun el grafico v(t) (ver
figura). La grafica es periddica con periodo T' = 0,01s; la ve-
locidad v de la junta se considera positivo cuando se dirige a
la derecha. Usando la gréfica, encuentre la velocidad promedio
con la que se movera el bloque.

/2

Una turbina de agua consiste en una gran cantidad

de paletas que podrian considerarse tableros planos ligeros con
una longitud de [, que se encuentran en un extremo unido a un
eje giratorio. Los extremos libres de las paletas se colocan en la
superficie de un cilindro imaginario que es coaxial con el eje de
la turbina. Una corriente de agua con velocidad v y caudal de
u (kg/s) se dirige a la turbina de tal manera que golpea las pa-
letas cerca del perimetro de la turbina. Encuentre la potencia
maxima posible que podria extraerse con una turbina de este
tipo; asuma que la cantidad de paletas es lo suficientemente
grande como para que ninguna de las porciones de agua pueda
escapar sin golpear una paleta.
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Una tabla plana esté inclinada en un angulo a con

la vertical. Uno de sus extremos esta en el agua, el otro esta
fuera del agua. El tablero se esta moviendo con velocidad v con
respecto a su normal. jCudl es la velocidad de la corriente de
agua dirigida hacia arriba de la tabla?

Un vagbén motorizado se usa para transportar una

carga horizontalmente a una distancia de L. La carga esta col-
gando del techo del vagén por un cable de longitud /. La mitad
del tiempo el vagoén se acelera uniformemente, la otra mitad
desacelerada uniformemente. Encuentre los valores de la acele-
racion a de tal manera que, al llegar al destino, la carga quedara
colgando sin moverse. Puede asumir que a < g.

Una onda de choque podria considerarse como un

salto discontinuo de la presion del aire desde el valor py hasta
p1, propagandose con velocidad c,. Encuentre la velocidad que
se obtendra, cuando esté influenciada por la onda de choque,
(a) un bloque en forma de cuna: un prisma cuya altura es c,
cuya base es un triangulo rectangulo con lados a y b y que es-
ta hecho de material con densidad p; b) un cuerpo de forma
arbitraria con volumen V y densidad p.
P
RIS

Pr 87.| Una mancuerna que consta de dos esferas elasticas

conectadas con una varilla delgada de acero se mueve parale-
lamente a su eje con una velocidad v hacia otra esfera igual.
Encuentre la velocidad de la mancuerna después de una colision
central. ;Se conserva la energia cinética del sistema?

Yo
P
e 6 9©

Apéndice 1: Ley de conservacion del momento.
Consideremos un sistema de masas puntuales de N (“cuerpos”)
y representemos la fuerza que actia sobre el i-ésimo punto co-
mo una suma, F; = Zj F;j +fi, donde F';-j es la fuerza ejercida
sobre el i-ésimo cuerpo debido al j-ésimo cuerpo®’ y .7-_';» es una
fuerza externa, es decir, la fuerza neta ejercida por dichos cuer-
pos que no forman parte del sistema dado. Entonces la 2.7 ley
de Newton para el i-ésimo cuerpo se escribe como

d. L
J

Si sumamos esta igualdad sobre el indice 7, obtenemos en el
lado izquierdo

d d d =
m;—7vU; = — » mut; = —P,
21_: tdr dtzi: U dt
donde P = >, m;U; se llama el momento del sistema de cuer-
pos. Aqui hemos tenido en cuenta que F;; = 0, e hizo uso de la
aditividad de la diferenciacion: la derivada de una suma es la

suma de las derivadas. Las fuerzas internas en el lado derecho
se cancelan:

DD ES | =D Fy=) (Fy+ ) =o.
i j i, i>j

Aqui, primero representamos la suma tomada en todos los pa-

res de indices ij y luego agrupamos los términos con indices

simétricos (ij y ji) juntos (3, ;

sobre todos esos pares ij donde i > j); finalmente, usamos la

3.2 ley de Newton para concluir que F‘ij +F}i = 0. Al introducir

la fuerza externa neta como F = > fh obtenemos

d - =
La ultima igualdad es esencialmente una generalizacion de la
2.7 ley de Newton a un sistema de cuerpos. En particular, si

no hay fuerzas externas, F = 0 y el momento P se conserva.

significa que la suma se toma

Observe que si no hay fuerzas externas, las ecuaciones de movi-
miento (ecuaciones que definen como evolucionara el sistema),
es decir, ecuaciones que expresan la podemos desplazar el mar-
co de referencia por un vector @ sin ningin cambio en las ecua-
ciones de movimiento. De hecho, los nuevos vectores apuntan a
las posiciones de los cuerpos (los radiovectores) se expresan en
términos de los antiguos como 7, = 7; — @. Las fuerzas internas
ﬁij depende solo de la colocacion relativa de los cuerpos, es

decir, de los vectores 7, — 7, =

i j (Ti_a)_(rj_a)zri_rj
que se expresan en términos de las nuevas coordenadas exacta-
mente de la misma manera que en términos de las coordenadas

antiguas.

La disciplina de la mecdnica analitica demuestra que cada sime-
tria de las ecuaciones de movimiento que contiene un parametro
(que puede tomar valores arbitrariamente pequernios) da lugar
a una ley de conservacion®®. Aqui tenemos tres pardmetros in-
dependientes, las componentes del vector de desplazamiento
Qz, Gy Y a.; por eso tenemos tres cantidades conservadas, las
componentes respectivas del vector de momento P.

Apéndice 2: Ley de conservacién del momento

angular.
De manera similar a la ley de conservacion del momento, con-
sideramos un sistema de cuerpos de N, con las mismas desig-
naciones. Luego, podemos tomar la derivada temporal de la
expresion del momento angular del i-ésimo cuerpo:
d . . dry . . dy;
&mirixvi:mi E X U; +715 X E
Aqui hemos aplicado la regla del producto.(ab)’ = a’b+ ab’ que
sigue siendo valida en algebra vectorial: (a - l;)’ = b+a-b y
(@xb) =a xb+axb (jNotese bien! Necesitamos mantener
el orden de los vectores ya que el producto cruz es anticom-
mutativo, d X b= —bx d) Note que %Fi =0, yU; xv; =0,
por lo tanto, el primer término en el lado derecho se elimina.

27Debido al hecho 5, Fj; = —Fj;, por lo tanto Fj; = 0: un cuerpo no puede ejercer una fuerza sobre si mismo.

28Tste es el contenido del teorema de Noether (E. Noether 1918).
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5. PROBLEMAS DE REVISION

Ademas, sumemos nuestra primera igualdad sobre el indice i y
sustituyamos los términos restantes en el lado derecho usando
la 2.2 ley de Newton,

47 L L dd
miditt:Xj:Fij""fijmiriXiL

T T X zj:Fij—f-]:i

para obtener
d . s . =
7dt£ = Z_Ej T X Fz‘j + EZ T X fz

Ahora, notemos que debido a la 3.? ley de Newton F;-j = —Fy;
todas las fuerzas no relativistas macroscopicas entre dos masas
puntuales tienen lugar ya sea en el punto de contacto cuando
estas masas puntuales se tocan entre si (fuerza de elasticidad,
fuerza de friccion), o son paralelas a la linea que conecta estos
puntos (fuerza electrostética, fuerza gravitacional)?. En cual-
quier caso, podemos escribir 7; = 7 + kﬁji; si multiplicamos
esta igualdad por ﬁji, obtenemos 7 X ﬁij =7j xﬂj = —Tj X ﬁji,
por lo tanto, los torques internos se cancelan por torques de la
suma; lo que queda es el torque exterior neto T = DT X Fi:

dr 7

dt
Esto puede considerarse como la generalizacion de la IT ley de
Newton al movimiento de rotaciéon de un sistema de cuerpos;
si el torque de fuerzas externas es cero (’71 = 0) entonces ter-
minamos con la conservacién del momento angular, £ =const.

Tenga en cuenta que dentro de la disciplina de la mecénica ana-
litica, la conservacion del momento angular puede derivarse de
la simetria rotacional de la energia total de un sistema mecé-
nico (mientras giramos el marco de referencia en un angulo «
alrededor de un eje que atraviesa el origen, la expresion para
la energia completa necesita permanecer sin cambios).

Apéndice 3: Ley de conservacion de la energia.

Para derivar la ley de conservaciéon de energia, consideremos el
tiempo derivado de la energia cinética de un sistema de cuer-
pos, definido como K = %Z] m;v? = %Zj mv; - U; (aqui
2

escribimos v7 como un producto punto de ¥; consigo mismo).
Para la diferenciacion de productos de puntos, se aplica la regla
ordinaria para la derivada de un producto: (@-b)' = @ -b+a-V';
ya que el producto punto es conmutativo (es decir, a- b=b- @),

obtenemos (d - @) = 2d - da’. Asi,

d dv; =

aK = ;mlg U = zJ:FZ + Uy,
que puede reescribirse para el diferencial de la energia cinéti-
ca como dK = Zj F; - v;dt, donde la fuerza que actia sobre
el i-ésimo cuerpo puede expresarse como la suma de fuerzas
internas y externas, I; = Zj Fij + F; y v3dt = dr;. Entonces

dK =Y F;-di+ Y Fi-dif.

i i

Aqui, F‘ij - d7; se llama trabajo hecho por la fuerza F"” Si las
fuerzas Fj;

(a) dependen solo de la coordenadas 7; y no dependen de las
velocidades v; y el tiempo t;

(b) existe tal funcion IT = TI(7,7%,...7n) (en lo sucesivo
denominada energia potencial) que por cualquier despla-
zamiento (es decir, infinitamente pequeno) infinitesimal
dr; de los cuerpos, el trabajo total realizado por todas las
fuerzas internas ﬁij y fuerza externa ]:';' es igual al opuesto
del diferencial total®® de la energia potencial, es decir,

)=

i

J
luego por cualquier desplazamiento del sistema, dK = —dII
y por lo tanto, d(K + II) = 0, es decir, la energia total
E = K+II = const; tales fuerzas internas F;j y fuerzas externas
]-iz- que satisfacen las condiciones mencionadas anteriormente se
denominan fuerzas conservativas.

Tenga en cuenta que la condicion (b) anterior es equivalente a
decir que el trabajo realizado por las fuerzas depende solo de
los estados inicial y final del sistema (es decir, en las posiciones
de las masas puntuales) y no a lo largo de las trayectorias que se
movian las masas puntuales. Mateméaticamente, esta condiciéon
también puede reescribirse utilizando derivadas parciales®',

OIL(7™, 7oy ... TN)
J
el lado derecho de esta condicion es la componente x de la fuer-

za total que acttia sobre la i-ésima masa puntual (z; representa
la coordenada x de la i-ésima particula); condiciones similares
deben ser validas también para las componentes en y y z.

Un caso importante cuando las fuerzas son conservativas es el
caso de los campos de fuerza centrales: la fuerza interna entre
dos masas puntuales es paralela a la linea que conecta estas
masas puntuales y depende del modulo solo de la distancia,

Fyj = (75 = 75) fi5 (175 = 751),
y la fuerza externa que actiia sobre i-ésima masa puntual tiene
una propiedad similar con respecto a un punto de referencia en
el 7,

Fi = (Fi = Fio) S| — oo );
note que debido a la 3.* ley de Newton, f;;(r) = f;;(r). Luego,
con valores positivos de f;; y f; correspondiente a la repulsion
v los valores negativos a la atraccion, la energia potencial esté
dada por

= Z 9ii (|75 — 75]) + Zgi(ﬁ -

i<j<N i<N
gij(r) = —/ fij(r/)r’ dr’, gi(r) = —/ fi(ryr" A’ (13)

(el limite inferior de estas integrales puede ser arbitrario). No

’F;‘O ) s donde

es demasiado dificil comprobar que con tal energia potencial,
la igualdad (12) se satisface, de hecho, para todos los valores
de 1.

Si también hay algunas fuerzas externas no conservativas pre-
sentes, entonces podemos separar las fuerzas conservativas y

29 A velocidades no relativistas, la fuerza de Lorentz que acttia entre dos cargas en movimiento es mucho més pequefia que la fuerza electrostatica y,
por lo tanto, es un efecto relativista; aun asi, la fuerza de Lorentz puede llevar a situaciones con aparentes violaciones de la conservacién del momento
angular, por ejemplo, en el caso de una carga en movimiento en el centro de una corriente de anillo.

30F] diferencial total se define como dII(7y, 72, ... 7n) = (71 + d7, 72 + dis, ... Fy + diy) — TI(71, 72, . . . FN)

31Derivada parcial de una funcién: al tomar derivada con respecto a una variable dada, se supone que todas las demas variables son constantes; por

ejemplo, —afg;’y)

denota la derivada de f(z,y) con respecto a x mientras y se considera una constante.
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+ F/, llevando a

Y Fld

%

no conservativas, F; = .7-:;'
d(K +1I) =

donde F/’ denota la suma de todas las fuerzas no conservativas
que actian sobre la i-ésima masa puntual.

Apéndice 4: Fuerza centrifuga y fuerza de Coriolis.
Considere un sistema de referencia, que gira alrededor del ori-
gen O con una velocidad angular 0 (el vector define el eje de
rotacion de acuerdo con la regla de la mano derecha). Consi-
dere un punto P, que estd inmévil en el sistema giratorio y
denotemos ¥ = OP. En el sistema de referencia de laboratorio,
el punto P se mueve con Velocidad v = rQ) y al estudiar la
direccién de la velocidad v = d 7, uno puede ver que v = QxF.
Ahora, si el punto P se mueve en el marco de referencia gi-
(usemos 7 para medir el tiempo
en el sistema giratorio), entonces esta velocidad adicional debe

sumarse a lo que hubiera sido para un punto inmévil:

drdr LG x
— 7
at — dr
Por lo tanto, podemos concluir que las derivadas de tiempo de
los vectores en los marcos de referencia rotativos y de labora-

torio estan relacionadas a través de la igualdad

d d
& E—’_QX

Esto se escribe en forma de operador, lo que significa que po-
demos escribir cualquier vector (por ejemplo, 7 o ¥) hacia la
derecha de los tres términos. En particular, podemos aplicar
esta formula a los lados derecho e izquierdo de la igualdad
T=a+Qx7

dv d -
w_(4.5 <_, G _,)
1 < a1r + x) U+ xr
du d(9Q - -
=G l—i@+9x(9x@.
dr dr
Aqui debemos tener en cuenta que al tomar derivadas de vec-
tores y productos de vectores, se pueden aplicar todas las re-

glas conocidas; en partlcular a X b) da o hy G x % y

J dt( dt
a(a : b) = W b4a- E' También necesitamos la regla para el
producto cruz doble, @x (bx &) =

(@-e)b—
rizar esta igualdad teniendo en cuenta que el producto doble es
una combinacion lineal de los vectores entre paréntesis y que el
signo '+’ viene con el vector de la posici(’)n intermedia. Y asi,
tenieildo en Euenta que ﬁ =0 y
7 1L Q= 7-Q =0, obtenemos

ratorio con velocidad i = %

(@-b)& puede memo-

= 4 y suponiendo que

a5 da
W_ oG« d— 0%
q o q P

dv

Recordemos que 97 es la aceleracion del punto P como se ve

en el marco de referencia del laboratorio, y es lo mismo que

se ve en el marco de referencia giratorio. Ahora si P es una
masa puntual m y hay una fuerza externa F actuando en P,

‘3{; y por lo tanto,

md—u—ﬁ—Qqum—FQ m,
dr

es decir, en el sistema de referencia giratorio, el cuerpo se com-
porta como si hubiera fuerzas adicionales: la fuerza de Coriolis

entonces F = m

—20 x @m y la fuerza centrifuga Q27m.

Apéndice 5: Estabilidad y leyes de conservacion.
Es bien sabido que un sistema es estable al minimo de su ener-
gia potencial. jPero por qué? ;Por qué es un minimo diferente
de un méaximo? En el caso del principio de Fermat, hay una
clara diferencia: no hay una trayecto 6ptico mas largo entre
dos puntos, el rayo podria ir “en zig-zag”, pero definitivamente
hay uno que es jel mas corto!

La razom es simple: en un estado de equilibrio, la energia ciné-
tica siempre es minima (siempre que las masas sean positivas).
Lo que realmente necesitamos para una estabilidad es un ex-
tremo condicional de una cantidad conservada (como
la energia neta), bajo el supuesto de que las otras can-
tidades conservadas se mantienen constantes (el extremo
incondicional también esta bien). Considere el movimiento de
un cuerpo a lo largo del eje x y describamoslo en el plano de
fase, con las coordenadas = y p (el momento). La energia total
es E = U(x) + p?/2m. Ahora, si representamos esta energia
como una superficie en un espacio tridimensional con coorde-
nadas x, p y E, el punto que describe el estado del sistema se
moveré a lo largo de la linea de interseccion de esa superficie
con un plano horizontal E = const. En el minimo de U(z), con
p = 0, esta linea de interseccion seria solo un punto, porque
este es el punto mas bajo de esa superficie. Las trayectorias
cercanas se obtendrén si ascendemos un poco al plano horizon-
tal, E = Enm + €, de modo que ya no solo toque la superficie,
sino que corte unos pequenos elipses. Todos los puntos de esa
trayectoria (las elipses) estan cerca del punto de equilibrio, por
lo que el estado es, de hecho, estable.

Parece que un sistema puede ser estable también debido a un
maximo condicional de la energia neta: mientras que un extre-
mo incondicional de la energia cinética solo puede ser un mi-
nimo, las cosas son diferentes para los extremos condicionales.
Quizas el ejemplo més simple es la rotacion de un cuerpo rigi-
do. Consideremos un ladrillo rectangular con longitud a, ancho
by grosor ¢ (a > b > ¢). Sea I. su momento de inercia para el
eje que pasa su centro de masa y perpendicular al plano (a,b);
Iy e I, se definen de manera similar. Para un caso genérico, el
momento de inercia I dependerd de la orientacion del eje de
rotacion, pero estd bastante claro que I. > I > I, (se puede
demostrar facilmente una vez que se aprende a usar los calculos
de tensores). Ahora, arrojemos el ladrillo que gira en el aire y
estudiemos el movimiento en un marco que se mueve junto con
el centro de masa del ladrillo (en ese marco, podemos ignorar
la gravedad). Hay dos cantidades conservadas: momento angu-
lar L y energia de rotacion K = L?/2I. Vemos que para un L
fijo, el sistema tiene una energia minima para I = I (el eje es
paralelo al borde mas corto del ladrillo) y la energia méaxima
para I = I, (el eje es paralelo al méas largo borde del ladrillo).

— pégina29 —



5. PROBLEMAS DE REVISION

Bueno, en realidad la rotacion con la energia minima sigue sien-
do un poco mas estable que la de la energia méxima; la razon
esta en la disipacion. Si tratamos de representar el movimiento
del sistema en el espacio de fase (como se describié anterior-
mente), una superficie de energia en forma de cuenco (como se
muestra en la figura anterior) seria sustituida por una en forma
de colina; en el equilibrio, la trayectoria de la fase se contrae
en un punto, el punto donde la parte superior de la “colina”
toca un plano horizontal ¥ = E ;. Debido a la disipacion, la
energia disminuird, F = E,;x — € y la trayectoria de la fase
seria una espiral de enrollamiento lento. Entonces, aunque pro-
bablemente esté acostumbrado a saber que la disipacién atrae
un sistema hacia un estado estable, aqui es al revés, jaleja al
sistema del estado estable! Esto es lo que se conoce como ines-
tabilidad disipativa.

Apéndice 6: Formalismo lagrangiano.

En nuestro enfoque de la mecéanica, postulamos las leyes de
Newton; en base a eso, derivamos la ley de conservacion de
energia que es valida para las fuerzas conservativas y usando
la ley de conservacion de energia, llegamos al método de coor-
denadas generalizadas.

En mecdnica analitica, el orden es opuesto. Primero, postula-
mos que cualquier sistema mecanico tiene una cierta energia
potencial y una cierta energia cinética, las cuales son aditivas;
también establecemos una férmula para la energia cinética de
las masas puntuales y para las energias potenciales de las inter-
acciones de masa puntual dependiendo del tipo de interaccion
(esto se hace de manera similar a como establecimos reglas pa-
ra calcular fuerzas para diferentes tipos de interaccion en el
capitulo 2).

En segundo lugar, consideremos un sistema mecanico que obe-
dece a n grados de libertad, es decir, para especificar de manera
tnica el estado del sistema, necesitamos n parametros. Postu-
lamos que si este sistema evoluciona de un estado descrito por
un conjunto de coordenadas ¢;, i € [1,n] en el momento t = 7
[este estado corresponde a un punto en el espacio de configu-
s qn, 1))
a otro estado ¢; a t = 7/ entonces la evolucion del sistema en
el tiempo tiene lugar a lo largo de ese trayecto ¢;(¢) (una linea
curva que conecta los estados inicial y final en el espacio de

racién de n+ 1 dimensiones con coordenadas (q1, ga, . - -

configuracion) que hace que el valor de una determinada inte-
gral § lo mas pequena posible. Esta integral, conocida como
la accion, se define a través de todo el potencial y las energias
cinéticas del sistema, denotadas como V y T, respectivamen-
te; V' depende de las coordenadas, V = V(¢;),i € [1,n] y T
también en la tasa cambiante de coordenadas ¢;:

s= [ clat.am.aa, (14)

donde
L£(gi, dirt) = T(qi, 4i, t) — V(gist) (15)
es llamado Lagrangiano del sistema y el postulado mismo como

el principio de minima accion™

32También como el principio de accidn estacionaria.

Usando los métodos de andlisis variacional, se puede demostrar
que la integral®® S tiene un extremo si

doc o
dt 9g;  Oq;’
aqui g—é significa que derivamos el lagrangiano L(g;(t), ¢;, t) con

(16)

respecto a solo una de sus 2n+ 1 variables, ¢;, considerando to-
das las otras variables como constantes. g—f se define de forma

, % denota una derivada total con res-
pecto al tiempo, es decir, tenemos en cuenta que £ depende del
tiempo tanto explicitamente a través de su tltimo argumento
t, asf como implicitamente ya que las cantidades ¢; y ¢; tam-

bién son funciones del tiempo. Tenga en cuenta que la ecuacion

analoga. Mientras tanto

16 es valida para cada i, para que tengamos un sistema de n
ecuaciones. Del principio de minima accion a la ecuacion (16),
solo hay un paso matematico, por lo que podemos decir que la
mecénica analitica basicamente postula la ecuacion (16).

(Qué camino es mejor: la forma histoérica de postular las leyes
de Newton, o postular la ecuacion 167 Ambos enfoques tienen
puntos fuertes y débiles. Si bien el enfoque clasico se desarrolla
paso a paso, a partir de hallazgos experimentales inmediatos, el
enfoque de la mecanica analitica elimina el principio de minima
accion “de la nada”. Mientras tanto, ecuacion (16) nos brinda
una herramienta universal y poderosa para el analisis tedrico
(cuyo uso no se limita a la mecanica): tan pronto como ten-
gamos una expresion para el lagrangiano, podemos escribir la
ecuacion de evolucion que describe como evolucionara el siste-
ma. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que solo en el caso de
la mecénica clasica, L = T —V y se debe mantener la vigilancia
incluso en el caso de la mecéanica clasica (ver mas abajo).

De hecho, el principio de minima acciéon se puede introducir
de forma méas natural (no “de la nada”) utilizando la mecéni-
ca cuantica. De hecho, si consideramos una masa puntual co-
mo una onda de probabilidad de mecanica cuantica, utilizando
aproximacion cuasiclasica, podemos expresar la fase de la onda
como

= /(E-dF— wdt)=h"" /(ﬁ~ dF — Edt);  (17)
aqui p'es el imomento y F la energia de la particula. Si tenemos
en cuenta que d = v dt y ¥-p = 2T entonces podemos escribir
o =h[[2T — (T + V)| dt = hS. Entonces, la accion S nos da
directamente la fase de la onda. Las ondas se acumulan de ma-
nera constructiva si llegan a la misma fase y muchas ondas que
vienen a lo largo de diferentes trayectos llegan casi a la misma
fase si estos trayectos estéan cerca del trayecto de minima ac-
cion. Cabe senalar que ocurre exactamente el mismo fenémeno
en el caso de la propagacion de la luz y puede resumirse como
el principio de Fermat®*. Podemos decir que de acuerdo con
el principio de Huygens para la propagacion de ondas, la am-
plitud de la onda de probabilidad se puede encontrar como la
suma de las contribuciones de todos los posibles trayectos de
trazado de rayos; sin embargo, la mayoria de estas contribucio-
nes se cancelan debido a fases opuestas y solo la contribucion
del “trayecto 6ptimo” (y su vecindad inmediata) se deja intacta;
“Optimo” significa que corresponde a un extremo (que parece

33Més precisamente, el funcional, una cantidad escalar que depende de qué funcién(es) g;(t) tenemos.

34Podemos ver el arco iris exactamente por la misma razén: el arco iris se puede ver porque el dngulo por el cual se desvia un haz de luz después
de una reflexién dentro de una gota de agua esférica tiene un extremo (en funcién del pardmetro objetivo); por lo tanto, cerca del extremo del dngulo
de desviacién, un amplio rango de parametros objetivos corresponde a un rango estrecho de angulos de desviacion.
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ser un minimo) de la accion. Entonces, podemos decir que una
masa puntual se mueve a lo largo de la trayectoria de minima
accion.

Ahora, verifiquemos si el principio de minima acciéon esta de
acuerdo con las leyes de Newton. Para este fin, consideremos
un sistema de masas puntuales m;, i € [1,n] y usemos las coor-
denadas euclidianas ordinarias: consideremos 7; apuntar a la
posicion de la i-ésima masa puntual. Luego definimos (postu-
lamos) el lagrangiano como

1
£: 5%:77111712—1_[(771,7_’2,),

aqui hemos denotado 7; = i—f y asumi que todas las fuerzas de
interaccion son conservativas: II(7, 75, ...) denota la energia
potencial total en funcion de las coordenadas de todas las par-
ticulas. Entonces, si aplicamos ecuacion 16 a este lagrangiano y
teniendo en cuenta que 8‘1—1 = m;v;, (donde el indice x denota
la proyeccion de un vector en el eje x), obtenemos

gm‘v» _ _8H(F1,F2, CTN)

dt L 8:1:,
De acuerdo a la ecuacion 12, lo que tenemos a la derecha es la

componente en z de la fuerza que acttia sobre la i-ésima par-

ticula (obviamente, se obtiene una expresion similar para las
componentes en y y z). Entonces, concluimos que si se escribe
para coordenadas euclidianas, la ecuacion (16) es equivalente a
las leyes de Newton. Mientras tanto, la ecuacion (16) satisfecha
es equivalente a que el principio de minima accién sea valida.
Ahora, notemos que el principio de minima accién se formula
independientemente del sistema de coordenadas: si una deter-
minada trayectoria 7; = 7;(t) tiene una accién minima en coor-
denadas euclidianas 7; entonces sigue siendo minimo incluso si
se expresa en términos de coordenadas generalizadas ¢; = ¢;(t).
Dado que la trayectoria tiene una accién extrema en términos
de coordenadas generalizadas ¢; entonces (segun los resultados
del analisis variacional), la ecuacion (16) también debe ser va-
lida cuando se utilizan las coordenadas generalizadas ¢;. Esto
completa nuestra prueba’” que las leyes de Newton vy la ecua-
cion (16) son equivalentes.

Aunque de alguna manera completamos la prueba, debemos
hacer un comentario sobre los casos en que se recupera el ni-
mero de grados de libertad debido a varias restricciones. Como
ejemplo, consideremos un cuerpo rigido hecho de moléculas de
N; este conjunto de moléculas tiene 3NN grados de libertad. Sin
embargo, las distancias relativas entre las moléculas estéan fija-
das por las fuerzas moleculares, de modo que solo quedan seis
grados de libertad: tres niimeros fijan la posicion del centro de
masa y la orientacion del cuerpo esta fijada por tres coordena-
das angulares. Anteriormente hemos demostrado el principio
de minima acciéon para un conjunto de masas puntuales (molé-
culas), por lo que sabemos que nuestro sistema evoluciona en el
espacio de configuracion dimensional 3N +1 a lo largo de dicha
curva o que conecta el punto inicial A con el punto de destino
B que minimiza la acciéon. En este espacio de configuracion,
el lagrangiano también debe tener en cuenta las energias de
interaccion intermolecular. Si bien la expresion de las energias
de interaccion intermolecular que puede ser bastante compli-
cada, siempre que solo nos interese la dindAmica macroscopica,

35De la cual ignoramos la parte mateméatica usando andlisis variacional.

solo tenemos que fijar las distancias. Las distancias se pueden
fijar con un lagrangiano simplificado: decimos que la energia
de interaccion intermolecular es cero, si la distancia entre dos
moléculas es igual a la que deberia ser y de lo contrario se vuel-
ve muy grande. Debido a las distancias intermoleculares que se
estan fijando, el estado de este sistema de moléculas se puede
describir completamente mediante seis coordenadas generali-
zadas; esto significa que todas las trayectorias en el espacio
de configuracion de 3N + 1 dimensiones estan restringidos a
una hiperesuperficie de seis dimensiones M (los puntos Ay B
también deben estar en esa hiperesuperficie). Sabemos que la
trayectoria ¢ minimiza la accién entre A y B en el espacio de
configuraciéon de 3N + 1 dimensiones; la hiperesuperficie M es
parte de ese espacio, por lo que seguramente también minimiza
la accién entre A y B en la hiperesuperficie M. Por lo tanto,
la ecuacion 16 debe seguir siendo valida cuando usamos seis
coordenadas generalizadas para describir el estado de un cuer-
po rigido. Una argumentacion similar funciona no solo para un
cuerpo rigido, sino para cualquier restriccion que fije posiciones
relativas de las partes de un sistema (y, por lo tanto, reduzca
el namero de grados de libertad).

De las discusiones del parrafo anterior también podemos deri-
var una regla importante: si escribimos el lagrangiano usando
coordenadas generalizadas para un sistema con restricciones in-
trinsecas, el nimero de coordenadas deberia ser lo més pequeno
posible. Por ejemplo, si tenemos un cuerpo rigido, deberiamos
usar seis coordenadas y no siete, porque el valor de la séptima
coordenada puede derivarse de las primeras seis (con la sép-
tima coordenada, necesitariamos agregar un término adicional
al lagrangiano fijando el valor de la séptima coordenada).

Entonces, ahora tenemos dos opciones alternativas: podemos
usar la ecuacion (16) y podemos usar el método 6 en cuyo caso
derivamos la ecuaciéon de movimiento de la ley de conservacion
de energia. Estos dos enfoques son bastante similares: en ambos
casos necesitamos expresar las energias cinética y potencial en
términos de coordenadas generalizadas y sus derivadas con res-
pecto al tiempo. Sin embargo, también hay ciertas diferencias:
en un caso, derivamos la ecuacion de movimiento directamente
de la ley de conservacion de energia; en el otro caso considera-
mos la diferencia de estas dos energias y aplicamos una férmula
que podemos considerar postulada o derivada de las leyes de
Newton de una manera bastante complicada.

;De qué manera es mejor? Para comenzar, se debe enfatizar
que si bien la ecuacion (16) siempre se puede usar, el método
6 basado en la ley de conservacion de energia solo se puede
aplicar en aquellos casos en que haya un solo grado de liber-
tad, es decir, el estado del sistema se puede describir con una
sola coordenada generalizada. De hecho, al tomar la derivada
temporal de la ley de conservacion de energia, obtenemos una
ecuacion diferencial, pero necesitamos tantas ecuaciones como
funciones desconocidas (grados de libertad). Sin embargo, para
la mayoria de los problemas de la Olimpiada, esta condicién se
cumple (tenga en cuenta que cada cantidad adicional conserva-
da, por ejemplo, momento, reduce el nimero efectivo de grados
de libertad en uno).

Entonces, comparemos estos dos métodos cuando tengamos
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una coordenada generalizada ¢ y supongamos que las ener-
gias no dependen explicitamente del tiempo. En el caso de
la mecanica newtoniana, la energia cinética es proporcional
a la velocidad al cuadrado, por lo que podemos suponer que
T = %M(q)q’? Entonces, la conservaciéon de la energia dicta
que $M(q)¢* +V(q) = E, por lo tanto $.M’(q)¢* + M(q)ji +
V'(@)g=0y
M(@)i =~ M @) ~V'(q).

Mientras tanto, el lagrangiano se expresa como £ = £ M(q)¢*—
V(q); entonces, con %%ﬁ = S M(q)g = M'(q)¢* + M(q)g, la
ecuacion 16 se reescribe como

M (@) + M(@)i = ZM (@) ~ V'(a).
Es facil ver que obtuvimos en ambos casos la misma ecuacion y
que matematicamente, el nivel de dificultad era casi el mismo.
Sin embargo, necesitabamos memorizar la ecuacion (16), lo que
hace que el método basado en la ley de conservacion de energia

sea un poco mas facil.

Antes de llegar a una conclusion final, consideremos un siste-
ma de dos pelotas de masa m, conectadas con un resorte de
longitud «a y rigidez k, que gira con momento angular L (que
es perpendicular al resorte) en ingravidez. Aqui, parece que
tenemos dos grados de libertad (el angulo y la longitud del re-
sorte), pero una ley de conservacion adicional a la de la energia
(de momento angular) reduce el ntimero efectivo de grados de
libertad a uno. Usemos la deformacion z del resorte como la

coordenada generalizada. Entonces,
ma?> L? 1
T = + , = ka2
4 m(a + x)? 9"
Lo notable aqui es que la energia cinética depende ahora no

solo de &, pero también en z; en efecto, el segundo término de
la energia cinética se comporta como potencial y puede com-
binarse en una energia potencial efectiva en la expresion de la
energia completa. Siguiendo el método 6, obtenemos
1 .. 212 ) . . 4172 k
-mit — ——=r+krt=0=>0i= ————5 —2—=z.
2 m(a+ x)3 m?(a + )3 m
Ademés, intentemos obtener el mismo resultado usando el la-
grangiano (jNota! jEsto estara mall):
) 2
ma L 1
L= +
4 m(a+ x)?

por lo tanto
I 212 412
§mx__m(a+x)3 T m2(a+a)® Tm
Este no es el mismo resultado que antes jel primer término en
el lado derecho tiene un signo diferente! Entonces, jqué salio
mal? El primer resultado es claramente el correcto ya que la

energia total se conserva claramente aqui. Lo que sali6 mal es

—kx = &= xT.

que al hacer uso de la ley de conservacion del momento angular
para reducir el nimero de coordenadas, cambiamos los puntos
de inicio y finalizacién en el espacio de configuracion. Como
probamos anteriormente, el principio de minima accion [y, por
lo tanto, la ecuacion (16)] es valida si no usamos las leyes de
conservacion para reducir el nimero de grados de libertad y
todas las leyes de conservacion son para ser considerado como
la consecuencia de la ecuacion (16). En este caso, el nimero
original de grados de libertad era dos: podemos usar la defor-
maciéon x y el angulo de rotacién ¢ del resorte para describir

36De hecho, en el caso de la simetria traslacional ni siquiera necesitamos usar el teorema de Noether: 2% = 0, por lo tanto %pi =0, donde p; =

es la i-ésima componente del momento.

completamente el estado del sistema. Si usamos estas dos coor-
denadas con el lagrangiano correspondiente, todo seré correcto:
la accion

) {m:tz meHata) _ Lia?| ar
2

. 4 o 4
se minimiza por la trayectoria verdadera si comparamos las
trayectorias que conectan el estado inicial z1, ¢ y el estado
final x5, @s. Ahora, sin embargo, hemos eliminado la variable
@ y si eliminamos la condicién para los angulos inicial y final,
muchas mas trayectorias conectaran el estado inicial x; con el
estado final xo: la verdadera trayectoria ya no necesita ser la
que tenga la acciéon mas pequena. Una leccion importante de
este analisis es que no se usa la ecuacion (16) si se reduce
el nimero de grados de libertad haciendo uso de una
restricciéon (una ley de conservacion) que involucra de-
rivadas temporales de las coordenadas, porque al fijar el
valor de una derivada del tiempo no arreglamos el valor de la
coordenada misma. Si tiene tales leyes de conservacion y logra
encontrar tantas restricciones que puede reducir el nimero de
coordenadas a uno, contintie y use el método 6; de lo contra-
rio, mantenga el ntmero original de coordenadas y aplique la
ecuacion (16).

Finalmente, también enfaticemos que el lagrangiano esta dado
por la diferencia de las energias cinética y potencial solo en el
caso de la mecanica clasica; en otros casos, la primera tarea
es descubrir la expresion para el lagrangiano. ;Coémo hacerlo?
Basicamente hay dos opciones. Suponiendo que ya conocemos
la ecuacion de movimiento en coordenadas euclidianas x;, po-
demos hacerlo por prueba y error encontrando L£(xz;,d;,t) de
manera que la ecuacion (16) se vuelve idéntica a la ecuacion
de movimiento. Tenga en cuenta que la ecuaciéon de movimien-
to original no necesita tener origenes en fisica. Sin embargo,
una vez que hayamos encontrado el lagrangiano correspon-
diente, podemos interpretarlo fisicamente: por ejemplo, si el
lagrangiano obedece a la simetria traslacional, podemos usar
el teorema de Noether para encontrar una cantidad conservada
36, En electromagnetismo, usaremos este
método para derivar el momento generalizado de una particula

y llamarla momento

cargada en un campo magnético.

La segunda opcién funciona si estudiamos un sistema que puede
considerarse mecanico cuantico; ilustremos esto considerando
una masa puntual relativista. Sabemos que el principio de mi-
nima accién en mecanica corresponde al principio de Huygens
[véase la ecuacion (17)] y por lo tanto, la accion debe ser la fa-
se de la onda de probabilidad mecénica cuéntica, multiplicada
por A, en ese caso, la accidon clasica serfa el limite de velocidad
pequena de la relativista. Entonces, con m que denota la masa
relativista y mg la masa en reposo de una particula,

S = /(ﬁ-ﬁ—E) dt = /(mv2—T—V) dt = /[m(v2—c2)—V] dt,
por lo tanto

[,:m(v2—62)—V:—m0\/1—v—z—V.
Es facil verificar que si ponemos este lagrangiacno en la ecuacion
16, teniendo en cuenta que V = V(x,y,2) y v = (&,7, 2), ob-
tenemos la 2.* ley de Newton relativista. Como podemos ver,
no hay energia cinética ahora incluida en el lagrangiano.

oL oL

94,

9q;
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SUGERENCIAS

Escriba el balance de torques para el punto de contacto O
del aro y el eje. ;Cual es el angulo que forma la tangente
al eje en el punto O con la horizontal (dado que el cable
se desliza sobre el eje)?

Escriba la ecuaciéon de los torques para el sistema de
bloque-cilindro con respecto al punto de contacto del ci-
lindro y el plano inclinado. ;Qué angulo con respecto a la
horizontal esta formado por la tangente al cilindro cons-
truido en la posiciéon del pequeno bloque?

De acuerdo con la idea 4, considere el sistema “barra C'D
+ la masa m” como un todo; hay cuatro fuerzas actuando
sobre este: mg, F y las fuerzas de tensiéon de las varillas,
TAC y fB p. Las fuerzas de tensiéon son las que no sabe-
mos y no queremos saber. De acuerdo con la idea 2, estos
se eliminaran del balance de torques que acttian sobre la
barra C'D con respecto al punto de interseccion de AC' y
BD. De hecho, debido al hecho 20, la fuerza de tension
en la barra AC es paralela a AC; lo mismo se aplica a la
barra BD. Ahora, ;cual debe ser el torque de la fuerza F'?
JPara qué direccion de la fuerza se lograra este torque con
la magnitud minima?

La suma vectorial de las fuerzas F y mg tiene que compen-
sar la suma de la friccién y la fuerza normal f =N+ ﬁh,
es decir, tiene que estar en angulo arctan y con respecto
a la normal del plano. Dibujemos el tridngulo de fuerzasel
vector mg+ f+ﬁ = 0: el vector mg se puede dibujar de in-
mediato (se conoce su direcciéon y magnitud), la direccion
de f se puede observar por una linea recta que pasa por el
punto terminal de mg. F tiene que conectar esa linea recta
al punto inicial de mg. ;Para qué direcciéon es minima su
magnitud?

Vaya al marco de referencia de la superficie inclinada (in-
voque las ideas 7 y 8) y use el mismo método que para el
problema 4 (@ + g funciona como la gravedad efectiva g.).

Use un marco de referencia giratorio asociado con el cilin-
dro (donde el bloque esta en reposo y la fuerza centrifuga
f: es constante y apunta hacia abajo). (a) El punto ter-
minal de la fuerza neta de gravedad y la fuerza centrifuga
se mueve en un circulo y tiene que ser igual a la fuerza
neta f de las fuerzas normales y de friccion. ;Cual es el
dngulo maximo permitido entre los vectores ﬁ y f para
que no haya resbalones? ;Para qué direccion de mg es el
angulo entre los vectores f; y f méximo? (b) Todavia hay
solo tres fuerzas; mientras haya un equilibrio, estos tres
vectores deben formar un triangulo y, por lo tanto, de-
ben estar en el mismo plano. De acuerdo con la idea C-11,
representaremos el equilibrio de fuerza en este plano, es
decir, en el plano definido por los vectores g y ﬁ El en-
foque utilizado en la parte (a) todavia se puede utilizar,
pero el punto terminal de ﬁ + mg dibuja solo un arco de
un circulo completo. Determine el angulo central de ese
arco. Dependiendo de la longitud del arco, puede ocurrir
que el angulo méaximo entre la superficie sea normal (= a
la direccion de ﬁ) y f se logra en uno de los puntos finales
del arco.

7.

10.

11.
12.

13.

Tenga en cuenta que mientras rueda a velocidad constan-
te, el centro de masa de todo el carro se mueve también
a una velocidad constante, es decir, no debe haber fuerzas
horizontales que acttiien sobre el carro. Ademas, cada uno
de los cilindros gira con una velocidad angular constante,
por lo tanto, no debe haber ningiin torque que actte sobre
ellos, por lo tanto, la fuerza de friccion debe ser cero. Use
el marco giratorio de una rueda; aplique las ideas 12 y 11
sustituya un cuerpo asimétrico (el cilindro con un aguje-
ro) con dos cuerpos simétricos, un cilindro sin agujero y
un cilindro superpuesto de densidad negativa; luego use
las ideas 9 y 10 para dibujar las fuerzas de gravedad y las
centrifugas; tenga en cuenta que la barra puede propor-
cionar cualquier fuerza horizontal, pero no puede ejercer
ninguna fuerza vertical.

Basados en la idea 14, ; En qué linea tiene que estar el pun-
to de interseccion de las fuerzas de friccion? ;Qué se puede
decir sobre los dos éngulos formados por los vectores de
fuerza de friccion y la direccion del hilo? Dada la idea 1 (el
eje es perpendicular con la tension en el hilo)? Ahora com-
bine las dos conclusiones anteriores. ;Doénde esté el punto
de interseccién de los vectores de fuerza de friccion? ;Cual
es la direccion de los vectores de velocidad del cilindro en
los puntos donde el cilindro descansa sobre la banda rugo-
sa? ;Doénde esta el eje de rotacion instantanea del cilindro
(vea como encontrarlo en la guia de cinematica)? ;Cuél
es el vector de velocidad del punto central del cilindro?
(b) {Se violara la condicion de equilibrio que se encuentra
arriba si la superficie es uniformemente rugosa?

Dibuje un circulo cuyo didmetro sea la linea recta que co-
necta los puntos de apoyo. Use el hecho 22: jen qué curva
puede moverse la pelota? ;Doénde esta el punto mas bajo
de esta curva?

Considere los torges que actian sobre la barra con res-
pecto a la bisagra. ;Para qué angulo « la fuerza neta de
las fuerzas normales y de friccion empujard la barra més
fuerte contra la tabla?

JPor cuanto descenderé el bloque si el hilo se extiende §7

Supongamos que la componente horizontal de la tension
en la cuerda es Ty. ;Cuél es la componente vertical de la
tension al lado del techo? ;jAl lado del peso? Escriba la
condicién para el equilibrio de las fuerzas que acttian so-
bre a) el peso y b) el sistema de peso y cuerda (ve la idea
4).

Viendo como H < L, claramente la curvatura de la cuer-
da es pequena y el angulo entre la tangente a la cuerda
y la horizontal sigue siendo pequeno en todas partes. A
partir del balance de fuerza horizontal para la cuerda, ex-
prese la componente horizontal de la fuerza de tensiéon T,
en funcion de la longitud ! (tenga en cuenta que mientras
T, permanece constante sobre todo el segmento colgante
de la cuerda, vamos a necesita su valor en el punto P que
separa los segmentos colgantes y del suelo). Anote el equi-
librio de los torques que actian sobre la pieza colgante de
la cuerda con respecto a la mano de sujecion (de acuerdo
con lo que se menciond anteriormente, el brazo de la fuer-
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za de gravedad puede aproximarse a [/2). Como resultado,
debe obtener una ecuacion cuadratica para la longitud I.

Use la idea 9: cambie al marco de referencia de la bisagra
giratoria. a) Siguiendo la idea 19, escriba la condiciéon del
equilibrio de torques con respecto a la bisagra (idea 2) para
un angulo de desviacion pequeno ¢. ; Qué genera un torque
mayor, mg o la fuerza centrifuga? (Tenga en cuenta que,
alternativamente, la idea 21 también se puede utilizar para
abordar este problema). b) Siguiendo la idea 21, exprese la
energia potencial neta para los dngulos de desviaciéon pe-
quenos @1 y @2 usando la energia de la fuerza centrifuga
(jque se parece a la fuerza elastical) y la fuerza gravitacio-
nal; de acuerdo con la idea 20, conserve solo los términos
cuadréticos. Debe obtener un polinomio cuadratico de dos
variables, 1 y @2. El equilibrio ¢ = p3 = 0 es estable si
corresponde al minimo de energia potencial, es decir, si el
polinomio produce valores positivos para cualquier desvia-
cion del punto de equilibrio; esta condicion conduce a dos
desigualdades. Primero, al considerar ps = 0 (con @2 # 0)
concluimos que el multiplicador de ¢? tiene que ser positi-
vo. En segundo lugar, para cualquier ¢y # 0, el polinomio
deberia ser estrictamente positivo, es decir, si equipara-
mos esta expresion a cero y la consideramos como una
ecuacion cuadratica para @1, no deberia haber raices con
valores reales, lo que significa que el discriminante deberia
ser negativo.

Aplique las ideas 19 y 22 para una posicién angular de la
viga, para la cual la magnitud de la fuerza de flotacion
no cambia (es decir, suponiendo un equilibrio de fuerzas
verticales). De la idea 2, tome el centro de masa como el
punto de pivote. Mientras calcula el torque de la fuerza de
flotacion, use las ideas 11, 12: si una determinada region
no tiene agua desplazada, la densidad del agua desplazada
es cero, pero puede representarse como una masa negativa
y positiva superpuesta densidades: 0 = p, + (—p,). La sec-
cién transversal de la parte subacuatica de la viga podria
representarse como una superposicion de un rectangulo y
dos tridngulos estrechos colocados simétricamente (uno de
ellos de masa negativa).

El sistema agua-recipiente se ve afectado por la gravedad
y la fuerza de reacciéon normal de la superficie horizontal
sobre el liquido. Como conocemos la presion del liquido
en la base del recipiente, podemos expresar la masa del
recipiente desde la condicién vertical para el equilibrio.

Para calcular la primera correccién utilizando el método
de perturbacion, utilizamos el hecho 51 y el sistema de
referencia del bloque que se desliza hacia abajo de ma-
nera uniforme y rectilinea: conociendo la magnitud y la
direccion de la fuerza de fricciéon podemos encontrar sus
componente en las direcciones de W y . El signo de esta
altimo cambia después de medio periodo, por lo que se
cancela al promediar.

Elija el origen del eje vertical x para que sea un punto en
la superficie del océano muy alejado del deposito de hierro.
Para el punto de referencia cero del potencial gravitacional
de la Tierra, elegiremos = = 0 (es decir, Ptierra = g), para
el del deposito de hierro tomaremos un punto en el infini-

19.

20.

to. Entonces, para los puntos en la superficie del océano
muy lejos del deposito de hierro, el potencial gravitacional
es cero. Queda por encontrar una expresion para el po-
tencial por encima del depésito de hierro en funcion de z
(utilizando el principio de superposicién) y equipararlo a
cero.

Empleemos el marco de referencia de la plataforma. Con-
sideremos el equilibrio de los pares con respecto al eje del
disco pequeno (entonces el brazo de palanca de la fuerza
ejercida por ese eje es cero). Dividamos el disco en peque-
nas piezas de igual tamano. Las fuerzas de friccion que
actian sobre las piezas son iguales en magnitud y se di-
rigen a lo largo de las velocidades lineales de los puntos
del disco (en el marco de referencia elegido). Como el mo-
vimiento del disco puede representarse como una rotaciéon
alrededor de un eje instantédneo, se forman circulos con-
céntricos de vectores de fuerza de friccion (centrados en el
eje de rotacion instantanea). Claramente, el torque neto de
estos vectores con respecto al eje del disco es menor, cuan-
do menor es la curvatura de los circulos (es decir, cuanto
mas lejos esta el eje de rotacion instanténea): el torque es
cero cuando el eje de rotacion instanténea esta en el infini-
to y los circulos concéntricos se convierten en lineas rectas
paralelas. Un eje de rotacion instantanea en el infinito sig-
nifica que el movimiento es traslacional, w3 = 0 (ya que la
velocidad lineal v = w3r de un punto dado es finito, pero
T = 00).

El eje instantaneo de rotacion esté a una distancia r = v/w
desde el eje del disco. Usemos las mismas particiones ima-
ginarias que en el problema anterior. Ahora calcule el com-
ponente de la fuerza neta en la direccion del movimiento.
Observe que las fuerzas de friccion en los puntos que son
simétricas con respecto al eje de rotacion instantanea se
equilibran entre si a través de una regién circular completa
de radio R—r. La regién no equilibrada, lamentablemente,
tiene forma para el uso de calculo. Imaginemos extender la
region “equilibrada” hasta R (el circulo discontinuo en la
figura). La parte de esta region equilibrada extendida, don-
de no hay un disco giratorio real debajo (la media luna gris
oscura en la figura), podria representarse como una super-
posicién de los dos discos, uno giratorio en sentido horario
y otro en sentido antihorario. En ese caso, el componente
en sentido horario participa en el equilibrio, mientras que
el componente en sentido antihorario permanece desequi-
librado. En resumen, dos regiones delgadas en forma de
media luna permanecen desequilibradas: una corresponde
al disco real (gris claro en la figura), la otra, a un disco
que gira en sentido antihorario (gris oscuro); normal a T,
el ancho de estas regiones es en todas partes igual a r.
La fuerza neta es la mas facil de encontrar al integrarse a
través de las regiones en forma de media luna usando la
coordenada polar ¢: [dF| = B-dA, donde dA es el 4rea del
elemento de superficie; dF, = Bcosg@dA = C cos? pdo,
F,=[dF,=C fo% cos? pdy. ;Cuales son los valores de
las constantes B y C?
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Considere el vector unitario d dirigido a lo largo del vector
de desplazamiento infinitesimal del centro de la masa en el
instante en que el lapiz comienza a moverse. Expresemos
sus coordenadas en los ejes cartesianos (z,y, z), donde = es
paralelo al 14piz y el plano (z,y) es paralelo a la pendiente
inclinada. Usando las formulas de rotaciones espaciales, lo
representamos en las nuevas coordenadas (2',y’, 2), que se
rotan con respecto a (x, y, z) alrededor del eje z por dngulo
¢ (para que el eje =’ sea horizontal). Usando las formulas
de rotaciones espaciales, expresamos la coordenada verti-
cal 2z’ de d en los ejes (',y',2"), que se obtiene de los ejes
(2',y, z) girando sobre el z’ por el angulo «.

La cuerda conecta los dos puntos con la distancia més cor-
ta a lo largo del lado del cilindro; cuando esta desplegado,
el cilindro es un rectangulo. Considere el plano vertical
que toca la superficie del cilindro que incluye la porcién
colgante de la cuerda. Este avién y el cilindro se tocan a
lo largo de una linea recta s. Si imagina desplegar el cilin-
dro, el angulo entre la cuerda y la linea recta s es igual al
angulo de inclinacién del cilindro «. Dado esto, [ es facil
de encontrar. Cuando el peso oscila, el rastro de la cuer-
da atn permanece recto en el cilindro desplegado. Por lo
tanto, la longitud de la cuerda colgante (y, por lo tanto, la
energia potencial del peso) no dependen en ningtn estado
oscilatorio de si la superficie del cilindro es verdaderamen-
te cilindrica o se despliega en una superficie vertical plana
(siempre que la orientacion espacial del eje s se conserve).

Escriba las dos ecuaciones que describen el equilibrio de
fuerza y torques y luego otra que describe la relacion lineal
entre los alargamientos de la cuerda: T3 — T, = Ty — T5.

Inicialmente, solo las fuerzas verticales afectan el bloque
colgante, por lo tanto, el vector de desplazamiento inicial
también es vertical. Si la aceleracion del bloque grande es
a1, la del bloque encima de ella es as y la del bloque col-
gante es ag, entonces a; + as = a3 se mantiene. Ahora
podemos escribir la 2.? ley de Newton para cada cuerpo.
La cuarta y dltima incognita es la tension en la cuerda.

Vaya al marco de referencia bloque-cuna. En el caso limite,
la fuerza de la inercia y la fuerza neta de la gravedad sobre
la pelota m es normal a la pendiente izquierda (para que
la pelota permanezca en reposo alli). Considere las fuer-
zas netas que actiian sobre las pelotas. Sus componentes
normales a la superficie sobre la que descansan son Fiq y
F ' 9. Son iguales a las fuerzas normales Nl y NQ actuan-
do sobre las bolas y, por lo tanto, deben tener la misma
magnitud (F; = F| o) para asegurar que el equilibrio de
fuerza se logre horizontalmente para el bloque-cuna.

Tomemos el desplazamiento £ de la cuna como coorde-
nada que describe la posicion del sistema. Si la cuna se
mueve en £, entonces el bloque se mueve la misma canti-
dad con respecto a la cuna, porque la cuerda no se puede
estirar y la energia cinética cambia en II = mg€fsena.
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(o7
2
(encontrado agregando velocidades, donde los dos vecto-

La velocidad de la cuna es 5 y el del bloque es 25 sen

res £ estan en angulo «), por lo tanto la energia cinéti-
ca neta K = 2£2(M + 4msen® £). Entonces encontramos
I'(¢) = mgsenay M = M + 4msen? &;

55 su suma da la
respuesta.

Nuevamente, tomemos el desplazamiento de la cuna como
la coordenada &; si el desplazamiento del bloque a lo largo
de la superficie de la cuna es 7, entonces el centro de masa
en reposo da n(m cos ay +mg cos ag) = (M +mq +m2)E.
De aqui se puede extraer n en funcién de £, pero para
mantener breves las férmulas, es mejor no sustituir esta ex-
presion en todas partes. Las energias cinéticas del bloque
se pueden encontrar como sumas de energias horizontales
[3m; (€ —ncos @;)?] y verticales [1m;(1)sen a;)?]].

Al escribir la conservacion de energia, tenga en cuenta que
la velocidad del bloque es el doble de la componente hori-
zontal de la velocidad del cilindro y que este tltimo tam-
bién es igual a la componente vertical (jpor qué?). Pro-
yecte la 2.* ley de Newton sobre el eje que pasa por la
esquina superior del escalén y el centro del cilindro: es-
te eje es perpendicular tanto a la fuerza normal entre el
bloque y el cilindro como a la aceleraciéon tangencial del
cilindro. Segunda pregunta: la razén de dos fuerzas nor-
males es constante (jpor qué? ja qué es igual? Sugerencia:
compare las aceleraciones horizontales del cilindro y el blo-
que y recuerde la 2.% ley de Newton), por lo tanto, seran
iguales a cero en el mismo instante.

Proyectando la 2.2 ley de Newton en el eje en la direcciéon
de la fuerza normal, vemos que la fuerza normal es més
pequena en el punto més bajo de la parte en forma de ar-
co de la trayectoria. (Alli, la aceleraciéon centripeta es la
més grande y la componente de fuerza gravitacional a lo
largo del eje es la méas pequenia).

La energia del sistema “bloque-bolita” siempre se conser-
va; el momento solo comenzara a conservarse una vez que
la bolita pase el punto mas inferior. Cuando llegue alli
por segunda vez, la velocidad del bloque es méaxima (jpor
qué?).

Apliquemos la idea 46 para P: el momento neto del siste-
ma es P = wlm + 2wlM, fuerza neta F = (m+ M)g —T.
Lo mismo con consideraciones de rotaciéon: con respecto a
la posicién inicial de la pelota mas a la izquierda, el mo-
mento angular es [(2wl)M (la velocidad es 2wl, el brazo
de la velocidad es [); el torque neto es (T'+ Mg)l. Ahora,
para la formula dada en la idea 46 necesitamos la acele-
raciéon angular € = w. Encontrémoslo usando el método 6:
II = lp(m+2M), K = £$?1*(m+4M). Solucién alterna-
tiva: la razon de aceleraciones es 1:2; hay cuatro incégnitas
(dos fuerzas normales, aceleracion y tension de la cuerda);
ecuaciones: tres equilibrios de fuerza (para la pelota y la
varilla) y un equilibrio de torque (con respecto al punto
final izquierdo de la varilla).

Use el método 6: para la coordenada generalizada £ po-
demos usar el desplazamiento del punto final del hilo. Las
ideas 34,12: el cambio en la coordenada y del sistema de
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coordenadas del centro de masa es Eph/M (h es la dife-
rencia en las alturas de los puntos finales del hilo, M es la
masa neta del sistema; asuma que £ < h). Para la coor-
denada x es 2§pR/M.

(T(1+cosa)) =2mg, T = (T)+T, donde |T| < T. Basa-
dos en la idea 20 ignoramos el término mas pequeno <T a2>
y tenga en cuenta que <on> > 0.

Tenemos que considerar dos opciones: o todos los cuerpos
se mueven juntos, o el bloque grande més a la derecha se
mueve por separado. jPor qué no pueden ocurrir las si-
tuaciones donde (a) los tres componentes se mueven por
separado, o (b) el bloque grande izquierdo se mueve por
separado?

. Después de la colision, las trayectorias del balén son or-

togonales cruzando lineas rectas; el angulo con respecto
a la trayectoria inicial estd determinado por qué tanto la
colisién esté descentrada.

j. Para un movimiento ligeramente no central: jcual sera la

direcciéon de momento de la pelota que se golpe6 primero?
Ahora aplique la idea 52 otra vez. Movimiento central: ex-
prese las velocidades después de la colisién a través de la
componente horizontal del momento p, que se ha transfe-
rido a una de las bolas. ;Cual es la componente vertical
transferida p,? La conservacién de energia nos proporciona
una ecuaciéon para encontrar p, (es conveniente expresar
la energia como p?/2m).

El grafico se ven n lineas rectas intersecandose; el punto
de interseccién de un par de lineas rectas corresponde a
una colision de dos pelotas (el grafico del movimiento de
cualquiera de las pelotas es una linea dentada; en un punto
de colision, los angulos de las dos lineas dentadas se tocan
entre si para que parezca que las dos las lineas rectas se
cruzan).

; . . _mv Mo
Velocidades iniciales en el centro de masa: 5, =77,

las velocidades finales son cero; la friccion hace un traba-

jo: umgL.

En base a la figura, obtenemos inmediatamente (con una
constante multiplicativa) las magnitudes y direcciones de
los momentos, pero no a qué momento pertenece a qué
bola. Es necesario averiguar dénde procederé la bola mar-
cada con una flecha después de la colisiéon. El hecho 27
ayudara a elegir entre las tres opciones.

Energia: con el tiempo d la distribucién del liquido cam-
biara: todavia hay algo de agua en el centro, pero cierta
masa dm se ha desplazado desde arriba al nivel del grifo (y
luego a través del grifo), entonces el cambio en la energia
potencial del sistema es gH dm. Momento: el agua en el
barril obtiene el momento total pgH A dt de las paredes.
Este momento pasa a la corriente de agua con la masa
pAvdt.

La energia no se conserva: los granos de arena se desli-
zan y experimentan friccion. Con el tiempo dt el aterri-
zaje de arena en la cinta transportadora recibe momento
dp = vdm = vudt de la cinta: la fuerza entre la arena re-
cién caida y el cinturon es Fy; = dp/dt. La arena que yace
sobre la cinta experimenta la fuerza gravitacional mg que
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se compensa por la componente de la fricciéon paralela a la
cinta, Fo = mgcosa, donde m = oL es la masa de arena
en la cinta y ov = u. La minimizacion tiene que hacerse
sobre v.

Durante la colision Ap | = 1/2gh.

Considere una seccion corta del camino a lo largo de la
colina con longitud di. Ademés del cambio en la energia
potencial, el trabajo se realiza para superar la friccion,
dW,; = pmgtan adl. Encontramos dW, = Cdz, donde
C' es una constante. Sumando todos estos pequenos incre-
mentos dl encontramos W, = CAx.

La energia cinética K = %m’z + Mi?, donde z es el des-
plazamiento a lo largo de la superficie inclinada; II =
(M +m) sen «. Habiendo encontrado la aceleracién a cam-
biamos a un marco de referencia (del cilindro) que se mue-
ve con aceleracion a (Las ideas 7 y 8), donde el bloque
se estd desplazando a lo largo de la aceleracion efectiva
debido a la gravedad, lo méas bajo posible.

. De acuerdo con las ideas 61 y 62, el momento angular de la

barra antes de la colisién es Ly = Mlv — %MIQw; después
de la colisiéon L1 = Mlv' — %Mlzw/; Ly = Ly. La expresion
de energia es K = %MU2 + %Ml2w2. La condicién de estar
en el extremo: v’ 4 lw’ = 0 (consideramos w ser positiva si
la rotacion esta en la direccion marcada en la figura).

El momento angular con respecto al punto de impacto
antes de la colisiéon: mv (x — %) — Iyw, donde v = w% y
I() = %mlz

El eje de rotacion instantanea pasa el punto de contacto
del cilindro y el piso; su distancia desde el centro de masa

no cambia, por lo que podemos usar la idea 65; I = %mR2.

La tnica fuerza horizontal es la friccion, en el sistema de
referencia del centro de masa el torque con respecto al
centro de la esfera es generado por la friccion (idea 65),
la condiciéon de rodadura de la idea 66 derivada con res-
pecto al tiempo provee la relaciéon necesaria para resolver
el problema. ;Qué se puede deducir de la rapidez de le
esfera?

Dirijamos el eje z hacia arriba (esto fijara los signos de los
momentos angulares). El momento angular final con res-
pecto al eje z es —%mvyR — muR y con respecto al eje y
es %mva.

. Inmediatamente después de la primera colision los centros

de masas de ambas mancuernas estan en reposo, las velo-
cidades de las pelotas en colision invierten la direccién, las
velocidades de las bolas que no chocan no cambian. Ambas
mancuernas actian como péndulos y completan la mitad
de un periodo de oscilacion, después del cual se produce
la segunda colisién, andloga a la primera.

. Los granos de arena realizan oscilaciones armoénicas en el

plano perpendicular al eje del cilindro como un péndulo
matematico de longitud I = R en el campo gravitacional
gcosa; a lo largo del eje hay una aceleraciéon uniforme
(a = gsen a). El enfoque de particulas ocurre si el tiempo
para cruzar el canal a lo largo de su eje es un miltiplo
entero del medio periodo de la oscilacién.
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Observando la posicion de equilibrio, concluimos que el
centro de masa se encuentra en el eje de simetria de la
percha. Los tres puntos de suspensiéon deben ubicarse en
los dos circulos concéntricos mencionados por la idea 70.
Por lo tanto, uno de los circulos debe acomodar al menos
dos puntos de los tres, mientras que el centro de los circu-
los (el centro de masa del colgador) debe estar dentro de
la region delimitada por los cables del colgador en su eje
de simetria. Solo hay un par de circulos que satisfacen to-
das estas condiciones. Calculando los radios {1 y I de los
circulos usando trigonometria, determinamos la longitud
reducida del péndulo l; + I y, usando eso, el periodo de
oscilacién.

. La masa efectiva del agua en movimiento se puede en-

contrar usando la aceleraciéon de la bola que cae. Para la
burbuja ascendente, la masa efectiva es exactamente la
misma, la masa del gas, en comparacién con eso, es insig-
nificantemente pequena.

La corriente de agua podria dividirse mentalmente en dos
partes: la corriente més a la izquierda girara a la izquierda
al tocar el canal, la mas a la derecha a la derecha. Por lo
tanto, se forman dos 'tubos de agua’ imaginarios. En cual-
quiera de los tubos, la presion estatica es igual a la presion
externa (ya que hay una superficie externa del liquido cer-
ca): de acuerdo con la ley de Bernoulli, la velocidad del
liquido no puede cambiar. Basado en la conservaciéon del
momento horizontalmente, los flujos de momento de las
corrientes que fluyen hacia la izquierda y hacia la dere-
cha tienen que sumarse al componente horizontal del flujo
de momento de la corriente original. Tenga en cuenta que
debido a la continuidad, p = f, + fip.

. Debido a la continuidad (u+v)(H +h) = Hu const, donde

h = h(x) es la altura del agua en el punto z y v = v(x) es
la velocidad. Podemos escribir la ley de Bernoulli para un
‘tubo’ imaginario cerca de la superficie (la regiéon entre la
superficie libre y las lineas de corriente no muy lejos de la
superficie): $p(u+v)?+pg(H +h) = Lpu?+ pgH = const.
Podemos ignorar esos pequenos términos de segundo orden
(que incluyen los factores v? o vh)

. La trayectoria de la fase es un rectangulo horizontal con

lados L y 2mwv, donde L es la distancia del bloque a la
pared; la invariante adiabatico serfa 4Lmuv.

Considere el equilibrio de los torques. Para los vectores de
fuerza neta de las fuerzas normales y de fricciéon, cuando
los extiende, su punto de cruce debe estar por encima del
centro de masa.

Escribamos la 2.? ley de Newton para movimiento rotacio-
nal con respecto al punto de cruce de las fuerzas normales:
el momento angular del insecto es L = mwlsena cosa, la
velocidad de cambio de este momento angular sera igual
al torque debido a la gravedad que actta sobre el insecto
(los brazos de las otras fuerzas son cero). Al calcular el
periodo, tenga en cuenta que la aceleraciéon es negativa y
proporcional a la distancia desde el punto final inferior, es
decir, estamos lidiando con oscilaciones armonicas.

El bloqueo ocurre si la fuerza neta de las fuerzas normales
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y de friccion tira de la barra hacia abajo.

Una vez que ocurre el bloqueo, podemos ignorar todas
las fuerzas aparte de las normales y de friccién. Suponga-
mos que ha ocurrido. Luego, las fuerzas de friccion netas y
normales que actiian desde la izquierda y desde la derecha
tienen que equilibrarse entre si como fuerzas y pares, es
decir, se encuentran en la misma linea recta y tienen la
misma magnitud. Asi obtenemos el angulo entre la super-
ficie normal y la fuerza neta de friccion y la fuerza normal.

Considere la direccién del torque que actuia sobre la tabla
con respecto al punto de contacto, cuando la tabla ha gira-
do en angulo ¢: el punto de contacto se desplaza por Ry,
la coordenada horizontal del centro de masa se desplaza
por la distancia %(p desde la posicion original del punto de
contacto.

La tnica fuerza de la superficie sobre el agua del recipien-
te del sistema es igual a la presién hidrostatica pghmRZ;
equilibra la fuerza gravitacional (m + pV)g. Note que
H=R-h

El potencial de la fuerza centrifuga es
la distancia desde el eje de rotacion.

1w?r?, donde r es

Asuma el marco de referencia del bloque grande (que se
mueve con aceleracion a). (Donde debe dirigirse la grave-
dad efectiva (la fuerza neta de la gravedad y la fuerza de
inercia)? ;Qué es a? ;Con qué aceleracion cae el pequeno
bloque en este marco de referencia? ;Cuél es la tension T
del hilo? Al tener respuestas a estas preguntas, podemos
escribir la condicién de equilibrio para el bloque grande
ma = T(1 —sena).

. Usemos el desplazamiento de la esfera (por la superficie

inclinada) como la coordenada generalizada €. ;Cual es el
desplazamiento de la esfera (arriba de la otra superficie in-
clinada)? Evidentemente IT = (m — M)gé sen «. La fuerza
normal entre los dos cuerpos se puede encontrar proyec-
tando la 2.2 ley de Newton en la direcciéon de la superficie
inclinada.

Considere que el desplazamiento del cilindro grande sea &,
el desplazamiento horizontal del cilindro central y el extre-
mo izquierdo, respectivamente, x y y. ;Cudl es la relaciéon
entre ellos dado que el centro de masa estd en reposo?
;Cual es la relacion entre ellos dado que la longitud de
las varillas no cambia? De las dos ecuaciones asi obteni-
das podemos expresar z y y a través de £. Si suponemos
que el desplazamiento es pequeno, ;jcual es la relaciéon en-
tre el desplazamiento vertical z del cilindro central y la
proyeccion horizontal de la longitud de la varilla, £ — z?
Conociendo estos resultados, aplicar el método 6 es senci-
llo.

;Doénde esta dirigido el pequeno desplazamiento £ de la
esfera (ver idea 31)7 ;Cual es el desplazamiento del anillo
expresado a través de £7 Use el método 6.

Use la idea 40 junto con la conservacion de energia proyec-
tando la fuerza y la aceleracion con la 2.* ley de Newton
radialmente.

Usemos algunas ideas de la cinemética para encontrar la
aceleracion de la esfera (C-1, C-29 y C-2: al cambiar al
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marco de referencia que se mueve con velocidad v encon-
tramos la componente de la aceleracién de la esfera a lo
largo de la barra y al notar que la aceleracion horizontal
de la esfera es cero, obtenemos, usando trigonometria, la
magnitud de la aceleracion). Ahora use la 2.2 ley de New-
ton.

Usando la velocidad v de la esfera, podemos expresar la
velocidad del bloque en el momento en que se investiga
(teniendo en cuenta que sus velocidades horizontales son
iguales). Usando la idea 40 encontramos que la aceleracion
horizontal del bloque (y por lo tanto de la esfera) es cero;
mediante el uso de la 2. ley de Newton para la esfera y la
direcciéon horizontal, concluimos que la tension en la barra
también es cero. De la ley de conservacion de energia ex-
presamos v2 v de la 2.* ley de Newton para la esfera y el
eje dirigido a lo largo de la barra obtenemos una ecuaciéon
en la que se oculta la solucién.

Usando la 2.? ley de Newton investigue si el centro de masa
del sistema se movera hacia la izquierda o hacia la dere-
cha (si el centro de masa no se hubiera movido, entonces
ambos eventos habrian sucedido al mismo tiempo).

Para responder a la primera parte: demuestre que la fuer-
za perpendicular a la velocidad es cero (use el método 3 y
la idea 27). Para responder a la segunda parte, utilice el
método 3 y la idea 56.

Debido a la longitud del hilo, no hay fuerzas horizontales,
es decir, la componente horizontal del momento se con-
serva y también la energfa. De las dos ecuaciones corres-
pondientes, la velocidad limite v = vy se puede encontrar,
para lo cual la esfera inferior asciende exactamente a la
altura de la superior. Tenga en cuenta que en ese punto su
velocidad vertical es cero, ver idea 44.

Use la idea 51. Opciones: todos los bloques se mantienen
juntos; todo se desliza; la superior se desliza y las dos in-
feriores permanecen juntas ({por qué no es posible que las
dos superiores se mantengan juntas y la inferior se desli-
ce?).

. ¢ Qué ley de conservaciéon actia cuando los dos nifios cho-

can (durante un tiempo limitado de colision), considera-
mos la colision absolutamente elastica o inelastica? (;se
puede perder el momento y dénde? Si es inelastica, ;ja
donde va la energia?), ver idea 58. Después de la colision:
la aceleracién comun de los dos nifios es constante, co-
nocer las velocidades iniciales y finales para encontrar la
distancia se convierte en un problema cinemaético facil.

Demuestre que para un hilo vertical la velocidad v es ma-
xima (aplicando la idea 44 porque el angulo de rotacion
de la barra muestra que su velocidad angular es cero en
esa posicion; use la idea 61). Entonces solo queda aplicar
la conservacion de energia (recuerde que w = 0). Para la
aceleracion a, usemos la idea 44 y observe que la acelera-
cion horizontal del centro debe ser cero; esto se desprende
de la 2.* ley de Newton para el movimiento horizontal (no
hay fuerzas horizontales en ese momento). Ademaés, ob-
serve que la coordenada vertical del centro de masa es el
promedio aritmético de las coordenadas de los puntos fi-
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nales, xp = %(a:A + zp); al tomar la derivada temporal
obtenemos o = %' y &0 = a = % (tenga en cuenta

que x g es constante). Por lo tanto, la aceleracion de O se
puede encontrar como la mitad de la aceleraciéon vertical
del extremo superior de la barra A; este es la componente
radial, es decir, centripeta de la aceleracion del punto A en
su movimiento circular alrededor del punto de suspension.
Finalmente, por la fuerza de tension. 1" ahora tenemos una
ecuacion T+ N —mg = ma, pero necesitamos otra mas. Pa-
ra obtener esa, debemos considerar el movimiento angular
de la barra en el marco de O. En el momento dado, nuestro
nuevo marco se mueve traslacionalmente a la derecha con
velocidad v y con aceleracién ascendente a. El torque con
respecto al centro de masa es causado solo por T'y N (la
gravedad y las fuerzas de inercia tienen brazo cero). Enton-
ces podemos relacionar T'— N a la aceleracion angular de
la barra a través de la 2.* ley de Newton para movimiento
angular. Para encontrar la aceleracién angular, notemos
que en el marco del laboratorio, las velocidades de A y O
son iguales; de hecho, ambas velocidades son horizontales
(la velocidad vertical de A es cero porque es el punto mas
bajo de su trayectoria y £o = %“) y usando la idea de
cinematica C-35 (las proyecciones de las velocidades a la
direccion de la barra deben ser iguales) podemos concluir
que las velocidades también deben ser iguales. Por lo tan-
to, en el marco movil, la velocidad del punto A es cero y
también lo es su aceleraciéon centripeta. Por lo tanto, la
aceleracion debe ser perpendicular a la barra; conocemos
ela componente vertical 2a de esta aceleraciéon y usando
trigonometria se puede deducir su modulo. Con esta ace-
leracién, podemos encontrar la aceleracion angular de la
barra.

Encuentre el eje de rotacion instantanea (asegtrese de que
su distancia desde el centro de masa sea %) Demuestre
que el centro de masa se mueve a lo largo de un circu-
lo centrado en la esquina de la pared y el piso, mientras
que la coordenada polar del centro de masa en ese circulo
es igual al angulo ¢ entre la pared y el palo. Exprese la
energia cinética en funcién de la derivada ¢ de la coorde-
nada generalizada ¢ usando el teorema de los ejes para-
lelos (de Steiner) y expresando la ley de conservacion de
energia como w? = f(¢); usando el método 6 obtenemos
e =& = 1f'(¢). Cuando la fuerza normal contra la pared
llega a cero, la aceleracion del centro de masa es vertical:
presente esta condicién usando las aceleraciones tangen-
cial y radial del centro de masa en su érbita circular (éa
y 5w
encontrar .

respectivamente) y tsela como una ecuacion para

Basados en la idea 64 encontramos que w = 6v/I. Usando
la energia y la conservacion del momento, eliminamos la
velocidad del disco después de la colisién y expresamos la
razén de masa.

Las fuerzas a lo largo de la superficie normal son fuer-
zas elésticas, por lo que la energia en direccién vertical
se conserva durante la colision: después de la colision, el
componente de velocidad correspondiente es el mismo que
antes. Para encontrar las otras dos incognitas, las velocida-
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des horizontal y angular, podemos obtener una ecuaciéon
usando la idea 64. La segunda ecuaciéon surge de (a) la
condicion de que la velocidad de la superficie de la pelota
sea cero en el punto de contacto (sin deslizamiento; (b) la
ecuacion que surge de 60).

Usando la idea 51 investigamos los regimenes de desliza-
miento y rodamiento. En el ultimo caso, la forma mas ra-
pida de encontrar la respuesta es usar la idea 65.

La velocidad se puede encontrar en las leyes de conserva-
cion de energfa y momento (tenga en cuenta que el aro se
mueve traslacionalmente). Para encontrar la aceleracion,
es conveniente utilizar el marco de referencia no inercial
del aro, donde se encuentra facilmente la aceleracién cen-
tripeta del bloque. La condicién para el equilibrio radial
del bloque proporciona la fuerza normal entre el bloque
y el aro (jno olvide la fuerza de inercial); la condicion de
equilibrio horizontal para el aro proporciona una ecuaciéon
para encontrar la aceleracion.

Supongamos que la velocidad del bloque es aproximada-
mente constante. Durante cierto tiempo t; la base se desli-
za hacia la izquierda con respecto al bloque y el momento
impartido por la fuerza de fricciéon en ese momento tam-
bién se dirige hacia la izquierda. Durante el tiempo res-
tante ¢, la base se desliza hacia la derecha con el momento
respectivo dirigido también hacia la derecha. La condicion
de equilibrio es que los dos momentos tienen magnitudes
iguales; por lo tanto, determinamos el valor de equilibrio
de t;/t,.. Del grafico encontramos la velocidad para la cual
esa razon tiene el valor necesario.

A medida que el agua fluye contra las paletas, obtiene la
misma velocidad vertical u que las paletas mismas.

Esto nos permite calcular el momento impartido a la pala
por unidad de tiempo (es decir, la fuerza), que termina
siendo proporcional a la diferencia: F' < (v — u). A partir
de ahi, no es muy dificil encontrar el maximo de la potencia
Fu.

En el marco de referencia de la tabla, el problema es equi-
valente al problema 53.

Observe en el marco de referencia (acelerado) del vagon,
donde la gravedad efectiva /a2 + g2 estd en un angulo
pequeno con respecto a la vertical. La carga oscilara pero
permanecera inmdévil al final si el cable esta vertical en el
momento de detencion y la velocidad de la carga es cero. Es
posible cuando la posicién correspondiente es la desviacion
maxima durante la oscilacion. Por lo tanto, la amplitud de
la oscilaciéon debe ser la misma tanto durante la acelera-
cion como la desaceleracion, de modo que incluso cuando
comienza la desaceleracion, el cable debe ser vertical. En
ese caso, ;como se relacionan el tiempo de aceleraciéon y el
periodo de oscilacién?

Si la onda de choque esta en el punto donde el area de
interseccion de su frente de onda y el cuerpo considerado
es A, jcudl es la fuerza que actia sobre el cuerpo? Supon-
gamos que el cuerpo permanece (casi) en el mismo lugar
donde pasa la onda de choque. Luego, se puede encontrar
el momento impartido durante el tiempo dt usando el area

87.

7.

1. arcsen

2.
3
4.
5
6

b)

W?R > g(cosa + p~

7.
8.
9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.

27

28.

>

ca) wrR > g1+ u 2

de seccion transversal A y la distancia dz = ¢4 dt cubierta
por el frente de onda. Tenga en cuenta que Adx es el vo-
lumen elmental. Finalmente sumamos todos los momentos
impartidos.

La varilla actuard como un resorte (ya que la varilla es
delgada y estd hecha de acero, mientras que el acero es
elastico). Después de que la esfera izquierda ha chocado
con la esfera estacionaria, esta tltima adquirira velocidad
vo v la primera permanecera en reposo. Entonces la pesa,
como un sistema de esferas y resortes, comenzara a oscilar
alrededor de su centro de masa. ;Cual es la velocidad del
centro de masa? Convénzase de que, después de medio pe-
riodo, la esfera individual ya esta lo suficientemente lejos
como para que la esfera izquierda no vuelva a chocar con
ella. Las oscilaciones de la mancuerna desapareceran poco
a poco, por lo que se perdera algo de energia alli.

RESPUESTAS
Ru

(R+D)\/p2+1"
. m I
arc sen M+m \/LT-H

. mg/2.

a) umg/+/1+ u?; b) mgsen(arctan p — «).

|gsen a—a cos af
gcosa+tasena ’

sig+atana > 0.

WR>g\/1+p 2 siu<cotay

Lsena) si u > cota.
v=3gR.

v/2.

tan 2a = h/a.

p1 > V12 —h2/h.

3mg.

2 arctan [(1 + %) cot a].

V2HLp + p2H? — pH ~ 2HLp — pH ~ 7,2m.
a) w? < g/l;b)w? < (2—+2)g/l
(1—3"Y2)p, ~ 211 kg/m?.

pR3.

NN

37Gr3Ap/g(r+ h) ~ 0,95 cm.

wy N

—w.
umgv/wR.

cos ptan o < tan 30°.

L —7R/2cosa; 2m\/L/g.
5my, $mg, 1—72mg.
mg/(2M + m).

m < M cos 2o

mgsen o/ [M+2m(1—cos )] = mgsena/ [M + 4msen® | .

(m1 sen a; —ma sen ) (my cos a1 +ma cos a)
-9 (mi1+mao+M)(mi+ma)—(m1 cos a;+ma cos as)?”

mg(5v/2 — 4)/6); simultaneamente.
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29.
30.
31.
32.
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cosa > %(2 4 v?/gR).
1\/[2-7i-nm ZQR'
mMg/(m+ 4M).

F, = 2Rap, F, = (m + pL)g — p(L — 7R — 2l)a, donde

a=pg(L —7R—2l)/(m + pL).

33.
34.

ai

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

El que no se empujo.

Si F < 2umg;;l;%: a; = ay = %ﬁ, de otra manera

= 47 — Mg, a2 = pg5
35.
36.
37.

En un medio circulo.

(a) v/5; (b) v/4.

n(n—1)/2.

\/2u9L (14 ).

3,5 y venia de la derecha abajo.
A: \/2gh; B: V/gh.

2Ruv/glsen o, /gl sen a.

u — u/2gh.

mg(h + pa).

arctan% A 21°48'.

(a) (B3v —wl)/4; (b) (v —wl)/2.

A la distancia 21/3 de la mano que sostiene, donde [ es la

longitud del bate.

47.
48.

49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

2 F a

3MR-®

Un circulo de radio (1 + %) v/Q, u~0,14.

(Vg0, vyo — %u)
L/vo + m/m/2k.
ir?(n+ %)2 Rtana.

1,03s.

2g.

V1 = vy = v; cot? g

VgH.

5m/s.

(a) tan < 2u; (b) imposible.
g(1—%)sen ! q; g\/m.
n < cot a.

p1 <tan 3y pg < tang.

R > h/2.

{/3m/p.

w?R?/2g.

M/m = (lfsena)Q.

sen «

2mM
M+m

9/9

m~+M 2
I T Msen? o sen” c.

2/3R.
m [g —v?*(2l — x)/V20?].
M/m =4, u=+/gl/8.

gtana.

71. El primero llega primero.

72. Una linea recta; si w # 0.

73. \/291(1 + m/M).
74. 3%75171%9 < 6; £ 4 Sug, si6 < miw < 10; 3ug, si

£~ 10.

mpg

75. m2v?/2(M? — m?)pg.

76.v=/(-5)ga=5(-5) T="5 B=%5+5m)
77. arccos% ~ 48°12'.

78. M/m = 4.

79. (a) w = 50v9/TR, vy = 5v0/7, vy, = \/2gh;

(b) vy, = \/2gh, vy = vy — 2uvy, w = 5v/2ghp/R.

80. %g sen «, si y > %tan «, de otra manera gsen a — g cos a.
81. 2gr _ l+4cosy

m~+M msen2 p+M

gm sen 2p 1 + m? cos p(14cos @)
msen? p+M |2 (msen? o+ M)(m+M) |*

82. 0,6 m/s.

83. 127uv?.

84. v/ cosa.

85. n~2Lg/4m%l, n =1,2,...

86. (a),(b) (p1 — po)V/mcs.

87. %vo; no, una fraccién entra en las oscilaciones longitudina-

les de la barra y luego (a medida que se debilitan las oscilacio-
nes) en calor.

m COS ¢,
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