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Millest tuleb juttu?

Vaatame esmalt iile ellipsi pohiomadused ning meenutame olulisemat seoses gravitatsiooniga.
Tuletame moningase vaevaga koik kolm Kepleri seadust, lahtudes tuntud jaavusseadustest (sic!).
Vaatleme méningaid nippe planeetidega lilesannete lahendamisel, péhiliseks vahendiks kujuneb
moistagi energia ja impulsimomendi jadvus; muuhulgas toestame, et planeedi energia ei soltu
orbiidi kujust, vaid ainult pikemast poolteljest. Teksti sees piistitatud tilesannete lahendused
asuvad viimases peatiikis.

Ellips

Ellips on venitatud ringjoon. Vétame ringjoone raadiusega r = b, venitame seda néiteks z-telje
suunas kordajaga k = a/b. Oleme saanud ellipsi, mille liihem pooltelg on b ning pikem a. Ellipsi
pindala on moéistagi S' = mwab.

A

Joonis 1: Ringi venitades saame ellipsi.

Traditsiooniliselt defineeritakse ellips kahe punkti (fookuste) ning pikema pooltelje abil: iga
ellipsi punkti kauguste summa fookustesse on vordne kahekordse pikema poolteljega: 71 4179 =
2a.

Monikord 14dheb vaja ka fookuse kaugust keskpunktist ¢; muuhulgas defineeritakse ellipsi
ekstsentrilisus: ¢ = ¢/a < 1. On lihtne néha, et a® = b* + ¢

Mistahes ellipsi punkti tdommatud puutuja on sama nurga all seda punkti ja kumbagi fookust
tihendavate sirgetega. (Sellest “peegeldusomadusest” selgub, miks ellipsi-kujulises ruumis iihes
fookuses koneleja jutt on hésti kuulda teises fookuses.)

Et tihes iilesandes osutub vajalikuks teadmine ellipsi vorrandist, siis toome need siinkohal
dra. Keskpunkti suhtes:

y=>bsing, x =acos¢, ehk (2)2—1—(%)2:1_



Joonis 2: Joonisel on kujutatud pooltelgi, moningaid ellipsi omadusi ning néidatud polaarkoor-
dinaatide tdhendus.

Ellipsi vorrand polaarkoordinaatides fookuse suhtes:

. a(l —e?)
1—ecos?f
Vali
Joud kahe punktmassi vahel avaldub teatavasti kujul
F= G%m. (1)

Potentsiaalne energia (mark negatiivne) on t60, mida teeb gravitatsioonivali, toomaks mingit

objekti l6pmatusest antud punkti:
GMm
E,=— ma (2)

Muide, vdljatugevus on seotud energia tuletisega [ = — Cfi—]f. Seda on lihtne méista ning ka antud
juhu jaoks kontrollida.

Ulesanne 1. Leidke ringorbiidil raadiusega R = R, liilkumise periood, kus R); on Maa raadius.

Uks tiiiip iilesandeid tegeleb motteliste olukordadega planeedi sisemuses. Kui massi jaotus
on sfédrilise simmeetriaga, siis antud punkti asukohast kaugemal (raadiusest) olevate massi-
punktide véljatugevused kompenseerivad iiksteist.

Jargnevate tlilesannete puhul eeldatakse konstantset tihedust.

Ulesanne 2. Leidke aeg, mis kulub Maa sisse kaevatud tsentrit ldbiva tunneli kaudu “kukku-
miseks” teisele poole Maakera. Vihje: kiirenduse soltuvus koordinaadist peaks tulema harmoo-
nilise ostsillaatoriga samal kujul a = —w?z. Vorrelge seda aega esimese kosmilise kiirusega Maa
timber tiiru tegemise ajaga. Kas tulemus oleks teine, kui see tunnel ei labiks Maa keskpunkti?
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Ulesanne 3. Toestage, et kui planeedi sisemusse teha sfaari-kujuline 66nsus, siis selle sees on
vali homogeenne.

Kepleri seadused
Esitame need lihtsuse jérjekorras.

Teine Kepleri seadus. Pohjandage, et impulsimoment L = 7 x j (koordinaatide algus-
punktiks valitakse tdhe asukoht) ajas ei muutu ning siduge see pindalade katmise kiirustega,
nagu koolis see Kepleri seadus sonastatakse.

Lahendus. Kui vaatleme impulsimomenti telje suhtes, mis libib tihe asukohta, siis impulsi-
moment ilmselt ei saa muutuda, kuna jéumoment puudub (jéud on suunatud tihe poole ning jou
Olg seetottu null). Niisiis:

dl. - .
— =M =0, L = const.
dt
Sama tulemuseni jouaksime ka algebraliselt, kasutades korrutisest tuletise votmise reeglit:
dL  d7 dp .
— = — XPpH+TX —=TUXpP+7FxX F =0
dt  dt P dt vxpET ’

sest kiirus ja impulss on samas sihis ning samuti raadiusvektor ja joud. Samasihiliste vektorite
vektorkorrutis on teatavasti null.

Leiame pindala, mille katab raadiusvektor lopmata viikeses ajavahemikus At. Tekib tdis-
nukrne kolmnurk, mille iiks kaatet on vérdne raadiusega ning teine selle vahemiku jooksul ristsuu-

nas labitud vahemaaga:

1 L
AS = §TUJ_At = %At,

kus kasutasime impulsimomendi definitsiooni. Nagu néha, ei soltu see pindala orbiidi piirkonnast,
vaid ajavahemikust: raadiusvektori poolt kaetud pindala on vordeline liikumise ajaga.

Esimene Kepleri seadus. Niidake, et planeedi orbiit on ellips, teades ellipsi vorrandit po-
laarkoordinaatides (iimber fookuse): r = A/(1+¢ cos 6). Vihje: veenduge esmalt, et 4 (7x L) =

GMm d;g , kus €, on raadiusesuunaline tthikvektor.

Lahendus.See lahendus on matemaatiliselt paras trikitamine, dpilane ei pea selle peale ise
tulema, vaid suutma lihtsalt lahendust jalgida. Alustame antud vihjest, tdhistades Pdikese massi
M, planeedi massi m ning raadise-suunalise Gihikvektori é,:

d v - AL dv

N . — — g GM_, =
5 + dthxL:axL: FXL:—?GTXL.

1
m

Jdrgnevalt peetagu meeles, et r on raadiusvektori moodul ning 7" raadiusvektor ise:

. . _ d(ré.) dr N de,
r=reé., U= =—€. +r—,
dt dt dt
> dr de, de,
L _ _,X _»: —»X _—»T _7’ — 2 —»T % T ’
X p=mr (dte r dt) mre(e dt)



sest r ja €, on paralleelsed ning vektorkorrutis kaob. Jdrgnevalt kasutame vektorkorrutiste skalaar-
korrutisteks teisendamise reeglit d x (b x ¢) = b(ac) — é(ab):

. M . .

%(6XL):—%€TXL:—GMm€rx (€. x Ci;t):
de, de, ., de,

= —GMmgr(grd—i) +GMm det (€.e.) = GMmd—et,

sest €, ja ddt" on omavahel risti ning €, ruut on iiks. Enne diferentseerimist oli meil seega vorrand

7 x L=GMmé, +C, (3)

kus C' on konstante vektor. Tulemus (3) viidrib ka meeldejdtmist, kuna hiljem pddrdume selle
Jjuurde tagasi seoses iihe iilesande lahendamisega. Viimaks l6pule oma téestust, mdrkame, et:

—

L? = L(7 x m¥) = mi(@ x L) = mr(GMm + C cos ),

kus ldhtusime iimberjdrjestamise seadusest c?(l; X c) = 5(5’ X @) ning 0 tdhistab nurka vektorite 7
ja C' vahel. Avaldades viimasest seosest r-i, saame:
L2
r = GMm?

1+ G]\C/[m cosf

Sellega oleme ndidanud, et Pdikese iimber tiirlev planeet (mass on tiihiselt viike virreldes Péikese
massiga) liigub mééda elliptilist orbiiti, mille fookuses asub Pdike.

Kolmas Kepleri seadus. Tuletage planeedi tiirlemise periood (tdhe mass on M ning orbiidi
pikem poolteg a):
27)2a’
GM
Lisaiilesanne: Naidake, et kaksiktdhe stisteemis liiguvad tahed elliptilistel orbiitidel timber tihise

massikeskme ning leidke vastav tiirlemisperiood. (Vastus: 7% = %)

T? =

Lahendus. Vaatleme esmalt, kuidas siduda kiirus ja kiirendus (ehk gravitatsioonijoud). Lii-
kugu keha modda ringjoont lopmatult lithikese aja viltel nii, et nihe horisontaalsuunas (vt joonist)
oleks x ning vertikaalsuunas h.

h - w

2r
2a




Piirdenurkade vordsusest saame vordelised kolmnurgad:

h T T x?

r 2r—h o o

Toimugu see liitkumine ajavahemiku At jooksul ning tihistades horisontaalkiiruse v-ga ja verti-
kaalkiirenduse %—ga, saame:

Lan?2  L(An? (A2 F 0?

2 72 2r 7 m  r’

r=vAt, h=

Leidsime seega kiirenduse ringjoonelisel liikumisel. Liikugu niitid objekt elliptilise orbiidi perigees
(lihim punkt fookusele). Vastavaid nihkeid tdhistavad x' ja h' (vt joonist). Kui suruksime ellipsi
pikema pooltelje sihis kokku kordajaga k = a/b, saaksime ringi raadiusega r = b. Teemegi seda
ning saame eelneva analoogia pohjal seose:

nooa? , 2%a F

ko2 202 om b2
kus ldksime iile kiirendusele ja kiirusele. Perigee kaugus fookusest on a — c, seega

GMm , Fb? GMmb*>  GM(a®>—c*) GM(a+c)

(a —c¢)?’ v -

b= ma ma(a—c)?2  ala—c)?2  ala—c)

Y

kus liihtusime seosest a®> = b* + c2. Tiirlemisperioodi leidmiseks kasutame teist Kepleri seadust
ehk pindalade vorselisust ajaga:

TOAt A b
S AS’ B (“LQ)UN_(CL—C)U’

kus ellipsi pindala S = mab ning viikese pindala saime virdhaarsest kolmnurgast alusega vAt
ning kérgusega a — c. Et meil on juba olemas avaldis v* jaoks, siis arvutame:

2m)%a®y*  (2m)*a’b’ala —c) (27)2a3b? (27)%a3

o QrPaR _ .
(a—c)2w?  (a—c)*)GM(a+c¢) GM(a?— ?) GM

millega olemegi toestanud Kepleri kolmanda seaduse (perioodi ruut on vordeline pikema pooltelje
kolmanda astmega).

Energia
Ulesanne 4. Tuletage koguenergia (kineetiline pluss potentsiaalne) avaldis

E:_GMm' 5)
2a

Kui koguenergia on negatiivne, siis tdhendab see, et objekt ei saa tadhe méjuvaljast lahkuda
lopmatusse. Lopmatult kaugel on potentsiaalne energia null ning kineetiline energia vordne
koguenergiaga, mis ilmselt ei tohi olla negatiivne. Vahel on iilesannetes tarvis anda objektile
lisakiirust, et eemalduda l6pmatusse, sellistel juhtudel on lisatav kineetiline energia just selline,
et koguenergia tuleks parajasti positiivne.



Ulesandeid

Ulesanne 5. Maapinnalt visatakse vertikaalselt iiles mingi objekt sellise kiirusega, et see ee-
maldub Maast kaugusele I? ning tuleb siis tagasi. Leidke objekti lennu-aeg. Maa raadius on
Ry = R.

Ulesanne 6. Objekt saadetakse orbiidile kahes etapis: esmalt antakse maapinna ldheduses kii-
rus v; ning apogees suurendatakse kiirust: v = v + Aw nii, et objekt on niiiid ringorbiidil
raadiusega R, Maa raadius on R);. Leida v, ja Av.

Ulesanne 7. Ringorbiidil R liikuvale objektile antakse radiaalsuunaline kiirus. Kui suur peab
see kiirus olema, et objekt véljuks Maa orbiidilt? Maa raadius on Rj;. Vikje. Milline peab olema
objekti koguenergia, et vdljuda orbiidilt (liikkuda 16pmatult kaugele)?

Ulesanne 8. Mingi tihe ldheduses toimub plahvatus, kust lendab vilja palju viikseid objekte,
koigi kiiruste moodulid on vérdsed v-ga. Objektid hakkavad litkuma elliptilisi orbiite m6dda,
mille itheks fookuseks on see taht. Kus voib aga asuda teine fookus? (Leidke teise fookuse
geomeetriline koht.)

Ulesanne 9. Tudengite oliimpiaad 2003. Vaadelgem téhtedevahelise gaasipilve gravitatsioo-
nilist kokkutdmbumist. Eeldagem, et gaas tihedusega p = 10~ *kg/m? tdidab iihtlaselt kera-
kujulise ruumiosa ning algtemperatuur on nii madal, et osakeste algkiiruse voib lugeda nulliks.
Kui kaua votab aega gaasipilve kokkutémbumine?

Ulesanne 10. Lépmatusest liheneb tihele mingi objekt ning eemaldub seejirel taas 16pma-
tusse. Lopmatult kaugel olles on kiirusvektori poolt moodustatd sirge kaugus téhest b (vt joo-
nist), parast eemaldumist on sama parameeter b’ (milline on seos nende vahel?). Leidke avaldis
korvalekalde-nurga ¢ jaoks. Vihje. Avaldis (3) voib osututda kasulikuks.




Veel iilesandeid

Nii Eesti kui ka rahvusvahelistel oliimpiaadidel on vahel ette tulnud teemasse puutuvaid tiles-
andeid, loetlen moned (lithendid: EFO - Eesti oliimpiaadid, ES - Eesti-Soome voistlused, RFO -
rahvusvahelised olimpiaadid):

e FEFO 2001, 8. iilesanne
e ES 2005, 3. tilesanne

ES 2004, 2. tilesanne

RFO 2005, 1. tilesanne

RFO 2001, 2. tilesanne

RFO 1999, 3. tilesanne

e RFO 1996, 3. lilesanne

Lingid ka:

e EFO tilesanded ja lahendused: http://www.ttkool.ut.ee/phys

e ES iilesanded ja lahendused: http://www.cs.ioc.ee/~kalda/ipho/E_S.html

e RFO iilesanded: http://www.cs.ioc.ee/~kalda/ipho/iphokéik.pdf

Lahendused

Lahendus 1. Liikumaks ringorbiidil, peab kiirenduse andma gravitatsioonijoud:

v _GM _|GM
e=7 4= v =/ =

Tiirlemise periood on aga ringi Idbimiseks kulunud aeg:

27R [ R3
T=— =21/ ——.
v T GM

Lahendus 2. Lahendamine tilesande iildjuhul, kus tunneli kaugus Maa keskpunktist on b. Aset-
segu objekt mingil hektel punktis x (kaugus tunneli keskpunktist), mille kaugus Maa tsentrist
on r (vt joonist). Objektile avaldab gravitatsioonijdbudu massiosa, mis jaédb mottelise sfaéri sisse,
mille raadius on 7:

GM' 4
F=- Qm’ kus M' = —7rip.
T 3
Meid huvitab aga tunneli-sihilne jou komponent:
GM'
Fj=Fcosa= pro e —G-mpmzx.
r 73 3

Asendades viimasesse seosesse tiheduse Maa massi M ja raadiuse R kaudu, jdbuame liikumis-
vorrandini:

M GM
a=———1.

P= TRy R



[Imselt rahuldab vérrandit harmooniline vonkumine:

d*x 9
= " = —w?cos(wt) = —w?x, seega
o (wt) g

GM | R3
2 _ _
w’ = 75 T =27 L

Nagu néha, langeb vastus kokku tilsandes 1 saadud tulemuseda. Vaarib markimist, et tunnelis
litkumise aeg ei soltu tunneli pikkusest (asukohast).

x = cos(wt), a

Lahendus 3. Tithimikku saame ette kujutada kui suure kera (tihedus p) ja negatiivse tihetusega
(—p) vdiksema kera superpositsiooni. Antud punktis méjub kaks kiirendust (vt joonist):

. m . . v
a, = _GMIW ning dy = —GMy—=
1

Paneme tahele, et nimetajasse tekkis kolmas aste, kuna lugejas on vektor. Esimese kiirenduse
annab mottelise sfaéri 1 sisse jadv mass ning teise kiirenduse (iihtlasi tdukejou) annab sfadri o
sisse jaav negatiivne mass:

4 4

M, = §7T7’:13pa My = —gﬂrgp, summaarne kiirendus:
L 4 Lo, 4 -
a=d;+dy = G§7T,O(—7“1 +75) = §G7T,Od.

Nagu néha, on kiirendus igas tithimiku punktis sama ning suunatud sfadride keskpunkte tihen-
dava sirge sihis.



Lahendus 4. Ilmselt koguenergia litkumise véltel ei muutu (likkumise jooksul muist potent-
siaalset energiat laheb tile kineetiliseks ning vastupidi). Kirjutame energia avaldised apogees ja

perigees:
_mwi  GMm _mw3  GMm

Peame silmas impulsimomendi jaavust (voi Kepleri teist seadust: r1v; = 79v9. Korrutame esi-
mest vérrandit r7-ga ning teist 73-ga ning lahutame need vérrandid teineteisest, lisaks peame
veel silmas,et 7y = a — cningry =a +c:

r1— T GMm GMm

E(T‘% - Tg) = _GMm(rl - TQ), E= —GMmT% — T% = —Tl . = g

Lahendus 5. Objekti lennutrajektoor asetseb l6pmatult kitsal ellipsil pikema poolteljega R. El-
lipsi fookus asub iihtlasi perigee ldheduses. Orbiidil liikumise periood séltub pikemast pool-
teljest (Kepleri kolmas seadus), mis antud juhul langeb kokku vastusega iilesandest 1. Teisalt,
raadiusvektori poolt kaetud pindala on vordeline liikumise ajaga. Antud tilesandes katab raa-
diusvektor pindala, mis moodustub poolest ellipsi pindalast ja vordhaarsest kolmnurgast (alus
2b ning kérgus a):

Ti 1
% = S—Z, kus Sp=mab ja S = éﬂab—l— ba.
Liikumise ajaks saame seega
1
> 1
T = 27T + TQ.
™

Lahendus 6. Esialgu liigub objekt poole ellipsi jagu, mille kahekordne pikem pooltelg (perigeest
apogeeni) on ilmselt R+ R,. Teades koguenergiat (valem 5) ning potentsiaalset energiat, saame
kineetilisest energiast kiiruse perigees (stardis):

GMm 1 1 2GR
k g ™y T En T R ¢RMU%+RM)

Ry + R’

Leidmaks kiiruse jurdekasvu, leiame analoogiliselt kiiruse apogees ning rinorbiidil (pikem pool-

telg R):
Vg = 7M Vo = —M A/U = V9 — U
“ R(R + RM) ’ 2 R ’ 2 “

Lahendus 7. IImselt on ringorbiidil liikuval kehal raadiusega risti olev kiirus ning potentsiaalne
energia:
GM . GMm

e A

Lisatav raadiuse-suunaline kiiruskomponent peab olema selline, et koguenergia oleks mittene-

gatiivne:
m(vi +of) _ GMm [aM
> > —=.
B = R s ehk U|| = R

Lahendus 8. Siin tuleb lihtsalt teada ellipsi omadusi ja seda, et koguenergia, mis koikidel tiik-
kidel on sama, soltub ellipsi pikemast poolteljest, mis seega tuleb koikide jaoks sama. Lisaks
teame, et kauguste summa fookusteni igast ellipsi punktist on vordne kahekordse pikema pool-
teljega. Iga kiirusvektori jaoks tapse fookuse asukoha saab leida peegeldumise omadusest (vt
ellipsi omaduste peatiikk). Liihidalt: vastuseks on iiks konkreetne ringjoon.
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Lahendus 9. Igale massiosakesele méjuv joud on tingitud temast sissepoole jdévatest osakes-
test, kusjuures nende hulk protsessi jooksul ei muutu. Seega liiguvad osakesed poole ellipsiku-
julisest trajektoorist, kusjuures tdombav mass soltub stardikaugusest. Startigu osake kauguselt x
(pikem pooltelg a = x/2), talle mdjuv mass, mille voime lugeda tsentris asuvaks, on:

4
M = gmcgp,

ning pool elliptilisest perioodist:

Ty 1 [(27)%3 1 | 3m
T T2V am T2\ 26y

mis moistagi ei soltu stardipunktist, arvuline vastus tuleks 67000 aastat.

Lahendus 10. Alustuseks markame, et kiirus enne ja parast mé6ddumist peab olema l6pmatuses
sama. Kui valime impulsimomendi telje suhtes, mis labib tdhe asukohta, siis see protsessijooksul
ei muuti (jou 6lg on null). Impulsimomendi jaavusest jareldub ilmselt, et b = b'. Impulsimoment
kui vektor (L = 7 x p) on suunatud joonise sisse (veendu!). Vaatleme niiiid hetki, kus objekt on
lopmatuses (enne ja parast moddumist) ning ldhtume tulemusest (3):

Suurus ¥ x L on suunatud tahest eemale, olles risti astimptootilise sirgega, ning €, on pa-
ralleelne asiimptootilise sirgega, olles suunatud objekti poole. (Miks?) Need kolm vektorit moo-
dustavad seega tdisnurkse kolmnurga, kusjuures C on molemal juhul sama. Olukorda voime
kujutada geomeetriliselt, nagu ndidatud joonisel.

Edasi peame arvutama korvalekalde-nurga ¢, kuid eelnevalt on lihtne leida ¢ /2 taisnurksest
kolmnugast:

¢  GMm GM tan 4+ tan s 26N

tan - = = , tan¢ = 2 2 — v
" vl v2b ¢ 1 —tan®2 1— (92
seega saame vastuseks
2G' Mv?b
¢ = aetan e — g
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