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Sissejuhatus

1.1 Mis on biomehaanika

Biomehaanika — mehaanika printsiipide ja seaduste rakendamine bioloogias
e inimesed, loomad, taimed, organid, rakud

Biomehaanika uurib bioloogiliste siisteemide ehitust ja funktsioone mehaanika
meetoditega.



1.2. Biomehanika ajaloost ja rakendustest 1-3

Tihe seos fiiisika ja inseneriteadustega (tehnikateadustega).

e Pideva keskkonna mehaanika, staatika, kinemaatika, diinaamika, mehansmi-
de teooria, tugevusopetus ja ehitusmehaanika, elastsusteooria, purunemis-
mehaanika, hiidro- ja aeromehaanika, arvutusmehaanika jne., jne.

Tavaliselt osutuvad bioloogilised siisteemid keerukamateks kui tehissiisteemid.

1.2 Biomehanika ajaloost ja rakendustest

e Aristoteles — jasemetele mojuvad joud, hiidro- ja aerodiinaamika: linnud,
putukad, kalad

e [.conardo da Vinci

— Uuris anatoomiat mehaanika votmes: lihaste joud néiteks
— Biomimeemika alged — lendamine

— Hobused, nende rakmed ja (t66)riistad — et nende joud oleks otstarbe-
kamalt kasutatud

1.2. Biomehanika ajaloost ja rakendustest 1-4

o Galileo Galilei

— luude tugevus — 66nes konstruktsioon: maksimaalne tugevus minimaal-
se kaaluga

— Loomade suuruse, kaalu ja luustiku seosed

René Descartes

Robert Hooke

[saac Newton

Leonhard Euler

Herrmann von Helmholtz

e jpt

vt ajaloolist joonist
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Rakendused (moéned)

e Siigavam arusaamine elusate organismide, organite ja kudede fiisioloogilisest
kéditumisest — rakendatav alates meditsiinist kuni kunstmaterajlide voi te-
hisorganite (k.a. proteesid) ja tehisorganismide (bioinspireeritud robotid)
loomise ja tootmiseni.

e Sport — paremad tulemused, vihem vigastusi.

1.3 Biomehaanika harud

Taimede biomehaanika —
biomehaanika rakendamine taimedele ja nende organitele, k.a. taimede kasvamine

Spordi biomehaanika —
biomehaanika rakendamine eesmérgiga saada paremaid sporditulemusi ja
viahendada seejuures vigastuste ohtu.

e Meetodid: (inseneri) mehaanika, elektriinseneridelt (signaalitootlus), ar-
vutiteadus, informaatika ja matemaatika (andmetootlus, visualiseerimi-

1.3. Biomehaanika harud 1-06

ne, vorrandite alhendamine jms), kliiniline neurofiisioloogia (nérvid,
narvisignaalid), jne.

Pideva keskkonna biomehaanika —
mitmel tasandil alates molekulaarsest kuni kudede ja organite tasemeni.

e Tavaliselt modelleeritakse elavaid kudesid kui pidevat keskkonda.
— Organite erinevad koed omavad viga erinevaid mehaanikalisi (ja muid)
omadusi
— Keerulisem olukord kui tavaliste tehnika- ehk inseneriiilesannete korral

— nahk, luud, veresooned vrs metall, puit, laminaadid jne. (vt. joonist)

e Rakendatud koormused voivad elusate kudede omadusi muuta
(LK. remodelling):
— vererohu moju arteri seinale
— luude kasvamine seoses rakendatud koormustega

— taimede erinev kasvamine soltuvalt tuulest
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e Piirid: uuritav pikkusskaala peab erinema (olema suurem) vtl. koe mikrost-
rukruurist

Koordinaadid

e Tahkised — Lagrange’i ehk materiaalsed koordinaadid
e Vedelikud — Euleri ehk ruumi(lised) koordinaadid

Tensorid

e Pingetensorid — tegelik pinge, tinglik- ehk pseudopinge
e Deformatsioonitensorid:

— (lopmata) viikesed deformatsioonid — lineaarsed

— suure (1oplikud) deformatsioonid — mittelineaarsed

1.3. Biomehaanika harud 1-8

Pideva keskkonna pohiseadused ehk aksioomid —
Jaavusseadused ehk tasakaalu seadused

e liikumishulga ehk impulsi jddvuse seadus ehk liikumishulga teoreem — con-
servation of linear momentum

e kineetilise momendi ehk poordeimpulsi ehk impulsi momendi jadvuse seadus
ehk kineetilise momendi teoreem — conservation of angular momentum

e massi jadvuse seadus — conservation of mass
e energia jadvuse seadus — conservation of energy

e entroopia vorratus — the entropy inequality
Liikumisvorrandid (tasakaaluvorrandid):

e Fuleri litkumisvorrandid

e Chauchy liikumisvorrandid
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Olekuvorrandid:

e lineaarsed (néteks Hooke'i seadus)

e mittelineaarsed

Pidevusvorrandid — siirete ja deformatsioonide vahelised seosed.

Kahest (kolmest) viimasest kokku — konkreetsetele keskkondadele (materjalide-
le) ja konkreetsetele iilesannetele vastavad vorrandid

e Navier-Stokesi vorrandid (vedelikud)

@@w
P TR | = m?lﬁw._.t@?:

pv = pf — Vp + uV3v

1.3. Biomehaanika harud 1-10

Kui kasutada nn. klassikalist DRK téhistust (koordinaadid x, y, z, massijoud
f= Cm? \@u \va ja kiirus v = A@av Uy, @va
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(1.1
e Navier’ vorrandid (tahkised)
® jne.
Luud — {ildjuhul suhteliselt kovad — deformatsioonid on véikesed — Hooke’i

seadus: lineaarsed seosed pingete ja deformatsioonide vahel, néiteks o;; = Cjjri€n.
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Pehmed koed

e Laias laastus praktiliselt koik mis pole luu — nahk, lihased, kiud, koolused,
rasv, kiled (membraanid), néarvid, veresooned —

— kollageen — valk, mis moodustab loomsete sidekudede (nahk, luud,
koolused) pohimassi, Inimeses 25-33% valkude massist.

— elastiin — tugivalk, mis annab elunditele elastsuse — kodlused, vere-
soonte seinad, bronhid jms.

e Lihased — liigutusi sooritavad organid — kolm tiitipi (vt. jooniseid)

— Skeletilihased — seotud skeletiga — tahtele alluvad

— Siidamelihased — tahtele allumatud — vere pumpamine siinussolme sig-
naalidele vastavalt

— Silelihased — tahtele allumatud — enamus on (66nes)organite (k.a. ar-
terid, aordid, hingamisteed jms.) seintes, moned iseseisvalt, néiteks pu-
pilliahendajad voi karvapiistitajad lihased)

1.3. Biomehaanika harud 1-12

o Viskoelestsus (vt joonist)

— Energia dissipatsioon — hiistereetiline kaitumine, st. materjal kaitub
koormamisel ja koormuse maha votmisel (lossimisel) erinevalt.

— Mbonedel juhtudel voib pinge soltuda ka deformatsioonikiirusest —
moned autorid nimetavad neid materjale pseudoelastseteks materjali-
deks

— Paljud sellised materjalid (koed) on modelleeritavad kui hiiperelastsed

« hiiperelastne ehk Greeni materjal on ideaalselt elastne materjal, mille
korral pinge soltub deformatsioonienergia tihedusest; teisisonu, pin-
gete ja deformatsioonide vaheline seos tuletatakse deformatsiooni-
energia funktsioonist

e [ineaarne vrs mittelineaarne

— Hooke’i seadus — lineaarne — luud
— Pehmed koed — enamasti on nende kaitumine mittelineaarne

— Mittelineaarsed pole mitte iiksnes materjalide omadused, vaid mitteli-
neaarsus tuleb iilesannetesse ka (viiga) suurtest deformatsioonidest, mis
voivad ulatuda iile 100%
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Mida tuleb veel tunda ja arvesse votta

e Teisi teadusi (peale mehaanika)

— Keemia

— Fliisioloogia

— Molekulaarbioloogia
— Rakubioloogia

— Biokeemia

— Jne. Jne.

Naiteks: lihaste kokkutdomme — energia — biokeemilised reaktsioonid: kalt-
siumi ioonid, ATP, ADP jne

e Materjalide anisotroopia ja mittehomogeensus, néditeks luud

1.3. Biomehaanika harud 1-1/4

Vordlev biomehaanika
e Uurib néiteks loomade litkumist — jooksmine, hiippamine, lendamine, uju-

mine
— Vaja energiat, et iiletada hooret, (6hu voi vee) takistust, inertsi, gravi-
tatsiooni jms maojud

e Vordlev biomehaanika kattub paljude teiste teadus harudega

e Teda rakendatakse néit. meditsiinis (loomkatsed) ja biomimeetikas (looduse
jareleaimamine)

Biovedelike mehaanika
e Veri — enamusel juhtudel saab vere voolamist modelleerida Navier’-Stokesi

vorranditega, eeldades, et tegu on kokkusurumatu Newtoni vedelikuga.

e Kui aga veresoone ldbimoot saab vorreldavaks vereliblede mootudega, siis
tuleb rakendada muid mudeleid (vt. joonist).

Biotriboloogia
e Hoore, kulumine, médrimine (6litamine, piltlikult 6eldes) — eeskétt just
liigestes
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1.4 Uurimismetoodika

Vastavalt Y.C. Fungile peaks biomehaanika probleemide lahendamine toimuma
jargmise skeemi pohjal:

. Tuleb uurida organismi morfoloogiat (vilisehitust), organi anatoomiat, koe

histoloogiat jne, et saada teada uurimisobjekti geomeetriline konfiguratsioon.

. Mé#rata uuritavate materjalide voi kudede mehaanikalised omadused. See

voib osutuda suheteliselt keerukaks. Probleemid:

e mootmed
e koeproovi (katsekeha) isoleerimine
e koe elusana hoidmine

e suurte deformatsioonide teke — mittelineaarsed olekuvorrandid

. Tuginedes mehaanika (fiitisika) seadustele (jddvusseadused jms.) ja ole-

kuvorranditele tuletada uuritavat nahtust voi protsessi kirjeldavad vorrandid
(i.k. governing equations) — tavaliselt differentsiaal voi integraalvorrandid

Uurimismetoodika 1-16

. Rajatingimuste méaramiseks teha kindlaks, millises keskkonnas uuritav or-

gan (vOi organism) tootab

. Lahendada saadud rajaiilesanne kas analiiiitiliselt, numbriliselt v6i eksperi-

mentaalselt

. Teostada (fiisioloogiline) eksperiment, et kontrollida saadud rajaiilesande la-

hendit. Vajadusel tuleb matemaatilne iilesanne reformuleerida ja uuesti la-
hendada. Eesméargiks peab olema teooria ja eksperimendi kokkulangevus —
nad peavad lahtuma samadest hiipoteesidest ja kontrollima samu hiipoteese.

Vorrelda eksperimntaalseid ja teoreetilisi tulemusi. Kui teoorias piistitatud
hiipoteesid leiavad eksperimentaalset kinnitust, siis saab médrata tundma-
tute olekuvorrandi parameetrite arvulised vaartused.

. Selliselt kontrollitud (valideeritud) teooriat saab niitid kasutada analoogiliste

ilesannetega lahenendamiseks ja rakendada praktikas.
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Ulevaade staatika, kinemaatika ja
diinaamika pohimoistetest,
hiipoteesidest ja vorranditest

2.1. Mehaanika harud

2.1 Mehaanika harud

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside liikumist,

selle litkkumise pohjusi ja tagajargi.

MEHAANIKA

| | TEOREETILINE MEHAANIKA

KINEMAATIKA
DUNAAMIKA”

ANALUUTILINE
MEHAANIKA

PIDEVA KESKKONNA MEHAANIKA

DEFORMEERUVA KEHA MEHAANIKA

TEHNILINE

MEHAANIKA

1 | MeHHANTSMIDE T4
MASINATE TEOORIA

: TUGEVUSOPETUS :

: ELASTSUSTEOORIA :

KEHADE SUSTEEMI
DUNAAMIKA

: PLASTSUSTEOORIA :

: EHITUSMEHAANIKA :

PLAATIDE JA KOORIKUTE
TEOORTA

BALLISTIKA

JNE.

HUODRO- JA AEROMEHAANIKA

“ ARVUTUSMEHAANIKA H

Joonis 2.1: Mehaanika harud




2.1. Mehaanika harud 2-19

2.1.1 Jaiga keha mehaanika

Teoreetiline mehaanika ehk jédiga keha mehaanika uurib absoluutselt jaikade ke-
hade liikumist ja paigalseisu neile rakendatud joudude toimel.

Absoluutselt jdiga keha mistahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne.

Laias laastus voib teoreetilise mehaanika jagada staatikaks, kinemaatikaks ja
diinaamikaks.
e Staatika uurib:

1. kehade tasakaalu (tdpsemalt Geldes kehadele rakendatud jousiisteemide
tasakaalu) ja

2. jousiisteemide lihtsustamist ehk taandamist.
e Kinemaatika uurib liitkumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

o Klassikaline diinaamika uurib punktmasside ja jaikade kehade litkumist neile
mojuvate joudude toimel.

2.1. Mehaanika harud 2-20

Liikumisena ehk mehaanikalise liikumisena moistetakse vaadeldava keha asendi
muutust teiste kehade suhtes. Selleks valitakse tavaliselt iiks keha, mille suhtes
uuritakse liikumist ja seotakse sellega jédigalt koordinaatsiisteem. Tulemust nime-
tatakse taustsiisteemiks.

Punktmassiks nimetatakse materiaalset keha, mille mé6tmeid tema liikumise uu-
rimisel ei arvestata.

Aeg loetakse universaalseks, st., iihtviisi kulgevaks koigis taustsiisteemides.

2.1.2 Pideva keskkonna mehaanika

Pideva keskkonna mehaanika (PKM) uurib tahkiste (deformeeruvate tahkete ke-
hade), gaaside ja vedelike liikumist vélismojude toimel.

Palju harusid
e tahkise (deformeeruva keha) mehaanika

— tugevusopetus

— elastsusteooria
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— plastsusteooria
— Jne.
e hiidro- ja aecromehaanika

— hiidrostaatika
— hiidrodiinaamika

— Jne.
2.1.3 Muud harud

Pole ei puhtalt jédiga keha ega puhtalt pideva keskkonna mehaanika

e biomehaanika
e arvutusmehaanika
e kehade siisteemi mehaanika

® jne

2.2. Staatika

2.2 Staatika

Jaik keha

Joud

— Kehade vastastikuse moju moot

Jousiisteem

— koonduv JS, paralleeljoudude siisteem, jne.

JOu moment, joupaar

|§QHHX~H

Jou ja momendi projektsioonid ning komponendid

IQH@&I_IQQIT@NH@&mnT@&nT@NW
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Koordinaadid ja koordinaatteljed

2} SIS . &)

r*v,v_o ,Nanvo
.»\\ i © > |
v - ?vo N 2 Y

e Descartes’i ristkoordinaadid (DRK)
e Koordinaatteljed peavad moodustama parema kie kolmiku

o Umber telje toimuva pédrde positiivne suund miiratakse kruvireegliga

2.2. Staatika 2 -2

Vabaks kehaks nimetatakse keha, mille liikumist ei piira mitte iikski tingimus.
Vaba keha saab antud asendist iile viia mistahes uude asendisse.

Side on keha litkumist kitsendav tingimus. Tavaliselt moodustab sideme mingi
teine keha.

Sidemereaktsioon ehk reaktsioonjoud on joud, millega sidet moodustav keha moéjub
vaadeldavale kehale.

Inseneriiilesannete puhul nimetatakse sidemeid tihti ka tugedeks ja vastavaid
reaktsioonjoudusid toereaktsioonideks.

Sidemetest vabastatavuse printsitp: Iga seotud keha voib vaadelda vaba kehana
kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega.

Sidemete titibid: sile pind, kare pind, lilkumatu liigend(tugi), liikuv liigend(tugi),
kerge varras, painduv ithendus jne.



2.2. Staatika 2. 95

Jou momendiks punkti suhtes nimetatakse vektorit, mis vordub jou rakendus-
punkti A kohavektori r ja jouvektori F vektorkorrutisega.

Mo =rxF, Mp=|Mp|= Frsind = Fd. (2.1)

Jou moment iseloomustab jou pooravat toimet.

Joonis 2.2: Jou moment punkti suhtes.

Momentvektori My suurus (ehk moodul) ja suund soltub punkti O valikust kuid
ei soltu punkti A valikust jou mojusirgel.

2.2. Staatika 296

Momentvektori My mojusirge méérab telje, mille iimber joud F piitiab tekitada
poorlemist.

Poorde suund méaratakse kruvireegliga — kui (parema kée) kruvi teljesihilise
litkumise suund iihtib momentvektori suunaga, siis keha poorlemise suund iihtib
kruvi poorlemise suunaga. Ja vastupidi, kui kruvi péorata keha pdorlemise suunas,
siis tema teljesihilise liikumise suund iihtib momentvektori suunaga.

Jou moment telje suhtes vordub selle telje mistahes punkti suhtes leitud moment-
vektori projektsiooniga vaadeldaval teljel.

e See on iildlevinud méédratlus ja selle pohjal on tegu skalaariga. Tegelikult
voib ka jou momenti telje suhtes késitleda vektorina.

e Praktikas leitakse moment valemist M = +F'd, s.t. joud korda jou o6lg, ning
méark méaratakse kruvireegliga.

Va
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Joupaari moodustavad kaks vordvastupidist joudu F ja —F millel on erinev méju-
sirge.

Joupaari moment vordub iihe joupaari moodustava jou momendiga teise raken-
duspunkti suhtes. Joupaari moment on vabavektor.

Eoﬁmﬂuhﬂg /0 \ ) o pa.&c«mﬂwu.g
=2

F

Joupaari moment on vabavektor, mille moodul M=Fh,
kus /1 on jdupaari dlg.

Joonis 2.3: Joupaar ja joupaari moment
(Joonis on péarit prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

2.2. Staatika 2. 98

Lemma jou paraleelliikkest. Jaiga keha mistahes punktis A rakendatud jou voib
paralleelselt tema mojusirgega iile kanda uude rakenduspunkti B kui lisada punk-
tis A rakendatud jou moment punkti B suhtes.

Staatika pohiteoreem (Poinsot’ teoreem): Iga jdigale kehale rakendatud
jousiisteemi saab asendada taandamistsentrisse rakendatud jousiisteemi peavek-
toriga ja jousiisteemi peamomendiga taandamistsentri suhtes.

Joonis 2.4: Jousiisteemi peavektor ja peamoment.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Jousiisteemi peavektor: Fo = MuwnM F;

Joustisteemi peamoment: Mo = > 7 Mo(F;), kus punkti O nimetatakse taan-
damistsentriks. (Joonisel on kahjuks O asemel A.)

Jousiisteem on tasakaalus parajasti siis kui peavektor Fp ja mingi punkti O suhtes
leitud peamoment My on vordsed nulliga:

Fo=) Fi=0, Mp=)» My(F; =0. (2.2)

Skalaarsed tasakaalu tingimused:

D> Fu=0, Y Fy=0 ) F.=0,

S E) =0, ST M(F) =0, S M.(F)=0. (2.3)

2.3. Kinemaatika 2_-30

2.3 Kinemaatika

e Kinemaatika uurib liitkumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

e Liutkumisena ehk mehaanikalise litkumisena moistetakse vaadeldava keha
asendi muutust teiste kehade suhtes.

— Selleks valitakse tavaliselt iiks keha, mille suhtes uuritakse liikumist ja
seotakse sellega jdigalt koordinaatsiisteem.

— Tulemust nimetatakse taustsiisteemaiks.

e Punktmassiks nimetatakse materiaalset keha, mille mootmeid tema liikumi-
se uurimisel ei arvestata.

— Materiaalne punkt
e Liikumise kirjeldamiseks peab olema kokkulepe kuidas méodetakse aega

—  Aeg loetakse universaalseks, st., iihtviisi kulgevaks koigis
taustsiisteemides
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e Punkti trajektooriks nimetatakse pidevat joont, mille joonistab litkuv punkt
taustsiisteemi suhtes

o Punkt: litkumisseaduseks nimetatakse eeskirja, mis méadrab punkti asukoha
igal ajahetkel.

—  Vektoriaalne viis.
r =r(t)

—  Koordinaatviis. — Descartes’i ristkoordinaadid (DRK)

r = x(t),
y=y(t),
z = z(t)
— Seos
r =zi+yj+ 2k, r= /a2 4+ y2 + 22
2.8. Kinemaatika 2 - 32

—  Loomulik vizs. Punkti asukoht ruumis maaratakse tema loomuliku koor-
dinaadiga
s = s(t).

— S€O0S

t
mnw\ Va2 + g2 + 22dt.
0

Punkti kiruseks nimetatakse tema kohavektori esimest tuletist aja jargi

V=r
e DRK
v=r=u1xi+yj+zk
e Kuirus on vektor, mis

— on suunatud piki trajektoori puutujat liikumise suunas;

— iseloomustab nii kohavektori pikkuse kui suuna muutumist.

Punkti kirrenduseks nimetatakse kiirusvektori esimest tuletist aja jargi ehk
tema kohavektori teist tuletist aja jargi.

=VvV=r
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e DRK
a=v=r=2i+yj+ zk.

e Kuirendus on vektor, mis

— on suunatud trajektoori sisse
(v.a. sirgjooneline liikumine);

— iseloomustab kiiruse muutumist
(nii kiirusvektori pikkuse kui suuna muutumist).

2.8. Kinemaatika 2 -3

o Loomulik teljestik: parema kée teljestik ¢t —n — b, mis liigub koos vaadeldava
punktiga.

=1

e telg t on puutuja, n peanormaali ja b binormaali sihis

e Vastavaid iihikvektoreid tdhistame 7, v ja 3.
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o Koordinaattasandid:

(WL T fa

T
P P 44
=t Py
e _D__J._,
v
4%}
e t — n — kooldumistasand,
e { — b — sirgestumistasand,
e b — n — normaaltasand.
o Kiirus
V = 5T
2.8. Kinemaatika 2- 36
o Kitrendus
WM
a=stT+—v=a-+ta,
p
— a; — puutekurendus ehk tangentsiaalkitrendus
— a,, — normaalkiirendus
— Vastavad projektsioonid
L § v
a=8=17 ja a, = — = —
PP

— a, =011
e Puutekiirendus a; iseloomustab kiirusvektori mooduli muutumist
e Normaalkiirendus a,, iseloomustab kiirusvektori suuna muutumist

e Kuna kiirenduse projektsioon b-teljel (binormaalil) on null, siis kiirenduse

moodul
a=a;+ a,, a=+/a?+ a2
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Jaiga keha litkumaise titibid

e Rooplukumiseks nimetatakse jaiga keha sellist liikumist, mille puhul iga
kehaga muutumatult seotud sirge jaab kogu liikumise kestel oma algsihiga
paralleelseks

e Pdorlemiseks nimetatakse jdiga keha sellist litkumist, mille puhul kaks ke-
haga muutumatult seotud punkti jadvad kogu litkumise kestel paigale

— Keha pdorlemisseaduseks nimetatakse poordenurga muutumise eeskirja
= p(t)
« Kui poorlemine toimub {imber z telje, siis voib poorlemisseaduse esi-
tada kujul
Y = wD@v - SNQVW
—  Nurkkirruseks nimetatakse poordenurga vektori esimest tuletist aja
jargi:
w = .

2.8. Kinemaatika 2- 38

— Nurkkiirus(vektor) w méérab

* poorlemise suuna (labi kruvireegli)
* poorlemise kiiruse (rad/s ehk 1/s)

—  Nurkkuirenduseks nimetatakse nurkkiiruse vektori esimest tuletist aja
jargi ehk poordenurga vektori teist tuletist aja jargi:

oa=w=¢.
— Poorleva keha punkti kiirus
V=whr =w Xr,
— kiiruse projektsioon loomulikul teljel ¢

vy = w.h = ¢, h,

— kiiruse moodul
v=wh=|w xr|.
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— Poorleva keha punkti kiirendus, puutekiirendus ja normaalkiirendus

A= XTr+w XV,
a — o Xr,
a, =wXVv

— Vastavad moodulid
a =+ a2+ wh,

la;| = ah,

a, = w’h

2.8. Kinemaatika 2- 40

Tasapinnaliseks liikumiseks nimetatakse jaiga keha sellist liikumist, mille
puhul koik keha punktid liiguvad tasapindades, mis on paralleelsed iihe pai-

galseisva tasapinnaga.

— Tasapinnalise liikumise voib lahutada
* tasapinnaliseks rooplitkumiseks koos vabalt valitud poolusega ja
* poorlemiseks timber selle pooluse (poorlemiseks timber seda poolust
labiva ja vaadeldava tasandiga ristuva telje).
* Roopliitkumine s6ltub pooluse valikust, poorlemine aga mitte

— VB =VA+Vpa,ap = aj +aps
— Hetkeline kiiruste tsenter ja hetkeline kiirenduste tsenter
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o Lutlitkumine — vaadeldav keha liigub taustsiisteemis, mis omakorda liigub
mingi teise (paigalseisva) taustsiisteemi suhtes

— Absoluutseks litkumiseks nimetatakse punkti (keha) litkumist liikumatu
taustsiisteemi suhtes

—  Relatiivseks litkumiseks nimetatakse punkti (keha) litkumist liitkuva
taustsiisteemi suhtes

—  Kaasalitkumiseks  (iilekandeliikumiseks)  nimetatakse  liikuva
taustsiisteemiga muutumatult seotud punktide liikumist liikumatu
taustsiisteemi suhtes

e Absoluutne kiirus vordub relatiivse kiiruse ja kaasaliikumise kiiruse geo-
meetrilise summaga V=V, +V,.

e Absoluutne kiirendus vordub relatiivse kiirenduse, kaasalitkumise kiirenduse

ja Coriolise kiirenduse geomeetrilise summaga
a=a,t+a,+ag

o (oriolise kitrendus ac = 2w, X v,

2.8. Kinemaatika 2- 42

o Sfadriliseks litkumiseks nimetatakse jaiga keha sellist liitkumist, mille puhul
iiks kehaga muutumatult seotud punkt jaab litkumatuks.

— Seda litkumatut punkti nimetatakse kinnispunktiks®

— Loikuvate telgede iimber toimuvate poorlemiste liitmine
e Vaba jdiga keha lrikumaine

— Vaba jiiga keha liikumine on lahutatav roopliikumiseks koos vabalt va-
litud poolusega ja poodrdeks iimber poolust ldbiva péorlemistelje

1J4iga keha liilkumine kinnispunkti imber
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2.4 Diinaamika

e Diinaamika (klassikalises mottes) uurib punktmasside ja jéikade kehade lii-
kumist neile mojuvate joudude toimel

e Newtoni seadused

I — inertsiseadus

— Inerts® on kehade voime piisida paigalseisus voi iihtlases ja sirgjoo-
nelises litkumises kuni mingi joud seda olekut ei muuda.

*+ Keha inertsi mooduks on tema mass
II — diinaamika pohiseadus: F = ma

IIT — moju ja vastumoju seadus

2kr. inertia - tegevusetus, loidus

2.4. Dinaamika 2 - 44

Markused:

e Newtoni seadused pole matemaatiliselt toestatavad vaid nad pohinevad kat-
setel.
— See annabki aluse nimetada neid ka aksioomideks.
— Neile seadustele on iilesehitatud kogu klassikaline mehaanika (vastandi-

na relativistlik mehaanika).

e Praktikas loetakse paigalseisvaks taustsiisteemiks tavaliselt Maaga seo-
tud taustsiisteemi. Kui sellest ei piisa, seotakse liikumatu taustsiisteem
Paikesega.

e Aeg loetakse universaalseks, st., {ihtviisi kulgevaks koigis taustsiisteemides.

— Newton: ”Seadused kehtivad absoluutses ajas, millel pole mitte midagi
iihist mitte millegagi viljaspool teda ja mis kulgeb iihtlaselt.”

— Praktikas ldhtutakse aja mootmisel ikkagi mingist konkreetsest
nihtusest (Maa poorlemine, isotoobi %3Cs kiirguse periood).
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e Praktikas méaaratakse keha mass kaalumise teel:

e Newtoni II seadus kasitleb juhtu, kus punktmassile mojub vaid iiks joud.

— Joudude moju soltumatuse printsitp: Jou moju punktmassi liikumisele
ei soltu sellest, kas punktile on rakendatud peale tema veel teisi joude
vOi ei ole.

Punktmasst diinaamika kaks pohitilesannet

e Newtoni II seadus + joudude méju soltumatuse printsiip

n
ma = MU Ha&
i=1
1. On antud punktmassi liikumisseadus. Leida millised punktmassile ra-

kendatud joud pohjustavad sellise litkumise!

— diferentseerimine

2.4. Dinaamika 2 - 46

2. On teada punktmassile mojuvad joud. Leida selle punktmassi litkumis-
seadus!

— integreerimine
o Punktmasside mehaanikaliseks siisteemiks nimetatakse sellist iiksteist moju-
tavate punktmasside kogumit, kus iga punktmassi liikumine soltub teiste
punktmasside liitkumisest ja asukohast.
— paikesesiisteem, vedelikud, gaasid, tahked kehad jne.

— Lithiduse mottes jaetakse sona mehaanikaline tihti &ra ja piirdutakse
vaid terminiga punktmasside siisteem.

Vilisjoud on joud, millega sellesse siisteemi mittekuuluvad kehad mojutavad
vaadeldava siisteemi punkte.

Sisejoud on joud, millega vaadeldavasse siisteemi kuuluvad punktmassid
mojutavad iiksteist.

Punktmasside siisteemi koigi sisejoudude summa on null.

Punktmasside siisteemi koigi sisejoudude momentide summa mistahes punk-
ti suhtes on null.
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e Punktmasside stisteemi mass
i

e Punktmasside siisteemi masskese

'c = M@ S&H.@.“

- Y
m m m

'ye)

2.4. Dinaamika 2-48

Masskeskme litkumise teoreem

e Teoreem: Punktmasside siisteemi masskese liigub nagu punktmass, mille
mass vordub silisteemi kogumassiga ja millele on rakendatud koik sellele
siisteemile mojuvad valisjoud:

mac = MU F;
i

e DRK

mic =) Fu, mijc=) Fy, mic=) F

oY Fi=0=ac=0,),F,=0= ic=0jne
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Luitkumishulk

o Punktmasside siisteemi liitkumishulgaks® nimetatakse siisteemi koigi punkti-
de litkumishulkade geomeetrilist summat —

K= m m;V; = 1MmvVg.
0]

— m;v; — t-nda punktmassi liikumishulk

— v — masskeskme Kkiirus

e Eesti keeles on terminid impulss ja liikumishulk siinoniiiimid
Jou impulss

o Jou F elementaarimpulsiks nimetatakse korrutist F'dt, kus dt on elemen-
taarajavahemik.

e Jou impulsiks loplikus ajavahemikus [tg, t;] nimetatakse integraali
tq

J = Fdt.

to

3Lk. (linear) momentum

2.4. Dinaamika 2 - 50

Litkumashulga teoreemi diferentsiaalkuju

e Punktmasside siisteemi liikumishulga tuletis aja jargi vordub siisteemile
mojuvate valisjoudude geomeetrilise summaga —

Nan

e DRK

o Jareldus (liskumishulga jadvuse seadus): Vialisjoududest vaba siisteem liigub
muutumatu liikumishulgaga.
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Litkumashulga teoreemi integraalkuju

e Punktmasside siisteemi liikumishulga muutus teatud ajavahemikus At
vordub samas ajavahemikus siisteemile mojuvate vélisjoudude impulsside
geomeetrilise summaga —

K, - K, HMU&;

e DRK
Ky — Kop = M Jiz,
Nﬂr\ - Nﬂo@ - MU %&t
NWHN - Nﬂow = MU QN@.N.
2.4. Dinaamika 2-52

Litkumishulga moment, kineetiline moment®

o Punktmassi liskumishulga momendiks punkti O suhtes nimetatakse vektor-
korrutist
Lo(mv) =r X mv,

kus 7 on punktmassi kohavektor ja mv tema liitkumishulk.

e Punktmasside stisteemi kineetiline moment on vordne siisteemi koigi punk-
tide litkkumishulkade momentide geomeetrilise summaga —

HLQ = MU HLQAS@.A\@.V = MU r, X m;v;
(Loomulikult peavad koéik momendid olema leitud iihe ja sama punkti O

suhtes. )

e Nii punktmassi liikumishulga momendi kui punktmasside siisteemi kineetilise
momendi puhul kasutatakse eestikeelses kirjanduses ka termineid impulsi
moment voi podrdeimpulss. (Lk. angular momentum, moment of momentum)

41.k. angular momentum, moment of momentum
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e Jou momendi ja liikumishulga momendi definitsioonid on analoogsed ja ana-
loogne on ka kogu teooria, mis meist radgib: komponendid, projektsioonid,
peamoment jne

e Poorleva keha puhul
N\N = LWy,
kus I, = [ p?dm = [ (2% 4 y?)dm on keha massiinertsimoment.
e Kineetilise momendi teoreem: punktmasside siisteemi kineetilise momen-

di tuletis aja jargi vordub vaadeldavale siisteemile rakendatud vélisjoudude
peamomendiga —

Lo =Y Mo(F).
i
— Vaadeldav teoreem esitatakse diferentsiaalkujul. Voimalik on esitada teda ka integraalkujul.

o Jireldus (kineetilise momendi jadvuse seadus): Valisjoududest vaba siisteem
liigub muutumatu kineetilise momendiga.

— Seega, kui L = const. puhul muutub keha inertsimoment, siis peab vas-
tavalt muutuma ka tema nurkkiirus

A 2.5
QC% ﬁ 4 ° Jou elementaartéoks nimetatakse jou ja
ﬁ tema rakenduspunkti elementaarsiirde ska-

S W-.l laarkorrutist:

51@+R\u01 dW =F - dr.

Po 7

0

e Jou tdoo tema rakenduspunkts loplikul siirdel punktist Py punkti P, esitatakse
joonintegraalina

3 3
S\H mﬁ&.“ \ Aﬁa&&.Tmu@&wl_'@&Nv.
P, P

e Joupaari elementaartio (poordel imber z telje)

AW = M.,dop.
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e Joupaar: t60 loplikul péordel asendist ¢

asendisse g
$1

W = M. dep.,.
¥o

e Jou voimsuseks nimetatakse ajaiihikus tehtavat tood, st., t66 muutmise

kiirust —
daWw  F-dr
P = T =F-v ehk P=Fuv,+ Fu,+ F.v..
e Joupaar: voimsus
P=M.uw,.
2.4. Dinaamika 2 - 56
Kineetilise energia teoreem®
o Punktmassi kineetiline energia
2
mu
T=—
2

e Kineetilise energia teoreemi diferentsiaalkuju punktmasst jaoks: Kineetilise
energia tuletis aja jéargi vordub vaadeldavale punktmassile mojuva jou voim-
susega

T=P.

o Kineetilise energia teoreemi integraalkuju: kineetilise energia muutus punkt-
massi iileminekul asendist F asendisse P, vordub talle rakendatud jou poolt
tehtava tooga sellel liikumisel.

ThW—=Ty=W

e Seega t60d saadakse selle arvelt, et kineetiline energia muutub, annab osa
endast ara.

®Vaadeldavat teoreemi nimetatakse ka kineetilise energia muutumise teoreemiks voi lihtsalt energiateoreemiks.
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o Punktmasside siisteemi kineetiline energia

n

ﬂanuﬁ = MUSWQM.
k=1

k=1

o Kineetilise energia teoreemi diferentsiaalkuju punktmasside siisteemi jaoks:

Kineetilise energia tuletis aja jargi vordub koigile siisteemi punktidele ra-
kendatud sise- ja vilisjoudude voimsuste summaga —

T=> P+) P
k=1 k=1

2.4. Dinaamika 2-58

e Kineetilise energia teoreemi integraalkuju punktmasside stisteemi jaoks:

Kineetilise energia muutus punktmasside siisteemi liikumisel iihest asendist
teise vordub siisteemi punktidele rakendatud sise- ja vilisjoudude t66de sum-

maga sellel liikumisel —
Ti-To=> Wi+> Wi
k=1 k=1

e Nagu nédha, tuleb kineetilise energia teoreemi puhul sisejoud arvesse votta.

— Siisteemi mimetatakse muutumatuks kui siisteemi litkumisel tema si-
sejoudude rakenduspunktide vahelised kaugused ei muutu.

— Muutumatu siisteemi puhul on siisteemi sisejoudude t66 null
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e Kineetilise energia leidmine

— rooplitkumine
T Sew
2
— Po6orlemine timber z telje
T 1 NEW
2
— Tasapinnaline litkumine
2 2
mu low
T — C + CWy
2 2

Viimase avaldise puhul leitakse inertsimoment /o masskeset labiva ja z
teljega paralleelse telje suhtes.

2.4. Dinaamika 2 - 60

Konservatiivsed joud

Po
P As

£

e Kui jou t60 tema rakenduspunkti liitkumisel asendist F) asendisse P; ei soltu
trajektoori kujust, siis nimetatakse sellist joudu konservatitvseks jouks
— Niiteks gravitatsioonijoud ja elastsusjoud.
— Kinnise trajektoori puhul on konservatiivse jou t66 null.
— Mittekonservatiivseid joude nimetatakse dissipatiivseteks joududeks

« Naiteks hoordejoud.
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e Konservatiivse jou F t60 tema rakenduspunkti 16plikul siirdel punktist Fy

punkti P;

D m

S\H mﬁ%.” \ Aﬁa&&+ﬁ@&@+ﬁwgmv
- . P . Py

on soltumatu integreerimisteest.

Joonintegraal ei soltu integreerimisteest siis ja ainult siis kui integraalialune
avaldis on mingi funktsiooni téisdiferentsiaal. Seega voime sisse tuua funkt-
siooni V' (x,y, z) kujul

—dV (z,y,2) = Fydx + F,dy + F.dz.

Sellist téitvat funktsiooni V' nimetatakse potentsiaalseks energiaks. Miinus
mark on siin sisse toodud kokkuleppe tottu.

Potentsiaalse energia definitsiooni —dV'(x,y, z) = F,dx + F,dy+ F.dz pohjal

oV ov ov
F,=——, Fy=———, F,=—,
ox dy 0z
2.4. Dinaamika 2-62
e Konservatiivse jou t60
P
%n|\ aV=—vE=v-V
Py
kus V| on siisteemi algasendile ja V) siisteemi l6ppasendile vastav potent-
siaalne energia.
e Konservatiivse jou t6o W = V[ — Vj vordub siisteemi alg- ja loppasendile
vastavate potentsiaalsete energiate (potentsiaalide) vahega.
e Potentsiaalne energia iseloomustab keha voimet teha t66d ja ta soltub keha

asendist (jouvéljas).
— Kui keha potentsiaalne energia suureneb, siis W < 0 — keha potent-
siaalse energia suurendamiseks on vaja teha to6d.

— Kui keha potentsiaalne energia vidheneb, siis W > 0 — potentsiaalse
energia vihenemise arvelt voib 7saada” tood.

e Kui valemis definitsioonis poleks sisse toodud miinus mérki, saaks t66 avaldis

kuju W =V, — V.
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e Olgu koik muutumatule mehaanikalisele siisteemile mojuvad joud konserva-
tiivsed
— Nende joudude t66 siisteemi liikumisel algasendist l6ppasendisse: W =
Vo—W1

— Kineetilise energia teoreem: T} — Ty = Vo — Vi
e Viimasest saame

To+Vo=T1+WV; ehk T +V = const.
a5

e Kineetilise ja potentsiaalse energia summat nimetatakse mehaanikaliseks
energiaks ja téhistatakse F.

Mehaanikalise energia jdadvuse seadus

e Kui punktmasside siisteem liigub konservatiivsete joudude mojul siis jadab
tema mehaanikaline energia konstantseks:

E=T+YV = const.

e Punktmasside siisteeme, kus kehtib mehaanikalise energia jddvuse seadus
nimetatakse konservatiivseteks stisteemideks.



