Peatiikk 4

Pideva keskkonna kinemaatika

Kinemaatika on mehaanika osa, mis uurib liikumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

Pidev keskkond. Eeldame, et uuritavad materjalid tdidavad ruumi pidevalt, st.
iga kahe materiaalse punkti vahel leidub viihemalt iiks materiaalne punkt!. Iga
materiaalne punkt omab massi.

! Analoogiliselt reaalarvude pidevusega
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4.1 Deformatsioonide liigid ja moodud

Lihtdeformatsioonid

P = A

(d)

Joonis 4.1: Lihtdeformatsioonid: (a) — pikideformatsioon (pike), (b) — paine, (¢) — vdéne, (d) —
nihe.
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4.1.1 1D deformatsioonimoodud

Meenutame tugevusopetuse kursuses tehtud tombekatset, mille korral katseke-
ha algpikkusega [y pikeneb suuruse d vorra, omades seega katse lopul pikkust
[ =1y + 6. Toimunud deformatsiooni iseloomustamiseks voib kasutada erinevaid
deformatsiooni moote*:

o pikenemiskoefitsent ehk pikenemine?

A= (4.1)

e insenerideformatsioon (ka Cauchy deformatsioon)?

[ —1 o
fo=— P =—=)—1 (4.2)
lo lo
21. k. strain measures
31. k. stretch, stretch ratio,
1. k. engineering strain, Cauchy strain
4.1. Deformatsioonide liigid ja moodud 4 -/
e logaritmiline deformatsioon (ka tegelik deformatsioon voi Hencky deformat-
sioon)”
Ldl [ b 16°
Elog = —=Ih—=...r————= 4.3
o8 o ! lo lo 213 (4:3)
e Lagrange’i deformatsioon (ka Greeni deformatsioon)®
-1 5§ 167 1
—— 0 —  =—4+-— c¢hk = — (N -1 4.4
T T e U ; (A=) (4.4)
o Fuleri-Almansi deformatsioon”
P15 6 167 1 1
_ "% — _ 1+ -~ ehk ——|1-= 4.5
EAT o [TaE N T TR (4.5)

Mirkus: Isikute nimedesse, mis on iihe voi teise deformatsiooni méoduga seotud,
tuleb suhtuda teatava ettevaatusega:)

°1. k. logarithmic strain, also called natural strain, true strain or Hencky strain
1. k. Lagrange strain, Green strain
1. k. Euler-Almansi strain
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Joonise 4.2 pohjal on selge, et 0.6[ | — insenerideformatsioon 1

. .. . — Lagrange'i deformatsioon
kui §/ly < 0,1, siis langevad in- 0.55F| — |ogaritmiline deformatsioon 1
seneri, Lagrange’i ja logaritmi- 0.5}
line deformatsioon praktiliselt 0.45! ]
kokku. Suurte deformatsiooni- 04l |
de korral aga erinevad vaa- m .
deldavad kolm deformatsioo- Z 0357 |
ni moodtu oluliselt. Koige sage- m 0.31 |
damini kasutatakse suurte de- L 0.25 I
formatsioonide kirjeldamiseks 0.2 | 1
Lagrange’i deformatsiooni. 0.15} ]
Euleri-Almansi deformatsioo- 0.1f 1
ni korral vorreldakse pikkuse 0.05} 1
muutu ¢ deformeerunud kat- ol . .

0 0.050.10.150.20.250.30.350.40.4505

sekeha pikkusega [ ja seetottu
on selle deformatsiooni moéodu
otsene vordlemine vaadeldud
kolmikuga komplitseeritud.
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o/l

Joonis 4.2: Erinevate deformatsioonimootude vordlus

/-6

4.1.2 Deformatsiooni mooédud — tugevusopetusest parit lihenemine

Kéesolevas alajaotuses eeldame, et deformatsioonid on l6pmata vaikesed. Ma-
temaatiliselt tdhendab see, et vastavad suurused on iihega vorreldes viikesed

(néiteks e, < 1).

Normaaldeformatsioon (normaalmoone)

v Z

dx du

dz-dw

vz

Todmbel kaasneb pikideformatsiooniga vastasmérgiline

poikideformatsioon:

dw

Joonis 4.3: Normaaldeformatsioon: o > 0
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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du
Wa”|y dx
du
- —
rx | — - X
p— P Gy | | — —
0:» q’ Im ) o
= | £
=
vz rN

Survel pikideformatsiooniga kaasneb vastasmérgiline
pdikideformatsioon:

Joonis 4.4: Normaaldeformatsioon: o < 0
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Nihkedeformatsioon ehk nihe ehk nihkemoone

[
] g e g*

Joonis 4.5: Nihkedeformatsioon
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Kuna tangentsiaalpinged 7. ja 7., mdjuvad ainult koos, siis
kirjeldatakse elementaarristtahuka kogu deformatsiooni osanihete
summana: i

B,

[}

w 2
{
==

d=

-
dw du

=V, =0,, to, =tanp +tan p, = —+—= 0, + 5,
m\a' m\au Xz zx \m_ h.. QQ\. QN \QH h{

See summa on suhteline nihkedeformatsioon ehk nihkemoone.

Joonis 4.6: Nihkedeformatsioon
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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4.1.3 Siire ja deformatsioon — lineaarsest elastsusteooriast périt
lihenemine

Siire

Vaatleme deformeeruva keha meelevaldset punkti A. Algolekus on tema koordi-
naadid z, y, z. Vilisjoudude toimel liigub ta asendisse A’ koordinaatidega z’, v/, 2’
Vektorit AA’ nimetatakse punkti A siirdeks ehk siirdevektoriks.®

Eristame kahte liiki siirded:

e keha kui terviku siirded (toimuvad ilma deformatsioonideta) — jdiga keha
mehaanika®

e siirded, mis on seotud keha deformatsiooniga — kéesolevas kursuses vaadel-
dakse vaid selliseid siirdeid.

Siirdevektori koordinaattelgede x, vy, z sihilisi komponente tahistatakse u, v, w, st.,

u=1a —u, v=1y —uy, w=27 —z. (4.6)

8Siirde siinoniiiim on paigutis.
9Mitmed pideva keskkonna mehaanika opikud nimetavad selliseid siirdeid jaigaks deformatsiooniks.
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Cauchy seosed!’
Kui keha deformeerub, siis peavad erinevate punktide siirded olema erinevad, st.,

u=u(z,y,2), v=uv(x,y,2), w=w(z,y,2). (4.7)

Vaatleme lopmata viikese risttahuka kahe serva kaitumist x,y tasandil (joon.

4.7). Enne deformatsiooni:
e AB=dz ||z ja AC =dy || vy;
e Punktide koordinaadid: A : (z,y); B : (z +dx,y); C: (z,y + dy).
Peale deformatsiooni: A — A’; B — B’ ja C — (. Vastavad siirded:
e Punkt A: u ja v;

e Punkt B: u + wz&a ja v+ me&a
e Punkt C: u + 2 &@E@.T &F

10K a kilesolevas alajaotuses eeldame, et deformatsioonid on lopmata viikesed (niiteks e, < 1). Sama eeldus on

kasutusel ka paragrahvides 4.2 ja 4.3.
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du
’.Q ) .\2 + nw.Q n_,{
h-\
o 4 4 L
.\.-nw.m\ Q.r ‘ ~
I
> !
—Ls _“.wH .Ilm
m — - lllm -lll - /]
8' v+ oy dx
s ox
) 4
ﬂa 8
— e
rl X~ (e X
dx —t
: ,/Q » U g,

Joonis 4.7: Normaal- ja nihkedeformatsioon.
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Kuna lineaarses elastsusteoorias on koik muutused viikesed, siis on viikesed ka
servade AB ja AC poordenurgad, st., cos 3 ~ 1, sin 8 ~ (3 ja tan (3 ~ (.
Seetottu 16ikude AB ja AC suhtelised pikenemised (koordinaatide z ja y sihilised
normaaldeformatsioonid)

(

AB —AB _AB"—AB  (dr+u+ Jder—u)—dr Fdr  Ou
T AB T AB do de Oz’

AC'—AC _AC"—AC  (dy+v+gdy—v)—dy Fdy oy

v AC ~ AC N &@ dy oy
, (4.8)
4.1. Deformatsioonide liigid ja moodud 4 - 14
ja poorded
( B, ~ tan B = B'B" %&a B W&& B Wlm&a v
1 ~ tan H|>\m: &&,nTm:&& AHnT @ V&H| dr  Ox
Ox
A =,k A%wv
Ju
c'cr |® Ou
~t = = =
by = tan AC"  dy |_| &@ Jy

\

Nihe ehk nihkedeformatsioon on defineeritud kui algse tdisnurga muutus, st. nihe

xy tasandil
Ov

=i+ 02 = |@ Ee (4.10)
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Analoogiliselt saab leida suhtelised pikenemised (normaaideformatsioonid) ja nih-
ked teistel koordinaattasanditel. Kokku saame kuus seost deformatsioonikompo-
nentide €;, €y, €2, Vay, Vyz» Yoz ja siirdekomponentide u, v, w vahel:

T ox Yoy’ ° 0z
$ (4.11)
ou  Ov ov  Ow ou Ow
rQ&@H®|@+%u Q@NH%+@|@v Q\HNHMIT%.

Saadud seoseid nimetatakse tihti Cauchy vorranditeks voi Cauchy seosteks .

Mirgireeglid:

e pikenemisele vastav normaaldeformatsioon on positiivne;

e koordinaattelgede positiivsete suundade vahelisele tédisnurga véihenemisele
vastav nihe on positiivne.

Jareldus: Positiivsed pinged pohjustavad positiivseid deformatsioone.

4.2. Deformatsioonitensor 4 - 16

4.2 Deformatsioonitensor

Normaaldeformatsioonidest (suhtelistest pikenemistest) ja nihetest saab moodus-
tada deformatsioonitensori

1 1
€ 3Vzy 37z

E= |ty & 3%:|- (4.12)

IW\V\NH W\%N@ mN .
Erinevalt pingetensorist on siin nihete kordajaks 0, 5. Ilma selliste kordajateta ei
alluks deformatsioonitensor tensorarvutuste reeglitele.

Analoogiliselt pingetensoriga saab ka deformatsioonitensorile leida peavairtused
ja peasuunad (ehk peavektorid) ning invariandid — tuleb lihtsalt rakendada ana-
loogilisi valemeid ja arvutuseeskirju.



4.3. Ruumdeformatsioon ehk suhteline mahumuutus 4 - 17

4.3 Ruumdeformatsioon ehk suhteline mahumuutus

Uldjuhul muutub keha ruumala (maht) deformatsiooni kiiigus. Vaatleme 16pmata
véaikest risttahukat, mille ruumala enne deformatsiooni oli dV = dxdydz. Serva
AB pikkus enne deformatsiooni (vt. joon. 4.7) on dx ja peale deformatsiooni
dry = dx(1+¢,). Analoogiliselt dy — dy; = dy(1+¢,) ja dz — dz = dz(1 +¢,).
Keha ruumala peale deformatsiooni leiame ldhtudes eeldusest, et normaalde-
formatsioonid ja nihked on véiikesed. Parast moningaid teisendusi, mille kidigus
hiiljatakse teist ja kolmandat jarku vikesed litkmed, saame deformeerunud ele-
mentaarristkiiliku mahuks dV; = dv1dy1dz) = dV (1 + e, + €, + €.). Ruumdefor-
matsioon ehk suhteline mahumuutus'' avaldub seega kujul

AV, —aV
v

Seega on ruumdeformatsioon vordne deformatsioonitensori esimese invariandiga.
Teisest kiiljest, arvestades deformatsioonide ¢,, €, ja ¢, definitsioone (4.11) on
ruumdeformatsioon siirde divergents'?:

= divau=V - u

0 =€, T &5+ €. (4.13)

L1 k. dilatation
12 _ (0 0 0 : _ Ou ov ow
ﬂlAgu@‘@a%Y QZCI%;‘@‘@;‘M
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4.4 Euleri ja Lagrange’i koordinaadid

On selge, et biomehaanika probleemide korral ei ole deformatsioonid alati I6pma-
ta viikesed, vaid omavad nn. 16plikke vadrtusi. Et sellist olukorda adekvaatselt
kirjeldada on otstarbekas kasutada litkumise kirjeldamisel kahte liiki koordinaate:
Fuleri — ja Lagrange™ koordinaate. Esmalt defineerime nad iildiste koverjooneliste
koordinaatidena.

Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutumatu koéverjoonelise koordi-
naatsiisteemi ', 22, 23, mille suhtes vaadeldakse kesk-
konna materiaalsete punktide liikumist. Sellist koordi-
naatsiisteemi nimetatakse Fuler: koordinaatsiisteemiks
ehk ruumiliseks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid
punkti koordinaate ', 22, 2 — Euleri koordinaatideks
(EK) ehk ruumilisteks koordinaatideks. Uhe punktmassi

litkumist Euleri koordinaatsiisteemis kirjeldavad kolm w%%am 4.8: Euleri koordinaa-
1

vorrandit | |
= f'(t),i=1,2,3. (4.14)
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Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = ¢
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koordi-
naatsiisteemi X', X2, X3. Kui
niitid ajahetkel t > t; keskkond
liigub ja muudab kuju, siis
liigub ja muudab kuju ka koor-
dinaatsiisteem X1, X2, X3,
Sellist koordinaatsiisteemi
nimetatakse Lagrange’s koor- Joonis 4.9: Lagrange’i koordinaadid
dinaatsiisteemiks ehk mate-

riaalseks koordinaatsiisteemiks
ning vastavaid punkti koordinaate X', X? X3 — Lagrange’i koordinaatideks
(LK) ehk materiaalseteks koordinaatideks.

Lagrange’i koordinaadid deformeeruvad koos kehaga (vt. joon. 4.1).

4.4. FEuleri ja Lagrange’ koordinaadid 4 - 20
Descartes’i ristkoordinaadid (DRK)!?

Kéesolevas kursuses esitame koik PKM vorrandid DRKs ja seega pole vaja eris-
tada alumisi ja iilemisi indekseid. Seetottu tahistame DRK korral EK 1, z9, 23

ning vastavaid baasivektoreid iy, io ja i3. Kui vaja, siis tdpsustame, et meil on
Euleri Descartes’i ristkoordinaadid (EDRK).

Moned néited tahistustest:

e ruumipunkt: p; tema kohavektor: p = x = (xy, x9, 73)

e punkti kiirus EKs: v = p = x = (vy, vg, v3)

punkti kiirendus EKs: a = v = p = %X = (ay, as, a3)

e pingetensori komponendid: ¢;;;
Euleri deformatsioonitensori komponendid: e;;

® T, Vi, Qj, &ms.v Cij -

e Koiki suurusi, mis on esitatud EKs tdhistame véikeste tdhtedega

I3DRK pole EK ja LK kérval kolmas koordinaatide tiiiip, vaid annab iihe voimaluse esitada EK ja LK.
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Lagrange’i koordinaate tdhistame DRK korral X;, X5, X3 ning vastavaid baasi-

vektoreid I;, I» ja I3.
Mboned naited tahistustest:

e materiaalne punkt: P; tema kohavektor: P = X = (X7, Xy, X3)

punkti kiirus EKs: V = P=X-=

nendid: Ej;

NT Sg \»T Nﬂ? Q\.k

4.5. Litkumise kirjeldamine

(V1, Va2, V3)

punkti kiirendus EKs: A =V =P = X = (A, Ay, 43)

pingetensori komponendid: 77;; Lagrange’i deformatsioonitensori kompo-

Ko6iki suurusi, mis on esitatud LKs tdhistame suurte tdhtedega

4.5 Liikumise kirjeldamine

Uldjuhul eeldatakse, et keha (kesk-
kond) on alghetkel t=1t; defor-
meerumata olekus', nn. algolekus.
Vilismojude toimel hakkab keha de-
formeeruma ja kui vaadelda mingit
hetke t > 1, siis on keha deformeerunud
olekus'® (joon. 4.10). Tihti 6eldakse,
et alghetkel holvab keha (materiaalne
maht!® V| mida {imbritseb materiaalne
pind!” 8) ruumipiirkonna B. Defor-
meerunud olekus hoélmab vaadeldav
keha ruumipiirkonna b ((ruumi)mahtu
v, mida timbritseb (ruumi)pind s).

YT, k. reference configuration

15T, k. deformed configuration, actual configuration
161, k. material volume

171, k. material surface

Joonis 4.10: Deformatsioon, algolek ja deformee-
runud olek.
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Materiaalse punkti P kohavektor!®

P=X = Xylg. (4.15)
ruumipunkti kohavektor
P=X= Rw:a A%Hmv
ja siirdevektor

Liuikumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaatide teisendust
x =x(X,t) ehk xp = x:(X1, Xo, X3, 1) (4.18)
voi tema poodrdteisendust
X =X(x,t) ehk Xpx = Xg(x1,29,73,1), (4.19)

mis siirdab materiaalse punkti P ruumipunkti p. Parameetriks on siin aeg t. Alg-
hetkel ¢ = ty kujutavad teisendused (4.18) ja (4.19) (parameetrist soltumatuid)
koordinaatteisendusi.

18Giin ja edaspidi kasutatakse summeerimiskokkulepet, st. korduva indeksi jirgi summeeritakse, eeldades, et ta
omab véaartusi 1,2, 3. Vt. pohjalikumalt minu pideva keskkonna mehaanika loengukonspekti 3. peatiikist § 2.2.4.

4.5. Litkumise kirjeldamine 4 -2

Tihti on kasulik kui £ = t; puhul teljestikud z; ja Xy iihtiksid, st., hetkel t = ¢
rr = Xk kui £ = K. Sel juhul on materiaalse punkti asukoht alghetkel ¢ = t
automaatselt teada ning asukoha muutus algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢ lihtsalt
leitav (vt. joon. 4.10).

Markused:

e On ilmne, et kuna LK liiguvad (deformeeruvad) koos kehaga, siis on nad
DRK vaid alghetkel.

e Viga sageli esitatakse liikumisseadus (4.18) kujul x = x(X).

Teisendused (4.18) ja (4.19) peavad olema teineteise iithesed poordteisendused.
Eeldame, et nii funktsioon (4.18) kui (4.19) kuuluvad klass C”,r > 1. Vastavalt
matemaatilisest analiiiisist tuntud teoreemile ilmutamata funktsioonist on see
tingimus téidetud ruumipunkti p timbruses d parajasti siis, kui jakobiaan

@Hw

j= X, #0 |2y — 2| < 6. (4.20)

Siin &mv k =1,2,3 on ruumipunkti p koordinaadid ja
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@HH\QNH @HH\QNM %mﬁ\@;vmw
= @.&,M\QNH @&w\@»vm‘w %Rw\@kw . A%MHV
@Hw\@;vmﬁ @Hw\@kw @Hw\@;vm‘w

Jakobiaan (4.20) véljendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne
16plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega l6pmata suureks mahuks!”
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainehulga sisse?’. Teisisonu, joon deformeerub
alati jooneks, pind pinnaks ja maht mahuks.

@Hw
0Xy,

Kui keskkonnas esineb katkevusi (néit. kihiline materjal voi praod), pole eeltoodu
otseselt kasutatav ja tuleb sisse tuua lisatingimusi. Samuti tuleb erilist tdhelepanu
poorata voimalikele singulaarsetele punktidele, joontele voi/ja pindadele, kus tin-
gimus (4.20) pole tédidetud.

Funktsioonide (4.18) ja (4.19), st., litkumisseaduste leidmine ongi iiks pideva kesk-
konna mehaanika pohiiilesanderd.

9ik. indestructibility of matter
20ik. impenetrability of matter
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Kui liitkumine on kirjeldatud avaldistega (4.18), siis 6eldakse, et on antud [lii-
kumise Lagrange’ kirjeldus — antud juhul saame teada, millises ruumipunktis
xr asub materiaalne punkt Xx hetkel t. Kui t = ¢y, puhul EK ja LK {ihtisid,
siis saame litkumisseadusest (4.18) teada, millises ruumipunktis asub hetkel ¢ see
materiaalne punkt, mis alghetkel oli ruumipunktis x; = X (k = K). Lagrange’i
kirjeldust on otstarbekas kasutada deformeeruva tahke keha iilesannete puhul,
sest siin keha peaasjalikult vaid deformeerub vélisjoudude toimel ning tema ma-
teriaalsed punktid ei paigutu ruumis oluliselt iimber. Kui fikseerime materiaalse
punkti Xy, siis avaldistest (4.18) saame tema liikumisseaduse kujul

Tk = ,\\@vav k= H“ M“ 3. A%va

Avaldised (4.19) esitavad litkumise Fuleri kirjelduse — mnende pohjal saab
madrata materiaalse punkti Xy, mis hetkel ¢ asub ruumipunktis z;. Seda moo-
dust on moistlik kasutada néiteks hiidrodiinaamika iilesannete puhul, sest vede-
liku “osakesed” (materiaalsed punktid) paigutuvad ruumis oluliselt iimber. Kui
fikseerime ruumipunkti zy, siis saab litkumisseadus (4.19) kuju

Xy = Fx(t), K=1,2,3 (4.23)

ja esitab materiaalseid punkte, mis liiguvad labi selle fikseeritud ruumipunkti.

f
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4.6 Siirdevili ja deformatsioonigradient

4.6.1 Siire

Vastavalt joonisele 4.10 on punkti P siire
u=p—-P=x-X. (4.24)
Siirdevektor on litkumisseaduste (4.18) ja (4.19) abil avaldatav nii LKs kui EKs:

u(X,t) =x(X,t) — X = Uglkg, Uk = xp( X1, X9, X3,1) — Xk, kusk=K
(4.25)
ja

u(x,t) = x—X(x,t) = ugiy, up = xp—Xg (1,22, 73, 1), kus k= K. (4.26)

Valem (4.25) esitab siiret, mille on hetkeks ¢ saanud materiaalne punkt X ja
valem (4.26) méérab siirde, mille on saanud materiaalne punkt, mis hetkel ¢ asub
ruumipunktis x.

4.6. Suirdevili ja deformatsioonigradient

Vaatleme joonist 4.11. Materiaalse
punkti P kohavektori X diferent-
siaal dX viib materiaalsest punktist
P punkti . Ruumipunkti p ko-
havektori x diferentsiaal dx viib
ruumipunktist p  punkti ¢. Defor-
matsiooni kéigus siirdub materiaalne
punkt P ruumipunkti p, materiaalne
punkt ) ruumipunkti ¢ ja vektor dX
deformeerub vektoriks dx. Punktist P
viib punkti p vektor u ja punktist ) Joonis 4.11:
punkti g vektor u + du.

Diferentsiaalid dX ja dx on vaadeldavad kui 16pmata vaikese pikkusega joonele-
mendid, mille pikkuste ruudud

dS? = dX - dX = dXgdXg (4.27)
ja
ds* = dx - dx = dxydxy, (4.28)

mangivad edaspidi tdhtsat rolli.
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4.6.2 Deformatsioonigradient

Jargnevalt toome sisse deformatsioonigradiendi moiste ja defineerime viimase abil
deformatsioonitensorid. Diferentsiaalid dX ja dx on omavahel seotud jargmiselt:

dx = F - dX (4.29)
kus tensorit p
X

nimetatakse deformatsioonigradiendiks ja V on gradientoperaator X suhtes. Seo-
se (4.29) poordteisendus avaldub kujul

dX =F!.dx (4.31)
kus 5%
F'=2=vVX 4.32

ja V on gradientoperaator x suhtes.

Deformatsioonigradiendid F ja F~! kujutavad endast nn. kahepunktilisi ten-
sorvilju, st. nad teisenevad kui tensorid nii x kui X suhtes.
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Indekskirjaviisis saame tensorid F ja F ~! esitada kujul

_ @&.wﬁvmf ;vmwu ;vwxwv ﬂv

0X t
Fp = Thg = v ja o N@f&?@: v

' @&\A v

(4.33)
kus indeksis esinev koma tihistab osatuletise votmist vastavalt avaldisele (4.33).
Indekskujul saavad avaldised (4.29) ja (4.31) kuju

=

il
3
I

&&w = H?N&NN u.@ &N«N = N‘N%&&w. A%.w%v

Valemite (4.20) ja (4.21) pohjal saame 6elda, et jakobiaan j = |F|.
Maatrikskujul

(4.35)
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Osatuletise leidmise ahelreegli pohjal:
Tr kXK = Ok ja XK pTr1 = 0K (4.36)

Seega, T ja Xk on teineteise poordtensorid ja analoogiliselt poordmaatriksi
leidmise eeskirjale

cofactor xj, k 1

XK )= : = = CKLMCKImTI,LTm,M (4.37)
J 2]
ning
cofactor X 1 1
Tp K = : = = —€RmCKLMXLIXMm, (4.38)
J 2]
kus jakobiaan
. 1
J = _§,N_ = mmwhimismﬁwaﬁ&?i. (4.39)
Viimast diferentseerides saadakse Jacobi samasus
dj .
= cofactor zj x = j Xk k. (4.40)
@.&FN
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4.6.3 FEuleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorid

DRK korral on kohavektorite X ja x diferentsiaalid avaldatavad kujul
dX = dXglg ja dx = dxiy, (4.41)
Arvestades kohavektorite diferentsiaalide avaldisi (4.34) saame avaldada suurused
dS? ja ds? jargmiselt:
dS? = dX -dX = 0pdXgdX; ja ds* = dx-dx = Spdrpdy (4.42)
Nende vahe ds?> — dS? iseloomustab kahe materiaalse punkti vahelise kauguse

muutu deformatsiooni kiigus ja seda saab avaldada nii Lagrange kui Euleri koor-
dinaatides:

ds* — dS? = 2Ex (X, t)dXgdX | = 2ep(x, t)dxyda;, (4.43)

kus

2Ekr = Tk Tk, — OKL ja 2ep = 0 — Xk 1 XK (4.44)
nimetatakse vastavalt Lagrange’s ja Euleri deformatsioonitensoriteks. Vorduse
(4.43) pohjal ndeme, et

Exr = enxr koL ja en = Err Xk 1 X1y (4.45)
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Mairkused:

e Siinsega vorreldes seostatakse Fungi biomehaanika 6pikus tensoreid Fxr ja
ek teiste isikute nimedega (vt. Fungi 6pik k. 32).

e On selge, et kui suvalise joonelemendi korral vahe ds? — dS? = 0, siis on
tegujéiga keha litkumisega ja Exp = ex = 0.

e Lopmata viikeste deformatsioonide korral kasutatakse tavaliselt nn. I[opmata
véaikeste deformatsioonide tensorit

1
Epl = M AQ?N + S%V . A%.%mv

Sama deformatsioonitensor oli sisse toodud alajaotuses 4.2 ja oli seal
tahistatud . Minu teistes pideva keskkonna mehaanika loengukonspekti-
des on sama tensor tihistatud e

e Deformatsioonitensorite diagonaalelemendid (k = [ voi K = L) iseloomus-
tavad normaaldeformatsioone ja elemendid, mille indeksid pole vordsed nih-
kedeformatsioone (vrd. tugevusopetusest tuntud suurustega €, ja vay).
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4.7 Kiirus ja kiirendus

4.7.1 Materiaalne tuletis

Pideva keskkonna mehaanikas on diinaamiliste protsesside kirjeldamise puhul vaja
leida materiaalsete punktidega seotud fiiiisikaliste suuruste (skalaaride, vektorite
ja tensorite) muutumise kiirust?!, st., tuleb leida tuletisi aja jirgi skalaaridest,
vektoritest ja tensoritest (mis on funktsioonid kas materiaalsetest voi ruumilistest
koordinaatidest) mingis fikseeritud materiaalses punktis. Siinjuures tuleb arvesse
votta nii muutus, mis on seotud fikseeritud ruumipunktiga (lokaalne muutus),
kui materiaalse punkti liikumisest pohjustatud muutus (konvektiivne muutus).

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi)
nimetatakse operatsiooni
. ot df

< — (4.47)

X=const

21T k. time rate
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Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, s.t.
f=1(X,t) = Fg(X,t)Ik, (4.48)

siis langevad materiaalne tuletis ja osatuletis aja jargi kokku:

: of(X,t) OF
f(X,t) = A% ) _ @w

Naide: Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.

Ix. (4.49)

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f = H.Aumu wv = \w@mu wv:a A%WOV

Niiiid (kuna i; on konstantsed)

.Imx\ﬂmbﬂmﬁ.
m.| A@w |_| oz, Ol v :ﬁ A%.mc

sest x on labi litkumisseaduse LK X funktsioon.
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Sageli esitatakse materiaalne tuletis vektorist kujul

f = \\a_w = %:ﬁ A%mwv

kus suurust

Dfy _0fc  Of Oxi _ Ofi

= + = + frii (4.53)
Dt ot  Ox; @.w ot
fea T

nimetatakse materiaalseks tuletiseks vektori f komponendist f;. Esimest liiget va-
lemites (4.51) ja (4.53) nimetatakse lokaalseks tuletiseks (monikord ka tuletiseks
aja jargi), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaalne tuletis iseloomustab
muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumipunktis ning konvektiivne tuletis muu-
tusi, mis on pohjustatud materiaalse punkti litkumisest (vaadeldava ruumipunkti
timbruses).

Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni ® = ®(x,t). Ma-
teriaalne tuletis skalaarist on defineeritud kujul

DO 9 O o
_ Do _ 9% 4.54
Dt~ ot T om T g T (4.54)
[0}

)

o
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Naide: Téahistagu skalaar ® materiaalse punkti temperatuuri. Temperatuuri
muutumisel voib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti temperatuur muutub
ja 2) liikkudes satub materiaalne punkt teise ruumipunkti, kus on erinev tempera-
tuur (vorreldes ruumipunktiga, kus ta oli). Viimast ndhtust nimetatakse fiiiisikas
konvektsiooniks.

4.7.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus

Kiirus
Kiirus on teatavasti kohavektori esimene tuletis aja jargi. Kui materiaalse punkti
kohavektor on p = x = x(X, t)ig, siis tema kiirus on defineeritud kujul

vV =Dp. (4.55)
Kuna baasivektorid i; ei soltu ajast, siis
v =p = (X, t)i. (4.56)
Kui téhistada v = vi, siis
= I, = = . 4.57
=R =T T Dt (4:57)
4.7. Kiirus ja kitrendus 4 - 38
Kuna kohavektor
p=P+u (4.58)

ja P ei soltu ajast (sageli tdhistab P = X punkti kohavektorit alghetkel), siis

v=p=1u (4.59)

Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud ldbi LK kujul u = Ugly,
kus me = meﬁvﬁwv. Niud

<IQI|®QNH

T o
chk (4.60)
<“<NH~? kus a\wm“@@%.

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.
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Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud labi Euleri koordinaatide, siis
u = ugig, kus up = ug(x,t). Niiiid saame kiiruse avaldised FEuleri koordinaatides:

Y Duy, duy, N .
v=—1u = 1. = | — U U 1
X=const Dt k ot kLY ks
chk (4.61)
@2»\, @Qw
= i, k = = .
A% VElk, us v Dt ot + UL, 1U]

Seega, iilaltoodud lahenemist kasutades saame kiiruse- ja siirdekomponentide va-
helised seosed Euleri koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Teiselt poolt, kui on teada materiaalse punkti kiirus LKs, siis kasutades liikumis-
seadust X = X(x, 1), saame

v =v(X(x,t),t) = v(x,1). (4.62)
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Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene tuletis

aja jargl —

a=yvV. (4.63)

Lagrange’t koordinaatide puhul

NV  0*Ug

— AnI Ap = = 4.64
BT ARG LR T T T o (4.64)

ning Fuler: koordinaatide puhul

. b@w @@w

— —— -7 4.65
a arly, aj Nuw %w |_|§£ (i A v

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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Mairkused

(i) v = v(x,t) méadrab kiiruse vdilja (a = a(x,t) omakorda kiirenduse vdilja).
(a) Punkti, kus v = 0, nimetatakse stagneerunud punktiks®*.
(b) Kui kiirus ei soltu ajast, st., v = v(x), siis nimetatakse sellist litkumist
statsionaarseks litkumiseks®. See madratlus kehtib suvalise vektorvilja

jaoks.

(c¢) Litkumist, mille puhul vaid iiks kiirusvektori komponent erineb nul-
list ja soltub seejuures vaid vastavast ruumikoordinaadist nimetatakse
iihemootmeliseks litkumiseks®® — niiteks v) = vy (z1,t) ja vy = v3 = 0.

(d) Liikumist, mille puhul iiks kiirusvektori komponent on null ja kaks kii-
rusvektori komponenti on nullist erinevad ning séltuvad seejuures vasta-
vatest ruumikoordinaatidest, nimetatakse tasapinnaliseks liskumiseks®
— néiteks v1 = vy(x1, 29, 1), v9 = vo(T1, X2, 1), v3 = 0.

221 k. stagnation point, 1d. stagnum — seisev vesi
21.k. steady motion
24Lk. lineal motion
2Lk. plane motion
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(ii) Lagrange’i kirjelduse puhul on (analoogselt punkti kinemaatikaga) antud
kiirusega litkuv materiaalne punkt identifitseeritav. Euleri kirjelduse puhul
selline analoogia punkti kinemaatikaga puudub. Siin on antud kiiruste vélja
puhul, hetkel ¢, teada kiirusvektor igas ruumipunktis, kuid pole teada, milline
materiaalne punkt asub vaadeldavas ruumipunktis.

4.7.3 Deformatsioonikiirus ja keeriselisus

Vedelike liikumise uurimise juures omavad suurt tédhtsust deformatsioonikiiruse
tensor ja keeriselisuse tensor. Saab niidata, et joonelemendi pikkuse ruudu ds?
muutumise kiirus

D
m A&MMV = M&i&&w&&? A%.mmv

kus tensorit {
&E = M A@\i + Su\ﬂv , A%mﬂv

nimetatakse Fuler: deformatsioonikiiruse tensoriks.
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Defineerime lisaks (Cauchy) keeriselisuse tensori’S
1
wir = 5 (U1 = vie) (4.68)
Viimase kahe valemi pohjal
Uk, = di + W (4.69)

Kaldsiimmeetrilisest tensorist wy; saab omakorda konstrueerida keerisvektori?’

Wi = €kimWmi = €kimUm, €hk w = curlv, (4.70)
kus 5
cwrlv = totv & vV x v ja V g (4.71)
@.&,w

261 k. worticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
2TSuurus ep,, on tuntud kui permutatsioonisiimbol ja ta voéib soltuvalt indeksite klm viirtusest omandada
véartusi 1, —1,0. Vt. pohjalikumalt minu pideva keskkonna mehaanika loengukonspekti 3. peatiikist § 2.2.5.
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Peatiikk 5

Deformeeruva keskkonna diinaamika

Diinaamika on mehaanika osa, mis uurib materiaalsete keskkondade litkumist
vélisméjude (vélisjoudude) toimel. Uuritavaks materiaalseks keskkonnaks voib
olla nii tahke keha, gaas kui vedelik. Uheks vaadeldavaid materiaalseid keskkondi
iseloomustavaks suuruseks on inerts. Inertsi méoduks on mass.
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5.1 Mass

Mass on positiivne suurus, mis on invariantne liitkumise suhtes. Tema dimensioon
M ei soltu ei pikkuse dimensioonist L ega aja dimensioonist 7. Kui mass on
absoluutselt pidev, siis leidub funktsioon p, mida nimetatakse massi ttheduseks.
Sel juhul keha kogu mass

o — \ v, (5.1)

Kuna pideva massijaotusega keskkonnas 9 — 0 kui v — 0, siis 0 < p < o0.

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom — massi jidvuse seadus

Globaalne massi jddvuse aksioom: keskkonna kogumass on liikumisel inva-

riantne —
\bo%x = \b&@. (5.2)
% v
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Kuna dv = jdV, kus
. Oxy,
aw _—
0X

siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui EK-s —

\? |§%no§ \€ |§Lv%no. a.wv
1% v
Lokaalse massi jidavuse aksioomi saame kui rakendame globaalset massi
jadvuse aksioomi materiaalse punkti lopmata viikeses iimbruses. Valemite (5.3)
pohjal saame

po=pj = VoL p=poj . (5.4)
Avaldisi (5.4) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja nad esitatakse
Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).
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Ruumilise pidevusvorrandi (Euleri kirjeldus) saame kui esitame globaalse massi
jaavuse aksioomi kujul

D dp
i @b&@ = \@ o + (pvk) ;| dv = 0. (5.5)
Viimase pohjal avaldub lokaalne massi jadvuse aksioom kujul
dp
Dt (o) =0, (56)

mis kujutabki endast ruumailist pidevusvorrandit.

Avaldised (5.4) ja (5.6) esitavad iihe ja sama ndhtuse kaht erinevat kirjeldust —
(5.4) on mugavam kasutada tahke keha mehaanikas, (5.6) aga vedelike ja gaaside
puhul.
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5.2 Liikumishulk, kineetiline moment, energia

Keha (mahus v sisalduva massi M) lidkumishulk' P avaldub kujul

P(x,t) @\%ﬁxhvggﬂww\eﬂ@iwivgg (5.7)

kusjuures baasivektorid i, saab integraali ette tuua vaid seetottu, et me kasutame

sirgjoonelisi koordinaate. Kuna pideva massijaotuse puhul d91 = pduv, siis pole
oluline, kas integreeritakse iile ruumala voi massi? .

Keha (mahus v sisalduva massi 9) kineetiline moment® H, ruumipunkti o suhtes

def

H, = p X vdIt = :ﬂ\ ErimPrUmdIN. (5.8)

m Mm

L.k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit impulss.

2Pisukest segadust voib pohjustada mahu (ruumala) tihistus v ja kiirusvektori komponentide tihistus vy.
Samas, neid ei tohi mitte mingil juhul segamini ajada.

3Lk. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse ka termineid impulsi moment ja
poordeimpulss.
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Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom —
liikumishulga tasakaalu seadus*

Liikumishulga muutumise kiirus vordub kehale mojuvate joudude peavektoriga:

: D D
Dt Jon Dt Jon
Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom — kineetilise momendi

tasakaalu seadus®

Kineetilise momendi muutumise kiirus vordub kehale mojuvate joudude peamo-
mendiga (molemad momendid peavad olema voetud iihe ja sama ruumipunkti

suhtes)—
D

H, =M, ehk — [ epmpromdM = M3, (5.10)

Dt Joy
Valemitega (5.9) ja (5.10) esitatud pideva keskkonna mehaanika pohiaksioome ni-
metatakse Fuler: liikumisseadusteks ning nad kujutavad endast Newtoni seaduste

laiendust punktmassilt keskkonnale.

4Lk. principle of balance of momentum
Lk. principle of balance of moment of momentum
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Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom — energia jadvuse
seadus’

Keha (mahus v sisalduva massi ) kineetiline energia’

1 1 1
K= I\ @w&g = I%E\ @wSng = I\ @w@w&g. AU.HC
2 Jom 2 I 2 Jom

Energia jidvuse seadus. Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirus
vordub vilisjoudude t60 ja keskkonda sisse tulnud voi sealt lahkunud energiate
summa muutumise kiirusega —

K+E=W+> U (5.12)

Siin K on kineetiline energia, £— siseenergia, V- vilisjoudude t66 ajaiihikus ja
U, — ajaithikus muundunud energiate mehaanikaline ekvivalent. Seega ecldame,
et energiad on adititvsed.

1. k. principle of conservation of energy
"Lk. kinetic energy



5.2.  Litkumishulk, kineetiline moment, energia 5 - 51

Suurused IC, W ja U, on selgelt maaratletavad, siseenergia £ on aga ebaméirasem
ja teda voib vaadelda kui vorrandi (5.12) tasakaalustavat liiget. Ta on nn. oleku
funktsioon ja séltub olekut viljendavatest muutujatest®.

Kui on teada siseenergia tihedus € (iithikmassi kohta), siis

E= \ edM = \bm&@ (5.13)

81.k. constitutive variables
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5.3 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalne tasakaal

Kui rakendada globaalseid tasakaaluaksioome suvalisele (lI6pmata véikesele) ma-
hule, saame liikumishulga ja kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadused, mis
komponentkujul (koordinaatkujul) avalduvad jargmiselt

tig +p (fr —ar) =0,

H.14
t = tik, A )

t; on siin pingetensor, a; — kiirendus ja f; — mahujoud.

Lokaalse tasakaalu seadusi kujul kujul (5.14) nimetatakse vastavalt Cauchy esi-
meseks ja teiseks linkumaisseaduseks.

Cauchy litkumissesdused on 3. peatiikis esitatud tasakaaluvorrandite analoogiks.
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Peatiikk 6

Olekuvorrandid

6.1. Uldistatud Hooke’i seadus 6 - 54

6.1 Uldistatud Hooke’i seadus

6.1.1 Deformatsioonide avaldamine pingete kaudu

Klassikalises (lineaarses) elastsusteoorias kehtib dldistatud Hooke’i seadus: defor-
matsioonitensori komponendid on lineaarsed funktsioonid pingetensori kompo-
nentidest. Koige iildisemal juhul saab vastavad seosed esitada kujul'

(e, = Cioy + Craoy + Ch30, + Crauy + Ci57yz + Cl6Tan
ey = C910, + Co0y + Co30, + CosTyy + Cos7yr + CopTay
) €, = U310, + U390y + U330, + CauTyy + C57y + Ca6Toy (6.1)
Yoy = Cn10y + Caooy + Cu30. + CaaToy + CusTy. + Ca6Ten
Vyz = Cs104 + Cso0y + Cs30, + CsaTyy + Css7y2 + CspTay

(Ve = Co10 + Q@mQ@ + Cp30 + Q@g\\.&@ + Q@mﬁww + Co6T2

Viimased avaldised sisaldavad 36 elastsuskonstanti — seda on palju!

1Sellisel kujul on pingete ja deformatsioonide vahelised seosed esitaud niiteks &pikutes R. Eek, L. Poverus,
Ehitusmehaanika II, Tallinn, Valgus, 5@% ja V. I. Samul, Osnovo Teorii Uprugosti i Plastitsnosti /Elastsus- ja
plastsusteooria alused/, Moskva, Vasaja Skola, 1982.
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Kui eeldada, et keha on ideaalselt elastne (st. peale koormuse korvaldamist taas-
tub algne kuju) ja isotroopne, siis jadb jarele vaid kaks soltumatut elastsuskons-
tanti, mis on mé&dratavad véga lihtsate eksperimentide abil ja on kasutuses ka
tugevusopetuses. Need kaks konstanti on Youngi moodul F ja Poissoni koefitsent
(Poissoni tegur) v

e Tomme—surve (z-telje sihis).
— Elastsuskonstant ehk Youngi moodul E: ¢, = 0, /F
— Poissoni koefitsent v: ¢, = —ve,

e Nihe (zy tasandis).
— Nihkeelastsusmoodul G: v, = 7,/G, kus

E
G = a (6.2)

Kuna nihkeelastsusmoodul G on avaldatav E ja v kaudu, siis ei saa teda
pidada iseseisvaks elastsuskonstandiks.

6.1. Uldistatud Hooke’i seadus 6 - 56

Uldistatud Hooke'’i seaduse tuletamiseks vaatleme 1opmata viikest isotroopset
risttahukat, milles mojuvad vaid normaalpinged o, 0, 0. Pinge 0, > 0 pchjustab
pikenemist x—telje sihis ja lithenemist y— ja z—telje sihis. Analoogiline toime on
normaalpingetel o, > 0 ja o, > 0. Seega on summaarne suhteline pikenemine
x—telje sihis ehk normaaldeformatsioon

g =—7—V—=—Vv—=—lo, —v(o,+0.)]. (6.3)

Nihkepingete ja nihkedeformatsioonide vahelised seosed on méaédratud Hooke’i sea-
dusega iga koordinaattasandi jaoks soltumatult, s.t., 7, pohjustab vaid nihet ~,,,
jne. (vrd. normaaldeformatsioonidega).

Kokku saame kuus vorrandit, mis esitavad tildistatud Hooke’s seadust isotroopse
ideaalselt elastse keha jaoks:

( 1 1
€z = I [0 — tAQ@ +0.)], Yy = mﬁé“
1 1
&y = o loy —v(o.+04)], Tyz = q v (6.4)
Lo~ v(on + )] :
2= = |0 — V\0Og 3 zx — ~lzx-
, € Z o o oy y Qﬂ
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6.1.2 Hooke’i seadus ruumdeformatsiooni jaoks

Vastavalt iildistatud Hooke’i seadusele (6.4)

1—-2
> 7
Seega,
(1—20)I7
0= —"—. 6.6
= (6.6

Suurust 6 = €, + €, + €, nimetatakse ruumdeformatsiooniks ja ta on iihtlasi ka
deformatsioonitensori esimene invariant. Tuues sisse ruumpaisumismooduli K ja
keskmise pinge oy,

E oy toyto. I7

K=-—" - .t 6.7
31—20) " 3 3 (6.7)

saame lineaarse seose keskmise pinge ja ruumdeformatsiooni vahel kujul

oy — K0. Ammv
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6.1.3 Pingete avaldamine deformatsioonide kaudu

Liidame avaldise (6.4), paremale poolele ja lahutame avaldise (6.4), paremast

poolest suuruse qu&“

1 1
e = 0w +vou —vo, —vioy+ o) = [+ v)o, —vI].  (6.9)

Avaldades (6.6)-st invariandi I{ = E0/(1 — 2v), saame

(1+v)o, vl Evf Ee,
L= _ . kust o, = 6.10
© E i—m)y ¢ =0 Tiv, (610
Tuues sisse Lamé koefitsiendid
E E
A= Y p=-—— =@, (6.11)

(14+v)(1—2v)’ 2(1+v)

saame valemist (6.10), 0, = A0 + 2pue,.
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Leides analoogilised avaldised o, ja o, jaoks ning avaldades seostest (6.4) nihke-
pinged, olemegi saanud Hookes seaduse alternatiivse kuju

0y = N0+ 2ue,, Ty = WYay,

oy = A0 + 2ue,, Tyz = HYyz (6.12)
0, = N0+ 2ue,, Tow = UYsg-

Kasutades viimaseid valemeid leiame seose pingetensori ja deformatsioonitensori
esimese invariandi vahel

Op+0y+0, =30 +2u(e, +e,+¢.), kust I7 = (3\+2u)0. (6.13)
e 0

Kui tahistada keskmist normaaldeformatsiooni

Epteytes 7

€ = —, 6.14
e (6.14)
siis saame seose keskmise pinge ja keskmise normaaldeformatsiooni vahel
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Uldistatud Hooke’i seadus tensorkujul:
thr = Aeledr + 2pcep, (6.16)

kus A\, ja p. on Lamé konstandid, mille seos tugevusopetusest tuntud Youngi
mooduli £/, Poissoni teguri v ning nihkeelastsusmooduliga G on jargmine:
Ev
O-na—-2) " (6.17)

ning I, on Euleri deformatsioonitensori ey; esimene invariant.

Mittelineaarne olekuvorrand (vorreldes eelmisega on siilitatud korgemat jarku
litkmeid)
thy = Tm + (Ao —ao) I+ AE@ Mo — Ao — %v (I)* + (e + ne — 20) I+
+ g Opt + [2 (pe — ae) — (Me + e + 20e + 20t — 20e) I + .. ] e+
+ (—4pe +ne + .. .) €xmemi-
(6.18)

Elastsusteoorias on kombeks nimetada eelmistes valemites esinevaid konstante
jargmiselt @ — esimest jarku elastsuskonstant; A\, u — teist jarku elastsuskons-
tandid; [, m,n — kolmandat jarku elastsuskonstandid.
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6.1.4 Stokesi vedelik ja Newtoni vedelik

Eelmistes alajaotustes vaatlesime elastseid materjale, st. materjale, kus pinge
soltus vaid deformatsioonist. Taoliste materjalide puhul on téhtis teatud defor-
meerumata olek, mida nimetetakse loomulikuks olekuks. Selline kditumine on
tavaliselt omane tahkistele (tahketele kehadele).

Teise tdhtsa materjalide klassi moodustavad vedelikud. Tegelikult on koik vede-
likud kokkusurutavad ja viskoossed. Kuna aga nimetatud omadused varieeruvad
vedelike puhul viga suurtes piirdes, siis on viga tihti voimalik vahemalt {iht neist
hiiljata. Vaga suur osa vedelikest on praktiliselt kokkusurumatud. Siin piirdumegi
vaid kokkusurumatute vedelikega.

Viskoossete vedelike puhul on leitud, et pinged séltuvad deformatsiooni kiirusest.
Téapsemalt Oeldes, pingetensor séltub deformatsioonikiiruse tensorist. Sellist ve-
delikku nimetatakse Stokesi vedelikuks. Vedelikku, mille korral viskoossed efektid
on hiiljatud, nimetatakse ideaalseks vedelikuks.
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Stokesi vedeliku olekuvorrand on esitatav kujul

ti = —por + ptr(dys), ptr(0) = 0. (6.19)

kus p on hiidrostaatiline surve ja pti; viskoossusest pohjustatud dissipatiivne
pinge. Kui deformatsioonikiirus on null, on null ka vastav dissipatiivne pinge.

Aproksimatsioonid — lineaarne ja mittelineaarne.

1) Kui kokkusurumatu vedeliku olekuvorrand on esitatud kujul
tr = |@%E -+ M\;&iu Am.wov

st., pinge pty; ja deformatsioonikiiruse dj; vaheline seos on lineaarne, siis nimeta-
takse teda Newton: vedelikuks. Viimases nimetatakse kordajat p > 0 viskoossus-
koefitsendiks.

2) Ruutpoliinoom
ti = —pop + ardy + aodpmdon, AQ.MC
kus kordajad
ay = ay (g, Iy), v=1,2 (6.22)

peavad rahuldama tingimusi

—2011L; + anlll, > 0. (6.23)



6.2. FElastsusteooria pohivorrandid (tahkiste jaoks) 6- 63
6.2 Elastsusteooria pohivorrandid (tahkiste jaoks)
1. Tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid (3 vorrandit):
(o, 01y 0T
X =
Ox i oy i 0z * v
01y 0oy 0Ty
Y =0 6.24
A Ox * Oy * 0z * ’ (6.24)
01y, 01y, Oo,
Z = 0.
( Ox * oy * 0z *
ehk Cauchy 1. liikumisseadus
tig + p (fr —ar) = 0. (6.25)
2. Cauchy seosed (4.11) (6 vorrandit):
( ou ov ow
€0 = o €y =7 €= 5,
Ox Y Oy 0z
A (6.26)
Ims._.@@ IQ@._.@E |®:+®S
rﬁélmw\ or’ T 82 dy T2 = 5, T ar
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vor Euleri deformatsioonitensor
wmi = 9& - »vﬂmﬁw:vﬂwﬁ? Amwﬂv
votr lopmata viikeste deformatsioonide tensor
1
=5 (upg + urk) (6.28)
voi moni muu deformatsioonitensor.
3. Uldistatud Hooke’i seadus (6 vorrandit) nn. otsesel kugjul:
0 = low— vlo, +0.)] H
€x = 7 Oz —V z)l xy — ~lays
7o o, +0 Yoy = oy
1 1
A Ey = @ F.@ - TAQ.N + Q&v_ ) Yyz = mﬂ@ﬁ Amwwv
=0~ v(on ) :
€2 = 70z — VI 0Oy o ) 2z — ~Tzx
N E Y E G
V01 nn. poordkujul
0y = AN+ 2ue,, Toy = WYay,
oy = MO + wtm@u Tyz = HVyzs Aawov
0, = A + 21ie -, Tox = W2z,
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vOi moni muu olekuvorrand.

Vorrandeid kokku 15 Tundmatud kokku 15: 6 pingetensori komponenti + 6 de-
formatsioonitensori komponenti + 3 siirdevektori komponenti.

Rajatingimused ehk ddretingimused ehk servatingimused voéivad olla kolme
pohitiitipi.
1. Keha vilispinnal on antud pindjoud:

Prz = Ozl + TyzT =+ ToaT,
Doy = Tayl + oym + T2yn, (6.31)

Prz = Tyl + Tyom + on.

2. Keha vélispinnal on antud siirded. Pohimotteliselt tdhendab see seda, et on
antud keha valispinna litkumisseadus.

3. Osal keha pinnast on antud siirded ja osal pindjoud.

Voib esineda veelgi komplitseeritumaid juhte, kus mingil osal keha pinnast on
antud néiteks iiks kolmest siirdekomponendist ja kaks pindjou komponenti.
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Pidevustingimused.

Kui pohimuutujateks on valitud deformatsioonid voi pinged, siis on tarvis arves-
tada ka pidevustingimusi:

( 2%, N %y 0Py
oy  0x2  Ox0y’
d%e, N 0%, _ Py
022 0y?  Oyoz’
0%c. N ey 0™y
ox2 022 0x0z’

< 6.32

0 (07 N My Oy (6:32)
Ox \ Oy 0z Ox
0 (D N Oy Oez) _ 5
oy \ 0z Ox Oy 0x0z’
9 (s O Oy _, 0.

| 0z \ Oz oy 0z Oxdy

Vedelike ja gaaside korral on mitmed pohivorrandid (nditeks olekuvorrandid) hoo-
pis teistsusugused.



