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Naide D1. Lagrange’i-Descartes’i ja Euleri-Descartes’i ristkoor-
dinaadid iihtivad alghetkel, s.t., ¢t =t puhul 2% = Z¥ kui k = K.
Euleri koordinaadid 2* = z* ja Lagrange’i koordinaadid X% = ZX.
Siirdevili on esitatud kujul

A =7t
22 =7+ AZ3, (1)
2 =03+ AZ?,

kus A = const. (0 < A < 1).
Leida:

1. Siirdevektori komponendid Lagrange’i ja Euleri koordinaati-

des.

2. Millisteks kujunditeks deformeeruvad (Z2, Z®) tasandil asuv
ring (Z%)? + (Z3)* = (1 — A%)7! ja elementaarkuup servapik-
kusega dZ! = dZ? = dZ3 = dZ. Esitada vastavad joonised
kui A =1/2.

3. Leida Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Euleri deformatsiooni-
tensorid.

4. Deformatsioonitensorite peavéirtused ja peasuunad.
5. Joonistada materiaalne ja ruumiline deformatsiooniellipsoid.

6. Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsen-
did, suhtelised pikenemised ja podrded ning algse tdisnurga
muutus Z2? — 73 tasandis.

7. Poordetensor RF .

8. Greeni deformatsioonitensori Ck, invariandid.

Lahendus

Teisenduse (1) poorteisendus on
7t =2
77 =(2* — AZ*) /(1 — A?), (2)
73 =(2* — A2%) /(1 — A?).

Joonis 1: Algne kuup (a) ja siirdevektor (b).

1. Siire Kuna alghetkel LDRK ja EDRK iihtivad, siis iy, = Ix kui
k = K ja siirdevektor

U=u=UfGg =urg, =p—P =2, — 281, (3)

Seega siirdevektori komponendid LK-s
Ul — 1 _ 7t
S e R —Az3,  (4)

Ub =B z3Y —AZ?

NI | N2
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ja EK-s
( I ) 0,
) =272 D = A(Zlg__;éZQ)a (5)
\ w=z2 =77 & = A(j2__;23)

2a. Ring. Algse ringjoone vorrand on (Z2)?+(Z3)? = (1—-A%)"L.
Asendame siia Z% = ZK (21, 22, 23) poordteisendusest (2).

(22 — Az3)? N (2% —Az*)? 1
(1 — A2)2 (1—A2)2 1 — A2

(14 A%)(2%)* — 44222 + (1 + A%) () =1 — A%

See on ellipsi vorrand. Ellipsi joonistamiseks poérame koordinaat-
telgi nurga /4 vorral. Toome sisse uued koordinaadid, st. poérame
koordinaate z1, z5.

Asendades (7) vorrandisse (6) saame péarast moningaid teisendusi

(1-AP@*)" + (1 +A)° (") =1-A°

ITeist jirku joone vorrandi iildkuju on az? 4 2bxy + cy? + 2dx +2ey + f = 0.
Kui poorata telgi nurga « vorra, kus « avaldadakse vorrandi
btan? o + (a — ¢)tana — b = 0 positiivsest lahendist, saame tulemuseks teist
jirku joone vorrandi kujul: Ax? + Cy? + 2Dx + 2Ey + F = 0.

Viimasele saab anda kuju

(v?)? , (%)
a Ta ! (8)
1-A 1+A

Kui A = 1/2; siis algse ringi vorrand saab kuju
(2%) + (2°)* = 4/3 (9)

ja ellipsi vorrand

~1. (10)

Seega, algse ringi raadius r = 2/\/§ = 1,155 ja ellipsi poolteljed
a=+3=1,732ning b= 1/v3 = 0,577

Joonis 2: Deformeerunud ring.

2b. Kuup. Peame leidma siirdevektori komponendid UX, mis
véljendavad siirdeid, mille saab materiaalne punkt, mis alghetkel
asus ruumipunktis z¥ = ZX. Esiteks leiame kuubi servade siirded.



a)serv OA: 22 =2 =08 U =2 =% =0

b)serv OC: Z' = 23 = 0 B Ul = U2 = 0, U = AZ?

¢)serv OD : 20 = 722 =0 & U1 U3 =0,0% = AZ?
d)servAB:Z—dZZ3—O Lyt =2 = 0,U% = AZ*
o) serv FG : 2% =dZ, 2% = dZ L U' = 0,U2 = U = AdZ
jne.

Tippude siirded:

a) tipp O: koordinaadid enne deformatsiooni
A=71=0,'=22=0,'=2=0—- (4) —

siire Ul =0, U? =0, U? =0 ja

koordinaadid peale deformatsiooni z! =0, 22 =0, 23 = 0;
b) tipp B: koordinaadid enne deformatsiooni
A=7"=dz, N =7=dZ, ) =73=0— (4) —

siire U! = 0, U2—0 U3 = AJa

koordinaadid peale deformatsiooni z! = dZ, 2? = dZ, 2% = A;

jne.

Joonis 3: Deformeerunud kuup.
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3. Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Euleri deformatsiooniten-

sorid (DT)
Crl — GKLXK,]{;XL,[ Cauchy DT,
CKL = gkl$k7K$l7L Greeni DT,
QEKL = OKL — GKL Lagrange’i DT,
2ep = gt — Cii Euleri DT.

Meil XK = ZK 2k = 2F g, =i, = G = Ik.
Seega G = GEL = 0k ja gy = g™ = 0.

3a. Cauchy DT ¢y = 0,25 1 2%,

C11 = (Zl 1)2

)

(Z2)*+(Z3 ) =. ..

+
Coo = (21,2)2 + (Z2,2)2 + (Z3,2)2 =
C33 = (Zl’3)2 + (Z2’3>2 + (Z373)2 —

1 1 2 2 3 3
612:C21:Z712 ’2+Z,IZ 72+Z,1Z 2= ..

1 1 2 2 3 3
623203222722 ’3+Z,2Z 73+Z,QZ 3= ...

ci3=1c3 =10

1 0 0
14A2 2A
[cx] = 0 (1—+A2)2 (1 1=a%?
0 2A + A2

T (1-A2)2 1 A2)2

3b. Greeni DT CKL = (Skle’KZlL

Cii=1; Cop=1+A4% Cy=1+ A%

Y

Cia=0Cy =Ci13=03 =0; Cy3=0Cs =2A

1 0 0
[Ckr] = [0 1+ A2 2A
0 24 14 A2

(13)
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3c. Lagrange’i DT
1 0 0 0
Exrl == [0 A% 2A 14
2
0 24 A?
3d. Euleri DT
. 0 0 0
AZ(A%2-3) A
len] = BY 0 (1—A2)2 (1—2,42)2 (15)
0 24 A2(A%2-3)

1-A2)2 (1-A2)2
4. Deformatsioonitensorite peaviiartused ja peasuunad.

4a. Greeni deformatsioonitensor Ckyr. Kuna meil on kasu-
tusel DRK, siis C¥ = Ok, ja vorrand (2.189) saab kuju

(Ckr — Cokr) N¥ =0. (16)
Peavaartused C maaratakse karakteristlikust vorrandist
1-C 0 0
|OKL_05KL| = 0 1+A2—C 2A =
0 2A 1+ A%2—-C (17)

—(1-0C) |1+ 42 ¢)" —44%| =0,
Viimase lahendid on (pérast iimbernummerdamist C; > Cy > Cs)
Cr=(14+A4)% Cr=1; C3=(1-A)> (18)
Igale peaviiiirtusele C, vastab peasuund N, = (N',, N?,, N3,),
mille madramiseks saame avaldise (28) pohjal kolm vorrandit:
(Cll — Cg) ng + ClgNQQ + ClgNgg = 0,
CoN'g + (Coy — Cg) N2y 4 CosN?, = 0, (19)
CayN'y + CsaN?y + (Ca3 — Cy) N% = 0.
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i) Peasuund N;. Peaviirtusele C; = (1+ A)? vastava peasuuna
N, = (N, N2}, N3)) leidmiseks saab VS (19) kuju
[1—(1+A4)*] Ny =0,
[1+ A% = (1+ A)*] N* 4+ 2AN? =0, (20)
2AN? + [14 A% — (14 A)’] N°; =0,

kust saame
Nll - 07
N11 —
—2AN? +2AN? =0, = (21)
N21 - Nsl.
2AN21 - 2AN31 -

Niiiid tuleb rakendada tingimust, et N; on iihikvektor, st.,
(N1 + (N2)? 4 (N3))® = 1. Seega N2, = N3, = +1//2 ja

N, — (o,i\/%,i\/%> | (22)

ii) Peasuund N,. Peavadrtuse Cy = 1 puhul saab VS (19) kuju

0=0,
A2N22+2AN32:O,:>N22:N32: . (23)
2AN22 + A2N32 - O,

Kuna ka N, peab olema iihikvektor, siis

N, = (£1,0,0). (24)

iili) Peasuund Nj. Peasuuna N3 leidmiseks kasutame
peaviirtust C3 = (1 — A)?, mille puhul VS (19) saab kuju
[1—(1—-A?| N3 =
[1+ A% — (1 — A)’] N?3 + 24AN?; =0, (25)
2AN?; + [1+ A% — (1 — A’ N°3 =0,
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kust saame
Nty = 0, N, —
2AN?3 +2AN?3 = 0, = ’ (26)
N3 = —N%
2AN?; +2AN3; =0,

Tingimusest |N3| = 1, saame niiiid, et

N; — <O,i%,$%> | (27)

Valemite (22)—(30) pohjal on iga peasuuna puhul voimalik vali-
da kahe vektori vahel. Tegelikult tuleb silmas pidada, et peasuu-
nad peavad moodustama parema kée kolmiku. Seega, kahe pea-
suuna puhul voime valida tikskoik kumma kahest leitud vektorist,
kuid kolmas peasuund peab olema valitud nii, et kokku moodus-

tuks parema kée kolmik. Néiteks, kui valime N; = (0, %, %) ja
N, = (1,0,0), siis peab N3 vastama tingimusele N3 = N; x Ny,

mis antud juhul tdhendab, et N3 = (0, %, —%) (vt. joon. 4).

Joonis 4: Greeni deformatsioonitensori C'x;, peasuunad (peavekto-
rid N, ja N3 asuvad Z? — Z3 tasandil).
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4b. Cauchy deformatsioonitensor cg;. Niiiid tuleb ldhtuda

vorrandist
(Ckl - Cdkl) nl = 0. (28)

Eelnenuga analoogiline protseduur annab tulemuseks
aa=01+A4)7% =1 c=(1-4)"" (29)

Peavairtuste jiarjestamise juures tuleb silmas pidada, et esimesele
peavaartusele ¢; peab vastama suurim peapikenemine \; ja kolman-
dale vihim, st. C, = 1/c, = A2.

Selgub, et antud iilesande korral Cauchy ja Greeni deformatsiooni-
tensori peasuunad iihtivad, seega

n, = (O,i\%,i%) , ny=(+1,0,0), ny= <O,i%,$\/i<§3>0).

Viimastest voime valida eelnevaga analoogilise kolmiku
n, = (0, L, %) ny = (1,0,0), ny = (0, 2 —%) (vt. joon. 5).

Joonis 5: Cauchy deformatsioonitensori ¢, peasuunad (peavektorid
n; ja ng asuvad z? — 2% tasandil).
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4c. Lagrange’i deformatsioonitensori Egj peavéirtused ja
peasuunad madratakse vorrandist

(Exr — Eégr) N* =0, (31)

kust saame

E1:§(A+2), Ey =0, E3:§<A—2). (32)
Peavadrtuste jarjestamisel tuleb jallegi silmas pidada, et suurimale
peapikenemisele \; vastaks esimene peaviartus F; ja vahimale kol-
mas. Siinjuures tuleb lihtuda seostest C,, = A2 ja Fy = A2 — 1.
Lagrange’i deformatsioonitensori peasuunad iihtivad Greeni defor-
matsikoonitensori peasuundadega.

Kontroll.
Kasutame valemit (2.188) 2F = C'— 1. Seega 2E) = (1+A)> -1 =
AA+2), 2B, =1—1=0ja2B; = (1 — A)? — 1= A(A—2).

4d. Euleri deformatsioonitensori e;; peaviartused
madratakse seosest 2e = 1 — ¢, seega

er =0,5(1—¢)) = %,
e2 =0,5(1 —¢y) =0, (33)
es = 0,5(1 —c3) = —H.

Euleri deformatsioonitensori peasuunad iihtivad Cauchy deformat-
sikoonitensori peasuundadega.
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5. Deformatsiooniellipsoidid Ruumiline deformatsiooniellip-
soid on esitatud valemiga (2.197)

Oy (dX®)? = ds? = k? (34)

ja materiaalne valemiga (2.200)

Co (dz®)? = dS? = K2, (35)
Kui A = 1/2; siis
( 9
Cr=(1+A47 =7, -
Cy—1, calfCo =1, (36)
\03:(1—A)2=%7 cs =4,

Kui valida t = tg puhul dS = ds = K = k, siis avalduvad pooltel-
gede pikkused jargmiselt.

Ruumiline: Materiaalne:
k K k
R M _ S~
a., = a = = = ,If Ca
“ VG, “ Ve WVea
2
a?:§k; a¥ =k; aff = 2k. ai”zgk; ay! = k; aéw:%k:.

Deformatsiooniellipsoidide pooltelgede orientatsioon on méaaratud
deformatsioonitensorite peasuundadega — ruumilise deformatsioo-
niellipsoidi pooletelgedele vastavad N, ja materiaalse omadele n,,.
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Joonis 6: Ruumiline ja materiaalne deformatsiooniellipsoid.

6. Pikenemine ja p6ore

6a. Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemis-
koefitsendid (vt. joonis 3). Valemite (2.151) ja tensori Ckp,
definitsiooni (2.83) pohjal avaldub pikenemiskoefitsent suunas N
jargmiselt:

ds
Ay = s VCx NENE = \/gklxk,KIl,LNKNL- (37)

Peasuundade puhul A, = /C,,. Lihtsuse mottes leiame pikenemis-
koefitsentide ruudud Afy,. Meﬂ teatavasti X5 = ZF ja aF = 2.

1) Serv OA on 2. pea81hls seega
2) Serv OC. Leiame A(OC) = A(Zg) kolme erineval moel, arvesta-
des, et Niocy = I, = (0,1,0).

, ds®  dZ?+ A2dZ? )
l) A(Zz) dS2 = dZQ - 1+A 5

i) Al =Cap-1-1=1+A4% (39)
iii) A%ZQ) = (2172)2 + (2272)2 + (&° 2) =1+ A%
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3) Serv OD. Joonise 3 pohjal
ANopy = Aigsy = Mig2y = 1+ A% (40)

4) Diagonaal OG on 1. peasihis, st.,
Nooe) = N1 = (0, 1/4/2,1/4/2). Leiame pikenemiskoefitsendi Aoa)
jéllegi kolmel erineval moel:

i) A2 d52 (dZ + AdZ)?
11 =
06) = 52 dZ? + dz?
1 1 1
i) Afpgy = Cxke NN = Cyy- -4+ Cs3- 5 +205s - - = (14 A)%.

= (1+A4)?

2 2 2
(41)
5) Diagonaal DC on 3. peasuunas, seega
Alpoy = Mgy = Cs = (1 - A)% (42)

6) Diagonaal OF pole ei telje- ega peasihiline. Uhikvektor

Noor) = (1/v2,0,1/v2) ja
e ds* _ 247> + 7> | A
1 = e — -
(OF) = 152 dZ2 + dZ? 2
ii) Afop) = CxrNUN* =

(43)

7) Diagonaal OF. Analoogselt eelmisega, Nor) = (1,1,1)/V/3 ja

o ds?* 7% +2(1 + A)2dZ 44 242
7 B T B

i) Afop) = CxkNUN* =

(44)
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8) Diagonaal DB. Niiiid, Npg) = (1,1,-1)/V3 ja
ds*  dZ? +2(1 — A)?dZ? 4A  2A?
. 2 o
Y Nom = gz = 3472 oyt .
i) A% = Cn NEN = (4)

9) Ulejidnud servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsen-
did on vordsed juba leitutega.

Kontroll. A? = A?ZK) = Ck k ja Ap) ning Az on ekstremaal-
sed koigi A seast.

6b. Suhteline pikenemine.?

ds —dS
dsS

E(N) = E(n) = == A(N) — 1. (46)

Seega

E(Zl):1—1:0 E(ZQ :E(Z3):\/1+A2—1
E(l)—( —|—A)—1—A E(z)—E(Z1 =0, E(g (1—A)—1:
(47)

Suhtelisel pikenemisel £ zxy = E(x) puudub nii otsene seos Lagran-
ge’i deformatsioonitensoriga Ex kui on pikenemiskoefitsendi A g,

ja Greeni deformatsioonitensori C'cf, vahel. Valemite (2.159) pohjal
2 2
2Bk = (1+ E)) — 1= A — 1.
Seega
2 2

O F o —
" dSty,

2Suhtelist pikenemist ei tohi segi ajada tensori Ex peaviiiirtustega E, —

_ A2
2B, = Co — 1= A3y — 1.

—A.
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6¢c. Kuubi servade p6dre. Arvutamiseks on (vihemalt) kolm
voimalust: (i) ldbi deformeerunud kuubi geomeetria, (ii) 1dbi algse
kuubi ja deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite skalaarkorru-
tise, (iii) valemi (2.217) abil.

Arvutusete juures on voetud A = 0,5 ja vastused on kraadides.
1) Serv OA ei poordu, seega Goa = 0.
2) Serv OC, foc = 26, 5651

OC =(0,1,0), OC"=(0,1,4), |0C| =1, |0C"| =V1+ A2

(1) ldbi deformeerunud kuubi geomeetria,

<

S

c
joC]

cos Boc = —==0.80443, fBoc = 26,5651.  (48)

(ii) 1&bi algse kuubi ja deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite
skalaarkorrutise

ocC-ocC’

L 0.8944 — 9 1. 4
5o [00 0.89443, Boc = 26, 565 (49)

cos Boc =

(i) . ..
3) Serv OD, Bop = 26,5651
4) Diagonaal OB, fop = 19,4712

OB = (1,1,0), OB’ =(1,1,A), |OB|=v?2, |OB|=v2+ A%

(i) ldabi deformeerunud kuubi geomeetria,

~

Q|

B
OB

cos Bop = | = 0.80443, fBop = 26, 5651. (50)

5) Diagonaal OE, fog = 19,4712
6) Diagonaal OF, for = 10,025
7) Diagonaal OG, fog =0
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Joonis 7: Algse taisnurga muutus.

6d. Algse taisnurga muut 7, — 73 tasandis — nihe. On
selge, et teljega Z' paralleelne kuubi serv deformatsiooni kiigus ei
poordu ning servad, mis on paralleelsed Z2 ja Z3 teljega podrduvad
nurga 3 = arctan A vorra (joonis 7). Leiame Z?2 ja Z3 telje vahelise
taisnurga muudu.

'=0-—49=24. (51)
Seega [I' = 2 arctan A. Teiselt poolt

) 093 + 2F3
sinl’ = cos¥ = —
\/(1 + 2FE5)(1 + 2E33)

0+ 24 _
2 oy 14+ A2
Jas2g)areg) T

52)

Kui A =1/2,siis sinI' =4/5 ja I' = 53, 13°. Sama tulemuse annab
ka I' = 2arctan 0, 5.
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7. Poordetensor RFy = nf N%g pocrab Greeni deformat-
sioonitensori peasuunad N, Cauchy’ deformatsioonitensori pea-
suundadeks n,. DRK puhul kaassuunad N®x = N¥_. Antud juhul
peasuundade n, ja N, avaldised iihtivad, st.,

n; = Nl = (07 i%a i%))

ny = NQ = (:i:l, 0,0) ja

ns — N3 = (0, :l:%, :F%)

Seega kui valime peasuundadeks

n, = Nl — (07 \/Li: %)7

o = NQ = (170,0) ja

ng = N3 = (07 LQ? _%)7

siis poordetensor

Ry = 6"k (53)

Kui aga valida

n; = _Nl - _(07 %7 %)7
Ny = N2 = (1,0,0) ja
ns = _N3 - (07 _%7 %)7
siis saame hoopis teistsuguse poordetensori —
1 0 O
Rfg=10 -1 0. (54)
0 0 -1

8. Greeni deformatsioonitensori C'kr, invariandid.

o =CL4+Co+C5 = =34+2A4°%
o = C10s 4 CoC5+ C5Ch = oo oot =3+ A%
Hlp = CiCoCs5 = oo = (1— AH2

(55)

Kui A =1/2, siis Ic = 7/2, Il = 49/16 ja IIlc = 9/16.



