Naide K2: Deformatsiooni analiiiis

Pideva keskkonna liitkumine on kirjeldatud teisendusega

I ”NT
x9 =X + AX5, kus A =const. (0 <A<1). (1)
13 =AXo + X3,

Leida:

1.
2.

2B

~

Siirdevektori komponendid Lagrange’i ja Euleri koordinaatides.

Millisteks kujunditeks deformeeruvad (X, X3) tasandil asuv ring (X3)? +
(X3)? = (1—A%)7! ja elementaarkuup servapikkusega dX| = dXy = dX3 = dX.
Esitada vastavad joonised kui A = 1/2.

Leida Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Fuleri deformatsioonitensorid.
Deformatsioonitensorite peavairtused ja peasuunad.

Joonistada materiaalne ja ruumiline deformatsiooniellipsoid.

Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid, suhtelised pi-
kenemised ja poorded ning algse taisnurga muutus Xs — X3 tasandis.

Poordetensor Ry .

. Greeni deformatsioonitensori C'x; invariandid.
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X
A
P=X u
pP=X
X %
Joonis 1: Algne kuup ja siirdevektor.

Lahendus
Teisenduse (1) poorteisendus on

VWH =y,

2
Xo =(w3 — Aws) /(1 — AY), (2)

»vmw ”AHw - \P&MV\AH — \va
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1. Siire

Siirdevektor
GWS”Q‘NHNH@\L\A”Ulﬁ”&wmwlxﬁHN. va

Seega siirdevektori komponendid LK-s

\
QH =1 — XH @ Ov
ClUp=ae— X0 2 — AX, (4)
rQ«w”Hw|vﬂwB ........................ ”\w»vm«wv
ja EK-s
(
up =1 — X3 2 “
B 2) B A(zs — Axs)
A§w|&.m|;vw‘w| ........................ = 1 — A2 , Amv
2) A(xo — Axs)
=23 — X3 = =
\ u3z = I3 3 1_ A2
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2a. Ring. Algse ringjoone vorrand on (X3)* + (X3)? = (1 — A%)~!. Asendame
silta Xxg = Xk (1, z9, x3) poordteisendusest (2).
A&w — ﬁ&wvw AHw — \»@.mvw 1

I—A22 (- Ap  1_aA

AH -+ \&MVA&wvw — %\w&m&w + AH + Nwwvﬁﬁwvw =1 \ww.

See on ellipsi vorrand. Ellipsi joonistamiseks poorame koordinaattelgi nurga /4
vorra'. Toome sisse uued koordinaadid vy, v9, st. poorame koordinaate 1, 5.

Vy = A,&,w + umwv\/\mv N To = A@w — @wv\/\mu

V3 = A&w — va\/\mv Ty = A@w + @wv\/\m.

I Teist jiarku joone vorrandi iildkuju on ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.
Kui poorata telgi nurga o vorra, kus o avaldadakse vorrandi
btan? a + (a — ¢)tana — b = 0 positiivsest lahendist, saame tulemuseks teist jirku joone vorrandi kujul: Az? +

Cy?> +2Dx +2Ey + F = 0.

(7)
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Asendades (7) vorrandisse (6) saame pérast moningaid teisendusi
(1— A (v2)* + (14 A)*(v3)* =1 — A
Viimasele saab anda kuju

(v2)® | (v3)?
oA T4 (8)
1-A 1+A

Kui A = 1/2, siis algse ringi vorrand saab kuju
(w2)” + (3)* = 4/3 (9)
ja ellipsi vorrand

Acwm + A@%M ~1. (10)

Seega, algse ringi raadius r = 2/4/3 = 1,155 ja ellipsi poolteljed a = /3 = 1,732
ning b = 1/v/3 = 0,577
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Joonis 2: Deformeerunud ring ja deformeerunud kuup.

2b. Kuup. Kuubi deformeerunud kuju leidmiseks on mitu erinevat voimalust. I)
Leiame néiteks kuubi servade siirded.

a) serv OA: Xo= X3 =0 L U} = Uy = Uy = 0,

b serv OC : X; = X3 =02 U, = Uy = 0, Uy = AX,

&) serv OD : X = Xo =0 2 U, = Uy = 0,0 = AX;,

d) serv AB: X; = dX, X5 =02 U, = Uy = 0, U3 = AX,

o) serv FG : Xy = dX, Xy = dX 2 U, = 0,U = Uy = AdX, jne.

—~
~—
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IT) Samahésti voiks leida tippude siirded:

a) tipp O: koordinaadid enne deformatsiooni
X1=0,X9=0,X3=0— ARC —

siire QH = Ov QM = Og Qw = O,_m

koordinaadid peale deformatsiooni z; =0, z9 =0, 3 = 0;

b) tipp B: koordinaadid enne deformatsiooni
XH”&Xv‘X‘m”&N“anolv A%vlv

siire Q~ = O“ Q«m = Ov Q«w = AdX u.@

koordinaadid peale deformatsiooni z; = dX, x9 = dX, x3 = AdX; jne.

[IT) Deformeerunud kuubi tippude koordinaatide leidmiseks véib kasutada ka
litkumisseadust (1).

3. Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid (DT)

Q@COT% DT Cil — XN&?XMA,N Greeni DT: Qmmh = Tk, KTk, L

11
H;@WH@EW@J DT: wm.mmh = Qmmh - %Nh Euleri DT: Mmi = %\.& — Ckl A v

Koigepealt on vaja leida deformatsioonigradiendid:
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;XMN»H LK = |-+ «ov - AHMV

3a. Cauchy DT e = Xk XK

C11 = Cﬁpvw + mepvw + mepvw =.
oo = (X12)° + (Xa2)? + (X32)° =
33 = (X13)° + (Xo3)? + (X33)°
Cl2 = Co1 = X1 @mzlfumfvmmeerHNww =.
Co3 = 32 = X1 2X13+ Xo2Xo3+ X32X33=".

c13 =c31 =0

1 0 0
1+A? 2A
TE_ =10 ﬁwﬂwwvw T (1—A2)2 Qwv
0 24 1+ A2
(1-A2)2 (1—-A2)2
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3b. Greeni DT meh = Tk, KTk, L

Ci=1; Cou=1+A4% Cyp=1+ A%
Cia=0Cyn=C13=03=0; Cyp=0C5 =2A
1 0 0

ﬁQNlH 0 1+ A2 2A ATC
0 24 1+ A2

3c. Lagrange’i DT 2k = Ckr — Ok,

(o0 0
[Exr] =5 |0 A? 24 (15)
0 24 A

3d. Euleri DT Mmi = %E — Ckl

' 0 0 0
A2(A%2-3) 2A
FSHM 0 Ty (16)
24 A2(A2-3)

I-A7)2 (1-A7)
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4. Deformatsioonitensorite peaviairtused ja peasuunad.

4a. Greeni deformatsioonitensor Ckr. Kasutame konspekti valemit (3.104)?

(Cxr — Cékr) Np = 0. (17)
Peaviirtused C méiratakse karakteristlikust vorrandist
1-C 0 0
_Q.Nth%Nh_ = 0 Hl_u\ple 2A =
0 24 1+A42-C (18)

= (1-0C) |1+ 42— C)" —14%| =0,
Viimase lahendid on (pérast iimbernummerdamist C; > Cy > C5)
Ci=(14A)7 Cy=1; C3=(1-A> (19)

[gale peaviértusele C, vastab peasuund N, = (Ny4, Nao, N3, ), mille méadramiseks
saame avaldise (17) pohjal kolm vorrandit:

(C11 — Cy) N1y + C1aNoy + C13N3, = 0,

C91 N1y + (Coa — Cp) Noy + Ca3 N3, = 0, (20)

C31N1q + C39Noy, + (C33 — Cp) N3, = 0.

2Siin ja edaspidi 2010. a. konspekti numeratsioon
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i) Peasuund Nj. Peaviiirtusele C; = (1 + A)? vastava peasuuna
N; = (N1, Nop, N31) leidmiseks saab VS (20) kuju

T — AH + \Cﬁ N1 =0,
[1+ A% — (1+ A)*] Noy + 2AN3; = 0, (21)
2ANy + [1+ A* — (1 + A)*] N3 = 0,

kust saame

Ny =0,

»\/NE == O“
— 2ANy; +2AN3 =0, = N (22)
M\w&/\qﬁ - M\waH - Ov 2 s

Niitid tuleb rakendada tingimust, et Ny on iihikvektor, st.,
A,\/\va + A,Zﬁvw + Q/mﬁvw — 1. Seega Noy = N3 = £1//2 ja

1 1
N, = A SR v (23)
V2 V2
Deformatsiooni analiitis 12
ii) Peasuund N,. Peaviirtuse Cy = 1 puhul saab VS (20) kuju
0 =0,
\ww»\/@w -+ M\:/\ww = Ov = Noy = »\/Nwm = 0. AMRC

2ANs9o + xwawm =0,

Kuna ka Ny peab olema iihikvektor, siis
Ny = (£1,0,0). (25)

LX)

iii) Peasuund N3. Peasuuna N3 leidmiseks kasutame peaviirtust C3 = (1—A4)2,
mille puhul VS (20) saab kuju

([1—(1—A)*| Ni3 =0,

[1+ A% — (1 — A)*] Nog + 2AN;3 = 0, (26)
| 2AN3 + [1+ A* = (1 — A)*] N33 =0,

7\

kust saame

( ZHw - O“

Nig = Ov
2ANs93 + 2AN33 = 0, = Now — — N AM‘NV
\ 2ANo3 + 2AN33 = 0, o 5

7\
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Tingimusest |N3| = 1, saame niiiid, et

Mo = Ao Hﬂﬂwv .

Valemite (23)—(28) pohjal on iga peasuuna pu-
hul véimalik valida kahe vektori vahel. Tegeli-
kult tuleb silmas pidada, et peasuunad peavad
moodustama parema kée kolmiku. Seega, ka-
he peasuuna puhul voime valida iikskoik kum-
ma kahest leitud vektorist, kuid kolmas pea-
suund peab olema valitud nii, et kokku moo-
dustuks parema kée kolmik. Naiteks, kui vali-

. 1 1 . o ..
me N = Aog ok /Hv jaNy = (1,0,0), siis peab Joonis 3: Greeni deformatsioonitensori
N3 vastama tingimusele N3 = N x Ny, mis an- Ckr, peasuunad (peavektorid Ny ja N3

tud juhul tdhendab, et N3 = Aou /\qu I,\Fmv (vt. asuvad Xy — X tasandil).

joon. 3).
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4b. Cauchy deformatsioonitensor c;.
Niilid tuleb ldhtuda vorrandist

A@i - Q%iv n, = 0. Awwv

Eelnenuga analoogiline protseduur annab tule-
museks

o= (1+A)% c=1; c3=(1-A)"% (30)

Peavaartuste jarjestamise juures tuleb silmas

pidada, et esimesele peavéirtusele ¢; peab vas- 5.« 4. Cauchy deformatsiooniten-
tama suurim peapikenemine \; ja kolmandale sori ¢ peasuunad (peavektorid ny ja
vahim, st. C, = 1/c, = v,w. n; asuvad x; — 3 tasandil).

Selgub, et antud iilesande korral Cauchy ja Greeni deformatsioonitensori peasuu-
nad iihtivad, seega

n, = A H/F\ H/H\v n, = (+1,0,0), ng= Ao wﬂuﬂhv (31)

Viimastest voime valida eelnevaga analoogilise kolmiku n; = Ao“

(1,0,0), ng = Ao“ FM“ I,F@v (vt. joon. 4).

1

<
&IH
~
=
[\
I
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4c. Lagrange’i deformatsioonitensori F g peaviirtused ja peasuunad saab
madrata vorrandist

(Exr — Fogr) N =0, (32)
kust saame

\» \»
@HMELﬂwy FEy =0, mwnm

Peaviaartuste jarjestamisel tuleb jéllegi silmas pidada, et suurimale peapikene-

(A—2). (33)

misele \; vastaks esimene peavaidrtus F; ja vahimale kolmas. Siinjuures tuleb
lihtuda seostest C, = A\.? ja B, = \,2 — 1. Lagrange’i deformatsioonitensori
peasuunad iihtivad Greeni deformatsioonitensori peasuundadega.

Kontroll.

Konspekti valemi (3.105) pohjal 2E = C'—1. Seega 21 = (1+A)*—1 = A(A+2),
0By —1-1=0ja2E; = (1—A)2—1= A(A—2).
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4d. Euleri deformatsioonitensori ex; peaviidrtused saab médrata seosest
2e =1 — ¢, seega

€1 = Ov mAH — QHV = Ev €y = Oo WAH - Qwv = Ou ”
A2 = A) (34)
s = 0,501~ ) = —5—

Euleri deformatsioonitensori peasuunad iihtivad Cauchy deformatsioonitensori
peasuundadega.

Loomulikult voib Euleri deformatsioonitensori peasuunad méérata ka vorrandist
Ami — m%\iv n; = O
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5. Deformatsiooniellipsoidid Ruumiline deformatsiooniellipsoid on esitatud
valemiga (3.112) ja materiaalne valemiga (3.115)

C, (dX,)* = ds® = k2,

Kui A = 1/2, siis

Qﬁnﬁ+>mnmu
oy =1, ol Co

1

rQw”AH|\Cw”Nu

Kui valida t = t; puhul dS
jargmiselt:
Ruumiline:

k

a;, =

« \QQ

2
aj = w\ﬁ ay = k; as = 2k.

Deformatsiooni analiitis

Co (duy)? = dS* = K2

(35)

|~

(36)

Il
=~ = O

-

= ds = K = k, siis avalduvad pooltelgede pikkused

Materiaalne:
K k
= = = kv C,
o VCa  \/Ca

18

Deformatsiooniellipsoidide pooltelgede orientatsioon on méaaratud deformatsioo-

nitensorite peasuundadega — ruumilise deformatsiooniellipsoidi pooletelgedele
vastavad N, ja materiaalse omadele n, (vordle jooniseid 3-5).

Joonis 5: Ruumiline ja materiaalne deformatsiooniellipsoid.
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6. Pikenemine ja poore

6a. Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid
(vt. joonis 2). Konspekti valemite (3.71) ja tensori Ck definitsiooni (3.36)
pohjal avaldub pikenemiskoefitsent suunas N jargmiselt:

ds
>A2v = % Y4 QNHZN»\/\N = /\&FNHF@Z@Z@. Awﬂv

Peasuundade puhul A, = +/C,. Lihtsuse mottes leiame pikenemiskoefitsentide
ruudud >w2v.

1) Serv OA: OA || X; on 2. peasihis®, seega

2) Serv OC. Leiame >w©9 = >wmv kahel erineval moel, arvestades, et N(p¢) =
L = (0,1,0).
| ,  ds?  dX? 4+ A%dX?
i) A = —
2) 7 192 d.X2
i) Al =Capn-1-1=1+ 4%

=1+ 4%

(39)

3T#psustame jéllegi tihistusi: A (k) téhistab pikenemiskoefitsenti koordinaadi X sihis ja A, on peapikenemine
peasuunas «.
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3) Serv OD. Joonise 2 pohjal

4) Diagonaal OG on 1. peasihis, st.,.Ng = N = (0, 1/v/2,1/v/2). Leiame
pikenemiskoefitsendi A g jillegi kolmel erineval moel:
ds?*  2(dX + AdX)?

.. 2 o o o 2
if) Mooy = 753 = dX?2+ dX?2 =1 +AN (41)
1 1 1

HEV >w©mwv = Q.Nh»)@m»\/\h = wa . M + wa : M + Mwa . M = AH + \Cw

5) Diagonaal DC on 3. peasuunas, seega

Alpey = A5 =Cs5 = (1 - A)*. (42)
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@v Diagonaal OF pole ei telje- ega peasihiline.
Uhikvektor Nog) = (1/v/2,0,1/V/2) ja

e 48 20X+ X A2
D Non = ye T T raxe T .
i) A2 = Cr NNy = ... (43)

7) Diagonaal OF. Analoogselt eelmisega, Nop) = (1,1,1)//3 ja

) A2 ds*  dX?+2(1+ A)2dX? L 4A N 2A?
1 — — — -

(OF) ™ 452 3dX2 3 0 37 "
i) A% = CkiNgNL = ... (44)

8) Diagonaal DB. Niiiid, Npp) = (1,1,-1)/V3 ja

o ds*  dX?+2(1 — A)?dX? 4A  2A2
i) Aor) = = =1—-—+—,
dS? 3dX? 3 3 45
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9) Ulejasnud servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid on vérdsed
juba leitutega.

Kontroll. >w5 = Ck i ja A1 ning A3 on ekstremaalsed koigi Ay seast.

6b. Suhteline pikenemine®.
ds — dS
EAZV = m?v = # = >AZV — 1. A%mv
Seega

mUACHH|HHOU @AMVHHAVH/\HIT\?

47

Suhtelisel pikenemisel E(x,) = E(x) puudub nii otsene seos Lagrange’i deformat-
sioonitensoriga Frp kui on pikenemiskoefitsendi Ay ja Greeni deformatsiooni-
tensori C'kr, vahel.

4i)  Suhtelist  pikenemist EqnN) =€n) e tohi segi ajada tensori Ky peavidrtustega FEy:
MMQHQQIHH\&ZVIH.
ii) Analoogiliselt pikenemiskoefitsentidega téhistab E, suhtelist pikenemist peasuunas a ja E(x) suhtelist
pikenemist koordinaadi X suunas.



Deformatsiooni analiitis

23

Valemite (3.78) pohjal

2F i

ehk
2 2
2

DO

&
>

I

AH + muﬁmvvm —1= >w~3 — 1,

Teatavasti on viimane tuntud 1D juhul kui Lagrange’i deformatsioon.

Deformatsiooni analiitis
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6c. Kuubi servade ja diagonaalide p6ore.

Arvutamiseks on (vahemalt) kaks voimalust: (i) ldbi deformeerunud kuubi geo-

meetria ja (ii) 1dbi algse kuubi ja
skalaarkorrutise.

deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite

Arvutusete juures on voetud A = 0,5 ja vastused on kraadides.

1) Serv OA ei p6ordu, seega Soa = 0.
2) Serv OC (vt. joonis 6), Boc = 26,5651

OC =(0,1,0)dX, OC"=(0,1,A)dX, |OC|=dX, |OC"| =+/1+ A%dX.

(i) 1abi deformeerunud kuubi geomeetria,

Boc = 26,5651. A%mv

(ii) 14bi algse kuubi ja deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite skalaarkor-

cos Boc = 7%7 = 0.89443
ocC 706‘; . )
rutise
oC -0C"
cos foc =

oC|-|oC|

= 0.89443, Boc = 26, 5651. (49)
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3) Serv OD, Bop = 26,5651
4) Diagonaal OB, Spop = 19,4712

OB = (1,1,0)dX, OB = (1,1,A)dX, |0OB|=+v2dX, |[OF

1dbi deformeerunud kuubi geomeetria,

05
cos fop = |

221 89443, — 26,5651.
Qm\, Bos

5) Diagonaal OE, Sor = 19,4712
6) Diagonaal OF, Sor = 10,025
7) Diagonaal OG, Sog =0

Deformatsiooni analiitis

| = V2 + A2dX.

(50)
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6d. Algse tiaisnurga muut X, — X3 tasandis — nihe. On selge, et teljega
X, paralleelne kuubi serv deformatsiooni kéigus ei poérdu ning servad, mis on
paralleelsed X, ja X3 teljega poorduvad nurga § = arctan A vorra (joonis 6).

Leiame X5 ja X3 telje vahelise taisnurga muudu.

HJvawv == m — %vawv = M@ = 2arctan A.

Seega A = 1/2 korral I'(5 3y = 2arctan 0,5 = 53,13°.

Teiselt poolt valemi (3.81) pdhjal

wa - 2A
VCCs; 1+ A2

cos a3y =

(51)

(52)

ja valemi (51) pohjal sin['(p3) = cos¥iag). Kui A = 1/2, siis sinl' = 4/5 ja

I =53,13°.
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Xy AdX
3 Q
-7
D Gl
dx (S ||
9B N aax
'l | J
P
o_ dX |Cc X

Joonis 6: Algse tdisnurga muutus.

7. Poordetensor R = ni.N,x poorab Greeni deformatsioonitensori peasuu-
nad N, Cauchy’ deformatsioonitensori peasuundadeks n,. Antud juhul peasuun-
dade n, ja N, avaldised iihtivad, st., n; = N; = Ao“u_u/\Fmvu_u,\FmY n, = Ny =
(+£1,0,0) ja ng = N3 = (0, H«F@ ﬂwv.

Seega kui valime peasuundadeks

n; = ZH = AOV/\FMU/\FMVV ny = z.w - AHuO“OV .H.Q ng = z.w = AO“F |/\FMVQ

V2
siis poordetensor

Ry = Okk. (53)
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Kui aga valida

n; =—N; = |A©v wv wv“ ny, = Ny = AMVOvOV jang = —N3 = AOV |/wu /wvv
siis saame hoopis teistsuguse poordetensori —
1 0 0
Rig =10 =1 0 |. (54)
0 0 -1
8. Greeni deformatsioonitensori Ck invariandid.
e =Ci+Cy+Cs5= . ”wnTM\mwm“
o =CiCy+ CCs+C3CT = oo =3+ \1“ Ammv
HIe = CiO5Cs = oo = (1 — A%~

Kui A =1/2, siis Ic = 7/2, Il¢ = 49/16 ja Il = 9/16.



