Naide K2: Deformatsiooni analiius

Pideva keskkonna liikumine on kirjeldatud teisendusega

1 =X7,
e =Xo + AXs, kus A =const. (0<A<1). (1)
r3 =AXy + X3,

Leida:

1.
2.

S Ot W

=~

Siirdevektori komponendid Lagrange’i ja Fuleri koordinaatides.

Millisteks  kujunditeks deformeeruvad (X, X3) tasandil asuv ringjoon
(X9)? 4+ (X3)? = (1 — A%)7! ja elementaarkuup servapikkusega dX; = dX, =
dXs = dX. Esitada vastavad joonised kui A = 1/2.

Leida Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid.
Deformatsioonitensorite peavaartused ja peasuunad.

Joonistada materiaalne ja ruumiline deformatsiooniellipsoid.

Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid, suhtelised pi-
kenemised ja poorded ning algse taisnurga muutus Xy — X3 tasandis.

Poordetensor Ry .

Greeni deformatsioonitensori Ck, invariandid.
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Joonis 1: Algne kuup ja siirdevektor.
Lahendus
Teisenduse (1) poorteisendus on
Xl =1,
2
Xy =(wy — Awg) /(1 — A7), (2)

X3 :(373 - AIQ)/(l — AQ)
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1. Siire

Siirdevektor

UEUZUKIK:UkikZp—P:x‘kik—XKIK. (3)
Seega siirdevektori komponendid LK-s

)

U1 =1 — X1 = O,
UQ = T9 — X2 (:) ........................ = AXg, (4)
U3:$3—X3(:) ........................ :AXQ,
ja EK-s
Uy = 1 — X1 (2:) O,
o (2_) o A(ﬂ]g — AIQ)
UQ—.CCQ—XQ— ........................ = 1 A2 , (5)
2 A(zy — Axs)
=23 — X3 = . = :
uz = I3 3 1_ A2
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2a. Ring. Algse ringjoone vorrand on (X3)? + (X3)? = (1 — A?)~!. Asendame
sita X = Xk (21, xo, x3) poordteisendusest (2).
(1132 - A$3)2 (.I’g - AQ?Q)Q o 1
(1 — A%)? (1—A2)2 1 A2

(1 + A2)($2)2 — 4A$2$3 + (1 + AQ)($3)2 = 1 — AQ.

See on ellipsi vorrand. Ellipsi joonistamiseks poérame koordinaattelgi nurga 7 /4
vorral. Toome sisse uued koordinaadid vy, v9, st. poérame koordinaate x;, s.

{Uz = (22 + 23)/V2, N {1‘2 = (v2 — v3)/V2,
V3 = (Ig — Ig)/\/§, T3 = (Ug —+ ’U3)/\/§.

! Teist jarku joone vorrandi iildkuju on az? 4 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.
Kui péorata telgi nurga a vorra, kus « avaldadakse vorrandi
btan? o + (a — ¢)tan o — b = 0 positiivsest lahendist, saame tulemuseks teist jirku joone vorrandi kujul: Az? +
Cy?+ 2Dz +2Ey + F = 0.

(7)




(3
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Asendades (7) vorrandisse (6) saame pérast moningaid teisendusi
(1— AP (v2)* + (1 + A)*(v3)> =1 — A®
Viimasele saab anda kuju

(v2)? | (v3)?
e i (8)
1-A 1+A

Kui A = 1/2, siis algse ringi vorrand saab kuju
(22)° + (23)* = 4/3 (9)

ja ellipsi vorrand

(v2)” | (v3)*
3t 1 =L (10)

Seega, algse ringi raadius r = 2//3 = 1,155 ja ellipsi poolteljed a = /3 = 1, 732
ning b = 1/v/3 = 0,577
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Joonis 2: Deformeerunud ring ja deformeerunud kuup.

2b. Kuup. Kuubi deformeerunud kuju leidmiseks on mitu erinevat voimalust. I)
Leiame naiteks kuubi servade siirded.

a) sertv OA: Xo = X3 =0 L U, = Uy = U = 0,

b)serv OC : X1 = X3 =02 U, = Uy = 0, Uy = AXo,

c) ServOD:X1:X2:O@U1:U3:O,U2:AX3,

d) serv AB: X; = dX, X3 =02 U, = Uy = 0,03 = AXo,

e) serv FG: Xo = dX, X3 = dX L U, = 0,Uy = Uy = AdX, jne.
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IT) Samahésti voiks leida tippude siirded:

a) tipp O: koordinaadid enne deformatsiooni

X1:O,X2:0,X3:O—>(4)—>

siire U1 = 0, UQ = 0, U3 = OJa

koordinaadid peale deformatsiooni 1 = 0, 9 = 0, x3 = 0;

b) tipp B: koordinaadid enne deformatsiooni

X1=dX, Xo=dX, X3=0— (4) —

siire U1 = 0, UQ = 0, U3 = AdX ja

koordinaadid peale deformatsiooni 1 = dX, x9 = dX, x3 = AdX; jne.

[ITI) Deformeerunud kuubi tippude koordinaatide leidmiseks voib kasutada ka
litkumisseadust (1).

3. Cauchy, Greeni, Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid (DT)

Cauchy DT: e = Xk XK Greeni DT: Ok = 2k ki1 (1)
Lagrange’i DT: QEKL = CKL — 5KL Euleri DT 2€kl = 5kl — Cpl

Koigepealt on vaja leida deformatsioonigradiendid:
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[XK’]{;]: ...... [xk:,K]: (12)

3a. Cauchy DT e = Xk p XKl

e = (X11)" + (Xo0)* + (X31)* = . ..
co = (X12)? 4+ (Xo22)” + (X32)° = . ..
33 = (X13)" + (Xo3)” + (X33)° = ...
Cl2 =091 = X11X12+ X9 1Xoo + X31X32="...
Co3 = c3p = X19X13+ Xo2Xo3+ X30X33="...

ci3=c31 =10

1 0 0
14+A4° 24
[Ck:l] =10 (1—A2)2 - (1—A2)2 (13)
0 — 24 1+A2

1-A22 (1-A2)2
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3b. Greeni DT CkL = Tk kT L

Cii=1; Cyp=1+A4% O3 =1+ A%
Cla=0C9 =Ci13=05 =0; Cyy=0Cs=2A

1 0 0
[Crr] =10 1+ A% 24 (14)
0 2A 1+ A?

3c. Lagrange’i DT QEKL = CKL — 5KL

oo o
[Exr] == 0 A2 24 (15)

210 24 A?
3d. Euleri DT 2€kl = 5kl — Ckl

. 0 0 0
A2(A2-3) 24
ler] = B 0 ey oy (16)
0 24 A2(A%2-3)
(1-A%)2  (1-A%)?
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4. Deformatsioonitensorite peavairtused ja peasuunad.

4a. Greeni deformatsioonitensor Ckr. Kasutame konspekti valemit (3.104)?

(CKL_C(SKL) N = 0. (17)
Peavaartused C' méaaratakse karakteristlikust vorrandist
1-C 0 0
’CKL—C(SKL| = 0 1—|—A2—C 2A =
0 24 1+A2-C (18)

= (1-0)|(1+ 4= )" — 442 =0,
Viimase lahendid on (péarast imbernummerdamist C; > Cy > C5)
Cr=(1+A4)% Co=1, C3=(1-A)> (19)
[gale peavaartusele C,, vastab peasuund N, = (Ny,, Nag, V3, ), mille mééramiseks
saame avaldise (17) pohjal kolm vorrandit:
(C11 — Cy) N1g + C12Nog + C13N3, = 0,
Co1Nig + (Cog — Cy) Nog + Co3 N3y = 0, (20)
C31N14 + C32N5, + (C33 — C) N3 = 0.

2Giin ia edasnidi 2010. a. konsnekti nimeratsioon
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i) Peasuund N;. Peaviirtusele C; = (1 + A)? vastava peasuuna
N; = (N1, Nop, N31) leidmiseks saab VS (20) kuju

[1 — (14 A)Q} Ny =0,

[1+ A% — (1+ A)*| Noy + 2AN3; = 0, (21)
2ANy + |14+ A* = (1+ A)*| N3y =0,
kust saame
Ny =0,
Nll - 07
— 2ANs; + 2AN3; = 0, = Noi — N. (22)
9ANy — 2AN;, = 0, S
Nitd tuleb rakendada tingimust, et Ny on tithikvektor, st.,
(N11)2 + (N21)2 + (N31)2 = 1. Seega Ngl = N31 = :f:l/\/g ja
N, = <O j:i :t1> (23)
1 — ) \/57 \/5 .
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ii) Peasuund Ns. Peaviirtuse Cy = 1 puhul saab VS (20) kuju
0=0,
A2N22 + 2AN32 = 0, = NQQ = Ngg = 0. (24)
2ANyy + A* N3y = 0,
Kuna ka Ny peab olema tihikvektor, siis
Ny, = (+1,0,0). (25)

iii) Peasuund Nj3. Peasuuna N3 leidmiseks kasutame peaviirtust Cz = (1—A)?,

mille puhul VS (20) saab kuju
[1—(1—= A N3 =0,
[1+ A% — (1 — A)*| Ny + 2AN33 = 0,
2ANy; + [1+ A% — (1 — A)*| N33 = 0,

kust saame
Ni3 =0,
N13 — 07
2AN23 + 2AN33 = O, =
N3 = —Nsg.

2AN23 + 2AN33 =0,

(26)

(27)
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Tingimusest |[N3| = 1, saame niitid, et

1 1
N3 = (O,iﬁ,:Fﬁ)
Valemite (23)—(28) pohjal on iga peasuuna pu-
hul voimalik valida kahe vektori vahel. Tegeli-
kult tuleb silmas pidada, et peasuunad peavad
moodustama parema kée kolmiku. Seega, ka-
he peasuuna puhul voime valida tlikskoik kum-
ma kahest leitud vektorist, kuid kolmas pea-
suund peab olema valitud nii, et kokku moo-
dustuks parema kae kolmik. Naiteks, kui vali-
me Ny = (07 %7 \}§> ja N3 = (1,0,0), siis peab Joonis 3: Greeni deformatsioonitensori
N3 vastama tingimusele N3 = Nj X Ny, mis an- O, peasuunad (peavektorid N ja N3

tud juhul tdhendab, et N3 = <O, %, —\%) (vt. asuvad X, — X3 tasandil).

joon. 3).
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4b. Cauchy deformatsioonitensor cy;.
Ntuid tuleb ldhtuda vorrandist

(Ckl — C5kl) n; = 0. (29)

Eelnenuga analoogiline protseduur annab tule-
museks

o= (14+A)2% =1, c3=(1-A)"% (30)

Peavaartuste jarjestamise juures tuleb silmas
pidada, et esimesele peavaartusele c; peab vas- /. 4. Cauchy deformatsiooniten-
tama suurim peapikenemine \; ja kolmandale sori ¢y peasuunad (peavektorid n; ja
vahim, st. C, = ]-/Ca — )\2, n3 asuvad xy — 3 tasandil).

Selgub, et antud tlesande korral Cauchy ja Greeni deformatsioonitensori peasuu-
nad iihtivad, seega

n, — (o, i\%, i\}?) Cmy = (£1,0,0), ng— <O,i\2, ;\2) | (31)

Viimastest voime valida eelnevaga analoogilise kolmiku n; = (0, %, \}i)’ ny =

(1,0,0), ng = <0, =5 —%) (vt. joon. 4).
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4c. Lagrange’i deformatsioonitensori Egj peavaartused ja peasuunad saab
méaarata vorrandist

(Exr — Edkr) N =0, (32)
kust saame
A A

Peavaartuste jarjestamisel tuleb jallegi silmas pidada, et suurimale peapikene-
misele \; vastaks esimene peavaartus F; ja vahimale kolmas. Siinjuures tuleb
lihtuda seostest C, = A2 ja 2E, = \,2 — 1. Lagrange’i deformatsioonitensori
peasuunad iihtivad Greeni deformatsioonitensori peasuundadega.

Kontroll.

Konspekti valemi (3.105) pohjal 2F, = C, — 1. Seega 2F; = (1 + A)? — 1 =
A(A+2),2B,=1-1=0ja2B; = (1 - A2 — 1= A(A—2).
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4d. Euleri deformatsioonitensori ey; peavaartused saab maarata seosest
2e =1 — ¢, seega

er =0,5(1—¢p) = %, ez = 0,5(1 — ) =0, i
A2 — A) (34
es = 0,5(1 - e5) = —3

Loomulikult voib Euleri deformatsioonitensori peasuunad méarata ka vorrandist
(ex; — edxy) ny = 0. Samast vorrandist maératakse ka Euleri deformatsioonitensori
peasuunad.
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5. Deformatsiooniellipsoidid Ruumiline deformatsiooniellipsoid on esitatud
valemiga (3.112) ja materiaalne valemiga (3.115)

Co(dX,)? =ds* =k, cq(day)? = dS? = K2 (35)
Kui A = 1/2, siis

_ 2 _ Y 4
Ci=(1+A4)7=-, 01—§,
ca=1/C,
Cy =1, e =1, (36)
1
(g:a—AP:Z, c3 = 4,
Kui valida t = ty puhul dS = ds = K = k, siis avalduvad pooltelgede pikkused
jargmiselt:
Ruumiline: Materiaalne:
k m K k
%=t N
aj = §k; ay =k; a3 = 2k. al' = §k; ay' =k; ay' = ik
Deformatsiooniellipsoidide pooltelgede orientatsioon on madratud deformatsioo-
nitensorite neasnmndadeca — runmilise deformatsiooniellinsoidi nooleteleedele
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vastavad N, ja materiaalse omadele n, (vordle jooniseid 3-5).

Joonis 5: Ruumiline ja materiaalne deformatsiooniellipsoid.
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6. Pikenemine ja poore
6a. Elementaarkuubi servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid

(vt. joonis 2). Konspekti valemite (3.71) ja tensori Cky, definitsiooni (3.36)
pohjal avaldub pikenemiskoefitsent suunas N jargmiselt:

ds
A(N) = E =V CKLNKNL = \/I;@K:Ek’LNKNL. (37)

Peasuundade puhul A, = /C,. Lihtsuse mottes leiame pikenemiskoefitsentide
ruudud A%N).

1) Serv OA: OA || X; on 2. peasihis?, seega

2) Scz:rv O)C. Leiame A%OC) = A%Q) kahel erineval moel, arvestades, et No¢y =
I = (0,1,0).

ds? dX? + A?dX?
. 2 . . 2
l) A(2>_d52_ d D) —1+A,

i) Al =Cp-1-1=1+A%

(39)

3Tapsustame jéllegi tihistusi: A (k) tdhistab pikenemiskoefitsenti koordinaadi X sihis ja A, on peapikenemine
neasiminas ov.
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3) Serv OD. Joonise 2 pohjal

4) Diagonaal OG on 1. peasihis, st.,.Nog = N; = (0,1/4/2,1/4/2). Leiame
pikenemiskoefitsendi Apq) jallegi kolmel erineval moel:
ds®>  2(dX + AdX)? B

.. 9 - - 9

11) A(OG) - .52 T dX2 + dX?2 - (1 + A) ) (41)
1 1 1

iii) A%OG) = Crg Nk Np = Cos - 5 + Cs3 - 5 + 2C53 - 5 = (1 + A)2

5) Diagonaal DC on 3. peasuunas, seega

Alpoy = A5 =C5 = (1— A)%. (42)
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6) Diagonaal OF pole ei telje- ega peasihiline.
Uhikvektor Nop) = (1/v/2,0,1/v2) ja
) A2 ds? _2dX2+A2dX2_1+A2
VOB T e T T axrydx? 2

i) Afop = CkiNgNL = ... (43)
7) Diagonaal OF. Analoogselt eelmisega, Nor) = (1,1,1)/V/3 ja

) A ds® _ dX?+2(1+ APdX? LA 2A?

D on T gg - 34X IR
8) Diagonaal DB. Niiiid, Npp) = (1,1,-1)/v/3 ja

, ds*  dX?+2(1— A)2dX? 4A  2A?

) Aor == 2 =1l-—=+—

ds 3dX 3 3 A

i) A2op = CxrNgNL = ... (45)
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9) Ulejisinud servade ja diagonaalide pikenemiskoefitsendid on vérdsed
juba leitutega.

Kontroll. A%K) = Ck i ja Ap ning A3 on ekstremaalsed koigi A seast.

6b. Suhteline pikenemine®.
ds — dS
E(N) = E(n) = S = A(N) — 1. (46)

Seega

{E(l)l—l(), E(Q):E(g):\/1+A2—1,

47
Ei=(1+A) —1=A Ey=E3 =0, Eg=(1—A4)—1=—A. (47)

Suhtelisel pikenemisel Ex, ) = E(x) puudub nii otsene seos Lagrange’i deformat-
sioonitensoriga Ex, kui on pikenemiskoefitsendi Ay ja Greeni deformatsiooni-
tensori Ckr, vahel.

4)  Suhtelist pikenemist EmnN)=¢€m) e tohi segi ajada tensori FEx peavdirtustega Eg:
ZEQ:C’Q—I:A%N)—I.
ii) Analoogiliselt pikenemiskoefitsentidega tdhistab E, suhtelist pikenemist peasuunas « ja Eg) suhtelist
nikenemist. koordinaadi X« smimas.
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Valemite (3.78) pohjal

2 2
2Bk = (1+BEi) —1= A%y — 1,
ehk
ds?y, — dS?
2By i = ) (K)

2

Teatavasti on viimane tuntud 1D juhul kui Lagrange’i deformatsioon.
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6c. Kuubi servade ja diagonaalide poore.

Arvutamiseks on (vihemalt) kaks voimalust: (i) 14bi deformeerunud kuubi geo-
meetria ja (ii) labi algse kuubi ja deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite
skalaarkorrutise.

Arvutusete juures on voetud A = 0,5 ja vastused on kraadides.
1) Serv OA ei poordu, seega o4 = 0.
2) Serv OC (vt. joonis 6), Soc = 26,5651

OC = (0,1,0)dX, OC" = (0,1, A)dX, |OC|=dX, |OC"| =1+ A%X.
(i) 14bi deformeerunud kuubi geomeetria,

oc
cos Boc = u = 0.89443, Boc = 26, 5651. (48)

(ii) labi algse kuubi ja deformeerunud kuubi servasihiliste vektorite skalaarkor-
rutise

40— OC-OC
e oo

—0.89443, Boc = 26, 5651. (49)
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3) Serv OD, Bop = 26,5651
4) Diagonaal OB, fop = 19,4712

OB = (1,1,0)dX, OB’ = (1,1,A)dX, |OB|=v2dX, |OB'|=v2+ A%dX.

labi deformeerunud kuubi geomeetria,

cos Bop = — 0.80443, Bop = 26, 5651.

B
OB’

5) Diagonaal OE, Spp = 19,4712
6) Diagonaal OF, Bor = 10,025
7) Diagonaal OG, Sog =0
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(50)
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6d. Algse tiaisnurga muut X, — X3 tasandis — nihe. On selge, et teljega
X, paralleelne kuubi serv deformatsiooni kédigus ei poérdu ning servad, mis on
paralleelsed X5 ja X3 teljega poorduvad nurga § = arctan A vorra (joonis 6).

Leiame X5 ja X3 telje vahelise taisnurga muudu.

F(Q’g) = g — 19(2’3) = Qﬁ — 2arctan A.

Seega A = 1/2 korral I'(y 3y = 2arctan 0,5 = 53, 13°.

Teiselt poolt valemi (3.81) pohjal

023 - 2A
AV 022033 N 1+ A2

cos V(g3 =

(51)

(52)

ja valemi (51) pohjal sinl'p3) = cosp3). Kui A = 1/2, siis sinl' = 4/5 ja

I =53,13°.
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ol

dx

0

Joonis 6: Algse taisnurga muutus.

7. Poordetensor Rix = ni.N.x poorab Greeni deformatsioonitensori peasuu-
nad N, Cauchy’ deformatsioonitensori peasuundadeks n,. Antud juhul peasuun-
dade n, ja N, avaldised iihtivad, st., n; = N; = (O,:l:%,i%), n, = Ny =
(£1,0,0) jang = N3 = (0,£ 75, F ).

Seega kui valime peasuundadeks

n; = Nl - (07 %7 %)7 ny; = NQ - (17070) ja ns = N3 - (07 %7 _%)7

siis poordetensor

Rux = G- (53)
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Kui aga valida
n; = =Ny = (0, 75, &), m = Ny = (1,0,0) ja ng = =Ny = (0, =5, ),

siis saame hoopis teistsuguse poordetensori —

1 0 0
Ry =10 =1 0 |. (54)
0 0 -1
8. Greeni deformatsioonitensori Ck invariandid.
o =CL4 CodCg = =34+ 242%
[le =C1Cy+ Co03+C3C) = oo =3+ A, (55)
HIe = CiO5C = o oo = (1 — A*>

Kui A =1/2, siis Ic = 7/2, Ilc = 49/16 ja 11l = 9/16.



