Peatiikk 1
Sissejuhatus
2.08sa

Ulevaade elastsusteooria aluste
kursusest

Peatiikk 2

Sisejoud ja pinged

o Sisejoududeks nimetatakse joudusid, millega vaadeldava keha (voi kesk-
konna) punktid (vaadeldavasse siisteemi kuuluvad punktmassid) méjutavad
liksteist.

o Vilisjoududeks nimetatakse joudusid, millega teised kehad, keskkonnad ja
punktmassid méjutavad vaadeldavat keha (keskkonda).

Vilisjoud jagunevad pind- ja ruumjoududeks.

o Pind- ehk kontaktjoud mojuvad vaadeldavale kehale 1abi valispinna. Naiteks
hiidrostaatiline surve.

o Mahu- ehk massjoud mojuvad igale vaadeldavat keha moodustavale punkt-
massile. Niiteks gravitatsioonijoud.



2.2 Sisejoud

2.2.1 Loikemeetod

Joonis 2.1: Loikemeetod ja sisejoud: loikepinnal on kujutatud sisejoudude peavektor ja peamo-
ment.

2.2.2 Sisejoudude liigid

Joonis 2.2: Pikijoud

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)



Taandades vilisjou F varda x-teljele saame vilisjou F’ ja
poordemomendi .

Joonis 2.3: Viadindemoment
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

sisepinnad

N —pikijoud,
0,, Q. - paikjoud (Ioikejoud)

Joonis 2.6: Sisejoudude liigid ja positiivsed suunad — piki- ja poikjéoud 3D juhul.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)



sisepinnad

I'— véaindemoment
M,,, M. — paindemomendid

>

Joonis 2.7: Sisejoudude liigid ja positiivsed suunad — viinde- ja paindemomendid 3D juhul. NB!
M. on siin negatiivne, teised positiivsed.
(Joonis on pirit prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

2.2.3 Sisejoudude mirgireeglid

Varda sisejou mirgireeglid (sisejoudude positiivsed suunad).

N N .
| N N

: oT @ oT @ )
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Joonis 2.8: Sisejoudude mérgireeglid.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)



e Positiivne pikijoud vastab varda tombele ja negatiivne pikijoud survele.

— Positiivne pikijoud mojub positiivsel sisepinnal telje positiivses suunas.

o Vidndemomendi posititvne suund on maiaratud kruvireegliga: positiivsel si-
sepinnal mojuv vaindemoment on positiivne kui viandemomendi suunas
poorates, hakkab kruvi litkuma telje positiivses suunas ning negatiivsel sise-
pinnal telje negatiivses suunas.

e Positiivne poikjoud (), mojub positiivsel sisepinnal z-telje positiivses suunas
ja negatiivsel sisepinnal z-telje negatiivses suunas.

— Analoogiline margireegel kehtib ka poikjou ), jaoks.
— Tasapinnalise juhu jaoks on kasutusel ka nn. tocreegel: Positiivne
poikjoud poéorab talaosa paripdeva (vt. joon. 2.8).

e Positiivne paindemoment tekitab tombe tala positiivsetes kiududes.

— Kaesolevas kursuses kasutatava telgede orientatsiooni korral pole painde-
momendi méargireeglil mitte midagi iihist jou momendi juures kasutatava

margireegliga.

Mirkus: Piki- ja poikjou mérgireeglite osas on erinevad autorid viga iiksmeelsed,
kuid painde- ja eriti vaandemomentide puhul on véimalikud vagagi erinevad

lahenemisviisid.

2.2.4 Diferentsiaal- ja integraalseosed lauskoormuse intensiivsuse
ja sisejoudude vahel

Pérast lihtsustamist, diferentsiaaliga dx labijagamist, ning viimasest vorrandist
korgemat jarku vaikese litkme hiilgamist, saame kolm diferentsiaalseost:

N pee T, Ty (2.1)

- p I - p Z9
dx dx dx
Integraalseoste saamiseks korrutame viimaseid diferentsiaaliga dz ning integree-

rime 15igul [a, ]:
N(z) = N(a) - / " (@),
Q.(2) = Q:(0) - [ pu(o)de (2.2
M,(z) = M,(a) + / " Qu(2)da.



2.3 Pinge moiste

On lihtne taibata, et eelmistes alajaotustes kisitletud loikemeetodi korral on si-
sejoud tegelikult jaotunud iile kogu l6ikepinna (joon. 2.10) ja vaadeldud kuus
sisejoudu kujutavad endast selle lauskoormuse peavektori ja peamomendi pro-
jektsioone koordinaattelgedel.

Joonis 2.10: Loikemeetod ja pinged varda ristloikes
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist. )

2.4 Pingevektor, tema projektsioonid ja mirgireeglid

Mirgireeglid: joonis 2.14.

e Positiivne sisepind on loike pind,

Tyx mille vilisnormaal on suunatud
koordinaadi positiivses suunas.

6%

/] ol e Positiivne normaalpinge mojub po-

y ’ ™ sitiivsel sisepinnal koordinaattel-

je positilvses suunas ja negatiiv-

Txa sel sisepinnal koordinaadi negatiiv-
——— e

X ses suunas. Positiivne normaalpinge
vastab tombele.

e Positiivne nihkepinge maéjub posi-
tiivsel sisepinnal koordinaattelje po-
sitiivses suunas ja negatiivsel sise-

Joonis 2.14: Normaal- ja nihkepingete pinnal koordinaadi negatiivses suu-
positiivsed suunad.

nas.



2.5 Pingetensor

Vaatleme keha meelevaldset punkti. Seda punkti libib kolm koordinaattasandit,
millel méjuvad kolm normaalpinget o,, 0y, 0. ja kuus nihkepinget 7., = 7, 7y =
Tay, Taz = Tzp Moodustavad pingetensori

Oy Toy Tz
Tyx Oy Ty:| - (2.39)

Tox Tay O

Pingetensor on teist jirku tensor ja teda saab esitada 3 x 3 (tasandiilesannete
korral 2 x 2) tabelina nagu maatrikseid. Pingetensor iseloomustab téielikult pin-
gust (pingeseisundit) antud punktis ning tema abil saab méirata pingevektori
suvalisel seda punkti libival pinnal®®.

2.5.1 Skalaar, vektor, tensor
Skalaar pole seotud suunaga, teda iseloomustab vaid (arv)viirtus.
Vektorit iseloomustab lisaks moodulile (arvviirtusele) ka suund.

Teist jirku tensor on fiiiisikaline suurus, mille korral peale arviértuste on
tiahtsad kaks suunda.

2.5.2 Pingetensori invariandid

Suuruseid
([{ =0, + 0y + 02,
Oy T Oy Tys Oy Tis
(o3 xr T z T rz
I; = T, oy Ty 0?_/ - Tow O ‘ ’
T z z zZr z ¢
< Y Y Yy (26)
Op Try Trz
g __
I3 = |Tye 0y Ty
\ Tox Tzy O

nimetatakse pingetensort invariantideks ehk lithidalt pinge mvariantidelks.

Mairkus: Taolised kolm invarianti saab leida igale teist jarku tensorile.



2.6 Pinged varda ristloike punktis.
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Joonis 2.15: Pinge varda punktis

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengnkonspektist.)

2.7 Seosed pingete ja varda sisejoudude vahel

2.7.1 Sisejoudude avaldamine pingete kaudu

N = / o, dA. (2.5)
JA
Qy:/szdA, Qz:/Tzsz- (26)
A A
M, :fzamdA ja M. :fyamdA. (2.7)
A A
A

: 'A : \.]
1 //



2.7.2 Pingete avaldamine

” N
M,

Oy = —22
Iy

Vidnde- ja loikepinged.

sisejoudude kaudu

(2.9)

(2.12)

Vaiandepinge on pohjustatud vadndemomendist ja l6ikepinge poikjoust. Oma ole-
muselt on nad molemad nihkepinged ning kuna nende leidmine on tihti komplit-
seeritum kui pikijoust ja paindemomendist pohjustatud normaalpingete leidmine,

siis piithendame neile omaette jaotise.

2.8 Nihkepinged varda ristloikes

T = I_ppa Tmax — I_§

maxT

maxT

Td

p

Joonis 2.24: Viindepinged iimarvardas ja paksuseinalises torus.

(2.20)

W, = khb?, = k. (2.24)
1 1.2 | 1,5 2 3 5 10 ®
0,208 | 0,219 | 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,291 | 0,312 | 0,333
1,00 | 093 | 0,86 | 0,79 | 0,75 | 0,74 | 0,74 | 0,74
Joonis 2.28: Viidndepinged ristkiilikulise ristloikega vardas.
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Joonis 2.37: Loikepinged ristkiilikulises ristloikes

3Q. 422 30,
Tex = 52 (1 - ?) s max 7y, = 57 (237)

P i il S —
W | 4=
;:_l'Q

Joonis 2.38: Loikepinged timarristloikes

1Q. 2? 4Q.



Peatiikk 3

Deformatsioon ja olekuvorrandid

3.1 Siire ja deformatsioon

3.1.1 Cauchy seosed

Eristame kahte liiki siirded:

e keha kui terviku siirded (toimuvad ilma deformatsioonideta) — selliste sii-
retega tegeleb jiiga keha mehaanika?;

e siirded, mis on seotud keha deformatsiooniga — kéesolevas kursuses vaadel-
dakse just selliseid siirdeid.

Siirdevektori koordinaattelgede x, y, 2 sihilisi komponente tahistatakse u, v, w, st.,

u=2za —uz, v=1y —uy, Jw=2z —2z. (3.1)
ou v ow
€ =5 ey:%; €& =5
(3.6)
du v dv  dw ou Ow
Yoy = d_y—i_% Vyz = E—'—d—y Vaz :g—f—a

Saadud seoseid nimetatakse tihti Cauchy vorranditeks voi Cauchy seosteks .

Mirgireeglid:
e pikenemisele vastav normaaldeformatsioon on positiivne;

e koordinaattelgede positiivsete suundade vahelisele taisnurga viahenemisele
vastav nihe on positiivne.

Jéareldus: Positiivsed pinged pohjustavad positiivseid deformatsioone.



3.2 Deformatsioonitensor

Normaal- ja nihkedeformatsioonidest (ehk nihetest) saab moodustada deformat-

sioonitensori . .
€x 37y 32z

(3.14)

b=
—
)
]
{
]
b=

1. 1.
5702 3y Sz

Erinevalt pingetensorist on siin nihete kordajaks 0, 5. Ilma selliste kordajateta ei
alluks deformatsioonitensor tensorarvutuste reeglitele. Analoogiliselt pingetenso-
riga saab leida ka deformatsioonitensori invariandid:

If =2+ gy + ¢,

1., 1.,
1 1 Sz 3Myx e
Jrc o Ex 271'3; + E-y ‘273{2‘ + Ep 271‘2 Ic _ |1 c 1
2 7|1 .r I~ .r 1 = 3 — _7.1‘3{ u §7Zy .
§’}:r:-y sy 2’}3;7 z 571‘2‘ cz % 1

5Vez 57Vyz €z

(3.15)

3.3 Ruumdeformatsioon ehk suhteline mahumuutus

ezwzsﬁsyﬂz. (3.16)

3.4 Pidevustingimused

(9%, 0%, Oy,
+ = — .
dy* 9z dxdy’
022 Oy*  Oyoz’
82 . N 82&‘1 82"3/3«2
Ox? 022 9zdz’
< ’ : 3.19
ﬁ aﬂ}T’ + dfh"y _ d’?yr —9 32&‘2« ( )
oz \ 0y 0z oz Jyoz
E d’}ly + 8"3/5,7 B a"}ly .y 82£y
9y \ 0z Ox 9y droz
o (d;y, n Naz 3%«y) ) 8¢,
(02 \ 0z = oy 02 92y



3.5 Olekuvorrandid

Viilisjoudude toimel kehad (keskkonnad) deformeeruvad. On selge, et iihe ja
sama vilisjou toimel voivad erinevad materjalid deformeeruda viga erinevalt
~ jérelikult on vaja vorrandeid. mis médraksid kuidas iiks voi teine materjal
koormamisel kiitub.

e Voarrandeid, mis seovad omavahel deformatsioonid ja pinged, nimetatakse
olekuvorrandileks.

e Linecaarses e. klassikalises clastsusteoorias on olckuvorrandid esitatud
tldistatud Hooke'i seadusena, mis esitab lineaarse scose pinge- ja defor-
matsioonitensori vahel.

e Kui on vaja arvestada ka temperatuuri moju kehade deformatsioonidele,
siis tuuakse sisse termoelastsus tegurid ning lisatakse vorranditesse vasta-
vad lisaliikmed. Sel juhul deldakse tihti, et tegu on termoclastsusteooriaga.

3.5.1 Uldistatud Hooke’i seadus

Kokku saame kuus vorrandit, mis esitavad tildistatud Hooke’i seadust isotroopse
ideaalselt elastse keha jaoks:

( 1 1
Ex = E [01' - V(Uy + U:)] 3 Yoy = ETa'ya
1 1
&y = ? [oy — V(0. + 02)], Yyz = ?Ty:a (3.23)
\ €z = E [U: - V(U:r + ay)] 5 Yzzx = 57':1'-
Tuues sisse Lamé koefitsiendid®
Ev E
A= =—=G 3.30
A+ni-220 "“20+0 " (3:30)

Op =N +2pee,  Tay = [y,
Oy = A8 + Qﬂg‘yv Tyz = HYyz2, (331)
0, = A0+ 2ue.,, Togx = [WYsz-



3.6 Deformatsiooni potentsiaalne energia

Potentsiaalse energia tihedus

W = % [A® +2u (2 + et +22) + i (Vay + 7o +72)] - (3.44)

Kasutades taas Hookei seadust kujul (3.31) saame Clapeyroni valemi

1
W= 2 (0282 + OyEy + 0262 + TayVay + Ty2Yyz + TeaVaa) - (3.45)

Viimasest saab omakorda avaldada W ldbi pingete ja elastsuskonstantide E ja v

kui kasutada Hooke'i seadust kujul (3.23)

1
W = Yol [crf. + crg + 02 — W (040 + 0,0, + 0,0.) +2(1 +v) ('rfy + T§~ + T?T” :
(3.46)

Rakendes Clapeyroni valemit avaldub summaarne potentsiaalne energia kujul

1
W= 2 /// (0282 + 0yEy + 0282 + TayVay + Ty Vyz + TeaVza) dzdydz. (3.50)
v

Peatiikk 4

Peapinged ja peadeformatsioonid

4.1 Pinged kaldpinnal

Joonis 4.1: Pinged kaldpinnal. Kaldpinnal normaaliga v moéjuv pingevektor p, on esitatud ldbi
tema projektsioonide p,.. pyy ja pye.



Selleks, et uurida pingeseisundit suvalises keha punktis on vaja osata leida pin-
geid meelevaldse orientatsiooniga kaldpinnal. Joonisel 4.1 kujutatud kaldpinna
abe orientatsioon koordinaattelgede suhtes on médéiratud pinnanormaali v suu-
nakoosinustega

[ =cos(v,x), m = cos(V.y), n = cos(v, z). (4.1)
Pvz = ol + TyzM + TzaN,

Doy = Tayl + 0ym + Ty, (4.5)
Pvz = Tpzl + Tyom + 0,1

4.2 Peapinged

Oy = Ppv V= p;;xl + Purym + Puzt. (47)
T, =p, — 0, (4.8)

On selge, et nii p,, kuil o, ja T, soéltuvad pinna orientatsioonist. Saab naidata,
et igas punktis leidub vahemalt kolm omavahel ristuvat pinda, millel nihkepinge
7, = 0 ja normaalpinge o, = p,. Selliseid pindasid nimetatakse peapindadeks,
neil pindadel mojuvaid normaalpingeid peapingeteks ja neid pindu maéaravaid pin-

nanormaale peasuundadeks.

o1 = 09 = 03

Pinguste liigid. Soltuvalt sellest, mitu peapinget on nullist erinevad, eristatakse
kolme pinguse liiki:
o ruumpingus — koik kolm peapinget on nullist erinevad;

e tasandpingus — iiks peapinge on null, kaks nullist erinevad;

e joonpingus — kaks peapinget on nullid, iiks nullist erinev.

Kasutades peapingeid saame pinge invariandid kujul
I{ =01+ 03+ 03,
IQO—:J]_JQ"_JQJS"—U]JS: (414)
I3 = o10903.
e Kuna invariandid on séltumatud koordinaatide valikust, tuleb neid vaadelda

kui pohilisi suurusi, mis iseloomustaved pinget vaadeldavas punktis — koik
pingekomponendid on maédratavad ldbi invariantide.



4.3 Peadeformatsioonid

Peasuundi ja peavaartusi saab leida mistahes teist jarku tensoritele. Kuna defor-

matsioonitensor ja pingetensor on siimmeetrilised tensorid, siis on peadeformat-
sioonide leidmise protseduur analoogiline peapingete omaga. Antud juhul saame

seega deformatsioonitensorile

%7’71‘ %’}’zy £z
anda kuju
£1 0 0
0 £9 0
0 0 £3

misjarel deformatsioonitensori invariandid

If —£1 + &9+ €9, Igzglfg—l—fggg—f—flfg, I§ — £1E9E9.

Peatiikk 5

Elastsusteooria pohivorrandid,
nende lahendusmeetodid ja
lihtsamad ruumilised iilesanded

5.1 Tasakaalu diferentsiaalvorrandid

(O ar, or,

ox Ay 7]
OTpy 0oy OTsy

- - Y =0,
ox Ay 0z * '
ory, 01, Oo.

.'T = Ty/‘ ,O—/‘ + Z = 0

.

ox Ay 0z

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Saadud vorrandid ongi elastse keha tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid Kui ma-
hujoudude projektsioonid sisaldavad inertsjoudusid, saab viimste abil lahendada

ka diinaamika iilesandeid.



5.2 Elastsusteooria pohivorrandid

1. Tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid (5.5) (3 vorrandit):

2. Cauchy seosed (3.6) (6 vorrandit):
3. Uldistatud Hooke’i seadus (6 vorrandit) nn. otsesel kujul (3.23):

Vorrandeid kokku 15.

Tundmatud kokku 15: 6 pingetensori komponenti + 6 deformatsioonitensori kom-
ponenti + 3 siirdevektori komponenti.

Rajatingimused ehk ddretingimused ehk servatingimused

Pidevustingimused. Kui pohimuutujateks on valitud deformatsioonid voi pinged,
siis on tarvis arvestada ka pidevustingimusi (3.19):

5.3 Elastsusteooria iilesannete lahendusmeetodid

Elastsusteooria pohivorrandeid voib lahendada mitmel erineval moel, soltuvalt
sellest millised suurused on valitud pohimuutujateks.

1. Lahendamine siiretes — tundmatuteks on valitud siirdevektori komponene-
did u(z,y, 2), v(z,y, 2) ja w(z,y, 2).

2. Lahendamine pingetes — tundmatuteks on valitud pingetensori komponen-
did o.(z,y, 2),. .., Tuy(z, 9, 2), . . ..

3. Lahendamine deformatsioonides — tundmatuteks on valitud deformatsioo-
nitensori komponendid e, (z,y, 2), ..., Yay(z. 9, 2), . . ..

4. Nn. segalahendi leidmine — eelmise kolme kombinatsioonid.

5.3.1 Elastsusteooria iilesannete lahendamine siiretes
Otsitavad: siirdekomponendid u(z,y, 2), v(z,y, 2) ja w(z,y, 2).

5.3.2 Elastsusteooria iilesande lahendamine pingetes konstantsete
mahujoudude korral

Otsitavad: 6 pingetensori komponenti.



5.4 Lihtsamad ruumilised iilesanded

Kaesolevas alajaotuses vaatleme moningate lihtsamate elastsusteooria tilesannete
lahendamist pingetes.

e Vaadeldavate tilesannete lihtsus seisneb eeskitt selles, et pingekomponendid
on konstantsed voi lineaarfunktsioonid koordinaatidest (v,y, z).

e Vaatleme elementaarteooriast, st. tugevusopetusest (tehnilisest mehaani-
kast), tuntud lahendeid ja nditame, et nad rahuldavad elastsusteooria tasa-
kaaluvorrandeid (5.9) ja rajatingimusi (5.13).

5.4.1 Konstantse ristloikega iimarvarraste viaine

5.4.2 Prismaatiliste varraste puhas paine

5.4.3 Plaadi puhas paine

5.4.5 Varda tomme omakaalu maojul

Peatiikk 6

Elastsusteooria tasandiilesanne

6.1 Tasandiilesande moiste

Elastsusteooria iilesannet nimetatakse tasandiilesandeks (ehk tasapinnaliseks
iilesandeks) kui deformatsioon véi pinge on kogu keha ulatuses tasapinnaline.

6.2 Tasanddeformatsioon

Vaadeldaval juhul on kéigis keha punktides deformatsioon tasapinnaline, st. iiks
peadeformatsioonidest on null. Tasanddeformatsioon saab tekkida kui siirded

u=u(z,y), v=1v(x,y), w=0. (6.1)

Selline deformatsiooniseisund tekib pikas kehas, millele méjub keha pinnaga (2-
teljega) ristuv koormus.

Niiiteks: pikk tugisein; (metroo)tunnel; pikk radiaalselt surutud voll; pika plaadi
silindriline paine (NB! Saint Venant’i printsiip).



6.3 Tasandpingus

Vaatleme olukorda, kus koigis keha punktides iiks peapingetest on null. Sellisel
juhul saame valida Descartes’i ristkoordinaadid nii, et

Op = J-J:(:C: y): Oy = Uy('i'ns y): Toy = T:ry(x: y):' Oy = Tgz = Tyz = 0. (67)

Selline pingus tekib néiteks ohukeses plaadis, millele mojub servades rakendatud
koormus, mis on risti z-teljega.

6.4 Tasandiilesande lahendamine pingetes

Viga sageli lahendatakse elastsusteooria iilesanded pingetes, sest sellel meetodil
on vorreldes siiretes lahendamisega moned eelised:

e sageli ongi iilesande lahendina vaja leida vaid pingeid, siirded on tei-
sejargulise tahtsusega ning neid polegi vaja leida;

e iildjuhul on siirete avaldised vorreldes pingete avaldisega tunduvalt keeruka-
mad.

Tundmatud: pingetensorl komponendid o, 0, ja T,,.

b

Tasandiilesande lahendamine pingetes lihtsustub oluliselt kui tuua sisse Airy
pingefunktsioon p(x,y), mis on seotud pingekomponentidega jargmisel kujul:
?p D% P
O = w; Oy = 53 Tyz = om0y Xy—Yuz, (6.15)

kus X ja Y on konstantsed mahujoud. Alternatiivne voimalus siduda pingekom-
ponendid ja pingefunktsioon:
P
Op = c)_y2 — Xuz; o
Nii (6.15) kui (6.16) korral on tasakaaluvorrandid (6.4) automaatselt rahuldatud.
Pannes selliselt defineeritud pingekomponendid pidevustingimusse (6.14) saame
biharmoonilise vorrandi

o Py
o (W N @> — ¥ (V2) = 0. (6.17)

P P?p
=——Yuy; r= — 6.16
Oz? v Ty dzdy (6.16)




Lahti kirjutatult saab viimane kuju

Do oy ok
Tt 25t
ox dx*oy* Oy
Funktsiooni, mis rahuldab biharmoonilist vérrandit (6.17) v6i (6.18) nimetatakse
biharmooniliseks funktsiooniks.

—0. (6.18)

Tegelikult on pingefunktsiooni leidmine mitmel juhul suhteliselt lihtne. Vasta-
vat meetodit voib nimetada poolvastupidiseks meetodiks. Selle pohjal antakse
pingefunktsioon ette kas poliinoomina véi trigonomeetrilise reana, mis sisalda-
vad madramata konstante. Viimased maaratakse iilesande lahendamise kaigus
adaretingimuste ja biharmoonilise vorrandi abil.

6.5 Biharmoonilise vorrandi lahendamine
poliinoomides

Kui viljendada Airy funktsioon poliinoomina

2 3-2 2 2 3.27

b3 ds
wz(%x2+b2wy+9y2)+<£x + 22y + S 3)+
2 (6.19)
a4 b d 3 64 4
— ! +—a:y+—7:y + +...

1.3° 739 ) 5.2 T 3Y

saab konstrueerida terve rea tasandiilesande lahendusi. Vaadeldav lihenemisviis
on rakendatav kui uuritakse ristkiilikulisi plaate voi talasid. Mahujéud, k.a. keha
kaal, hiilgame. Kaesolevas alajaotuses vaatleme talasid, mille pikkus on [, korgus
2c¢ ja laius 1. Tala teljeks on z-telg ja y telg on suunatud alla. Kuna lineaarses
elastsusteoorias kehtib superpositsiooni printsiip, siis vaatleme algul poliinoome
kuni 5. astmeni eraldi. Jargmises alajaotuses konstrueerime saadud tulemuste abil
erinevaid lahendeid.



6.6 Konsooli paine
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6.7 Uhtlaselt koormatud tala paine
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6.8 Hiidrostaatiliselt koormatud tugiseina arvutus.
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6.9 Hiidrostaatiliselt koormatud vertikaalne konsool
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6.10 Tasapinnalised iilesanded polaarkoordinaatides

6.10.1 Tasakaaluvorrandid ja Airy’ pingefunktsioon

¥ T
dv Tri ay
Or
' Tor
A r
Tor + dTyr
D o, + do,
o9 + doy N
Y Trd T dTrl}

Joonis 6.26: Viikese elemendi ABCD tasakaal.

a r ]_a i r

‘U 1 ‘Tﬁ a Ty + fr _ 0:

1do o, 2T '
- 1 7 i + fr} -0

r 0U - ar

Siin tahistavad f, ja fy mahujoudude projektsioone radiaal ja tangentsiaal suu-
nale (7 ja ¢ kasvamise suunale).
Ka siin saab mahujoudude puudumisel sisse tuua Airy’ pingefunktsiooni
© = (¥, 1), nii et

1 ¢ 1 82'- 82'-
= —,-—lp + —Q—i Oy = —f

ror  r?2ov or (6.92)

19p 10% 9 (19p '
rov )’

Ty

™= 1299 rorod . or

Niiiid Laplace’i operaator

o> o »? 10 16
2
V= (axﬂ N d—y?) B (W Trar —ew) (0

ja biharmooniline vorrand
2 19 18\
Vip=(=5+ - +5=-=] ¢=0. 6.94
7 (8?"2 IR 81?2) 7 (6.94)
Kui pingekomponendid ja seega ka ¢ soltuvad vaid koordinaadist r, siis saab
vorrandi (6.94) iildlahendi esitada kujul

p=Alnr+ br inr+Cr-+ 1. .
Al Br’l Cr*+ D 6.95



6.10.2 Deformatsioonikomponendid polaarkoordinaatides

o ou _u . 10v
T T T T ow
10u Ov v (6.96)

) =~ T .
LA T R R
Siin moistetakse suurusi u ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset siirdekomponenti.
Hooke’i seaduse kuju jaab endiseks:

€p = l((,r,. —voy), £9= %(0’0 — Vo), Yo = % (6.97)

E

6.11 Kovera tala paine

6.12 Poorlev ketas
6.13 Radiaalne pingus.

Kiillaltki tihti esineb iilesandeid, kus igas keha punktis on nullist erinev vaid
radiaalne pinge o,. Sellist pingust nimetatakse radiaalseks pinguseks.

6.14 Kiilu surve.

Joonis 6.29: Siimmeertiline kiil ja tema
siimmeetriatasandis moéjuv joud.



6.15 Koondatud jou moju poolruumile

Samapinge jooned radiaalpingele G i F=1

J’!

Joonis 6.31: Elastsele poolruumile méjuv
koondatud joud.

X

Sellise graafilise radiaalpingte esituse andis esmakordselt Joseph Boussinesq ning
seetottu nimetatakse neid ringe Boussinesqi ringideks.

Peatiikk 7
Materjalide omadused

Standardtingimustel sooritatud katset nimetatakse teimiks.

Joonis 7.1: Tombekatsel kasutatav katsekeha.
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7.1 Terase tombekatse
Jffngﬁ:ik pinge
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7.2 Hallmalmi tombekatse
b)
0, 1 /

a)
f
{

Joonis 7.6: Malmi purunemispilt ja tdmbediagramm



7.3 Haprus, sitkus, plastsus, tugevus

Vastavalt kiditumisele enne purunemist, saab vélja tuua mitmeid erinevaid ma-
terjali omadusi, vt. joonist 7.7, kus on esitatud erineva siisinikusisaldusega raua-
sulamite tombediagrammid. Tavaliselt lahenetakse materjalide vaadeldavatele
omadustele 1ibi vastandlike omaduste paaride: elastsus — plastsus, haprus —
sitkus. Elastsuse maistet kiisitlesime esimeses peatiikis.

e Plastsed materjalid

— Plastsus? — materjali omadus omandada olulisi jaikdeformatsioone.

— Plastsuse méira on tihtis teada niiteks valtsimisel, sepistamisel, traa-
di tombamisel jne.
— Mida plastsem on materjal, seda suurem on tema katkevenivus.

— Katekeahenemine

2i.k. Plasticity

e Haprad?® materjalid
— Haprus® — materjali omadus puruneda juba tiihise deformatsiooni kor-
ral.
e Sitked® materjalid
— Sitkus® — materjali omadus enne purunemist oluliselt deformeeruda.

— Selle definitsiooni pohjal ei pruugi sitke materjal olla eriti plastne —
ta voib olla ka korgelastne, niiteks kummi.
e Plastsel sitkel materjalil pole alati voimalik eristada selget voolavuspiiri —
tinglik voolavuspiir.

e Tugevus’ — materjali tugevust iseloomustab tema tombetugevus®, s.t. suu-
rim katse jooksul fikseeritud tinglik pinge.

3. k. Brittle

41. k. Brittleness

1. k. Duetile

1. k. Duetility

1. k. Strength

81. k. Tenagile strength



Ingliskelses kirjanduses on kombeks eristada kahte sitkeid materjale iseloomus-
tavat omadust: ductility ja toughness. Eesti keelde voiks tolkida neid tolkida

vastavalt kul venivus ja sitkus ja siin eeldatakse, et tegu on plastsete materja-
lidega. Definitsioonid:

e Ductility is a measure of the deformation at fracture. Defined by percent
elongation or percent reduction in area.

e Toughness is the ability to absorb energy up to fracture. Units: the energy
per unit volume, e.g. J/m>. Can be measured by an impact test.

e Mida sitkem materjal, seda rohkem t66d tuleb teha tema purustamiseks ja
seega seda suurem on tema tombediagrammi aluse pinna pindala.

Peale eelnevate voib veel eristada sepistatavust®, naiteks kuld. Sellisest materja-
list on voimalik vormida hésti 6hukesi lehti. Venivus (ductility) ja sepistatavus
(malleability) pole siinoniiiimid: kuld on nii veniv kui sepistatav, tina vaid se-

pistatav

1. k. malleable

High Carbon Steel
Strongest

Medium Carbon Steel
Toughest

Low Carbon Steel
Most Ductile

Stress —

Strain —=

Joonis 7.7: Erineva stisinikusisaldusega rauasulamite tombediagrammid



7.4 Survekatsed

/ | £=0.002 (0.2%)
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Peatiikk 8
Sirgete varraste vaine

Umarvarraste viindeiilesande lahendamisel tehtud hiipotees, et
varda ristloiked jadvad deformatsioonil tasapinnalisteks ei
kehti mittelimarvarraste puhul. Seda néitavad ilmekalt
eksperimentide tulemused. Enim kdverduvad algsed sirged
kiilgede keskosas. Korrektse lahenduse vaadeldavale
ilesandele andis Saint-Venant (1855).



b)

Joonis 8.1: Sirge varda vaane.

8.2 Elliptiline ristloige

£y

- T~

Samasiirdejooned w = const.



8.3 Membraananaloogia

Nihkepinge -- membraani ldbipaine

..‘I[L . "‘{"‘—.3' *l

b)

Joonis 8.5: Poikkoormusega koormatud iihtlaselt tommatud membraan a); deformeerunud
membraani samalébipainde jooned b). NB! 7. = 7.

8.4 Kitsa ristkiiliku kujulise ristléikega varda véine

—)
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Joonis 8.6: Varda ristloige ja maksimaalsed nihkepinged — a) ja vastava membraanani lédbipaine
b).



A

Joonis 8.7: Ohukeseseinalised avatud ristldiked.

8.5 Ristkiilikulise ristloikega varraste vaane

8.6 Valtsmetallist varraste (talade) viéne

Peatiikk 9

Kokkuvotvad markused

9.1 Jaiga keha mehaanika ja elastsusteooria

Sarnasused:

e Alamharud: staatika, kinemaatika, diinaamika.
e Molemal juhul on rakendatavad analiiiitilise mehaanika meetodid
e Joudu ja jou momenti kisitletakse kui vektoreid!

e Molemad, st. nii jiik keha kui deformeeruv keskkond, koosenevad punktmas-
sidest ja nad moodustavad seega punktmasside (mehaanikalise) siisteemi

— Sageli oeldakse deformeeruva keskkonna korral punktmassi asemel ma-
teriaalne punkt

— Punktmasside siisteemile mojuvad joud saab jaotada sise- ja
vilisjoududeks



e Jousiisteemi peavektori ja peamomendi kontseptsiooni rakendatakse
molemal juhul, kuid deformeeruva keha korral esineb moéningaid spetsiifilisi
erisusi

— Sisejoud: keha loikes mojuvate pingete peavektor ja peamoment
— Tavaliselt taandatakse pinged loike pinnakeskmesse

— Talade korral on tala ristloikes moéjuvate sisejoudude projektsioonidel
spetsiifilised nimed: pikijoud, poikjoud, viindemoment, paindemoment

* Tavaliselt kasutatakse siinjuures Descartes’i ristkoordinaate

e Tasakaalutingimused: Jousiisteemi peavektor ja peamoment peavad vorduma
nulliga.

e Liikumishulk ja kineetiline moment ning vastavad teoreemid

e Kogu teooria baseerub moélemal juhul Newtoni seadustel

Erinevused:

e Uurimisobjekt: jédik keha vrs. deformeeruv keskkond
— Deformeeruv keskkond: deformeeruv tahkis (tahke keha), gaas, vedelik

e Jiiga keha mehaanikas saab joudu vaadelda kui libisevat vektorit, kuid de-
formeeruva keskkonna korral ei saa.

e Jaiga keha mehaanikas saab lauskoormuse asendada iiksikjouga, kuid defor-
meeruva keskkonna korral ei saa.



9.2 Lineaarne ja mittelineaarne elastsusteooria

Lineaarne elastsusteooria

e Lineaarne elastsusteooria = klassikaline elastsusteooria

e Siirete ja deformatsioonide vahelised seosed on lineaarsed — geomeetriline
lineaarsus

— Deformatsioonitensor on defineeritud Cauchy seoste kaudu

— Deformatsiooni mooduks on tavaliselt suhteline pikenemine ja algse
taisnurga muut ehk nihkenurk

e Siirded on viikesed vorreldes uuritavate kehade joonmootmetega

e Deformatsioonid (suhtelised pikenemised ja algse tdisnurga muutused) on
viilkesed vorreldes iithega, neid saab kisitleda lopmata viikeste suurustena
ja kasutatakse terminit (lopmata) viikesed deformatsioonid (inglise keeles
infinitesimal strains)

e Olekuvéorrandid, st. pingete ja deformatsioonide vahelised seosed, on lineaar-
sed — fiiiisikaline lineaarsus

— (Uldistatud) Hooke’i seadus

* Analoogiks on nn. ideaalne vedru
e Kehtib superpositsiooni printsiip

— Tihti nimetatakse seda ka joudude méju séltumatuse printsiibiks

* Erinevate lahendite summa on alati lahend
e Ideaalselt elastne keha
e Alati rakendatakse Saint Venant’i printsiipi

e Tavaliselt rakendatakse Bernoulli hiipoteesi (ristldigete tasandilisuse
hiipoteesi)



Mittelineaarne elastsusteooria

e Siirete ja deformatsioonide vahelised seosed on mittelineaarsed — geomeet-
riline mittelineaarsus

— Kasutusel on erinevad deformatsioonitensorid ja deformatsiooni méodud
e Olekuvorrandid on mittelineaarsed — fiiiisikaline mittelineaarsus
e Siirded pole viikesed (vorreldes keha mootmetega)
e Deformatsioonid pole viikesed vorreldes iihega

— Deformatsioone ei saa kisitleda lopmata viikeste suurustena

— Qeldakse, et deformatsioonid omavad l6plike viirtusi ja kasutatakse ter-
minit 16plikud deformatsioonid (inglise keeles finite strains)

e Superpositsiooni printsiip ei kehti!
e Saint Venant’i printsiip ja Bernoulli hiipotees pole tavaliselt rakendatavad

e Mittelineaarsele elastsusteooriale vastavaid vorrandeid ja seoseid kisitleme
pideva keskkonna mehaanika kursuses.

Uldised hiipoteesid, eeldused, seaduspirasused jms., mis on rakendatavad
nii lineaarse kui mittelineaarse teooria korral

e Pidevuse hiipotees kehtib alati

— Pragude, tiihimike jms. esinemise korral on vaja rakendada tdiendavaid
hiipoteese ja eeldusi

e Homogeensus ja mittehomogeensus
e [sotroopsus ja anisotroopsus
e Defineeritakse nn. algolek — puuduvad pinged ja deformatsioonid

e Termilised efektid — termoelastsusteooria — nii lineaarne kui mittelineaarne
kasitlus



e Viskoossed efektid — viskoelastsus
— Viskoossus — vedeliku véime deformeerumisel vastu votta nihke- ja
tombepingeid
— Mida viiksem on vedeliku viskoossus, seda voolavam ta on
— Olekuvorrandid esitavad seosed pingete ja deformatsioonikiiruste vahel
* Lineaarsed (Newtoni vedelik) ja mittelineaarsed (nn. mitte Newtoni
vedelik, i.k. non-Newtonian fluid)
e Saab eristada tegelikku ja tinglikku pinget (ehk pseudopinget)
— Lineaarses teoorias langevad need kaks praktiliselt kokku ja seetottu neid
tavaliselt ei eristata

— Vorrelge malmi ja terase tombekatseid

9.3 Lineaarse elastsusteooria jaotamine
elementaarteooriaks ja esimest jéirku teooriaks

e Elementaarteooria ehk nn. 0-jarku teooria — sisaldab taiendavaid lihtsustusi

e Nn. 1-jirku teooria — klassikaline ehk lineaarne elastsusteooria ilma
taiendavate lihtsustusteta

e Tugevusopetus — elementaarteooria + tugevusarvutused

— Tugevusopetus on mehaanika haru, mis uurib konstruktsioonielemen-
tide piisava tugevuse, jiikuse ja stabiilsuse saavutamist voimalikult
6konoomsel moel.

e Tehniline mehaanika TTU-s — tugevusopetus + jiiga keha staatika



Elementaarteooria

e Kehtivad koik lineaarse elastsusteooria hiipoteesid, eeldused, printsiibid, liht-
sustused jne.

e Lisaks tehakse veel tdiendavaid lihtsustusi, mis 1. jirku teooria korral véivad,
kuid ei pruugi kehtida
— Algmodtmete printsiip
— Bernoulli hiipotees ehk ristloigete tasapinnalisuse hiipotees
— Uurimisobjektiks on peamiselt vardad ja talad
— jne
e Peamiselt tuntakse huvi vaid varraste (talade) teljepunktide siirete vastu —

teiste punktide siirete leidmine ei paku iildjuhul huvi

— Vaadeldakse tala telge — elastse joone (i.k. deflection curve) diferent-
siaalvorrand — labipainded

e Kiesoleva loengukonspekti 2. peatiikis on varraste ja talade pingete analiiiis
teostatud elementaarteooriast lihtudes

9.4 Olekuvorranditest

Olekuvorrandid esitavad tahkiste korral seoseid pingete ja deformatsioonide vahel,
(viskoossete) vedelike korral aga pingete ja deformatsioonikiiruste vahel.

Elastse keha lineaarne olekuvorrand — Hooke’i seadus

e Ideaalselt elastne, homogeenne, isotroopne materjal

— Kaks soéltumatut elastsuskonstanti
* Youngi moodul, Poissoni tegur, nihkeelastsusmoodul — valida kaks
kolmest
* Lamé koefitsendid
* Ruumdeformatsioon — ruumpaisumismoodul

e Anisotroopne materjal — iga juht vajab individuaalset (eksperimentaalset)
lahenemist

— Tahtis on teada materjalide siimmeetriat, niiteks ortotroopne materjal



9.5 Deformatsioon ja pinge

e Deformatsioon iseloomustab keha (keskkonna) méotmete ja kuju muutuse
intensiivsust vaadeldavas punktis

e Pinge iseloomustab sisejdudude intensiivsust vaadeldavat punkti libival pin-
nal

e Deformatsiooniseisund — iseloomustab deformatsioone vaadeldavas punktis
— kirjeldadakse deformatsioonitensori abil

e Pingeseisund ehk pingus — iseloomustab pingeid vaadeldavas punktis —
kirjeldadakse pingetensori abil

e Peapinged ja peadeformatsioonid
e Ruum-, tasand- ja joonpingus
e Ruum-, tasand- ja joondeformatsioon

e Tasandpingusele vastab ruumdeformatsioon ja vastupidi, tasand-
deformatsioonile vastab ruumpingus

9.6 Tugevuskriteeriumid ja varutegur

e Lubatav pinge  tihistused [7], [0¢], [¢'], [7]
e Varutegur — viidrtus > 1,25 soltub konstruktsiooni vastutusrikkusest, ma-
terjali omaduste iihtlusest jms.
e Tugevuskriteeriumid (tugevusteooriad)
— Lihttooseisundid o < [0], 0¢ < [0°], o < [0'], 7 < [7]
— Liitooseisundid — ekvivalentpinged oy < [o]
+ Kujumuutuse energia kriteerium ehk von Miesesi kriteerium (von
Mieses-Huber-Maxwell) — tinapieval viga laialdaselt kasutusel
: ngv = a% + O’% + crg — 0109 — 0203 — 0103
x Suurima nihkepinge kriteerium ehk Tresca kriteeriuim
" Ockv — 01 — O3
x Maksimaalse peadeformatsiooni kriteerium
* Oy — 01 — VO9 — VO3
# jne.

e Temperatuuri moju — kitlmahaprus




9.7 Diinaamilised koormused

e T'siikliline koormamine — visimus
— Visimuspragu ja visimuspurunemine
e [LOOk
— Loogisitkus
e Vonkumine
— Resonants
e Lained

— Akustilised lained
— Deformatsioonilained
— Nihkelained

— Survelained



