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EessoOna

Kaesolev loengukonspekt pohineb autori poolt alates 1996. aastast
Tallinna Tehnikaiilikoolis tehnilise fiilisika eriala iiliopilastele pee-
tud pideva keskkonna mehaanika loengutel. Aine késitlus on mitte-
lineaarne ning pohineb A.C. Eringeni ja M.N.L. Narasimhani opi-
kutel [1] ja [2] (vt. soovitatud kirjanduse loetelu lk. 5). Kursuse
peaeesmargiks on anda iilevaade pideva keskkonna mehaanika pohi-
meetodeist ja pohivorrandeist, mis kehtivad nii tahkete kehade kui
vedelike ja gaaside puhul. Seetottu ei poorata konkreetsetele raken-
dustele samapalju tdhelepanu.

Loengukonspekti esimese variandina tuleb vaadelda autori poolt
késitsi kirjutatud ja 1996. kuni 1999. aastani loengutel kasutatud
kilesid, millest {iliopilased said endale koopiad. 1999/2000 &ppea-
asta kevadsemestri jooksul valmis kdesoleva loengukonspekti “esi-
mene triikkk”, vormistatuna KITEX-s. 2001. aasta variandi puhul
oli vorreldes eelmisega lisatud eessona ja epiloog.2002/2003. 6ppe-
aasta variandi jaoks sai 4. peatiikk taielikult iimbertootatud ja
teiste peatiikkide osas tehtud nii muudatusi kui lisatud uut mater-
jali. Vorreldes eelmiste variantidega pikenenes kirjanduse loetelu.
Kéesoleva, s.0. 2003/2004 aasta variandi puhul pole tekstis olulisi
muudatusi tehtud — parandatud on vaid ilmsiks tulnud triikivead.
Kuna tegu on 6ppevahendiga, mis joudis seda ainet 6ppivate tuden-
giteni 2001/2002 kevadsemesteril pidevalt uuenedes ja tdienedes,
siis on nimetatud loetelu esitatud sissejuhatava peatiiki viimase pa-
ragrahvina (mitte aga vahetult enne sisukorda nagu on kombeks



fikseeritud sisuga ja kirjastatud oppevahendite puhul).

Markused:

1. Nii loengukonspekt on viljas internetis minu kodulehekiiljel

http://cens.ioc.ee/ salupere. Peatﬁkk ]_

2. Loengukonspekt pole moeldud kasutamiseks iseseisva opiku-
na.

Sissejuhatus

3. Teksti paremas servas olevad mérgid (y/, e, * jne.) tihistavad
kohti, kus loengus esitatakse olulisi selgitavaid markusi.

4. Loengukonspekt voib endiselt sisaldada triikivigu.

Lopetuseks avaldan siirast tdanu Kiiberneetika Instituudi vanemtea- 1.1 Pideva keskkonna mehaanika aine

durile Arvi Ravasoole, kes luges TTU-s kiesolevat dppeainet enne ja meetodid
mind ning kelle loengumaterjalid olid mulle 1996. aastal hindama-
tuks abiks. Pideva keskkonna mehaanika (PKM) on mehaanika osa, mis uurib

gaaside, vedelike ja deformeeruvate tahkete kehade (tahkiste) liiku-
mist vilismojutuste toimel. PKM uurimisobjektiks on keskkonnad
voi tahked kehad, mille osakeste vahekaugus liitkumisel muutub.

Andrus Salupere

Liikumine on siin tunduvalt laiem moiste kui jdiga keha mehaani-
kas. Néiteks: vee voolamine iihest anumast teise, trossi pikenemine e
koormamisel, tahke keha litkumine vedelikus voi gaasis, 6hu tsirku-
latsioon atmosfééris, jne., jne. PKM aineks on selliste diinaamiliste
protsesside kirjeldamine.

PKM baseerub eksperimentaalmehaanika tulemustel, kuid tema
metoodika on matemaatiline, st. mehaanika iilesanded lahendatakse
matemaatiliste meetodite abil. Seega, et viljaselgitada deformeeru-
vate keskkondade liikumise seaduspérasused, tuleb koostada ma-
temaatiline mudel, mille kditumine peab olema kooskolas eksperi- 1/
mentidel saadud tulemustega.
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1.2 Pideva keskkonna mehaanika
pohieeldused, aksioomid
ja hiipoteesid

Pidevushiipotees

Koik kehad koosnevad osakestest, kuid meid huvitavas mahus (ruu-
malas) on neid palju. Seetdttu eeldame, et uuritavad vedelikud, gaa-
sid ja tahked kehad on sellised keskkonnad, mis tdidavad vaadeldava
ruumi pidevalt. See hiipotees voimaldab nende keskkondade mate-
maatilisel kirjeldamisel kasutada pidevaid funktsioone.

Ruumi meetrilisus

Eeldame, et kahe pidevas ruumis asuva punkti vaheline kaugus on
alati tiheselt mddratav.

Naide 1.2.1. ...

Eksperimendid on ndidanud, et reaalseid fiiiisikalisi ruume v6ib mit-
te vdga suurte mastaapide puhul lugeda eukleidilisteks ruumideks.
Meie vaatleme edaspidi eranditult eukleidilisi ruume. Mehaanikat,

mis baseerub eukleidilisel ruumil, nimetatakse Newtoni mehaani-
kaks.

Aja absoluutsus

Aeg kulgeb koigis taustsiisteemides iihesuguselt!. Teisisonu, eelda-
me et eksisteerib absoluutne aeg.?

IEfekte, mis ilmnevad valguse kiirusele lihedastel kiirustel, antud kursuses
ei vaadelda.

Newton: “Absoluutsel ajal pole mitte midagi iihist mitte millegagi
véljaspool teda ning ta kulgeb iihtlaselt.” Praktikas ldhtutakse aja modtmisel
siiski mingist konkreetsest fiiiisikalisest nahtusest.
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1.3 Kirjandus
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Loengukonspekti koostamisel on peamiselt kasutatud opikuid [1] ja

2].



Peatiikk 2

Deformeeruva keha
kinemaatika

2.1 Pideva keskkonna liikumise
kirjeldamise kaks viisi

2.1.1 Euleri ja Lagrange’i koordinaadid

Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutu-
matu  koverjoonelise  koordi-
naatsiisteemi 2!, 22,23, mille
suhtes vaadeldakse keskkon-
na  materiaalsete  punktide  Joonis 2.1: Euleri koordinaadid

litkumist.

Sellist koordinaatsiisteemi nimetatakse Euleri koordinaatsisteemiks
ehk ruumiliseks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koor-
dinaate z',2% x*— Euleri koordinaatideks (EK) ehk ruumilis-
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teks koordinaatideks. Uhe punktmassi litkumist Euleri koordi-
naatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

= fi(t),i=1,2,3. (2.1)

Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = t; keskkonna materiaalsete punktide asen-
di ja seome nendega kdverjoonelise koordinaatsiisteemi X!, X2, X3,
Kui niiiid ajahetkel ¢ > ¢y keskkond liigub ja muudab kuju, siis lii-
gub ja muudab kuju ka koordinaatsiisteem X!, X2, X3. Sellist koor-
dinaatsiisteemi nimetatakse Lagrange’s koordinaatsiisteemiks ehk
materiaalseks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koordi-
naate X', X2, X3— Lagrange’i koordinaatideks (LK) ehk materiaal-
seteks koordinaatideks.

x’l
x f=io t?_fo

Joonis 2.2: Lagrange’i koordinaadid
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2.1.2 Koverjooneliste koordinaatide avaldami-
ne Descartes’i ristkoordinaatide kaudu

Eukleidilises ruumis E? saab alati sisse tuua Descartes’i ristkoordi-
naadid (DRK). Toome niitid Euleri kdverjoonelised koordinaadid
sisse 1dbi Euleri Descartes’i ristkoordinaatide (EDRK) z!, 22 23.
Selleks eeldame, et EDRK z!, 22, 23 soltuvad kolmest Eukleidilise

ruumi E? muutujast 2t 22, 23, st.,
K= Rt 2?2 = Kt 2P 2?), k=1,2,3, (2.2)

kus funktsioonid f* kuuluvad klassi C™,r > 1 (st., nad on pidevad
funktsioonid, mis omavad pidevaid osatuletisi kuni jarguni r) ja on
defineeritud mingis ruumi E? piirkonnas. Niiiid tuleb méiratleda

Joonis 2.3: Koverjoonelised koordinaadid ja DRK

tingimused, mille puhul énnestub vorranditest (2.2) avaldada
o =aF(h 2228, k=1,2,3 (2.3)

nii, et (2.2) ja (2.3) oleksid teineteise ithesed poordteisendused.

2.1.2. Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’s
ristkoordinaatide kaudu 9

Matemaatilisest analiiiisist tuntud teoreemi (teoreem ilmutamata
funktsioonist)! pohjal omab teisendus (2.2) punkti p iimbruses §
tihest poordteisendust (2.3) siis ja ainult siis kui jakobiaan

0zF

5= 5a

# 0; |2* — zf| < 6. (2.4)

Siin z&, k = 1,2, 3, on ruumipunkti p koordinaadid ja
0zt /0t 9zt )0x* Dz )0xP

= | 02%/0z' 02%/0x* 0z2*/02° |. (2.5)
023 /0xt 023/02* 023/023

o
ox!

Kui fikseerime avaldise (2.2) vasakul poolel (21, 22, 23) = (2}, 22, 23),

siis saame kolme loikuva pinna vorrandid. Teatavasti esitavad kaks
16ikuvat pinda kovera (koverjoone) ja kolm 16ikuvat pinda punkti.
Kui (2%, 2% 23) = (21,22, 23) on punkti p koordinaadid, siis paari-
kaupa l6ikuvad pinnad esitavad kolm ruumipunkti p labivat kove-
rat. Neid ruumipunkti p ldbivat kolme pinda nimetatakse koordi-

naatpindadeks ja kolme koverat koordinaatkoverateks.

Joonis 2.4: Koordinaatkoverad ja koordinaatpinnad

IT6estust vaata niiteks dpikust [2] 1k. 28-30
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Ajahetkel t = ty toome analoogselt sisse Lagrange’i koverjoonelised
koordinaadid — eeldame, et LDRK Z', Z2, Z? on avaldatavad LK
X1 X2 X3 kaudu kujul

7K = 7K(X' X? X?), K =1,2,3. (2.6)
Vastav poordteisendus

XK =XxKz",72%,7%), K=1,2,3 (2.7)
eksisteerib ja on iihene materiaalse punkti P {imbruses J parajasti
siis kui jakobiaan
ozK

oxr| 7"

JL = ‘ X* - X <. (2.8)

Avaldisi (2.2), (2.3), (2.6) ja (2.7) nimetatakse koordinaatteisendus-
teks, kusjuures (2.2) ja (2.3) kehtivad suvalisel ajahetkel, kuid (2.6)
ja (2.7) vaid t = to puhul (viimaseid kasutatakse vaid selleks, et LK
sisse tuua).

Edaspidises eeldame, et

e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descar-
tes’i ristkoordinaatide kaudu (EK kujul (2.2) ja LK kujul
(2.6)) selliselt, et jakobiaanid (2.4) ja (2.8) pole samaselt nul-
lid ruumis E? vo6i vihemalt mingis meid huvitavas ruumi E?
piirkonnas (v.a. mdned singulaarsed punktid, jooned voi pin-
nad);

e iildjuhul on pikkuse mootmiseks piki telgi z* ja Z% valitud
iithtne mastaap.
Markused:

e Selliselt sisse toodud koverjoonelised koordinaadid on
iildjuhul lokaalsed ja pole iildjuhul ortogonaalsed.

e J£0=J>0voiJ <0 igas ruumipunktis.

2.1.2. Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i
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Naide 2.1.1. Euleri koordinaatideks z* on silindrilised koordinaa-
did. Kas EK on tiheselt madratud EDRK kaudu? Millised on koor-
dinaatpinnad ja koordinaatkoverad?

2 x>

Joonis 2.5: Silindrilised koordinaadid
Defineerime x* libi 2*:

= z'cosa?
22 = zlsina?® (2.9)

Péordteisendus
= (212 + (22)2
r? = arctan(z?/z!) (2.10)
2 = 23

Jakobiaan ook
z

Jp = |—

E ox!

Jarelikult, iihene poordteisendus eksisteerib . . .
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2.1.3 Liikumise kirjeldamine

Litkumisseaduseks nimetatakse tiheparameetrilist koordinaatide tei-

sendust

o =X X2 X (2.11)
vOoi

X5 = XE (2 22 2% 1), (2.12)

mis siirdab materiaalse punkti X!, X2, X3 ruumipunkti !, 22, 23.

Parameetriks on siin aeg t. Alghetkel ¢t = ty kujutavad teisendused
(2.11) ja (2.12) (parameetrist soltumatuid) koordinaatteisendusi.
Tihti on kasulik kui ¢ = ¢, puhul teljestikud z* ja X¥ iihtiksid, st.,
hetkel t = ¢ty 2% = X¥ kui k = K. Sel juhul on materiaalse punkti
asukoht alghetkel ¢ = ¢y automaatselt teada ning asukoha muutus
algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢, lihtsalt leitav.

Analoogselt eelmise punktiga 2.1.2 tekib ka siin kiisimus liikumis-
seaduse iihesusest, st., teisendused (2.11) ja (2.12) peavad olema tei-
neteise ithesed poordteisendused. Eeldades, et nii funktsioon (2.11)
kui (2.12) kuuluvad klass C",r > 1, on see tingimus tdidetud ruu-
mipunkti p iimbruses ¢ parajasti siis kui jakobiaan

o oxF
7= laxt

#£0 |z* —af| <. (2.13)

Jakobiaan (2.13) viljendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille
pohjal positiivne 1oplik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks
ega lopmata suureks mahuks? ning iikski ainehulk ei tungi teise
ainehulga sisse® (joon deformeerub jooneks, pind pinnaks ja maht
mahuks).

2ik. indestructibility of matter
3ik. impenetrability of matter
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Kui keskkonnas esineb katkevusi (niit. kihiline materjal voi praod),
pole eeltoodu otseselt kasutatav ja tuleb sisse tuua lisatingimusi.
Samuti tuleb erilist tdhelepanu podrata voimalikele singulaarsete-
le punktidele, joontele v6i/ja pindadele, kus tingimus (2.13) pole
taidetud.

Funktsioonide (2.11) ja (2.12), st., litkumisseaduste leidmine ongi
tiks pideva keskkonna mehaanika pohitlesandeid.

Kui litkumine on kirjeldatud avaldistega (2.11), siis éeldakse, et on
antud liikumise Lagrange’s kirjeldus — antud juhul saame teada,
millises ruumipunktis z* asub materiaalne punkt X* hetkel ¢. Kui
t = to puhul EK ja LK iihtisid, siis saame liikumisseadusest (2.11)
teada, millises ruumipunktis asub hetkel ¢ see materiaalne punkt,
mis alghetkel oli ruumipunktis 2% = X (k = K). Lagrange’i kirjel-
dust on otstarbekas kasutada deformeeruva tahke keha iilesannete
puhul, sest siin keha peaasjalikult vaid deformeerub véilisjpudude
toimel ning tema materiaalsed punktid ei paigutu ruumis oluliselt
{imber. Kui fikseerime materiaalse punkti XX siis avaldistest (2.11)
saame tema litkumisseaduse kujul

o = fE(t), k=1,2,3. (2.14)

Avaldised (2.12) esitavad litkumise Euleri kirjelduse— nende pohjal
saab médrata materiaalse punkti X, mis hetkel ¢ asub ruumipunk-
tis 2¥. Seda moodust on maistlik kasutada niiteks hiidrodiinaamika
tilesannete puhul, sest vedeliku “osakesed” (materiaalsed punktid)
paigutuvad ruumis oluliselt iimber. Kui fikseerime ruumipunkti z*,
siis saab liikumisseadus (2.11) kuju

X5 =F&(t), K=1,2,3 (2.15)

ja esitab neid materiaalseid punkte, mis liiguvad 14bi selle fikseeri-
tud ruumipunkt.
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Naide 2.1.2. Luikumise Lagrange’s kirjeldus

rlo= X'+ X?%(el - 1),
= X'(e'—1)+X?
2 = X3

Luikumise Fuleri kirjeldus

—x!l + 22 (ef = 1)

Xl - 1_€t_€ft 9
17—t 2
s  at(et—=1)—z
X3 - Sl—et—e_t ’
X° = x°.

Alghetkel LK ja EK iihtivad. Kas litkumine on theselt madratud?

Jakobiaan

. Oxk
J = oxE

2.2 Deformatsioon ja siire

2.2.1 Skalaar, vektor ja tensor

Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme ¢ ja n'. Funktsiooni (¢t (2, (3) =
©(¢) nimetatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koor-
dinaatteisendusega ¢* = ¢*(n', 7% n®) = *(n), k = 1,2,3 oma
algvaartust, st.,

e(C'(m), (M), () = ¥v(n) = ¢(C). (2.16)

Seega ei soltu skalaari vadrtus antud punktis koordinaatide valikust.

Naide: Temperatuur on absoluutne skalaar.

Kontravariantne vektor

Suurusi ©*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponen-
tideks ehk lihtsalt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaattei-
senduse ¢ = ¢(n) puhul muutub ta vastavalt seadusele

P (Cm) = v () = w<c>§gi§, k=123 (217

Suurusi 1*(n) tuleb siin méista kui suuruste ¢*(¢) komponente
koordinaatsiisteemis 7°, i = 1,2,3. Samuti on siin esmakordselt
kasutatud summeerimiskokkulepet Z?:1 a'b; = a'b;, mida jaimegi
kasutama.
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Naide: Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
©* = d¢*, saame
k

on on®
kE k m _ ,.m

Kovariantne vektor

Suurusi ¢ (¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks
ehk liithidalt kovariantseks vektoriks kui nad koordinaatide teisen-
duse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad vastavlt seadusele

or(C(m) = () = wm<c>‘§7§, F=12.3 (2.18)

Naide: Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor,

sest tahistades
0P

o= ggn

kus ® on absoluutne skalaar, saame

0P od o™ ocm
P = ) = G = S5 S = enlO) 5 k= 1,23

Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), ®p(¢) ja ®(¢) nimetatakse vastavalt kontra-
variantseteks-, kovariantseks- ja segatensoriks kui nad koordinaat-
teisenduse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad seaduste

o o

Sem k1=1,2,3, (2.19)

O (¢(m)) = ¥M(n) = 2™ (¢)
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oc™ oC™
Bu(G(m)) = Vun) = Q) G o Kl =123, (220
ja
onk ocn
*(C(m)) = W, () = @mn<c>a<imainl, BI=123  (221)
jargi.

2.2.2 Baasivektor, meetriline tensor

Kovariantsed baasivektorid

Joonis 2.6: Kovariantsed baasivektorid

Vaatleme kahte DRK — iiks neist on EDRK z* ja teine LDRK ZX.
Vastavad iihikbaasid tdhistame i; ja Ix. Kui eeldame, et pikkuse
mastaap piki telgi z* ja ZX on sama, siis omavad vektorid i, ja Ix
vordset iihikpikkust. Koverjoonelised LK tuuakse teatavasti sisse
kujul (2.6), st.,

7K = 78(X', X2, X?), K =1,2,3,
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ja koverjoonelised EK kujul (2.2), st.,

=t 2?2, k=1,2,3.

Kohavektorid P ja p avalduvad ldbi LDRK ja EDRK kujul
P=7%(X' X2 X*Ig ja p=2"(a', 2% 2%)i,. (2.22)
Viimastest leiame kohavektorite P ja p lopmata véikesed muudud

ehk diferentsiaalid

oP op

dP = aX—KdXK = GydX" ja dp = %dxk = grda®,  (2.23)
kus vektoreid op M
Gk = IxXE = aXKIM (2.24)
Ja .
8k = % = %im (2.25)

nimetatakse vastavalt koverjooneliste koordinaatide XX ja ¥ kova-
riantseteks baasivektoriteks. Nad on suunatud piki koordinaatkove-
rate puutujaid (vaadeldavas punktis) ja liitkumisel ithest punktist
teise muutuvad nad iildjuhul nii suuruselt kui suunalt. Seega moo-
dustavad nad vektorvilja.

Loomulikult saab suurusi dP ja dp avaldada DRK kaudu kujul

p
P = ;Z—KdZK = 1,dZ% ja dp = %dzk =i dt (2.26)

ning DRK baasivektoreid Iy ja i omakorda baasivektorite Gg ja
g, kaudu kujul

oP  ox*t . op 02
IK = aZ—K = @Z—KGL Ja 1 = @ = @gl (227)
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Kovariantne meetriline tensor

Elementaarpikkuse ruut dS* = dP - dP avaldub ldhtudes valemist
(2.26) kujul
dS* = dP - dP = dZ" 1 - dZ"1,,

ja lahtudes valemist (2.23) kujul
dS* =dP -dP = dX*Gg - dX*Gy.
Jargnevalt defineerime Kroneckeri delta

L,

e K — L
5KLd:fIK'IL:{O K + L (2.28)

ja kovariantse meetrilise tensori
def

Gkr=Grg = Gg -Gy
(224) 8ZMI aZNI _ @@ (2.29)
ToaxKETM gxTN T MV gXK XL
Arvestades viimaseid avaldisi saame elementaarpikkuse ruudu aval-
dada kujul

dS? = dP - dP = Gy dX*dX" = dprdZ™dz". (2.30)
Analoogselt — elementaarpikkuse ruut
ds? = dp - dp = grdz®da’ = §d="d7, (2.31)
kus Kroneckeri delta
ef . . 1, k - l
o E iy iy = { 0, k £ 1 (2.32)
ja kovariantne meetriline tensor
def (2.25) 0z™ ., 02", 02" 0"
_ def . o 1y = Oy 2.33
9kl = Gik = 8k " 8I O 1 Ol 1 Ok Ol ( )

Mirkus Suurused ds® ja dS? on skalaarid ja nende wvdidrtus

ei  soltu koordinaatsiisteemi wvalikust, st., ds*(z', 2% 23) =
ds?(2',22,23) ja dS*(X', X2, X3) = dS*(Z', 722, Z3).
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Kontravariantsed baasivektorid ja meetrilised tensorid

Kovariantsete baaside G ja g, duaalsed* baasid on defineeritud
1&dbi ortonormaalsustingimuse

GK . GL = 5KL ja gk g = (Skl (234)

Vektoreid G¥ ja g’ nimetatakse kontravariantseteks baasivektori-
teks ja nad avalduvad vorrandisiisteemide (2.34) lahendina kujul

GE = GELG Y ja g = ¢Mg. (2.35)

Viimastes avaldistes esinevad kontravariantsed meetrilised tensorid
avalduvad 1dbi kovariantsete meetriliste tensorite kujul

_ cofactor G _ (—1)FHEAT,

ORI _ _ 2.36
: e (2.36)
ja
" cofactor gy _ (_1>k+lA?k’ (2.37)
g g
kus
G =|Gxki| ja g=|gul (2.38)

on determinandid ning A%, ja AY, on determinantide |Ggy| ja
|g1| elemendile indeksipaariga KL voi kl vastav miinor. Meetrilised
tensorid rahuldavad tingimusi

GrrG"™M = 6™ ja gug"™ = 6™ (2.39)

Kuna meetrilised tensorid Gx 1. ja GX* on muutujate X! ning meet-
rilised tensorid g ja ¢ muutujate ¢ funktsioonid, siis kujutavad
Gk ja GXL endast tensorvilju Lagrange’i koordinaatides X! ning
g ja g™ tensorvilju Euleri koordinaatides z°.

4Lad. k. dualis — kahene
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Naide 2.2.1. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariant-
sete baasivektorite kaudu.

)

%1--.-

uy

Joonis 2.7:
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Naiide 2.2.2. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariant-
sete baasivektorite kaudu.

Joonis 2.8:
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Niide 2.2.3. Pdordume tagasi Niite 2.1.1 (lk. 11) juurde. Euleri
koordinaatideks x* on silindrilised koordinaadid, mis on defineeritud
libt DRK jdrgmiselt:

21 = xlcosz?
22 = gzlsing?
2 = 2’
Jja
o= )2+ (2)
2 22
r“ = arctan =5
¥ = 23

Vaatleme suvalist punkti p koordinaatidega (x',x?, x3) ehk kohavek-
toriga p. Leida sellele punktile vastavad kovariantsed ja kontrava-
riantsed baasivektorid ning meetrilised tensorid!

Joonis 2.9: Silindrilised koordinaadid
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Ulesanne 2.2.1. Leida silindriliste koordinaatide puhul elemen-
taarpikkuse ruut ds? lihtudes valemist (2.31) ja kasutades nii koor-

dinaate x*, 22, 23 kui 2%, 22, 23/
) ) ) )

Suvaline vektor v on avaldatav nii kovariantse kui ka kontravariant-
se baasi kaudu, st.,
v =ug’ = v'gy, (2.40)

kus v, ja v* on vastavalt vektori v kovariantsed ja kontravariantsed
komponendid (koordinaadid), mis iildjuhul on erinevad (iihtivad
vaid ortonormeeritud baasi puhul).

Korrutame niiiid avaldist (2.40) kontravariantse baasivektoriga g!

ug” gl = kg - gl

l

Kuna v*8,! = !, siis v,¢" = ¢!, ehk nimetades indeksid iimber,

P = g, (2.41)

Kui korrutada aga avaldist (2.40) kovariantse baasivektoriga g, siis

saame analoogselt, et
Vi = gkﬂ}l. (242)

Sellist protseduuri nimetatakse vektori indeksite tostmiseks ja lan-
getamiseks. Seega, meetriliste tensorite abil saab indekseid tosta ja
langetada ehk teisisonu — minna kovariantsetelt komponentidelt
iile kontravariantsetele ja vastupidi. Lagrange’i koordinaatide pu-
hul analoogselt

VK = GKLVL ja VK = GKLVL (243)
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Mirkused

1. Uldjuhul pole baasivektorid G¥, G, g* ja g ithikvektorid.
Nende pikkused avalduvad 1dbi meetrilise tensori diagonaali
elementide —

G*| = VGEE, |Gx| = /Cxw, K=K )

‘gk‘ =V gEE7 ’gk” = \/9&@; k E

Allkritps tihendab siin seda, et korduva indeksi jargi er sum-
meerita. Eelnenud néite 2.2.3 puhul |g1] = |g3] = 1 ja

82| = !

2. Kui koverjoonelised koordinaadid on ortogonaalsed, siis
" = gy = 0 kui k # [. Niite 2.2.3 puhul see nii oligi. Lisaks
olid vektorid g* ja gj, kollineaarsed.

Nihutaja

Seni oleme hoidnud EK ja LK lahus, kuid vahel on vaja iihes
koordinaatsiisteemis esitatud vektoreid projekteerida teise koordi-
naatsiisteemi baasivektoritele. Vaatleme joonist 2.6 (lk. 17) Punk-
tide P ja p kohavektorid

P = P'G, ja p=rp'g.
Korrutame neist esimest kontravariantse baasivektoriga G¥ —
P-G" = P'G[ - G* = pt§ K = PX.

Seega,
PEX=P.GY ja pf=p-g" (2.45)

Viimased kujutavad endast vektorite P ja p projektsioone vastavalt
baasivektorite Gk ja gy sihtidele (vt. Néited 2.2.1 ja 2.2.2).



2.2.2. Baasivektor, meetriline tensor 26

Oletame niiiid, et tahame viia vektori p paralleelliikkega punkti
P ja projekteerida teljestikku X, st., baasivektorite G sihile.
Tihistame vastava projektsiooni p*. Niiiid

p =p"Gr(X) = p'gi(x) (2.46)
Korrutame avaldist (2.46) kontravariantse baasivektoriga G-
p"Gg - G" =p'g - G".
Defineerime nn. nihutaja
def def

Seega, tdhistades timber indeksid L — K saame

" = g p" = g%, (2.48)

mis esitabki kohavektori p projektsiooni kovariantse baasivektori
Gk sihil.

Korrutades avaldist (2.46) kontravariantse baasivektoriga g' ja de-
fineerides nihutajad

def def

saame vektori p tagasi EK-sse.
P =g"kp™ = gi"p". (2.50)
Analoogselt eelnevaga saab defineerida nihutajad

def def
Jkxk = UKk = gr Gx =Gg -8 (2.51)

ja
def def
ng 1e] gKk: 1€l gk . GK _ GK . gk: (252>
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Nihutajad ¢*x, ¢% jne. on nii muutujate X', X2 X3 kui ka
x!, 2%, 23 funktsioonid, sest baasivektorid G ja G¥ soltuvad Lag-
range’i koordinaatidest X', X% X3 ning baasivektorid g ja g”
Euleri koordinaatidest x!, 22, 23. Enamgi veel, nad osutuvad nn. ka-
hepunktilisteks tensorvaljadeks, sest teisenevad kui tensorid mole-
mas koordinaatsiisteemis.

Jargnevalt nditame, et

9" kg K = 6" (2.53)

Teatavasti
K I K
Vp = Vg9 kK =UV9 KYG k-

Kuna
!
v = U0,

siis peab kehtima vordus (2.53) ehk nihutajad g% ja ¢'x on teine-
teise poordtensorid. Analoogselt

gKkgkL = 5KL. (254)

Teisendame niilid nihutajat gpx —

(2.25), (2.24) 02!, 0ZF 0zt 0Z%
9k = 8k - UK axklz gxK L Lok gxXK’ ( )
kus
6[L == 5Ll = il . IL. <256)

Suurus &;;, on Kroneckeri delta vaid juhul kui z* 11 ZK.
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Tensorite indeksite tostmine ja langetamine

Peale vektorite indeksite saab meetriliste tensorite abil tosta ja lan-
getada ka tensorite indekseid, néiteks

CRy =GR MOy
CLf =GRV Cpy
CKL — GLMCKM
CKL — GLMCKM
gKk = GKLgklng
gKk _ QKL gkl 9L
gKk = GKLgklng
JdKk = GKLgk:lng
Naide 2.2.4. Vaatleme juhtu, kus LK tihtib LDRK ning EK tihtib

EDRK, st., (X', X% X3)=(Z',7% 73) ja (xt, 2% 2®)=(2", 2% 23).
Baasivektorid punktides P ja p on avaldiste (2.24) ja (2.25) pohjal

oP ozM
GK:@XK :8XKIM:IK (2.57)
analoogselt
8k = I (2.58)

Antud juhul tihtivad kovariantsed ja kontravariantsed koordinaadid
ja baasid, st.,

Grr = GEF = 0k, (2.59)
gkl = gkl == 5kl7 (260)
gk = g°F = 0k, (2.61)

millest viimane on Kroneckeri delta kui i 17 Ix.
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2.2.3 Samavairtuspinnad, tuletis antud suunas,
gradient

Samavairtuspinnad
Vaatleme skalaarset funktsiooni (néit. temperatuuri)
T =T(x' 2 2° 1) (2.62)

Igal ajahetkel v6ib vaadelda pindu 7" = const, mida nimetatakse
samavdidrtuspindadeks ehk ekvipotentsiaalpindadeks.

Joonis 2.10: Tuletis antud suunas

Tuletis antud suunas

Vaatleme punkti M pinnal 7" = T} ja uurime skalaarse suuruse T
soltuvust suunast s. Suurust

oT AT
25 = Am S (2.63)

nimetatakse tuletiseks suunas s.’

SKasutatakse ka terminit tuletis suuna jirgi. Lk. directional derivative
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Kui s = s; on ekvipotentsiaalpinna 7" = T} suvalise puutuja sihis,
siis 0T'/0s = 0.

Kui AT = Ty — T, ja liigume normaali sihis, siis dn = dscos a, st.,

or or or oT
ehk 35 = By, S8 (2.64)

on  0scosa

Kui o« — 0, siis 07'/0s — max. o

Gradient

Funktsiooni gradient on defineeritud jargmiselt —

e aT
grad T < Er (2.65)

kus n° on normaalisihiline ithikvektor, mis on suunatud funktsiooni
T kasvamise suunas. Teisest kiiljest —

oT

grad T ¥ VT = e (2.66)
kus nabla 5 5
def

Valemeis (2.66) ja (2.67) peame kasutama kontravariantset baasi,
sest osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, st.,

OT /0" = ®y,. *
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2.2.4 Deformatsioon ja siire
Siirdevektor

Vaatleme liikumist, mis on itheselt médratud koordinaatteisenduse-

ga
b = 2F (X1 X2 X3 1) (2.68)

VOl
X5 = XKt 2% 2% 1), (2.69)

kus parameeter ¢ tdhistab aega. Vaatleme materiaalset punkti P.

e

Joonis 2.11: Deformatsioon

Euleri koordinaatides on tema asend p maéadratud kohavektoriga
p = p(t), st., p muutub aja jooksul. Materiaalse punkti P asukoha
muut hetkel £ >ty on méadratud siurdevektoriga u.
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Deformatsioonigradiendid ja deformeerunud keskkonna
baasivektorid

Kui eeldada, et alghetkel t = ¢y LK ja EK {ihtisid, siis vastavalt
joonisele 2.11 on t = ty puhul

u=0,p=b+P ja ds* =dS> (2.70)

Hetkeks t > t; on keskkonna materiaalsed osakesed iiksteise suh-
tes liikunud — jirelikult ds® # dS?, st., keha on deformeerunud.
Elementaarpikkuse ruudu muutu

ds* — dS? (2.71)

vaadeldakse kui deformatsiooni mootu ning tihti nimetatakse teda
seejuures lithidalt deformatsiooniks.
Toome sisse suurused

k — axk(X17X27X35t) ]

OXE(xt, 2% 23, 1)
T K =
0XK

K
a X k= Ok y (272)

mida nimetatakse deformatsioonigradientideks.

Indeks peale koma tihistab ka edaspidi osatuletist vastava (kontra-
variantse) koordinaadi jirgi.

Vastavalt liikumisseadustele (2.68) ja (2.69) avalduvad koordinaa-
tide tdisdiferentsiaalid kujul

da® = o* dX* ja dXT = X¥ da”. (2.73)

Valemite (2.23) pohjal avalduvad kohavektorite l6pmata viikesed
muudud labi baasivektorite Gk ja gi. Teisendame neid avaldisi:

(2.73) K k k
dP = GdX® "L G XK pdi* = cpda®,
K Kok g (2.74)

dp = grpdz” (219) gk:ckyKdXK = CrdX¥,
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kus suurused

( of OP oP
Ck:(xla :132,.%’3,t) d:f % — &X—KXKJC - GKXK,]C
X ja (2.75)
def ap ap
\ Cr (X', X% X% 1) = IXE %xk,lf = gut” k

on vaadeldavad kui uued, keskkonna deformeeritud olekule vasta-

vad, baasivektorid. Teisisonu, keskkonna liikumaisel transformeeru-
vad baasivektorid g ja G uuteks baasivektoriteks Cg ja c. Vek-
tori c; leidmiseks tuleb baasivektor Gy avaldada litkumisseaduse
(2.69) abil libi EK, st.,

Gr(Xt X2 x%) %Y Gr(z!, 22, 2%).

Analoogselt tuleb Cg leidmiseks avaldada

2.68
gk(l’l,l’?,l’g) (_>) gk<X1,X2,X3)-

Deformatsioonigradientide vahelised seosed

l’kJ(XK,l = (Skl ja XK7]€.I']€7L = (SKL <276)

Jargnevalt avaldame vana baasi G uue baasi c¢; kaudu:

(2.75), - 2% — .. = Gg = c;a2” . (2.77)

Analoogselt

(2.75), - X5 — L = g, = Cx X5 .. (2.78)

*
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Kontravariantsed baasid saadakse ortonormaalsustingimustest

Ck +Cp = 5kl ja CK . CL = 6KL, (279)

kust
cF(at, 2? 2d 1) = GF (X!, X2 X3k k¢
ja (2.80)

NB! Meetriliste tensorite g, gu,G®Y ja, Ggr abil ei saa
tosta ega langetada uute baasivektorite cy, ..., C¥ indekseid, st.,
iildjuhul c* # g¥c; ja CK # GELCy.

Meil oli eeldatud, et t = ty puhul EK ja LK iihtivad, st.,
ol = X1 ..., 2 = X3. Jarelikult alghetkel

gk(X> = GK(X) = Ck(X, t) = CK<X,t)

Vaatleme avaldisi (2.74) —

dP = GgdX" = c;da® ja dp = grda® = CxdX®.  (2.81)
H.,_z N—— — N—_——

i ii iii iv
1 méaarab dP kui t = t,
i1 dP muutumise seadus EK-s

iii maidrab dp igal ajahetkel, sest vastavalt definitsioonile (2.23)
ja (2.25) ei muutu dp ajas

iv médrab muutumatu suuruse dp muutuvates koordinaatides
XK suvalisel hetkel ¢ > t,.

f
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2.2.5 Deformatsioonitensorid
Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid

Vaatleme elementaarpikkuse ruutu:

LK—dS? = dP - dP = cipdz” - ¢da! = cpyda®dat,

ja
EK—ds* =dp - dp = CxdX" - CrdXt = CrrdX%dX"’.
(2.82)
Siin
o e ) Grr X" p X",
ja (2.83)
CkL © Cr-Cp D) gklka,K$l,L-

Suurust ¢ nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks ja suurust
Ckr Greeni deformatsioonitensoriks. Nad on siimmeetrilised ja po-
sitiivselt méadratud. Tensoreid ¢ ja Ckr, voib interpreteerida ka kui
meetrilisi tensoreid, sest meetriline tensor G (X) transformeerub
14bi keskkonna litkumise tensoriks cg(x) ja gr(x) — Ckrn(X).

Kovariantsete tensorite ¢y ja Ckr, indekseid saab kontravariantsete
meetriliste tensoritega tosta (c; ja Cx omi ei saanud !). Saadud
kontravariantsete tensorite maatriksid [c*] ja [CEL] ei osutu aga
kovariantsete tensorite maatriksite [cg] ja [Ck 1] poordmaatriksiteks
(nagu oli gg; ja G puhul). Antud juhul tuleb sisse tuua tensorid

—1py def (2.80)
Akt def g 1 8 ARk

KT L

ja (2.84)

_ClKL def K oL (289 gXE L XE,

Y

_ -1 _
mille puhul ¢z, cml — 8i' ja CryOME = §it. Tensorit ¢k i

—1
metatakse Fingeri deformatsioonitensoriks ja C*L Piola deformat-
sitoonitensoriks
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Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid

Poordume tagasi suuruste dp ja dP juurde —

dS? = dP - dP = GrrdX%dX! = cyydatda’,
ds®* =dp-dp = gkldxkdxl = CyrdX¥adx*

Viimastest leiame elementaarpikkuse ruudu muudu
ds? — dS* = 2Bk dX*dX" = 2eyda*da’, (2.85)
kus
2Ekr = 2Bk = Ok — Ggr ja 2e = 2e, = g — e (2.86)

Tensorit Fr = Fx(X,t) nimetatakse Lagrange’i deformatsiooni-
tensoriks ja tensorit ey = ey (x,t) Euleri deformatsioonitensoriks.
Kasutades valemeid (2.83), (2.75), (2.77) ja (2.78) tuletame seosed
tensorite Ek, ja ey vahel:

kool
= 2epx” gx' 1.

Seega,

EKL = eklIk’KSL{L ja Crl — EKLXK’]CXLJ (287)
Valemi (2.87), kasutamise puhul tuleb avaldada ey (X, t) ja (2.87),
puhul vastupidi Exr(x,t).
Meetriliste tensorite abil saame leida vastavaid sega- ja kontrava-

riantseid tensoreid:

EKL — GKMEML; EKL —_ GKMGLNEMN — GLMEKM,

k km kl km _In Im k
€1 =39 Emi, € =9 g emn=49¢g € m
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Descartes’i ristkoordinaatide puhul koordinaadid X ja Z
ning x ja z iihtivad,

GKL:GKL:,__:(;KL7 gkl:gkl:---:5k17 (288)
Erp = Eft = EX e = e = e .
Niitd
Ckr = 6klzk,KZl,L = 5k12k,KZl,L ) (2 89)
e = O 2% w28 = 0 Zr il '
ja
2Ekr, = 5k:lzk,KZl,L — 0k = 5k12k,KZl,L — k1L ) (2 90)
2e = 0 — 5KLZK,kZL,z = O — 5KLZK,kZL,z- '

2.2.6 Deformatsioonitensorite avaldamine
siirete kaudu

Vektori kovariantne osatuletis

Koigepealt piiiiame siirdevektori u kaudu avaldada vektorid Cg ja
Cg.

Joonise 2.11 (lk. 31) pohjal p = b + P + u. Seega siirdevektor
u=p—-P-b. (2.91)
Siirdevektori u saab avaldada nii LK kui EK kaudu —
u=UGg = UxG* = uFg, = ug", (2.92)

kus U (X, t) jau¥(x,t) on vektori u kontravariantsed komponendid
ning Uk (X, t) ja ug(x, t) kovariantsed komponendid vastavalt LK-s
ja EK-s.
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Ka nende indekseid saab meetriliste tensorite abil tosta ja
langetada —

UK = GKMUM, UL = GLKUK, Uk = gkmum, U = glkuk-

(292) — UKGK = ngk | Gr=......... = e

T#histame indeksid iimber (L — K) ja saame

UK = nglLk ja U = gKkUK. (293)

Definitsioonide (2.75) pohjal

0

CK(X17X27X37t) = a)(—pK
oP
ci(zt, 2, 2% t) = Py

Avaldame valemist (2.91) kohavektorid p ja P ning asendame vii-
mastesse avaldistesse. Saame

C. oP N ou Gt ou
. op ou ou '
k

“ak T or T an
Valemite (2.92) pohjal u = UG = ulg; ning (2.94) saab kuju
0

Cx =Gg + —=(U'G})
0X*H (2.95)

0
Cr = 8k — %(ulgz)
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Analoogsed avaldised voib tuletada ka siirdevektori kovariantsete
komponentide jaoks:

0
Cx = Gk + ——= (U G")

gX " (2.96)

Cr — 8k — @(Wﬁ)

Jargnevalt piitiame leida avaldistes (2.95) ja (2.96) olevaid osatule-
tisi

.
oxrUTGL) = g G+ Ui
l (2.97)
[ 7“8 = 8+ g
(0 ouy, oGl
— (U, GE G+ U —
Joxr TG0 = g Pl gy
| 5z ("8) = & F UK
Esimeste liidetavate leidmine pole probleemiks — see on lihtne.

Teiste liidetavatega on lugu keerukam, sest osatuletisi tuleb leida

baasivektoritest Gp,...,g'.

Vastavalt definitsioonidele (2.24) ja (2.25)

ozN oxX*E
GL == aXLIN — IN == mGL;
0z" Ozt

= —1, — 1, = —g.
g Gy azngl

Seega osatuletised vorrandeis (2.97)

0G|, o*ZN o?rzN  oxM
- IN - GM:
og; 0%2" | 0%2" Ox™ '

ork  Orkor = Oxkoz! %gm'
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Votame kasutusele Christoffeli teist litki siimbolid

AT A0 N AWV
KL| =~ 9XKoxL agzv ! kKlf — OzkOz! 020 '
Valemid (2.99) saavad niiiid kuju
oG, [ M . Og _ [m
L P P
Analoogselt saab néidata, et
OGF L v . og I m

Christoffeli esimest liiki stiimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Lébi Christoffeli teist liiki stimbolite

c N M
(KL, M) Guy {KL} {KL} = GMN[KL, N,

(6L, m] = g {,?Z} , {Z}} = g™ [kl n].

ii) Arvestades meetriliste tensorite definitsioone (2.29) ja (2.33),

(2.103)

ozM ozZN
Grr =Gk - GL—5MN8XK8XL,
B B 0z 0"
9kl = 8k * 81 = Omn 9k oz’

Saalne

(KL, M= ( aXE T OXK 8XM>’

rl
2

2.104
(agkm OGim 59kz> ( )

klm§

e 1l
2\ oz oxk  Oxm
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Viga tihti defineeritaksegi Christoffeli esimest liiki stimbolid ku-
jul (2.104). Valemeist (2.100) ja (2.104) jareldub, et Christoffeli
stimbolid on siimmeetrilised indeksite K ja L (k ja [) suhtes —

{ijL} N {L]\f(} . [KL,M] = [LK, M],

{Z;} B {Z»f} [kl,m] = [Ik,m). (2.105)

NB ! Christoffeli siimbolid pole tensorid!

Tuleme tagasi valemite (2.97) ja (2.98) juurde ning esitame nad
kujul

( aga(K(ULGL) UG, (2.106)
\ Ok (U g1) = u" k8m,

(9 (0,GE) = Upre G,
g 0X% | (2.107)
\ @(uzgl) = U8,

Siin

M defaUM M L
o O +{KL Ut

of Ou™
um,kdf e +{Zg}ul

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste
tensorite Gk ja gg jdrgi) ning

det OUpy L

def Ot [
Um;k = (%ck mk Uy

(2.108)

(2.109)
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on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste ten-
sorite G ja gy jirgi).

Suurused UM;K ja u™ on segatensorid ning Upsx ja U, kova-
riantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid
(2.108) — (2.109) ja vastupidi:

l

L LM M

Uk =G Unk Uk = GouU™
Im

U.pk =09 Unk

m
Uik = JimU ik

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon
Kovariantse osatuletise avaldised (2.108) ja (2.109) koosnevad ka-
hest osast. Neist esimene iseloomustab vektori u muutumist kui
muutub koordinaat X% (voi 2*) ning teine u muutumist kui seoses
XK (v6i 2F) muutumisega muutub baas Gy (voi g,,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli siimbolid sama-
selt nullid ja seega kovariantne osatuletis on vordne “hariliku”
osatuletisega.

Poordume niitid tagasi uute baasivektorite Cg ja ¢ avaldiste (2.95)
ja (2.96) juurde. Arvestades avaldisi (2.106) ja (2.107) saame

Cr=Gp+UM, G

K K+m KM (2.110)
Cr =8k — U ;k8m,)

Cr = Gp + Uy GM

K K+ MR (2.111)
Cr = 8k — Um;kE -

Avaldame niitid Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorid labi

slirete vottes arvesse valemeid (2.110) —

2.110
Crp = Cp-Cp 22O
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Kokku saame

{ Cxr = Grr +Ug.p + Uk + Unv.xgUY .1,

. (2.112)
Ckl = Gkl — Uk;l — Upk + UngpU .

Arvestades Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite definitsioo-
ne (2.86) saame omakorda

2Ekr = 2Bk = Cxr — Grr = Ukp + Upx + U UM 1,
2ep = 2€ = Grl — Chl = Uky + Upk — U 1.
(2.113)
Need vorrandid on PKM tihed pohivorrandid, mis seovad omava-
hel Lagrange’s ja Fuleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete
punktide siirded u.
Sirgjooneliste koordinaatide puhul Uy, x = Ui jne.

DRK puhul lisaks eelnevale UM 1 = Upm i jne. ning vorrandid
(2.113) saavad kuju

2Ekr =2Ek = Ckr — Grr = Uk + Uk + U kUni 1,
2er = 2€1 = Gri — Crl = U g + Ugy — Uy kU]
(2.114)

Avaldame kohavektorite P ja p lopmata viikesed muudud dP ja
dp ldbi siirete. Valemite (2.74) pohjal

dP = cp(z', 2%, 2%, t)da* ja dp = Cr(X', X2, X3, t)dX¥.
Asendades siia ¢ ja Ck valemeist (2.110) ja (2.111) saame

{ dP = <gk - Um;kgm)dxk7

2.115
dp:(GK—l—UM;KGM)dXK, ( )
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dP = (g, — Upmig™)dz", 2. Alghetkel t = t; toome sisse Lagrange’i koordinaadid (mis
dp = (Gg + Upr.g GM)d X", (2.116) voivad kuid ei pruugi ithtida Euleri koordinaatidega). Sel het-
7 kel loeme keskkonna deformatsioonid ja siirded nulliks ning
iitleme, et keskkond on loomulikus olekus.
Mairkused
3. Siirete ja deformatsioonide méaramiseks hetkel t = ¢; on va-
1. Ortogonaalse koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul liht- ja teada litkumisseadust, st., ajast kui parameetrist soltuvat
sustuvad moned avaldised tunduvalt: koordinaatteisendust. Kui meid ei huvita kuidas deformat-
e sioon toimus, siis piisab tegelikult sellest kui me teame liiku-
e meetriline tensor . . ; . . .
misseadust esitavat koordinaatteisendust vaid kahel ajahet-
gkl = 8k * 81 = ngZOkUIk#l, (2117) kel:t:to jat:tl.
e clementaarpikkuse ruut 4. Suurusi ug, u™, jne. nimetatakse tihti siirdegradientideks.
ds® = grda®dz' = gi1(da')® + goo(da®)? + gss(da®);
(2.118)
e determinant
9 = 911922933; (2.119)
e kontravariantne meetriline tensor T
9" =1/ gks; (2.120)
e kontravariantne baas
g’ = gkhg, k=k; (2.121)
e Christoffeli teist liiki stimbolid T
l 1 Ogki
=———, | #Ek; 2.122
{Ek} 29& (%cl 9 %_7 ( )

0
= @hﬂ Vkk, | #E; (2.123)

|
{M} N % /G (2.124)
}:O’ L# k#m. (2.125)
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Naide 2.2.5. Pidev keskkond liigub tasapinnaliselt. On teada te-
ma asend hetkel t = to ja t = t1. Leida deformatsioonitensorid ja
keskkonna punktide siirded!

Lxx
L}
3
1ot
1
6
&
q
3 f=£o
2
- 1
izzit
° T g zl;ll
b 2 3 i =

Joonis 2.12:

2.2.7 Vektorite ja tensorite fiiiisikalised
komponendid

Vektorite ja tensoritega opereerides ei pdorata tavaliselt tdhelepanu
dimensioonile — erinevad komponendid on sageli erineva dimen-

siooniga (néiteks silindrilised koordinaadid.) Et sellest fiiiisikaliselt +/

vastuvotmatust olukorrast puhtalt vilja tulla, tuuakse sisse vek-
torite ja tensorite fiiilisikalised komponendid. Teatavasti pole
baasivektorid koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul iildjuhul
tthikvektorid ja valemite (2.44) pdhjal on nende pikkused méaaratud
meetrilise tensori diagonaalielementidega

gl = ek ja |g8"| = VgkEE kui k=k. (2.126)
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Defineerime iihikvektorid

k
ep = Sk ja e = g—, k=k. (2.127)
Jkk gkE
Niiiid
u = ufg, = uMe;, = upg’ = u(k)ek, (2.128)

kus u® ja u) on vektori u kontra- ja kovariantsed fiiiisikalised
komponendid. Valemite (2.127) ja (2.128) pdhjal vektori fiiiisikalised
komponendid

u®) = uk,/gﬁ ja ugy = upy/ gEE. (2.129)

Ortogonaalse baasi puhul gz, = 1/¢g%%, jérelikult on kovariantne
fiitisikaline komponent leitav kovariantse meetrilise tensori abil:

Uk

Uy = (2.130)

%
ES
|

Analoogselt saab defineerida tensorite fiiiisikalised komponendid.
Niiteks ortogonaalse baasi puhul

t0) ) = gk, [IEE (2.131)

gii

Markused

1. Tavaliselt lahendatakse iilesanded ko- ja kontravariantsetes
tensorites ning lopus minnakse iile fiiiisikalistele komponenti-
dele.

2. DRK puhul g, = g" = e, = e*.

Naide 2.2.6. Leida tihikbaas ja sitrdevektori fiiisikalised kompo-
nendid silindriliste koordinaatide jaoks
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2.3 Lopmata viikesed deformatsioonid
ja poorded

2.3.1 Lopmata viikeste deformatsioonide
tensorid

Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid olid defineeritud aval-
distega (2.113) kujul

2Fk, = 2F = O, — Grr, = Up.ie + Uk, + Uprc UM
2ep = 2e = Cri — Gr = Uk + Ukg — Uty
Kui siirdegradiendid on véikesed vorreldes iihega, siis

Unr.xUM.p < Ugp < 1. (2.132)

Seega hiiljates korgemat jarku lopmata véiksed liikmed, saame
lopmata viikeste deformatsioonide tensorid®

{ 28k =28k = Ok — G = ULk + Uk.1, (2.133)

2ep = 2€1, = Cpl — Grl = Uk + Upy.

Selliseid deformatsioonitensoreid kasutatakse klassikalises lineaar-
ses teoorias.

6Neid nimetatakse ka lihtsalt viikeste deformatsioonide tensoriteks “unus-
tades” sona lopmata lisamata.
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2.3.2 Poordetensorid ja poordevektorid
Siirdevektori kovariantsete komponentide téisdiferentsiaalid

dUy = UK;LdXL ja duy = uk;ld:r;l. (2.134)
Avaldame viimased kujul

1
dUg = 5[(UK;L + ULik) + (U, — Upik)JdX ",

1
duy = 5[(%[ ) + (kg — )] da

(2.135)

Esimene sulgavaldis kujutab siin klassikalise lineaarse teooria de-
formatsioonitensorit, teise aga téhistame

~ 1 L~ 1
Ryr = §<UK;L —ULk) ja ru= 5(%;1 — Uk)- (2.136)
Viimased on klassikalise lineaarse teooria poordetensorid. On selge,

et tegu on kaldsiimmeetriliste tensoritega, st., Rx;, = —Rpk ja
rr = —ri. Poordetensorite indekseid saab meetriliste tensoritega
tosta ja langetada.

Jargnevalt toome sisse Lagrange’i ja Euleri lineaarsed

poordevektorid fN{K ja Tk
Sk L gImT T T
R™ = 56 RML, Ja r = 56 T mi, (2137)

kus XM ja €™ on permutatsioonistimbolid.

Permutatsioonisiimbolid omakorda on defineeritud jargmiselt:

1 kui klm on 123 paaris permutatsioon,

e*™ eim = { —1 kui klm on 123 paaritu permutatsioon,

0 muudel juhtudel,
(2.138)
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o123 _
st., e = . t
teised eMm =
kl
im €

N (2.139)

€kim — €kzm\/§7 9 = |gul -

Niide 2.3.1. Avaldame pédrdevektorid v, 12 ja 3 siirdegradien-
tide kaudu. Valemite (2.137) ja (2.139) pohjal

~ 1 ~
k klm
— € T'mi,
2\/§
Seega
(~ 1
r =——j. ........ 4+ .. = ......
77 )
1
5 ~—\U3;2 — U2;3
~ 1
L o J=......
2
‘1@ (2.140)
———=U1;3 — U3
N )
~ 1
g — R + = ......
W )
1
—<U2;1 - U1,2)
( 2V9
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2.3.3 Viikeste deformatsioonide ligikaudsed
teooriad

Valemite (2.133) ja (2.136) pohjal avalduvad siirdegradiendid kujul

Uk = Exr + Rir, ja kg = €+ T (2.141)

Kasutades viimaseid avaldisi saame aga avaldada Lagrange’i ja
Euleri deformatsioonitensorid (2.113) ldbi l6pmata viikeste defor-
matsioonide tensorite:

~

FExr = FEgr + %(EMK + RMK)(EML + RML);

N 1 N N N (2.142)

€kl = €kl T E(emk + k) (€™ ™).

Selle valemi pohjal on selge, et ey ei sobi hésti deformatsiooni

mooduks, sest e =0 puhul ei pruugi eg; olla null. Sama kehtib

ka Lagrange’i deformatsioonitensori Ey kohta. Valemite (2.142)

pohjal on tuletatud mitmeid ligikaudseid teooriaid, eriti plaatidele
ja koorikutele.

o Kuiey < 1, siis hiiljatakse liikmed Cmne™.

e Kui nii e;; < 1 kui r; < 1, siis hiiljatakse liikmed e, e™;,
CmkT"™" JA Ty ™.

e Jne. soltuvalt tensorite elementide suurusjargust.
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2.3.4 Lopmata viikeste deformatsioonide ten-
sori geomeetriline tolgendus

Lopmata viikeste deformatsioonide tensori E g, diagonaalielemen-
tidele saab DRK puhul anda selge geomeetrilise tolgenduse.

x—3>dx

Joonis 2.13:

Vaatleme lopmata viikest vektorit, mis alghetkel ¢ = ¢, on esitatud
LK-s kujul dX ning mis deformeerub EK-s esitatud vektoriks dx
hetkel ¢t = t;. Defineerime iihikvektori

dX
N=——-. 2.143
Leiame suhtelise pikenemise vektori N sihis —
|dx| cos ¥ — |dX|
€ = g
(N) |dX|
dx - N
= —1, (2.144
ehk p K
N
- R (2.145)
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Avaldame vektori dx projektsiooni LK-s —

dex = " dry = . ..

.= (Ggp + Ug.p)dX".
Valemi (2141) péhjal UK;L = ;?KL + ﬁKL- Seega

d[EK = (GKL—FgKL—l—EKL)dXL (2146)

ning valemi (2.145) pdhjal

G(N):...

.= (Grr + Exr + Rer) NENE — 1. (2.147)

Valime DRK nii, et koordinaat X' || N. Jdrelikult N! = 1 ja
N? = N3 = 0. Pannes need viirtused valemeisse (2.147) saame, et

6(1) = Ell ehk

Jareldus: DRK puhul vordub suhteline pikenemine piki koordi-
naattelge X Lagrange’i deformatsioonitensori vastava normaal-

komponendiga Ek k.
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2.4 Pikenemine, nurga muutus ja
deformatsioonitensorite
geomeetriline tolgendus

2.4.1 Pikenemine, pikenemiskoefitsendid
ja suhteline pikenemine

Vaatleme koverjoonelist rodptahukat” (Joon. 2.14). Tema “serva-
vektorid” hetkel ¢t = t5 on GgdX% ja need deformeeruvad serva-
vektoriteks Cxd XX (vt. valemid (2.110) ja (2.111) lk. 42).

Joonis 2.14: Koverjoonelise rodptahuka deformatsioon

Suhet
ds _ |dx|

ANy = A\
(N) (n) = 7g = |dX|
nimetatakse pikenemiskoefitsendiks® ja ta soltub vektori dX (voi
dx) suunast.

"Lk. curvlinear parallelepiped
81.k. stretch
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Defineerime vektorite dX ja dx sihilised iihikvektorid

dX dx
N = j = — 2.14

mille komponendid

dX K dz*
~o ja = & (2.150)

NE =
ds

kujutavad endast vektorite N ja n suunakoosinusi. Niiiid saame
avaldada pikenemiskoefitsiendi (suunas IN) kujul

A(N) | ds? (2.82) \/CKLdXKdXL
dS ds?
L0 SCRLNENE,
. \/ﬁ e (2.151)
(n) dS? ckldxkdxl
(2.150)
\ V Ckmknl

Fiitisikaliselt on suurused ANy ja An) samad — esimene on vaid
esitatud LK-s, teine EK-s.

Suhteline pikenemine® (suunas N) esitatakse kujul

ds —dS
E(N) =€m) = S = A(N) —1= )\(n) — 1. (2.152)

91.k. extension
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Lagrange’i koordinaadid

Kui N on paralleelne koordinaatkdvera X! puutujaga, siis

L dX?1 (2.30) dX? 1
I Jonaxy Vo

ja avaldise (2.151) pohjal

N?*=N?=0 (2.153)

. X
(a53) O t: (2.154)

Ay =/Chr (N1)? G11

Suhtelise pikenemise definitsiooni (2.152) ja viimaste valemite
(2.154) pohjal

G
Korrates sama protseduuri teiste koordinaatkoverate puutujate si-
his, saame alternatiivsed valemid pikenemiskoefitsentide ja suhtelise
pikenemise leidmiseks (koordinaatkdvera X puutuja sihis) —

C 2F
Ay = KK:\/1+ KK

Gk i Gk Kk

Eqy=4/1+ —1. (2.155)

(2.156)
QEKK

Grk

E(K): 1+ — 1.

Et anda fiiiisikalist tolgendust deformatsioonitensorite komponen-
tidele, esitatakse viimased valemid sageli kujul

CKK 2
== A ,
Crr (2.157)
2Ek Kk '

2.4.1. Pikenemine, pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine 57

Euleri koordinaadid

Lahtudes avaldistest (2.151), saame tuletada analoogsed valemid

EK jaoks — i
( 9 _%
g e
Alk) = C;E = (1 — kk) ;
kk Ik k
1
2 T2
Ck) = <1 - 6kk> -1,
] Jkk (2.158)
Ckk -2
HEE 2
gee W
2epk 9 2
== —AS=1— (14 ep.
-y (k) ( (k) )

Descartes’i ristkoordinaadid

Kui nii LK kui EK on DRK, siis Gk xk = gxx = 1 ja valemite (2.156)
ja (2.158) pohjal

. 2
Ckk = A%K) ja 2Bk = A?K) —1=(1+E) -1 (2.159)

ning *
CLk = )\@2) ja 26@@ =1- )\@2) (2160)

Kui Exg < 1 voi eg, < 1, siis arendades avaldised (2.156),
a (2.158), Maclaurin’i ritta ning sailitades vaid koige madalamat e
jarku liikmed, saame

Exx ~ Ex) ja err = e (2.161)
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2.4.2 Nurga muutus ja nihkedeformatsioon
Vaatleme kahte lopmata véikest vektorit dX; ja dXs, mille vaheline

nurk on © = O(n, N,) ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dxs,
mille vaheline nurk on ¥ = ¥y, n,)- °

dX, p(x)

P(X)
Joonis 2.15: Nurga muutus
e .I-
Uhikvektorid v
dX dx
N, =  ja n, = = =1,2 2.162
AXo] T i (2.162)

ning nurkade koosinused

dXy - dXy (2.23) GrrdXFEdXxt

S ——— = G NENE (2163
|dX, | [dXs] |dX, | [dXs] kL NN, )

cosO =
ja

CrrdXEKdXxE B
VOundXMdXY\/CredXFdXs

dxq - dxo (2.74)

|dX1| |dX2|

cos =

(2.151) Cxr NENF tabistame (2.164)
Ay Ay)
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Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega Ny ja No
médratud pinnal on defineeritud kui algse nurga © muut —

1-‘(1\11,1\12) = VY(ni,n2) = @(N1,N2) - 19(111,112)' (2'165)

Votame viimase avaldise vasakust ja paremast poolest siinuse

sin’ =sin(@ —9J) = ...
(2.164)

Hsin® — V1 — H?cos©. (2.166)
Kui N; L N», siis saame viimasest, et

164) Cre, NENE
sin[ = g ®20 ZEL e (2.167)
Ay Ay

Seega, kaks algselt ristuvat vektorit jadvad ka peale deformatsiooni
risti parajasti siis kui

CrrdXFdXt =o. (2.168)
Kui valida suunad N ja Ny piki koordinaatkoverate X* puutujaid,

siis saab nurgamuutuste hindamiseks kasutada baasivektoreid Gy
ja Cgk (kuigi nad pole iihikvektorid) —

GKL

cos O (k) = —F——,
e VGrkGLL
~ Ogkg B Gkr +2EkL
cosV(xr) = = )
VCOxkkCrr  /(Gkxk +2Ekk)(Grr +2ELL)
(2.169)
EK-s saavad viimased valemid kuju
Gkl
cos V) = ,
VY9kk9Jil 92170
Chi Gkl — 2€p (2.170)
cos Oy = =

Vel \/(gkk — 2exr) (g — 2e11)
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Kuna LK ja EK on valitavad soltumatult, siis iildjuhul ei onnestu
siduda nihkeid I' k1) ja vy Nurkadele © gy = 7/2 ja ¥y = 7/2
vastavad nihked on méaratud jargmiselt:

sinI’ ! Ok
(K) (L) V CC;KKGLL (2171)

s ) = _)\(k))\(l) gkkgll‘

Kui X% on DRK, siis Gxr = 0 ja avaldised (2.169) saavad kuju e

COs 9(KL) = 0kr,
Oxr +2Fkr, (2.172)
VU +2Ek k) (1+2EL,)

Asendame viimastes avaldistes suuruse 2Ej g valemeist (2.159)
ning saame

2Bxr = (1+ E)) (L+ Eqp))sinTgy, K #L. (2.173)
Kui nii |E(K)| <1, {E(L)| < 1 kui |sinF(KL)| < 1 siis saame

cosV gy = sinl'(gr) =

2Bk ~sinl'(xry, K # L. (2.174)
Kui lisaks I'(x 7y — 0, siis
2Bk ~kry, K # L. (2.175)
Kui 2% on DRK, ey < 1, ey < 1 ja vy — 0, siis
2e = Yy, kF#L (2.176)

Tarvilikud ja piisavad tingimused deformatsioonide puu-
dumiseks

Arvestades kéiesolevas alajaotises esitatud deformatsioonitensorite
geomeetrilist tdhendust, voime oOelda, et deformatsioonide puudu-
miseks keskkonna suvalises punktis on tarvilik ja pisav, et

CKL = GKL ja Crl = Gkl ehk EKL = €] — 0. (2177)
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2.5 Deformatsiooniellipsoid

Deformatsiooni iseloomu deformeerumata keha punkti P(X)
timbruses voi deformeerunud keha punkti p(x) timbruses saab
illustreerida Cauchy poolt pakutud geomeetrilise meetodi abil.
Allpool esitatud tulemused on otseselt rakendatavad suvalisele
siimmeetrilisele teist jarku tensorile.

Vektor dX LK-s méadrab elementaarsfaari
GrrdX®dX* =dS? = K?, (2.178)

kus K on sfiaéri raadius. Deformeerumisel liigub materiaalne punkt
XX ruumipunkti z* ja materiaalset punkti X ¥ iimbritsenud sfasri
punktid ruumipunkti ¥ {imbritsevaks teist jirku pinna punktideks

cpdrtdat = dS* = K2, (2.179)

Valemite (2.83) pohjal ¢y = G X% 1 X% ;. Kuna ¢ on positiivselt
madratud, siis see teist jarku pind on ellipsoid. Ellipsoidi (2.179)
nimetatakse materiaalseks deformatsiooniellipsoidiks.

Analoogselt — elementaarsfiérile deformeerunud olekus
gudatdat = ds® = k? (2.180)
vastab ellipsoid algolekus
CrrdX®dX* = ds* = k*. (2.181)

Avaldisega (2.181) méadratud ellipsoidi nimetatakse ruumiliseks de-
formatsiooniellipsoidiks (ruumiline viitab siin endiselt EK-le, mitte
aga 3D-le).
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Vaatleme kahte vektorit dX; L dXs, st. dX; - dXy = 0. Kuna
vektorid dX, on avaldatavad nii baasi Gi kui c; kaudu, siis

dX, - dXg=............ = cpdaidal, = 0. (2.182)

Seega on meil ka peale deformatsiooni kaks ristuvat vektorit —
iiks komponentidega cydz¥ ja teine komponentidega dzl,. Teisisonu,
kaks ristuvat vektorit LK-s deformeeruvad kaheks ristuvaks vekto-
riks EK-s (sealjuures nende vektorite siht ja pikkus voivad muutu-

da).

Ellipsoidil on teatavasti 3 ristuvat pooltelge. Eeldame algul, et koik
poolteljed on erineva pikkusega. Seega materiaalse deformatsiooni-
ellipsoidi puhul leidub algses sfairis kolm ristuvat raadiust, mis de-
formeeruvad ellipsoidi pooltelgedeks. Deformatsiooni kaigus muu-
tub nende pikkus ja orientatsioon (siht) kuid nad jadvad omavahel
risti. Neid telgi nimetatakse deformatsiooniellipsoidi peatelgedeks.

Joonis 2.16: Ruumiline ( ) ja materiaalne (- - -) deformatsioo-

niellipsoid

Alajaotuses 2.4.2 (Ik. 59) esitati valemid (2.170) nurkade ¥y ja
O (rry leidmiseks —

I Gkl
COR TN = \/gkkgll’
C — 2e
c0s O ) = kKl Gkl ki

Val  \/(Gkk — 2exs) (9 — 2e11)
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Kui valime baasivektorite g* ja g sihid piki deformatsiooniellipsoidi
peatelgi, siis ¥y = Oy = 7/2. Jérelikult cos vy = cos Oy = 0
ja

gkl = Cgl = € = 0, kui k 7é l, (2183)

st., antud juhul on deformatsioonitensorite mittediagonaalelemen-
did vordsed nulliga.

Kogu toodud mottekédik kehtib ka ruumilise deformatsiooniellipsoi-
di kohta. Sidudes omavahel ruumilise ja materiaalse deformatsioo-
niellipsoidi saab néidata, et deformatsioon podrab ruumilise defor-
matsitooniellipsoidi X-s materiaalseks deformatsiooniellipsoidiks x-
s ja vastupida.

Deformatsioon viib sfairi diameetri X-s ellipsoidi diameetriks x-s.
Ellipsoidi ja sfiadri diameetrite pikkuste suhe médrab dra pikene-
miskoefitsendi A = ds/dS vastavas sihis. Pikenemiskoefitsente kol-
mes deformatsiooniellipsoidi peatelje sihis nimetatakse peapikene-
misteks ja téhistatakse Ay > Ap) > As), kusjuures Ay = max A
ja Ay = min A,

Eelnev baseerus eeldusel, et ellipsoidi pooltelgede pikkused on eri-
nevad. Vastupidisel juhul saab leida lopmata palju peatelgi.

Vv
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2.6 Deformatsioonitensori invariandid,
peaviirtused ja peasuunad

Alajaotuses 2.5 niitasime, et punktis P(X) leidub vdhemalt kolm
omavahel ristuvat suunda, mis deformatsiooni kaigus ldhevad de-
formatsiooniellipsoidi kolmeks peateljeks punktis p(x) ja vastupidi.

Mé&arame niilid peasuunad analiiiitiliselt, st., leiame kolm ristuvat
suunda, millest kahe puhul pikenemiskoefitsendid omavad ekstre-
maalseid védrtusi. Valemite (2.151) pohjal

Afny = Cxk e NENF, (2.184)

kus NE = dX¥/dS. Peasuundade leidmiseks tuleb minimeerida
funktsioon (2.184) N suhtes lisatingimusel, et N on iihikvektor, st.,

GriNENT = 1. (2.185)

Saadud lisatingimusega ekstreemumiilesande lahendamiseks kasu-
tame Lagrange’i meetodit!® mille pohjal saame vorrandisiisteemi

aNiM [Cxk L NENY — C (G N N* —1)] =0, (2.186)

kus tundmatut C' nimetatakse Lagrange’i multiplikaatoriks. Viima-
ne omakorda annab meile kolm lineaarset homogeenset vorrandit
ithikvektori komponentide N¥ leidmiseks —

(Cxr — CGgr)N¥ =0 (2.187)

Tensori Fk, definitsiooni pohjal Cx; = Gk + 2E K, saab vorran-
deile (2.187) anda kuju

(Exp — EGgr) N' =0, 2E=C—1. (2.188)

Pole tdahtis kumba saadud vorrandisiisteemidest lahendada — kui
vaja, saab hiljem minna iihelt lahendilt iile teisele. Meie ldhtume
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vorrandisiisteemist (2.187), korrutades teda meetrilise tensoriga
GME st tostes indeksi K iiles.

Seega tuleb lahendada vorrandisiisteem
(C*L—Cs% ) Nt =0. (2.189)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakte-
ristlik determinant on null, st.,

R —Cs%, | =0. (2.190)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik
vorrand (mis kujutab endast kuupvorrandit)

~C? 4+ 1cC? —1cC + 1Ml =0 (2.191)

tundmatu C méaaramiseks. Suurused
( 1

IC = ﬂ(SKLCLK —
1 K M L N
IIC = 55 L NO KO M —
] ' (2.192)

1
Mg = 0% My sChCN O =

\

on deformatsioonitensori C¥; invariandid (koordinaatteisenduste
suhtes X — s) ja 0% My ning 6% .M yT'g Kroneckeri ildistatud del-
tad. Viimaste leidmiseks sobib kasutada valemeid

K M R KMR K M KM K M R
0L NTs=e erns, 0 L N =¢€e"Verny=0"1"N"R (2.193)

Karakteristlik vorrand (2.191) omab kolme juurt C,, a = 1,2,3, /

0T k. Lagrange’s method of multipliers
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mida nimetatakse omavddrtusteks ehk peavddirtusteks't. Vorran-
dististeemi (2.189) abil saame niitid igale peavéértusele C, seada
vastavusse omavektori ehk peavektor: N, mis méadrab peasuuna.

Saab toestada, et peavidrtused on reaalsed ning neile vastavad pea-
suunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati.

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht
iihtib peavektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis

Nt = 2,60", (2.194)
ja avaldiste (2.189) pohjal

Cr, = Cuo%,, (2.195)
st., Cly =01, C*% =0y, 3 =0C; jaCk,=0, kui K # «a.

Kokkuvottes voib delda, et peavddrtused vorduvad deformatsioo-
nitensori normaalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsiooni-
dega). Nihkedeformatsioonid selliste telgede (koordinaatide) puhul
puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid saavad niitid tunduvalt lihtsa-
mad kujud —

Ie = Cy + Cy + Cs,
Il = CyCs + C1C3 + C1Cy,
[Ty = C1C5C5.

(2.196)

UT k. eigenvalues or principal values or proper numbers

2.6. Deformatsioonitensori invariandid, peavdidrtused ja peasuunad 67

Deformatsioonitensori peaviirtuste ja peasuundade ning
deformatsiooniellipsoidi peatelgede vaheline seos

Peasuunad N, méaravad édra deformatsiooniellipsoidi peateljed LK-
s X, st., ruumilise deformatsiooniellipsoidi vorrand saab niitid kuju

ZC (dX)?

Seega peatelgedes deformatsiooniellipsoidi vorrand lihtsustub.

ds? = k* = OgdX%dX* = C, (dX*)? . (2.197)

DRK puhul on ellipsoidi poolteljed

(g = = (2.198)

ja pikenemiskoefitsent peatelgedes

Aazg—;:m:\@(g.gg)ﬁ

Qo

(2.199)

ning seega a, = dS, s.o0. N, sihilise joonelemendi pikkus.

3

k/AC,

k/NCy

Joonis 2.17: Ruumilise deformatsiooniellipsoidi poolteljed

Vv
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EK x puhul avaldub materiaalne deformatsiooniellipsoid kujul

dS* = K? = cpdatda’ = o (d®)* =) " co (d®)®  (2.200)

ja poolteljed DRK-s!?
dS K

c Co

(o = (2.201)

3

k

Suurus ¢, on siin deformatsioonitensori ¢*; omavairtus. Pikenemis-

koefitsendid
ds 1 1 Qg

s Vegnkn! B VCa ~ds

ja niilid seega a, = ds, s.o0. n, sihilise joonelemendi pikkus. Vale-
mite (2.199) ja (2.202) pohjal

Ao = (2.202)

1
C,=—=X\=A2 (2.203)

Ca
Kokkuvottes:

e Ruumilise deformatsiooniellipsoidi pooltelgede pikkused LK-s
X on poordvordelised materiaalse deformatsiooniellipsoidi
pooltelgede pikkustega EK-s x.

e Samuti on poordvordelised vastavad omavéartused C, ja c,.

e Peavidrtus C, on vordne pikenemiskoefitsendi ruuduga de-
formatsiooniellipsoidi vastavas peasihis a.

e Peatelgede sihis omab A ekstremaalseid va#rtusi.

12Valemis (2.198) tihistab a, pooltelje pikkust LK-s, niiiid aga EK-s
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Seosed Greeni ja Cauchy deformatsioonitensori invarianti-
de vahel
Kuna C, = A2 = A2 ja A\, = 1 + e, siis

;

lo=Ta=A+X+X=0+e)"+(1+e) + (1+es)”,
Mo =11, = A1\ + A0A5 + A3A] =
—(1+e)’(A+e)+A+e) (1+es)+ (14e3)(14e),
Mle =1Ly = AN = (1+e1)” (14 e2)" (1 +¢3)°,
e=T,= DIED SR Y
Me =11, = PP P EED P VD VP P
M = T, = A2

7\

\

(2.204)
1 1 -1
Siin C' vastab tensorile C%X;, = G uCEM = G ,CECM =
GrugF XK XE, = ... ja ¢ tensorile Elkl. Samuti on voetud
_ —1
arvesse, et C, = cla ja vastupidi, ¢, = C,,.
Otsitavad seosed
I Ic 1
=, .= —-, Ill.=— 2.205
I~ 1~ 1~ ( )

saame valemeist (2.204).
Kuna 0 < A\, < oo siis ka 0 < I, IT, I < oc.

Deformatsioonide puudumisel (jdiga keha puhul) e, = 0 ja A\, = 1,
a =1, 2,3 ning seega

[=I1I1=3ja =1 (2.206)
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Seosed Lagrange’i ja Greeni deformatsioonitensori inva-
riantide vahel

Lagrange’i deformatsioonitensori invariandid avalduvad ldbi
peavéairtuste F, analoogselt Greeni deformatsioonitensori invarian-
tidega (2.196) —

I = Ei + By + Es,
g = Ey B3 + E1Es + EqEs, (2.207)
Il = E\EyE5.

Kasutades niiiid valemeid (2.196) ja (2.207) ning arvestades, et va-
lemi (2.188), pohjal 2E, = C, — 1, saame seosed

(1o =3+ 2,
o = 3+ 415 + 4115,

I =1+ 2l + 41l + 8111,
21 = -3+ I¢,

Al = 3 — 2l + 1,

| 8111 = —1 4 I¢ — Il¢ + Mg

(2.208)

Seosed Euleri ja Cauchy deformatsioonitensori invariantide
vahel saadakse sidudes tensorite c¢*; ja e, invariandid. Tulemu-
seks on duaalsed seosed eelmistele —

I, =3 -2,
II, = 3 — 4I, + 411, (2.209)
11, = 1 — 21, + 411, — 8IIL,.
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Invariantide IIIo ja III. geomeetriline tolgendus

Maatriksite teooriast on teada, et determinant maatriksite korruti-
sest on vordne korrutatavate maatriksite determinantide korrutise-
ga, st., |[A- B| = |A] - |B|. Meil

CKL = GKMCML (223) GKMgkll’k’M.fl,’l7L. (2210)
Invariandi IIlo definitsiooni (2.192) pohjal

CENGES | gl [ k| = L2 = 72, (2.211)

o = |CF] el

kus J on teisenduse ¥ = 2* (ZK ) t) jakobiaan fikseeritud ajahetkel
t ja mis on leitav jargmiselt:

oxXM
YA

0zF

~ |ogm

0zF ox™ oXM
ox™ OXM 97K

ox™
OXN

Vi
VG
(2.212)
Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaar-
ruumalad dV = dS1dS>2dSs ja dv = ds1dsydss. Kuna

J =

0z*
YA

ds
—2=A,= )\,
dS ’

Siis
d_U _ dsydsadss
dV  dS,dS,dS;

dv = /IllcdV ja dV = /Il .dv. (2.213)

Kokkuvottes — invariandid 11l ja 111, iseloomustavad ruumala
muutust.

204) ML, (2:211)

— A Ao O

Seega
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2.7 PoOore

Deformatsiooni kéigus lidheb vektor dX (X-s) vektoriks dx (x-s).
Leiame nende vektorite vahelise nurga 9 —

dX - dx o GKLdXKngd.CL’l . gkldxkglLdXL

9 = = — ) 2.214
YT X x| dX ] |dx] |dX | |dx] (2.214)
X
px)L)°
\\\ p (x)
\\\ \
ax
dx
Joonis 2.18: Joonelemendi deformatsioon
Edaspidi eeldame, et 0 < ¢ < 7. Toome sisse ithikvektorid
dxX K dz*
K . k
= —— = —. 2.215
ax] " = Jax] (2:215)
Niitd
cosV = Grrgt NEn! = gug' .n*NL. (2.216)

Arvestades, et dz' = 2! ydXM ja et Ay = M) = |dx|/|dX]
saame valemeile (2.214) ja (2.216) alternatiivse kuju
Grrghix' m(dX "/ |dX])(dX ™/ |dX])
(ldx| /1dX])
1

= A—GKLQLZJUZ,MNKNM = gig L X" ™ A ).
(N)

cosv =
(2.217)
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Leiame niiiid nurgad 1,, mille vorra poorab deformatsioon peatel-
gi. Olgu n, Cauchy deformatsioonitensori cy; peavektor. Vorran-
disiisteemi (2.187) analoog EK-s on

(e — cgr) ' =0, (2.218)

Et leida nurka 9, tuleb siit avaldada gyn!, ning asendada avaldisse
(2.217). Arvestades, et C,, = 1/c, = A2 saame

cosVq = (o) ¥ ey L X T unk yn™,. (2.219)
Kui mingid kaks nurka ¢, = 0, siis ka kolmas on null. Vastavat
deformatsiooni (deformatsiooni seisundit, deformatsiooni olekut)
nimetatakse pikideformatsiooniks ehk poordevabaks deformatsioo-
niks!®. Antud juhul on materiaalse ja ruumilise deformatsiooniellip-
soidi peateljed paralleelsed. See ei tihenda aga, et deformatsiooniel-
lipsoidi teised diagonaalid peaksid jadma iseendaga paralleelseteks
— kui muutub peatelgede pikkuste suhe, siis diagonaalid, mis pole
paralleelsed peatelgedega péorduvad.

Novozilov (1948) leidis, et valemite (2.217) ja (2.219) kasutami-
ne voib osutuda komplitseerituks ning tuletas nn. keskmise péorde

valemid'* 14bi lineaarse poordetensori Ryy,. Leitud valemid véimal-
davad leida fikseeritud punkti ldbivate kiudude keskmist pooret ja
on otseselt kasutatavad DRK puhul. Kuna nimetatud valemid ei
voimalda aga médrata vaadeldavat punkti ldbiva iiksiku kiu pocret
(kiu lokaalset pooret), siis jaitame nad vaatluse alt vélja.

BLk. pure strain
14V, niiteks [1] k. 34-36
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P66rde pohiteoreem

Fikseeritud kiu lokaalse poorde médramiseks toome sisse
poordetensori. Olgu vektorid N, peatelgede sihilised ortogonaal-
sed iihikvektorid X-s. Peale deformatsiooni on see kolmik pooratud
ortogonaalseks kolmikuks n,, koordinaatides x. Kui nihutada (siira-

N;

w

P (X) N,

———————

px)y _ —~N.
- 2
m
N,
/s n;
»
N,

Joonis 2.19: Peatelgede siire koos péordega

ta) kolmik IN,, ruumipunkti p(x) siis saab defineerida iihese ortogo-
naalse tensori R, mida nimetatakse pddrdetensoriks ja mis pooérab
nihutatud kolmiku N, kolmikuks n,,.

nka = kangNKa = kLRLKNKa = RkKNKoz
K K Jm ok DK Lk DKk (2.220)
Na:g mRmkna:R Ly kna:R EN o

-1
Siin R on tensori R poordtensor (duaalne tensor): R péérab N, —

-1
n, ja vastupidi — R poorab n, — N, tagasi. Tensor
Ry = RFg™x = RE kgL (2.221)

esitab siiret X — x koos jargneva pocrdega.
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Defineerime niiiid vektorite kolmikud N¢ ja n® —

NogeNE, L pognt, &6t (2.222)

st., (vektorite) kolmikud N¢ ja n®* ning N, ja n, teinetei-
se poordkolmikud®®. Maatrikskirjaviisis tdhendaks eelnev seda, et
[Nek][NE,] =1, kus I on ithikmaatriks. Korrutame avaldisi (2.220)
vastavalt vektoritega N%p ja n®,. Arvestades definitsioone (2.222)
saame poordetensorite madramiseks valemid

—1
RFg =n" N ja R™, = N¥,n%. (2.223)

Poordeta deformatsiooni (deformatsiooni, kus peateljed ei poordu)
puhul, seega
R =1 ehk RF =6"; RFg =g k;... (2.224)

Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed on +/

seotud jargmiselt

—1
CK — RK Zk Rl

b e (2.225)

anl = RkKOKLRLl

ning lisaks veel, et

CKp =3 "(Ca) " NE N (2.226)

2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul

k k %L "
g =R C"k =Rgc",

e e e (2.227)

5] k. reciprocal triads
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Viimastest omakorda

1 1

_1 _1 it
RkK = l’k’L C%LK ja RKk = XKJ CQlk. (2228)

Saab niidata, et teiselt poolt 2% x = ¢"g% (Gxr + Un.x), kust
UL = gg'a® k — Ggr. Arvestades niiiid (2.227),, saame, et

1 1
2 2
UL;M - RKLCLM — GKM = RKLCLM — GKM~ (2.229)

Lisaks eelnenule saab toestada seosed tensorite E, R ja R vahel —

NI

Ricar = (GKL 4 Egr + RKL> Clu. (2.230)
Viikeste deformatsioonigradientide puhul saame viimasest

RKM ~ RKM - GKM, (2231)

ning arvestades (2.229) analoogi EK jaoks, et

Ry = 6" kg™ T km- (2.232)
mis kinnitab veelkord termini lopmata véike poore digsust suuruste
Ry ja Thm jaoks.

Niiiid ongi paras aeg sonastada po6orde pohiteoreem —

Iga joonelemendi deformatsioont mingis punktis voib vaadelda koos-
nevana kolmest osast — 1) paralleellikkest, 2) peatelgede jdigast
pdordest ja 3) pikkuse muudust peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit dX* X-s, mis liheb deformatsiooni kiigus vek-
toriks da* = z* d X . Kasutades seoseid (2.227), saame

dz* = g% REpCM ed XK = E8 R g™ e d XK. (2.233)

Avaldisele (2.233) saab anda jérgmise tolgenduse (joonis 2.20).
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dax*

P (X)

p (X)

dx'( = ds*

Joonis 2.20: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon

1. Vektori dX liike'® (koos peatelgedega) vektoriks dx (7.

7

2. Vektori dx(ry jaik poore!” (koos peatelgedega) vektoriks

dX(R).

3. Libi peatelgede pikkuste muutmise!® muudetakse vektor

dx(gy vektoriks dxs) = dx. Téiendavat pooret ei toimu siin
siis ja ainult siis kui dX on paralleelne iihega tensori Cir,
peavektoritest.

Valemites on eelnev esitatav kujul
d.fl?k(T) = ngdXK
k k 31
dx”(ry = R*dv’ (1 (2.234)
dz* = _cikldxl(R)

Kui asendame (2.234), — (2.234), — (2.234),, siis saame (2.233),
mis toestabki teoreemi.

161 k. translation
71 k. rotation
181 k. stretch
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Joonis 2.21 esitab sama protsessi teises jarjekorras — pikenemine,
poore, liike, st.,

K
ax¥ X

\
|

Px) ,' p(x)
/

/
/
K
dX'(Rr) dx®

Joonis 2.21: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon

dXM 5 = CM dX ¥,
dXL(T) — RLMdXM(S), (2235)
dl‘k = gdeXL(R).

Seega sellise dekompositsiooni puhul pole operatsioonide jérjekord
tahtis. Eelnev mottekéaik on esitatav ka deformatsiooniellipsoidide

kaudu —
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2.8 Pidevustingimused ehk
sobivustingimused

Kolmemdootmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (séltu-
matut) komponenti seotud siirdevektori kolme komponendiga 1dbi
kuue vorrandi (vt. (2.113) 1k.43). Naiteks,

2Fk; = Crr — Grp = 2E1x = Uy, + Upie + GMYUpxUn 1.

(2.236)
Kui on teada siirdevektori komponendid U, siis valemi (2.236)
pohjal saab méarata kas tensori C'ir, vOi Exr, kuus komponenti. Kui
aga on vastupidi, st., et teada on tensori C'x; voi Fx kuus kom-
ponenti, siis on meil kolme tundmatu méaaramiseks kuus vorrandit.
Jarelikult on meil tegu iileméaratud siisteemiga. Selleks, et siirde-
komponendid Uy oleks iiheselt méédratavad ja pidevad (siirdevali
peab olema iiheselt méaératud ja pidev) tuleb niiiid deformatsiooni
tensori komponentidele peale panna lisatingimused. Neid tingimu-
si nimetatakse pidevustingimusteks ehk sobivustingimusteks'®. Kui
siirdekomponendid Uy on ette teada (siirdekomponendid on valitud
pohimuutujateks) siis on sobivustingimused automaatselt tdidetud.
Kui aga pohimuutjateks on deformatsioonitensorid, siis on sobivus-
tingimustel téita oluline roll.

Uks voimalus saada sobivustingimusi on siirdekomponentide
Uk ellimineerimine avaldistes (2.236) l&bi vastavate osatuletiste
méadramise. Eringen nimetab sellist ldhenemist tiitituks ja lootu-
setult kohmakaks ning paneb ette kasutada Riemanni teoreemi:

9T k. compatibility conditions
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Stmmeetriline tensor ay; on meetriline tensor eukleidilises ruu-
mis siis ja ainult siis kui see tensor ayp on mittesingulaarne ja
temast moodustatud Riemanni-Christoffeli tensor R, on sa-
maselt null.

(
(a) def r o 5 r|l_ ) s r
L (s 1 I A T R P 1
(0}

1
[lmv ’I“] = 5 (alr,m + Ayl + alm,r) .

-

(2.237)
Tensorid C'xy, ja ¢ on mittesingulaarsed ja positiivselt méadratud,
jarelikult on vaja veel rahuldada tingimused

ROy iy =0 ja Ry, = 0. (2.238)
Neist esimese puhul diferentseeritakse avaldises (2.237) XX jirgi ja
teise puhul 2% jérgi.

Riemanni-Christoffeli tensor on ruumi koéveruse mooduks. Kui
Riimn = 0, siis nimetatakse ruumi lamedaks. Eukleidilises ruumis
Riimn = 0, jarelikult on eukleidiline ruum lame. Vastupidi, et ruum
oleks eukleidiline ruum, peab Ry, = 0.

Avaldised (2.238) esitavad sobivustingimused C, ja ¢ jaoks. So-
bivustingimused tensoreile F, ja e jaoks saadakse labi avaldiste

CKL = GKL -+ QEKL ja Crkl = Gkl — Qekl- (2239)
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Allpool on esitatud pidevustingimused e, jaoks —

€kn,im T €lmkn — €km,n — €lnkm+
+ 2¢"{[kn, r]e[lm, s], + [kn, r]4[lm, s]le — 2[kn, r]|[lm, s].—
— [km,r][ln, s]y — [km, ] lin, sle + 2[km, ] [In, s]. }+
+ 2e"{[kn, r|4[lm, s]g — [km, r]4lin, s|y, — 2[kn, r][lm, s]g—
— 2[kn,r],[im, sl + 4[kn, r]c[lm, s]c + 2[km, r|.[In, s],+
+ 2[km, r]4[ln, s]e — 4[km, r][In, s].} = 0.
(2.240)

Siin on juba arvestatud, et g on meetriline tensor ja seega
R@ . = 0 ning [kl,m], ja [kl,m]. on Christoffeli esimest liiki
siimbolid vastavalt tensoritest gi; ja ep;. Koik saadud sobivustin-
gimused (2.238) ja (2.240) pole soltumatud, sest Ry, rahuldab
Bianchi’ samasust (tingimust)

Rklmn;p + Rklnp;m + Rklpm;n = 0. (2241)

Kolmedimensionaalses ruumis osutub tensori Ry, 81 komponen-
dist vaid 6 algebraliselt soltumatuks ja nullist erinevaks (mitte sa-
maselt nulliks).

Kui avaldistes (2.240) asendada tensor ey, lineaarse teooria defor-
matsiooni tensoriga ey = %(uk;l + uy) ning hiiljata koik korgemat
jarku lopmata véikesed litkmed, saame 16pmata viikeste deformat-
sioonide (lineaarse teooria) sobivustingimused —

€kn;lm + €lm;kn — €kmsin — Clnkm — 0. (2242)
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2.9 Lihtsustatud deformatsiooniteoo-
riad

Esitatud valemite kasutamine voib viia matemaatilistele raskuste-
le. Klassikalises (lineaarses) elastsusteoorias ja vedelike voolami-
se teoorias (hiildromehaanikas) hiiljatakse seetottu mittelineaarsed
litkkmed, st. uuritakse vaid nn. viikeseid deformatsioone. Tihti saab
lineaarse teooria tépsust tosta ldhtudes uuritava objekti geomeet-
riast ja deformatsiooni iseloomust.

Naiited:

a) Hasti ohukese tala paine — poorded suured, pikenemised
véaikesed.

b) Tala tomme — pikenemised suured, poorded viikesed. Raken-
datakse Saint-Venant’i printsiipi (koormuse rakenduspunkti
lahitimbruses on olukord muust tala erinev).

¢) Koondatud jou mdju massiivile — siin on soovitatav raken-
dada puhtalt mittelineaarset teooriat.

¥ e E

F

Joonis 2.22: Erineva iseloomuga deformatsioonid: a) Shukese tala
paine, b) tala tomme ja ¢) koondatud jou mdju massiivile.
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Deformatsioonitensor, poordetensor ja invariandid on avaldatavad
1&bi siirdegradientide (néiteks Uk.1). Seega saame réékida véikes-
test siiretest voi monest teisest kolmest soltumatust muutujast, mis
neid asendaks. Néiteks voivad olla aproksimatsioonide puhul kasu-
tusel kolm peapikenemist voi poordevektori komponendid. Defor-
matsioonitensori voi podrdetensori komponentide otsene kasutami-
ne on komplitseeritud, sest sobivustingimused peavad olema rahul-
datud. Samuti tuleb olla ettevaatlik kui suurusjarkude hindamise
aluseks on siirdegradiendid. Jérgnevate nédidete eesmérgiks on anda
mingi baasettekujutus sellistest ligikaudsetest teooriatest.

Viikeste siirete teooria

Viikeste siirete teooria?® puhul loetakse viikesteks koik siirdekom-
ponendid ja siirdegradiendid ning hiiljatakse koik mittelineaarsed
liikmed. Deformatsioonitensorid (2.113) saavad niiiid kuju

{2EKL:CKL_GKL ~ Uk, +ULk = 2FEky, (2.243)
2k = Gl — Crl R Upy + U = QEM

ja poordetensori jaoks kasutatakse valemeid (2.231) ja (2.232), st.

Ry =~ Ri — G ja Ry = g8 kg™ uTiom.
Siin kaob erinevus UX ja u* vahel ning saadakse klassikaline 16pma-

ta vaikeste deformatsioonide teooria.

Et saada paremaid (tdpsemaid) tulemusi vaadeldakse siin tihti siiret
nn. héirituste rea kujul —

u=> cu, (2.244)
n=0

kus suurused u,, hoitakse fikseeritud ning e on héiritusparameeter.
Sellise formalismi puhul vastab €™ n-jarku aproksimatsioonile. Teoo-
ria esitati E. ja F. Cosserat’ poolt (1896).

201 k. small displacement theory
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Viikeste peadeformatsioonide teooria

Viikeste peadeformatsioonide®! puhul eeldame, et e, = E, < 1.
DRK-le vastavaist valemeist (2.159) ja (2.173)

QEKK = (1 + E(K))2 — 1,
2Bk = (1+ Ex) (14 Ew))sinTgy, K#L.

saame mittelineaarsete litkkmete hiilgamisel

E =~ E = € = e
QEKL% [1+E(K)+E(L)} smFKL, K#L
Deformatsioonitensorite invariandid saavad kuju
Ic = I_Cl ~ 3+ 2l., 10:1_01%3—216,
IIo = ILCl ~3+4l, 1II.= H?Jl ~ 3 —4l,, (2.246)
Il = HLCl ~1+2I, I, = IILCl ~1-—2I,
suhteline mahu muut
dv — dV
— =~ Ip~r1 2.247
> B (2.247)
ja poordetensor
-1
Ry~ Ggr + Uk, Ry ~Ggr—Ugr. (2.248)

211k, Small principal extentions. Eesti keeles oleks seega tidpsem o6elda, et
tegu on viikeste suhteliste peapikenemistega.
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Viikeste poorete teooria

Viikeste poorete?? puhul loeme iga joonelemendi poorde viikeseks
ja poordenurga ¥ =~ sind ~ tand. Deformatsioonitensorit (2.142)
(Ik. 51) voib niitid aproksimeerida kujul

~ 1 ~ ~ ~ ~ ~ ~
EKL ~ EKL + 5 (EMKEML + EMKRML —+ RMKEML) . (2249)

Kui poore on viike, siis voib kasutada poordevektorit 2RE =

BILM ML Ky niiiid moni R® komponent osutub teistega vorreldes
viikeseks, siis lihtsustub Ex;, avaldis veelgi, sest liikmed, mis osu-
tuvad teistega vorreldes véikesteks hiiljatakse. Selline aproksimat-
sioon soltub keha ja deformatsiooni geomeetriast. Néiteks, chukese
plaadi painde puhul on tasandilise elemendi p&ore timber kesktasan-
di normaali sihilise telje viike, vorreldes pooretega, mis toimuvad
kesktasandil asuvate telgede timber. Saadakse plaatide teist jarku
teooria, mis on tuntud kui Foppl-Karman-TimosSenko teooria.

Viikeste deformatsioonide ja viikeste poorete teooria

Viikeste deformatsioonide (suhteliste pikenemiste) ja véikeste

poorete?® puhul loetakse nii EN?KL < 1kuika R < 1 ja
~ 1 ~ ~ ~ ~
EKL %EKL-I—ﬁ (EMKRML-I-RMKEML) . (2250)

Kui poorded ja deformatsioonid osutuvad sama suurusjarku ole-
vateks, siis voib nende korrutised hiiljata. Tulemuseks on see, et
eeldame viikeseid siirdegradiente ja saame lopmata viikeste defor-
matsioonide teooria, st.,

221 k. small rotations
231.k. small extentions and small rotations
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~ ~K
EKL%EKL ja RKLzéKL—l—R L- (2251)

Siin on seega hiiljatud koik mittelineaarsed liikmed. Kehtib su-
perpositsiooni printsiip: Mitmest siirdest pohjustatud deformatsioo-
ni voib vaadelda neist siiretest eraldi pohjustatud deformatsioonide
summana —

Emﬁ%ﬁ—i—ﬁ:ﬁ—l—ﬁ
e (2.252)

R%ﬁ,%ﬁl—f‘ﬁzzﬁg—i‘ﬁl

2.10 Deformatsioonide erijuhud

Vaatleme kolme tiiiipi deformatsioone

(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel voi pooretel on pii-
rangud. Need deformatsioonid ei soltu suunast ega keha voi
deformatsiooni geomeetriast. Siia klassi kuuluvad nn. jaik de-
formatsioon, puhas homogeene pikenemine, potentsiaalne de-
formatsioon ja isohooriline deformatsioon.

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on pohjustatud koordinaadisti-
ku sobivast valikust. Teisisonu, pikenemised ja pooérded voivad
mones koordinaadistikus olla véiga spetsiifiliselt méadratud.
Siia klassi kuuluvad néiteks iihtlane paisumine, puhas piki-
deformatsioon, puhas nihe, tasapinnaline deformatsioon.

(iii) Spetsiifilise geomeetriaga kehade spetsiifilised deformatsioo-
nid. Naiteks silindrilise varda va#ne, ploki puhas paine, sfiari
paisumine voi viine.
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(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel v6i pooretel
on piirangud.

Jiaik deformatsioon. Deformatsioon on jdik** (keha jdib
jaigaks) kui mistahes kahe punkti vaheline kaugus ei muutu. Tarvi-
lik ja piisav tingimus selleks on, et C = ¢ = I igas punktis. Lisaks
Co=X =1, Ic=1lg=3 ja Illz =1 Vaata ka lk. 69.

Puhas pikenemine. Puhta pikenemise?® ehk puhta pikide-
formatsiooni ehk poordevaba deformatsiooni puhul peateljed ei
poordu. Tarvilik ja piisav tingimus selleks on, et R = I igas punktis.
Vaata ka lk. 75

Potentsiaalne deformatsioon. Potentsiaalse deformatsiooni?®

puhul leidub skalaarne funktsioon V' nii, et

U= gradV (2.253)

Isohooriline deformatsioon. Isohooriline deformatsioon?’ on

deformatsioon, mille puhul ruumala ei muutu. Kuna (vt. ka lk. 71)

dv 1
I = —J
AV ¢ UL

siis isohoorilise deformatsiooni puhul

. Ok
VIl = /I, =1 ja J = ‘GZK

21k, rigid deformation
BLk. pure strain

261 k. potential deformation
2TLk. isohoric deformation

=1. (2.254)
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Kuna antud juhul IIlg = AfA2\3 = 1, siis saab invariandid I¢ ja
[T avaldada vaid kahe peapikenemise kaudu. Enamgi veel, funkt-
sioonid mis {ildjuhul soltuvad koéigist kolmest invariandist (peapi-
kenemisest), on niiiid vaid kahe esimese invariandi (peapikenemise)
funktsioonid.

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on péhjustatud koordi-
naadistiku sobivast valikust

Siin on enamikel juhtudel tegu afiinse teisendusega, mis seob ma-
teriaalse punkti asukoha enne (Z%) ja pérast (2*) deformatsiooni.

—1 —1
K =DFpz% 75 = DX b DR DX, =68, (2.255)

Y

~1
kus D*c ja DX, on konstantsed tensorid (maatriksid). Teisendus
(2.255) jatab sirged sirgeteks, ellipsid ellipsiteks, ellipsoidid ellip-
soidideks jne. Sellist deformatsiooni nimetatakse homogeenseks de-
formatsiooniks®®. Seda voib defineerida ka kujul
02 *

—— =0 2.256

VANV AL ( )
voi iildistes koverjoonelistes koordinaatides

(l‘k7K):L = 0, CKL:M = 0. (2257)

Viimases avaldises téhistab koolon kovariantset tdistuletist —

Afgp = Afpep + A gt 1, kus x = x(X). (2.258)

Sellesse klassi kuulub ka niiteks punktis (i) vaadeldud puhas pi-
kenemine. Uldistatud homogeense deformatsiooni puhul voib DF g
soltuda materiaalse punkti koordinaatidest.

281.k. homogeneous strain

2.10. Deformatsioonide erijuhud 89

Uhtlane paisumine. Uhtlaseks paisumiseks?® nimetatakse ho-
mogeenset deformatsiooni, mille puhul

D= , 0< A< oo, (2.259)

o O >

0
A
0

> O O

Deformatsioonitensorid

-1

C=c=M, c=C=X2, 2E=(N2-1L  (2.260)

Deformatsiooniellipsoidid on antud juhul sfaarid. Jarelikult iseloo-
mustavad sellist deformatsiooni identsed peadeformatsioonid (pea-
pikenemised). Parameeter A iseloomustab pikkuse muutust suvali-
ses suunas. Kui A > 1, siis on tegu iihtlase paisumisega (laienemise-
ga), kui aga 0 < A < 1, siis iihtlase kokkutombumisega. Kera jaiab
sellisel deformatsioonil keraks. Deformatsioonitensorite invariandid

Io =3\, 1lo=3)\, III. = \5 (2.261)

Uhesuunaline (itheteljeline) pikenemine ja puhas pikide-
formatsioon. Uhesuunalise pikenemise®® puhul on

A 00
D=0 1 0[], 0<A<o (2.262)
0 01
ning
. A0 0 . A2 00
C=c=|0 10| jac=C=|0 1 0f. (2.263)
0 01 0 01

21 k. uniform dilatation
301 k. uniazial strain
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Invariandid

2.264
I =050\ —1), Hg=IHlg=0. ( )

{IC =24+ 22 Ie=1+2)2, Il =)\2
Deformatsiooniellipsoid on antud juhul poordellipsoid kusjuures
kaks peapikenemist on vordsed iihega, ning iiks on iihest erinev.
Deformatsiooni tulemusena liigub teljega Z! risti olev tasand pa-
ralleelselt iseendaga ja Z2 ning Z?2 sihis deformatsioon puudub.

[P

Joonis 2.23: Uhesuunaline pikenemine

Tegelikult tala ristloige tombe puhul viheneb ja surve puhul suure-
neb . Sellist deformatsiooni nimetatakse puhtaks pikenemiseks ehk
puhtaks pikideformatsiooniks®'. Niiiid

A0 0
D=0 KX 0|, 0<A<oo, (2.265)
0 0 KX\
P 0
C=c=|0 (K\?> 0 |, (2.266)
0 0 (K))?
L [A? 0 0
c=C=|0 (KN2 0 |. (2.267)

311k, simple extention
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Invariandid
Io = (1+2K%))\2, 1lg = 2+ K)K?*\, Ilp = K*A\° (2.268)

Seega, antud juhul on Z' sihis pikenemiskoefitsent ds;/dS; = A ja
suhteline pikenemine (ds; — dS7)/dS; = A — 1. Vastavad suurused
Z?% ja Z3 sihis on K\ ja K\ —1. Poisson’i tequr v, mis iseloomustab
pikenemiste suhet paiki- (Z2 voi Z2 siht) ja pikisuunas(Z' siht), on
defineeritud jargmiselt:

K)\N—1 14+v
oA —1" K= A

~ 1. (2.269)

V=
Kui v = —1 (K = 1) siis on tegu iihtlase paisumisega, v =

0 (K = 1/A) puhul iihesuunalise pikenemisega, v > 0 puhul
ristloige vdheneb ja v < 0 puhul suureneb.

Puhas nihe. Puhta nihke? puhul

D= , —oo< S <oo, S=const. (2.270)

o O =
o~ W\
_— o O

Seega litkumisseadus saab kuju (joonis 2.24)

Hd=72"+ 877 PA=7 P=27° (2.271)

321 k. simple shear
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Puhast nihet voib iihest kiiljest kirjeldada kui deformatsiooni, mis
poorab tasandeid Z! = const. iimber nende 15ikejoone tasandi-
ga Z? = 0 nurga v = arctan S vorra, vastavalt liikumisseadusele
(2.271). Teisest kiiljest aga kui deformatsiooni, mis nihutab mitte-
deformeeruvaid tasandeid Z? = const. vastavalt liilkumisseadusele
(2.271).

Joonis 2.24: Puhas nihe

Deformatsioonitensorid ja invariandid

1 S 0 . 1+5%2 -5 0
C=|S 1+458* 0|, C=| =S 1 0}, (2.272)
0o 0 1 0 0 1
1 =S 0 : [1+5% S 0
c=|-S 1+8% 0|, c=| S 1 0f, (2.273)
0 0 1 0 01
([0 s 0 Lo 8 0
E=_-1|5 S 0}, e=3 1S -5% 0, (2.274)
0 0 0 0 0 1

(2.275)

IC:IIC:3+S2, [l =1,
I, = —Ip = 211, = 2II, = —S2/2, TII, = Il = 0.
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Kuna ITIs = 1, siis on puhas nihe isohooriline deformatsioon.

Kui lahendada karakteristlik kuupvorrand
~C* 4+ 1cC% — g + 1l =0

saame deformatsioonitensorite C ja ¢ peavairtused

Cy=1/c; = 2 =1+ 8%/2+ 5\/1+ 52/4,
Co=1/co =X, =1+52/2— S\/1+52/4, (2.276)
03 == 1/63 :)\g =1.

Viimastele vastavad peavektorid
Nl} L+ (s/2+ 1+ 52/4) 1,
M) w22 5 /TH 577
nl} R (—5/2 + T+ 52/4) i
)2t s22 58T+ 5

. Ny =1, (2.277)

N3 = i3. (2278)

N,

AR i 5/2 /

Joonis 2.25: Nihketasand
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Tasandi Z3 = 0 punkt A(—S/2,1,0) liheb pirast deformatsiooni
vastavalt valemile (2.271) asendisse a(S/2,1,0) (vt. joonis 2.25).
Seega OA = Oa ja jarelikult kiud, mis olid enne deformatsiooni pa-
ralleelsed O A-ga ja moodustasid Z2 teljega nurga ® = arctan S/2 ei
muuda deformatsiooni kiigus oma pikkust. Valemist (2.277) saame

maarata nurga
tand = S/2 + /14 S2/4. (2.279)

Ka OA ja N vaheline nurk on ¥, sest tan(OAN;) = tand). Seega

poolitab peasuund N; nurga OAZ!, peasuund Ny on temaga risti
tasandil Z2 = 0 ning N3 on suunatud piki telge Z3.

Péordetensor (R = [R*x] = [nFoaNk])

(1+1s?)=5  15(1+1s8%)2 0
R=|-151+18?)= (1+18%)=2 of. (2.280)
0 0 1
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Tasapinnaline deformatsioon. Erinevalt kolmest viimasest
néitest, ei pruugi siin olla tegu homogeense deformatsiooniga. Ta-
sapinnalise deformatsiooni®® korral toimub paralleelsetel tasanditel
identne deformatsioon ning nende normaali sihis deformatsioonid
puuduvad. Seega kui deformatsioonid toimuvad z' — 22 tasandis,
siis litkkumisseadus on esitatav kujul

oF =M XY X?), k=12,

2.281
LU3 _ X3 — ZS — Z3 < )

(z® peab siin olema iildjuhul sirge) On lihtne mdista, et Cauchy
deformatsioonitensor saab niiiid kuju

ci ci2 0
C= |Cy1 Co2 0 (2282)
0O 0 1

ja analoogsed, st., viliskuju poolest sarnased on ka koik teised de-
formatsioonitensorid ning poordetensorid. Uks peatelgedest on an-
tud juhul paralleelne z3-ga ja tema sihis on pikenemiskoefitsent
A3 = 1. Tasapinnaline deformatsioon on isohooriline kui A} = 1/\,.

Uldistatud tasapinnaline deformatsioon on defineeritud ku-
jul
b = 2R (XY X?), k=12,

o = X° = () (2.283)

331.k. plane strain
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(iii) Spetsiifilise geomeetriaga kehade spetsiifilised defor-
matsioonid.

Umarsilindri viine. Vaatleme silindrilise varda (iimarsilindri)
vidinet3! (Joonis 2.26). LDRK XY Z ja EDRK zyz langevad alghet-

X

Joonis 2.26: Umarsilindri vigne.

kel kokku ning silindrilised koordinaadid on tahistatud jargmiselt:
ROZ — LK, rdz — EK. Deformatsiooni kirjeldavad avaldised

r=R, 9=0+4+KZ, z=12, (2.284)

kus vordetegur K viljendab Z iihikpikkusele vastavat pooret.
Z-telje sihis siirded puuduvad. Silindriliste koordinaatide korral
on meetriliste tensorite G ja gy nullist erinevad komponendid
jargmised

G =Gs3 =1, Gy =R?

g1 = g33 = 1, 922 = 2. (2'285>

3L k. torsion of a circular cylinder
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Deformatsioonitensorid Cky, ja _clkl leitakse vastavalt nende defi-
nitsioonidele (2.83) ja (2.84) —

10 0 10 0
Cra] = |0 B KR |, [dw| =0 K21 K
0 KR® 1+ K2R 0o K 1

(2.286)

Invariandid I = IIo = 3 + K2?R? ja III; = 1 — seega on taoliselt
kirjeldatud védne isohooriline. Kui vorrelda deformatsioonitensori-
te invariante (voi fiitisikalisi komponente) vééinde ja nihke puhul,
siis saab teha jéarelduse, et iimarvarda védane on ekvivalentne kont-
sentriliste silindrite R = const. puhta nihkega, kui votta S = KR.
Seega kehtivad vadndel pohimotteliselt samad valemid, mis nihkel.

Ploki puhas paine. Vaatleme risttahuka kujulise ploki (tala) pu-
hast painet® (Joonis 2.27). LDRK ja LK XY Z ning EDRK zyz

(X, Y,0)

—

C
1
|
N - |
4 P (r9,0) A——{——B
I
|
|
|
D

\
\
|
0 d
Joonis 2.27: Ploki puhas paine.

langevad iihte, kuid EK-ks on silindrilised koordinaadid ¥z, mil-
le nullpunkt {ihtib LDRK nullpunktiga. Deformeerugu vaadeldav
plokk jargmiselt: tasandid X = const. ldhevad silindrilisteks pinda-
deks r = const., tasandid Y = const. ldhevad tasandeiks 1 = const.

351.k. pure bending of a block
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ja tasandid Z = const. jadvad tasandeiks z = const.. Selline defor-
matsioon on esitatav avaldistega

r— F(X), 0=g(Y), ==h(Z). (2.287)
Niud
Grr =0k 911 = 933 = 1,020 =17, g = 0 (k # 1). (2.288)

Deformatsioonitensorid

0 0
[CKL] = {?}k,} =10 r2* 0 (2.289)
0o 0 R~

Siin ’ tdhistab diferentseerimist vastava argumendi jargi, st., [/ =

0f/0X jne. Viimases avaldises on tensorid C ja ¢ vaid arvuli-
selt vordsed, tegelikult on iiks avaldatud LK-s ja teine EK-s. Kuna
vaadeldavad deformatsioonitensorid on juba diagonaalkujul, siis on
peasuunad méaratud vastavalt XY Z ja rvz suundadega ning pea-
pikenemised

)\1 = f/, )\2 = Tg/, )\3 = h/ (2290)

ja peasuunad DRK-s ja silindrilistes koordinaatides

,0,0), Ny=(0,1

1 ;
n; = (1,0,0), ny=(0,1/r,0), ny=(0,0,1) (2.291)
Poordetensorid RF i = nF N9k ja RF; = g% RF
1 0 0 cos —rsind 0
[RFk] =10 1/r 0|, [RN]=|-r"tsind cos? O
0 0 1 0 0 1
(2.292)

Poordeteljeks on Z = z, see on ilmselge juba jooniselt 2.27.
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2.11 Kiirus ja kiirendus

2.11.1 Materiaalne tuletis

Pideva keskkonna mehaanikas on diinaamiliste protsesside kirjelda-
mise puhul vaja leida materiaalsete punktidega seotud fiiiisikaliste
suuruste (skalaaride, vektorite ja tensorite) muutumise kiirust3¢, st.,
tuleb leida tuletisi aja jérgi skalaaridest, vektoritest ja tensoritest
(mis on funktsioonid kas materiaalsetest voi ruumilistest koordi-
naatidest) mingis fikseeritud materiaalses punktis. Siinjuures tuleb
arvesse votta nii muutus, mis on seotud fikseeritud ruumipunktiga
(lokaalne muutus) kui materiaalse punkti liikumisest pohjustatud
muutus (konvektiivne muutus).

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vekto-
rist (aja jirgi) nimetatakse operatsiooni
. det df

f = — . 2.2
7 (2.293)

X=const

Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, siis langevad mate-
riaalne tuletis ja osatuletis aja jargi kokku:
of (X, 1)

f(X,t) = — (2.294)

Naide: Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektor-
funktsiooni f(x,t) = f*g, = frg”®. Niiiid

1) = o (/) + (70
0

| ) 2! (2.295)
f(X,t) = & (fkgk) + %(fkgk)xl

36T k. time rate
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Esimest liiget nimetatakse siin lokaalseks tuletiseks (monikord ka
tuletiseks aja jargi), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaal-
ne tuletis iseloomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumi-
punktis ning konvektiivne tuletis muutusi, mis on pohjustatud ma-
teriaalse punkti liikumisest (vaadeldava ruumipunkti iimbruses).

Konvektiivsete tuletiste esimesed tegurid (valemites (2.295)) kuju-
tavad endast kovariantset osatuletist vastavalt kontravariantsest ja
kovariantsest vektorist (vt. valemid (2.106) — (2.109) lk. 41). Seega,
kuna baasivektorid g; ja g* on ajast séltumatud, saavad valemid
(2.295) kuju

Df* D,

f(x,t) = —2 g, = 2.2
kus suurusi
Df¥ qet OfF kol - Dfy aet Of .l
- _ s = 2k . 2.2
Di gy + fFaa' ja D g + frad (2.297)

nimetatakse materiaalseks tuletiseks wvastavalt vektori kontrava-
riantsest ja kovariantsest komponendist.

Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni
O = ®(x,t). Materiaalne tuletis skalaarist on defineeritud kujul

oD _0° 00, (2.298)
Dt ot oxt

Naide: Tahistagu skalaar ® materiaalse punkti temperatuuri. Tem-

peratuuri muutumisel voib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti

temperatuur muutub ja 2) liikudes satub materiaalne punkt teise

ruumipunkti, kus on erinev temperatuur (vorreldes ruumipunktiga,

kus ta oli). Viimast néhtust nimetatakse fiitisikas konvektsiooniks.

f
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Tensorite kovariantsed osatuletised. Enne kui saab asuda
materiaalsete tuletiste leidmisele tensoritest tuleb sisse tuua ten-
sorite kovariantsed osatuletised. Need on defineeritud analoogselt
vektorite kovariantsete osatuletistega (vt. lk. 41) —

ok (1
fkl;m — fkl,m+f l{nm} +fk: {nm}

on kontravariantse tensori kovariantne osatuletis. Analoogselt saab
defineerida kovariantse osatuletise segatensorist

(2.299)

k n
ko ok n sk
f Iym — f I,m + f l {mn} f n {lm} (2300)
ja kovariantse osatuletise kovariantsest tensorist
n n
fkl;m - fkl,m - fnl {k‘m} - fkn {lm} . (2301)
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Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite
kontravariantsetest, kovariantsetest ja segakomponentidest on defi-
neeritud jargmiselt —

( kal afkl . .
pi ~ ot 7
Dfy  Ofu .
4 — _pm 2.302
Dt N + frrm® ( )
kal o afkl k m
\ Dt o0t + f tm®

Miarkused

(i) Materiaalse tuletise kontseptsiooni t6id sisse Euler (1770) ja
Lagrange (1783), téhistus D/ Dt périneb aga Stokesilt (1845).

(ii) Uldjuhul operaatorid d/dt # D/Dt. Sama tulemuse annavad
need operaatorid vaid kolmel juhul:
(a) Kui on tegu DRK-ga (Christoffeli siimbolid on nullid).
(b) Kui on tegu skalaarse véljaga ¢(x,t) (siin ¢, = ¢).
(c) Kui on tegu liilkumisseadusega z* = 2*(X, t), siis
dz* O« Da* .

= == =i (2.303)

X=const

(iii) Materiaalne tuletis meetrilistest tensoritest ja baasivektori-
test on null:
Dgn DGk _ DGK

= =... =...=0. 2.304
Dt Dt Dt 0 (2:304)
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2.11.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus
Kiirus

Kuirus on teatavasti kohavektori esimene tuletis aja jargi. Kui ma-
teriaalse punkti kohavektor on p = z*(X*, X2, X3, t)g, siis tema
kiirus on defineeritud kujul

vV = p. (2.305)
Kuna baasivektorid gy, ei soltu ajast, siis (vt. eelmine alajaotus)
p = (X' X% X3 t)g. (2.306)

Kui téhistada v = v¥gy, siis

o =ih = aa—x: = %f. (2.307)
Joonise 2.11 (lk. 31) ja valemi (2.91) (lk. 37) pohjal
p=b+P+u (2.308)
Kuna b ja P ei soltu ajast, siis
v=p=1u (2.309)

Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud labi LK
kujul u = UXG, kus UX = UK (X, t). Niiiid

oU*x

pu— } p— —G
A% u ot K
ehk (2.310)
K
v =VEGgk, kus VK:%.

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i
koordinaatides.
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Fuleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud 1abi Euleri
koordinaatide, siis u = u*gy,, kus u* = u*(x, t). Niiiid saame kiiruse
avaldised Fuleri koordinaatides:

. Du* ouF L
V= u’X:const = ﬁgk = W +u AUV | 8k,
ehk (2.311)
D k a k
vV = vkgk, kus oF = Tut = a—l; + uk,lvl

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri
koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Kiirendus

Materiaalse punkti kitrendus on defineeritud kui tema kiirusvektori
esimene tuletis aja jargi —

a=v. (2.312)

Lagrange’s koordinaatide puhul

ovE  PUK
— AXG AR = = 2.313
4 © ot o (2:313)
ning Fuleri koordinaatide puhul
Dv* owk
a=a"g, d = Tvt = a—vt + vk;l v (2.314)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmu-
tatud kujul.
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Mirkused

(i) Kovariantseid kiiruse ja kiirenduse komponente saab leida
meetriliste tensorite abil —

Vik = GKLVL7 Vi = gklvl; Ak = GKLALa ap = gklal-
(2.315)

(ii) v = v(x,t) méédrab kiiruse vilja (a = a(x,t) omakorda kii-
renduse vilja).

(a) Punkti, kus v = 0 nimetatakse stagneerunud punktiks®'.

(b) Kui kiirus ei soltu ajast, st., v.= v(x), siis nimeta-
takse sellist lilkumist statsionaarseks litkumiseks®®. See
maéadratlus kehtib suvalise vektorvéljas jaoks.

(¢) Liikumist, mille puhul vaid iiks kiirusvektori komponent
erineb nullist ja soltub seejuures vaid vastavast ruu-
mikoordinaadist nimetatakse tdhemootmeliseks liikumi-
seks’? — niiteks vl = vl (2! t) ja v? =0v? = 0.

(d) Liikumist, mille puhul iiks kiirusvektori komponent on
null ja kaks kiirusvektori komponenti on nullist erine-
vad ning soltuvad seejuures vastavatest ruumikoordi-
naatidest, nimetatakse tasapinnaliseks litkumiseks'® —
niiteks v! = vl (2t 22 t), v* = v (2!, 2% 1), v® = 0.

(iii) Lagrange’i kirjelduse puhul on (analoogselt punkti kinemaati-
kaga) antud kiirusega liikuv materiaalne punkt identifitseeri-
tav . Euleri kirjelduse puhul selline analoogia punkti kinemaa-
tikaga puudub. Siin on antud kiiruste vélja puhul, hetkel ¢,
teada kiirusvektor igas ruumipunktis, kuid pole teada, milline
materiaalne punkt asub vaadeldavas ruumipunktis.

37Lk. stagnation point, 1d. stagnum — seisev vesi
381.k. steady motion
391k. lineal motion
401 k. plane motion
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2.11.3 Trajektoor, voolujoon, voolupind

Trajektoor*' on kover, mida mooda liigub vaadeldav materiaalne
punkt —
o = 2F(X,t

>‘X:const ' (2316)

Kui on antud kiiruste véli, siis fikseeritud materiaalse punkti X,
trajektooriks on siisteemi
X=V

(2.317)
integraalkdver, mis vastab algtingimusele x = x(Xj, ty).

Voolujooned *? on jooned (kdverad), mille puutujad igas punktis
ithtivad sihilt kiirusvélja vektoritega. Kui tdhistada materiaalse
punkti kohavektori p l6pmata viikest muutu, mis on paralleelne
voolujoone puutujaga dp, siis
det  dz?  da® 1
v = kdp ehk = = = (2.318)

vl V2 v3

kus k£ on konstant. Seega on voolujooned siisteemi (2.318) integ-
raalkoverad.

Voolupinnad*® ja voolutorud** on voolujoonte hulgad, mis ldikuvad
vastavalt avatud voi suletud koveraga.

HT k. pathline, trajectory
1k, streamlines

431 k. streamsheets

441 k. stream tubes

v

*
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2.11.4 Deformatsioonikiiruse tensor

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist. Materiaal-
se tuletise deformatsioonigradiendist leiame kasutades materiaalse
tuletise ja kovariantse osatuletise definitsioone (2.297) (k. 100) ja
(2.108) (k. 41) —

D($k7K)
Dt

[ fale
) lm )

Millest omakorda saame materiaalse tuletise deformatsioonigra-

diendist i
D
% = vl g (2.319)
Arvestades, et da® = zF xdX¥, siis korrutades viimast avaldist
dX " saame Dk
<Df ) o, (2.320)

mis esitab diferentsiaalide dx* muutumise kiiruse fikseeritud mate-
riaalse punkti jaoks.



2.11.4. Deformatsioonikiiruse tensor 108

Euleri deformatsioonikiiruse tensor. Leiame materiaalse tu-

letise joonelemendi ruudust (EK-s ds? = gyda¥dat) —

D(dsg) D (
Dt Dt

gkldxk d:L‘l) =

= vl;kdxldxk + vk;ld:vkdxl = (Vg + Vi) dzFdat.

(2.321)
Kui tahistada
2d;; = Vgl + Uik, (2.322)
siis D2
(D: ) _ odpdi*da’ (2.323)

Tensorit dy; nimetatakse Fuler: deformatsioonikiiruse tensoriks. Ta
ei ole tensori ey tuletis aja jargi. Pohjus on selles, et tensori ey
sissetoomise puhul vaadeldi ajavahemikku [to, ¢], mis vois olla kui-
tahes pikk. Niiiid aga vaadeldi suuruse ds? muutust 1opmata viikese
ajavahemiku jooksul. Kuna lopmata véikesele deformatsiooni muu-
tusele vastab tensor ey = %(uk;l + ), siis

0~
dk:l = Eekl. (2324)

Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor. Lagrange’i koordi-
naatide puhul teatavasti (vt. lk. 36) ds®> — dS? = 2ExdX*dX".

Kuna dS? ja dX™ ei soltu ajast, siis
D(ds?) 1k O(ds?)

= = Qe dXEdXE 2.325
Dt ot KL ’ ( )
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kus Fj nimetatakse Lagrange’ deformatsioonikiiruse tensoriks.
Kuna CKL = QEKL + GKL, siis CKL = QEKL. Kuna definitsiooni
pohjal Cxr = gua® k' 1, siis kasutades valemeid (2.319) ja (2.322)
saame seosed Euleri ja Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensorite

vahel
DEkgy,

Dt

EKL = = dkl:ck,K:vle. (2326)

2.11.5 Elementaarruumala muutumise kiirus

Kéesolevas alajaotuses leiame materiaalse tuletise EK-s esitatud
elementaarrumalast dv. Alghetkel ¢y on meil tahke keha (ruumi-
piirkond) B, mida iimbritseb pind A ja mille ruumala on V. Defor-
matsiooni kdigus B — b, A — a ja V — v. Kasutame tahistusi

0zF
YA

. oxk
)= | oxE
g=lgul, G '=|G""|.

k k
= |+"x = |2" .kl

.

(2.327)

Pideva liikumise puhul on koordinaatteisendused x = x(X,¢) ja
X = X(x,t) teineteise iihesed poordteisendused ja j # 0. Kover-
joonelised koordinaadid x ja X olid sissetoodud 1dbi DRK. Seega

ozF  9zF da™ 9XM
IZK — Qxm QXM Q7K

ning jakobiaan

0zF
YA

. (2.328)

oxm™| |[0XM| |0ZK

7-|

_‘82'“

‘ ox™

.'8XN

Teisest kiiljest, arvestades meetriliste tensorite definitsioone gy =
g - g jne. ning baasivektorite definitsioone (2.24) ja (2.25),

2

oxM
oZN

gzm
ox™

(2.329)

2
gl = [222]7, @) :'
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ning seega
az™ 1 oxM
Vi=loml 7= ez (2.330)
kasutades avaldisi (2.327)-(2.330), saame
| V9 .
J=\g j—— =YL 2.331
Vi = s (2.331)

Kuna deformatsiooni kiiigus dV = dZ'dZ*dZ? — dv = dz'dz*dz?
ja dv = JdV (vt. lk. 71), siis

D(dv) DJ
= V- (2.332)

Leiame materiaalse tuletise jakobiaanist J:

DI _v9Dj _
Dt JGDt

= Jvk;k, sest XK’kxl7K = 4§l

(2.333)
Kokku saame aga avaldise
D(d
ét“) = JoFdV = o v, (2.334)

mis véljendabki elementaarruumala muutumise kiirust.
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2.11.6 Elementaarpinna muutumise kiirus

Elementaarpind on méaratud sellel pinnal asuva kahe vektoriga:

dA = dX () x dX(3) ja da = dx() X dX).
Vektor dA avaldub libi kontravariantse baasi G¥ kujul
dA = (dXq) x dX(g)) . G = dAxG".
Kui avaldada dX (1) = dX; Gy, ja dX(9) = dX [5G, siis

dAx = (dXq) x dX ), = (dXq) x dX(3) - Gx =
= dX{dX{y) (G x Guy) - G =

1
= ELMKdX(li)dX(JVIQ) = §ELMKdALM,
kus
dA™M = 2dX [ dX Y ehk dAMM = MM dA.

Analoogselt saame EK jaoks

1
day = iqudalm ehk da'™ = "™ day.

(2.335)

(2.336)

(2.337)

(2.338)

(2.339)

Suurusi dA*™ ja da'™ nimetatakse bivektoreiks ja on olemuselt on

dX® — dz* = 2% dX*. Seega

da® = 2dafydaly) = 22"° cd X2 LdX (5 (2:338) o¥ gt pd AR
(2.340)
Rakendades (2.339) saame
1 — v 1 KLM_l —m
dak = §€klmx T ,MdA = §€klm€ T LT 7MdAK- (2341)

t

nad kald- ehk antisiimmeetrilised tensorid. Deformatsiooni kédigus *
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Kuna
EKLMEklmZL’l7Ll’m,M = QJXK’]C ja J = “%j, (2342)
siis
day = JX® 1 dAk ja dAxg = J 2" day, (2.343)
ja materiaalne tuletis pinnaelemendist
= ’ = X J——=| dAg.
Dt Dt Di * T T K

(2.344)

. . D(XK e . . .
Materiaalse tuletise ( B k) maaramiseks leiame materiaalse tule-
tise avaldisest z* x XX | = 6%

— X — 2 —(0]- X
Dt KT k=
Jarelikult «
D(X

ja pinnaelemendi materiaalne tuletis (muutumise kiirus) avaldub
kujul
D(dak)
Dt

= v pdag — 0™ gday,. (2.346)

2.12 Joon-, pind- ja ruumintegraalide
kinemaatika

Integraalsete fiiiisikaliste suuruste muutumise kiiruse méaramiseks
on vaja leida tuletisi aja jargi ka vastavatest integraalidest. Algul
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toome sisse aga materiaalse joone, materiaalse pinna ja materiaalse
mahu mdisted®.

Materiaalne joon on joon, mis koosneb materiaalsetest punktidest:
X = X(S5), S — parameeter. (2.347)

Materiaalse joone asukoht ruumis hetkel ¢ on méaératud labi liiku-
misseaduse x = x(X, ¢) kujul

x(5,t) = x(X(9),1). (2.348)
Materiaalne pind on pind, mis koosneb materiaalsetest punktidest
X =X(R,Q), R, Q — parameetrid (2.349)

ning tema asukoht ruumis hetkel ¢ on

x(R,Q,t) = x(X(R,Q),t). (2.350)

Materiaalne maht on materiaalsete punktide 3D piirkond.

451.k. material line, material surface, material volume
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Joonintegraal

Olgu ¢ mingi funktsioon (niit. massi tihedus voi kiirus voi elektri-
juhtivus vms.), mis on defineeritud iile materiaalse joone L. Vastava
joonintegraali muutumise kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

i fyoo = [ pitoer = [+ o] -

(2320 / [qsdxk +¢vk.lda:l} .
: ,
(2.351)

Fikseeritud ruumijoone [ puhul (¢ on defineeritud mingil ruumijoo-
nel /) ei vaatle me (fikseeritud) litkuvaid materiaalseid punkte ning
joonintegraali muutumise kiirus

d s k_ [09, &
o /lqbdx =5 /lqbda: = latda;, (2.352)

sest dx* ei soltu ajast.

Pindintegraal

Olgu niitid suvaline funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse pinna
S. Vastava pindintegraali muutumise kiirus

/¢ k_/Dt ¢day) = /ngbdak-l—qﬁ (dak)l -

(2'26 / {(bdak + ¢ (Ul;ldak — vl;kdal)] .
S
(2.353)

Fikseeritud ruumipinna s puhul, ei vaatle me jéllegi (fikseeritud)
litkkuvaid materiaalseid punkte ning pindintegraali muutumise kiirus

d 0 _ [09
E/Sgbdak = a/gﬁbdak = /S 5 day, (2.354)

sest day, ei soltu ajast.

2.12. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika 115

Ruumintegraal

Kui niiiid funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu V), siis
ruumintegraali muutumise kiirus

gt/aﬁdv—/vﬁ
-l

Do D (2.334)
dv + ngt(dv)] =

(aaf + Qv ) dv + (bvk;k(dv)] = (2.35h)

99

— /v E + (gbv"“);k] dv.

Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi*®

% /V bdv /U %dv-l— / ov*day, (2.356)

Siin on materiaalne maht V' asendatud fikseeritud ruumimahuga v,
mida iimbritseb pind s ja mis hetkeliselt iihtib materiaalse mahuga
V. Seega, mingi fiiiisikalise suuruse ¢ materiaalses mahus )V muu-
tumise kiirus vordub selle suuruse ¢ muutumise kiirus ruumilises
mahus v (mis hetkeliselt ithtib materiaalse mahuga V') pluss suuruse
¢v* voog labi ruumilist mahtu v iimbritseva pinna s.

, slis saame viimasest

1 [, uF pdv = [guFdag, day = npda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski
teoreem
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2.13 Keeriselisus ja deformatsiooni kii- 2.13.2 Deformatsioonikiiruse tensori
rus fiitisikaline sisu
L. Deformatsioonikiiruse tensor dy; iseloomustab materiaalsete joone-
2.13.1 Keeriselisus lementide pikkuse ja nende vahelise nurga muutumise (hetkelist) kii-
. o ) _ _ rust. Selle toestuseks leiame iihikvektori n sihilise elemendi pikene-
Euleri deformatswomkzzruse tensor on defineeritud juba punktis mise kiiruse® d(m). Valemi (2.323) pohjal D(ds?)/Dt = 2yt dat. +
2.11.4 kujul Seega —
1
dkl = — (Uk;l =+ Ul;k) = kl)s (2357)
2 (ksl) dﬁle(dS)_d E 1 Kk k_d$k 92.363
Defineerime niiiid lisaks (Cauchy) keeriselisuse tensori'” () = g pp  dmin, KUS = (2.363)
1 Kui ortogonaalse koordinaadistiku puhul on n on véetud piki !,
W = 5 (Uk;l — Ul;k) = Ulk;1] - (2358) Siis & p P
dy = dY . 2.364
Viimase kahe valemi pohjal vV @ W) ( )
Analoogselt saab naidata, et algse tdisnurga muutumise kiirus aval-
Vg, = dkl + Wi = U(k;1) + Ulk;1) - (2359) dub kujul

— 0 (mymy) = 2din*in's (2.365)
Kaldstimmeetrilisest tensorist wy; saab omakorda konstrueerida ' ' ' ' _ '
ning et kui ortogonaalsete koordinaatide puhul on n; ja ny valitud

keerisvektori
piki koordinaate ! ja x?, siis
k kim klm
w" = "MWy = €My ehk w = curlv (2.360) .
| —U(ning) = 2d(1)(2)7 (2.366)
ks 0 ’ Kokku ol dt i Ise koordi
_ def . def 1 okku oleme seega toestanud teoreemi: ortogonaaise koordinaa-
curlv = rotv =V xv ja V=g oxk’ (2.361) distiku puhul vorduvad deformatsioonikiiruse tensori fiitsikalised
Keerisvektori kovariantsed komponendid normaalkomponendid koordinaatide sihiliste joonelementide pikene-
mise kiirusega ja segakomponendid (k # 1) poolega nihkekiirusest
wy, = guw'. (2.362) koordinaatidega x* ja ' mddratud pinnal.
AT k. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt 481.k. Stretching, relative rate of stretch, rate of extension

spin tensor.
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2.13.3 Deformatsioonitensorite materiaalsed
tuletised

Alajaotuses 2.11.4 defineerisime Euleri deformatsioonikiiruse ten-
sori dy; ja néitasime, et Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor

DEgy
Dt

Leiame niiiid seose deformatsioonikiiruse tensori dy; ja Euleri defor-
matsioonitensori materiaalse tuletise é;; vahel. Selleks leiame jéllegi
materiaalse tuletise deformatsiooni mosdust ds? — dS?
D D (2.85) . D
—(ds*) = =—(ds* —dS?) =" 2
1 (457) = 5. )
(2.320)

S
= dpz” kT L.

EKL =

— (e dz*da
D ¥ ) (2.367)

2 (le + emlvm;k + kavm;l) dl’kdl’l
Kuna valemi (2.323) pohjal D(ds?)/Dt = 2ddz*da’ | siis
dkl = ék:l + Gmﬂ]m;k + ekmvm;l. (2368)

Arvestades Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorite definitsioo-
ne (2ex = g — ¢ ja 2Bk = Ckp, — Gp) saame

ékl = —2ékl ja CKL = ZEKL. (2369)

Killingi teoreem. On selge, et kui dy; = 0, siis D(ds?)/Dt = 0
ja vastupidi, kui suvalise kahe punkti puhul D(ds?)/Dt = 0, siis
di; = 0. Seega, di; = 0 on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et de-
formatsioon oleks jdik. See tulemus on tuntud Killingi teoreemina.

Eelpool toodud valemite pohjal selgub, et jadiga keha liikumise pu-
hul, st. kui dy; = 0, Err = 0 kuid éy # 0. Viimane seletub
sellega, et kuigi jaiga keha liikumisel jadb deformatsiooni moot
ds? — dS? konstantseks, voivad tensori ey komponendid muutu-
da. Seega, vaatlejale, kes liigub koos materiaalse punktiga, néib, et
Euleri koordinaadid poorlevad kui ruumipunktid méoduvad.
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2.13.4 Kiirusvéilja tsirkulatsioon

Kiirusvalja (kiirusvektori) v tsirkulatsiooniks mooda suletud taan-
duvat (laguvat) koverat?® ¢, nimetatakse joonintegraali

I = j{v -dp = j{vkdl‘k. (2.370)

Siin dp = (dz',dz?,dx®) on kdvera c diferentsiaalne puutuja su-
valises punktis, st., dp naitab ka liikumise suunda moéocda koverat
c.

Stokesi teoreemipdhjal § b-dp = [ (curlb)-da. Arvestades seda, et
valemi (2.360) pohjal on just keerisvektor w rootor kiiruse vektorist
v, siis saame

F:j{vdp: /W-da: ehk F:j{vkdaﬁk = /wkdak, (2.371)

kus s on orienteeritud pind, mis on timbritsetud orienteeritud kove-
raga c¢. Kokkuvottes, kiirusvektori tsirkulatsioon mooda kinnist (ja
taanduvat) koverat vordub keerisvektori vooga libi sellele koverale
toetuva “suvalise” pinna.

BT k. reducible curve



2.13.5. Keeriselisuse fiiiisikaline interpretatsioon 120

2.13.5 Keeriselisuse fiiiisikaline

sioon

interpretat-

Keeriselisuse tensori fiiiisikaline sisu

Vaatleme materiaalset joonelementi, mille siht on antud hetkel
méadratud vektoriga dp ja mis péorleb iimber vektoriga g méaaratud
telje. Olgu v mingi fikseeritud iihikvektor ja ¢ vektorite dp ja v
vaheline nurk. Kui téhistada n = dp/ds, siis

kg ol yda*
cosp=n-v=gpn g = guv s (2.372)
s
Voétame viimase avaldise v.p. ja p.p. materiaalse tuletise —
(sin )¢ , D (dx*
— (sin =guV'—|— | =
$)¥Y = Gk Dt \ ds
= vl;mnmyl — dm) COS .
(2.373)
Kui ¢ = +7/2, siis saame, et
$ = Fogmn™V'. (2.374)

Olgu niilid z* ortogonaalne koordinaatsiisteem ja v | 2% ning
n || z'. Leiame millise nurkkiirusega poorleb ' sihiline element
x? sihilise elemendi suhtes (iimber z3-ga méiratud telje), st.,

v
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Esimene indeks néitab siin milline telg poorleb ja teine mille suhtes
ta poorleb. Analoogselt

Seega

?21 + 8?12 = V12 — U1 = 2Wi2 = —2Wy (2.377)
P21 — P12 = V12 + Vo1 = 2d12 = 2dy

Seega oleme nédidanud, et keeriselisuse tensori komponent wpy
vordub poolega ortogonaalsete koordinaatide x* ja x' sihiliste joo-
nelementide pdorlemise nurkkiiruste summast. Suinjuures toimub
paorlemine imber telje, mis on risti molema vaadeldava joonele-
mendiga. Samuti leidis veelkord kinnitust fakt, et deformatsiooni-
kiiruse tensori segakomponendid vorduvad poolega nihkekiirusest
koordinaatidega z* ja 2! méadratud pinnal.

Keerisvektori fiiiisikaline interpretatsioon

Vaatleme pinnal s punkti x, kus pinnanormaaliks on n ja keeris-
vektoriks w. Kui pinna s pindala on a, siis

f{ vpda® = aw, + O(a?). (2.378)

Seega, kui kover ¢ laheneb punktile x, siis
— Jim dz* 2.379
wn—al_r)r(l)a Cvkx, (2.379)

st., kiiruse tsirkulatsioon mooda kontuuri ¢, jagatud pindalaga a
vordub keerisvektori normaalkomponendiga vaadeldavas punktis
(kui @ — 0).
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2.13.6 Keerisevaba ja keeriseline liikumine
Keerisevaba liikumine

Liikumine on keerisevaba siis ja ainult siis kui keeriselisuse tensor
wr; = 0 (ja jarelikult ka keerisvektor w = 0) vaadeldava piirkonna
igas punktis. Vedeliku puhul nimetatakse sellist liitkumist laminaar-
seks®® voolamiseks, st., vedeliku voolamine toimub paralleelsete kih-
tidena. Sellisel juhul on kiiruste véli avaldatav 1abi potentsiaali ¢

Vi — _Qb,k (2380)

ja liikumist voib nimetada ka potentsiaalseks. Potentsiaalse liiku-
mise puhul

/X2 deg;k [ — /X2 dgb = gb(Xl) — qb(XQ)
x xi (2.381)

F:j{ukd:@k:—j[m:u

Viimasele vastab Kelvini teoreem: Litkumine on potentsiaalne
su1s ja ainult siis kui kitrusvektori tsirkulatsioon mdéoda igat taan-
duvat koverat on null. Poordteoreemi toestus jareldub Stokesi teo-
reemist — [' = fs w - da = 0 pohjal on w = 0 koikjal vaadeldavas
piirkonnas ja seega on liikumine keerisevaba.

501 k. lamellar
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Keeriseline litkumine

Vaatleme juhtu, kus keerisvektor w on nullist erinev igas vaadel-
dava piirkonna punktis. Jooni, mille puutujateks on keerisvektorid
nimetatakse keerisjoonteks. Keerisjooned on vorrandi
dx dz dx
i (2.382)

w! w? w3

integraalkoverad. Keerispinnad on keerisjoontest moodustatud pin-
nad ja keeristorud on “suletud keerispinnad,” st., nad on defineeri-
tud analoogselt voolupindade ja voolutorudega.

Helmholtzi esimene teoreem: igas keeristoru loikes on sum-
maarne keeriselisus sama, mis suvalises teises keeristoru loikes.

Toestus pohineb Greeni-Gaussi teoreemil — [ divwdv = [ w -
nda. Kuna w = curlv ja div(curlv) = 0, siis

/W ‘nda =0 (2.383)

Keerisvektor w on keeristoru kiilgpinna puutuja. Jarelikult seal
w - n = (. Tahistame s; ja sy keeristoru kaht suvalist loiget
vélisnormaalidega n; ja ny. Seega nimetatud otspindadel

/ w-nida = — / W - Npda. (2.384)

Seega on keeriselisus 16igetes s; ja sy arvuliselt vordne —
f51 w -nida = const. See konstant on igal torul erinev ja iseloomus-
tab vaadeldavat toru.

Jareldus: Keerisjooned (keeristorud) ei saa alata ega 16ppeda su-
valises vedeliku punktis — nad on kas kinnised voi algavad ja lope-
vad keskkonna rajal (k.a. +00).
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Peatiikk 3

Deformeeruva keskkonna
diinaamika

Diinaamika on mehaanika osa, mis uurib materiaalsete keskkondade
liikumist vélismojude (vélisjoudude) toimel. Uuritavaks materiaal-
seks keskkonnaks voib olla nii tahke keha, gaas kui vedelik. Uheks
vaadeldavaid materiaalseid keskkondi iseloomustavaks suuruseks on
inerts. Inertsi méoduks on mass.

3.1 Mass

Mass on positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Te-
ma dimensioon M ei soltu ei pikkuse dimensioonist L ega aja di-
mensioonist 7. Kui mass on absoluutselt pidev, siis leidub funkt-
sioon p, mida nimetatakse massi tiheduseks. Sel juhul keha kogu
mass

M = /Updv. (3.1)
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Kui mass pole pidev iile kogu ruumala v, siis

im:/ pdv+ My, (3.2)

kus vy on pideva massijaotusega piirkond. Edaspidi vaatleme vaid
pideva massijaotusega keskkondi, st., kus igas mahus on etteantud
massi tihedus ning kui v — 0, siis 9T — 0 — seega 0 < p < .

Pideva keskkonna mehaanika I p6hiaksioom —
massi jddvuse seadus

Globaalne massi jadvuse aksioom: Keskkonna kogumass on
lilkumisel invariantne —

/V podV = /U pdv. (3.3)

Kuna dv = JdV, siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui
EK-s —

/V(,oo —pJ)dV =0 voi /(,0 — pod Hdv =0, (3.4)

v

kus ook
z 1
‘8ZK Ve T L

Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame glo-
baalset massi jadvuse aksioomi materiaalse punkti I6pmata véikeses
timbruses. Valemite (3.4) pohjal saame

po = pJ = p/Ilg voi p = poJ ' = po/IlL. (3.5)

Avaldisi (3.5) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja
nad esitatakse Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).
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Ruumilise pidevusvorrandi (Euleri kirjeldus) saame kui esitame glo-
baalse massi jadvuse aksioomi kujul

D (2.355) ap k
Dy Updv = /U[a—k (pv );k dv = 0. (3.6)

Viimase pohjal avaldub lokaalne massi jadvuse aksioom kujul

op k

mis kujutabki endast ruumilist pidevusvorrandit. Avaldised (3.5) ja
(3.7) esitavad iihe ja sama néhtuse kaht erinevat kirjeldust — (3.5)
on mugavam kasutada tahke keha mehaanikas, (3.7) aga vedelike
ja gaaside puhul.

3.2 Liikumishulk, kineetiline moment,
energia

Keha (mahus v sisalduva massi M) liskumishulk' P avaldub kujul

Px,1) /mv(x,t)di)ﬁ: /mvk(x,t)gk(x)dim (3.9)

kusjuures baasivektorid gi(x) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul
dM = pdv, siis pole oluline, kas integreeritakse iile ruumala voi
massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarselt G*(X) siis saa-
me litkumishulga P komponendid P¥ LK-s —

PE(X, 1) = /£m G5 (X, %) (x, £)dM. (3.9)

k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit
impulss.
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Keha (mahus v sisalduva massi M) kineetiline moment* M, ruu-
mipunkti o suhtes

def

H, = [ pxvd= / g v, AN, (3.10)
M

m

Analoogselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid
esitada LK-s

Hf:/ gKkeklmplUmdi)ﬁ. (3.11)
m

Lisaks saab kineetilise momendi avaldada ka bivektori kujul
HEL = / g kgt — plo)dm. (3.12)
m
Keha (mahus v sisalduva massi M) kineetiline energia®

1 1
K= —/ v2dIN = —/ grv™ vl dI. (3.13)
2 Jon 2 Jon

Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom —
liikumishulga tasakaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus. Liikumishulga
muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) mojuvate joudude
peavektorigat —

: D
P =F ehk —/ g ptdm = FE (3.14)
Dt Jon

21.k. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse
ka termineid impulsi moment ja péérdeimpulss.

3Lk. kinetic energy

41.k. principle of balance of momentum
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Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom —
kineetilise momendi tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus. Kineetili-
se momendi muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) moju-
vate joudude peamomendiga® (molemad momendid peavad olema
voetud iihe ja sama ruumipunkti suhtes) —

: D
H, =M, ehk —/ gKkeklmplvmdim:Mff ehk
Dt Jon
D

— | " rgh (" = Pty = MEE.
Dt Jon

(3.15)

Valemitega (3.14) ja (3.15) esitatud pideva keskkonna mehaanika
pohiaksioome nimetatakse Fuler: litkumisseadusteks ning nad kuju-
tavad endast Newtoni seaduste laiendust punktmassilt keskkonnale.

Pideva keskkonna mehaanika IV péhiaksioom —
energia jadvuse seadus

Energia jadvuse seadus. Kineetilise ja siseenergia summa muu-
tumise kiirus vordub vélisjoudude t66 ja keskkonda sisse tulnud voi
sealt lahkunud energiate summa muutumise kiirusega —

K+E=W+D U (3.16)

Siin I on kineetiline energia, £— siseenergia, W— vélisjoudude t66
ajaiihikus ja U, — ajaiihikus muundunud energiate mehaanikaline
ekvivalent. Seega eeldame, et energiad on aditiivsed. Suurused KC, W
ja U, on selgelt méadratletavad, siseenergia £ on aga ebaméirasem
ja teda voib vaadelda kui vorrandi (3.16) tasakaalustavat liiget. Ta

°Lk. principle of balance of moment of momentum
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on nn. oleku funktsioon ja soltub olekut viljendavatest muutuja-
test 6. Termodiinaamika ja termostaatika uurivad seda suurust &
pohjalikult. Kui on teada siseenergia tihedus e (ithikmassi kohta),

siis
E:/ sdimz/psdv. (3.17)
m v

3.3 Pinge

3.3.1 Sise- ja vilisjoud

Materiaalne keha deformeerub sise- ja vilisjudude” toimel. Joudu-
de péaritolu voib olla viga mitmesugune — mehaanikaline, elektri-
line, keemiline jne. jne. Punktmassi ja jdiga keha mehaanikas vaa-
deldakse joudusid, mis voivad soltuda vaid ajast, punkti asukohast
ja kiirusest, st., F = F(p,v,t). Pideva keskkonna mehaanikas me
sellist piirangut ei sea ja joud voib soltuda lisaks eeltoodule ka
niiteks deformatsioonigradiendist, korgemat jarku tuletistest aja
jargi, elektromagnetilistest muutujatest jne. Klassikalises mehaani-
kas joudu tavaliselt ei defineerita. Pideva keskkonna vaatepunktist
lahtudes voib joud jagada kolme kategooriasse:

1. Mahu- ehk massijoud 8 mdjuvad keha voi keskkonda moodus-
tavatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). Néiteks
gravitatsiooni joud voi elektrostaatilised joud. Summaarne
joud saadakse integreerimisel iile kogu ruumala v. Siin eel-

datakse, et on teada jou tihedus iithikmassi voi ithikruumala
kohta.

61.k. constitutive variables
"1.k. internal and external loads
81.k. body loads
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2. Pinna- ehk kontaktjoud ® on pohjustatud teiste kehade voi
keskkondade mojust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on
teada pinnaiihikule mojuv joud. Néiteks hiidrostaatilise rohu
moju vette asetatud keha pinnale.

3. Sisejoud '° on pohjustatud materiaalsete punktide omavaheli-
sest mojust. Newtoni 111 seaduse pohjal méjutavad kaks mass-
punkti teineteist vordvastupidiste joududega — seega on koigi
sisejoudude summa null. Diinaamika kursuses néidati, et ka
koigi sisejoudude peamoment on null. Punktmasside vahelised
joud (sisejoud) muutuvad pinnajoududeks kui me isoleerime
(motteliselt) keskkonna voi keha {ihe osa iilejaéinust. See an-
nab pingehiipoteesi, mida vaatleme jargmises alajaotuses.

Allpool kasutame jargmisi tdhistusi:

f — massijoud (joud massitihiku kohta),
t(n) — pinnajoud (joud pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,
F . — punktis p, mojuv koondatud joud,
m — massimoment (moment massiiihiku kohta),
m,) — pinnamoment (moment pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,

M, — punktis p, mojuv joupaari moment.

Seega, kehale mojuva jousiisteemi peavektor

.7-':/ fdier/t(n)daJrZ}'a (3.18)
m s a

91.k. surfice or contact loads
0T k. mutual or internal loads
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ja peamoment

MOZ/ [m—l—pr]dﬂﬁ—l—/[m(n)—i—pxt(n)}da—i—
AL

S

+3 P X Fat Y Mg (3.19)
« 5

Koondatud joudusid defineeritakse tihti kui piirjuhte pinna- voi
mahujoududest. Selline késitlus voib aga monikord pohjustada ma-
temaatilisi raskusi ning vajab seetottu tdiendavate tingimuste ka-
sutamist. Naiteks, et viltida madramatusi rakendatakse lokaalseid
teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei moju koondatud joudu-
sid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.

Antud kursuses vaadeldakse edaspidi eeskétt vaid jaotatud joudusid
(massijoudusid ja pinnajoudusid) ja nende pohjustatud momente.
Teisisonu, reeglina esitatakse jousiisteemi peavektor kujul

F= / FAOM + / t(nda (3.20)
m s

ja peamoment kujul

M, = / p x fdM + /p X tmyda. (3.21)
UL s

Arvestades avaldisi (3.20) ja (3.21) saavad liikumishulga ja kineeti-
lise momendi globaalse tasakaalu seadused (3.14) ja (3.15) kuju

(35 D
p L —/ v(x,t)dzm:/ fdmt+/t(n)da,
Dt Jon m s

(3.10) D
Dt Joy

:/ prdi)ﬁ—i—/pxt(n)da.
m s

Neid vorrandeid nimetatakse Fuleri litkumisvorrandeiks. Kuna si-
sejoud on tasakaalus, siis nemad neis vorrandeis ei esine.

H, p X v = (3.22)

Vv
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3.3.2 Pingehiipotees

Cauchy pingehiipotees. Pinnal Aa mojub keskmine joud AF
ja keskmine moment punkti p suhtes M,. Kui Aa — 0, siis su-
he AF/Aa — t@). Kui vaadeldavas protsessis moment punkti
p suhtes ei lahene nullile, siis saame ka suuruse m(,). Vaatleme

Joonis 3.1: Pingeja momentpinge

véikest ruumipiirkonda v, mis on iimbritsetud pinnaga s ja mis asub
téielikult kehas mahuga V ja pinnaga S (joonis 3.1). Punktis p, mis
asub pinnal s on vélisnormaal n ning méjuvad joud t(,) ja moment
my,) pinnaiihiku kohta. Mdlemad nad on pdhjustatud mahtude v
ja ¥V — v koosmojust pinnal s. Suurust t,) nimetatakse pingeks
ehk pingevektoriks ja suurust m,ymomentpingeks ehk momendi
pingeks't. Nad iseloomustavad vaadeldava mahu v vilispinnal s
mojuvat véliskoormust, mis ei soltu ainult vaadeldava punkti ko-
havektorist p vaid ka pinnanormaalist n.

Vaatleme viikest tetraeedrit (joonis 3.2), mille tipp p asub vaadel-
dava piirkonna v sees ja mille kolm tahku on koordinaatpinnad
ning neljas asub pinnal s. Koordinaatpinnal 2 = const. moju-
va keskmise pinge tdhistame —t;. Kasutame vaadeldava tetraeedri
jaoks liikumishulga tasakaalu seadust (integreerimisel on rakenda-

UT k. couple stress
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- t‘l

P

1

Joonis 3.2: Tetraeceder

tud keskvéadrtusteoreeme) —

d * * * *
7 (pv*Av) = t(,Aa — tr Aa® + pf*Av. (3.23)
Siin Av on tetraeedri ruumala, Aa ja Aa® — tetraeedri tahkude
pindalad, v* — tetraeedri punktide keskmine kiirus ning f* — kesk-

mine mahujoud. ]

Jagame niilid viimase avaldise Aa ja laseme Aa — 0 nii, et punkt p
ldheneb pinnale s mahu v seest. Kuna Av/Aa — 0, siis piiril saame
da”
tm) = ti— = tpn® = tny, 3.24

) =te - =1t K (3.24)
sest teatavasti elementaarpind da = nda = da*g; ja da® = nFda. %
Kokkuvottes oleme seega toestanud teoreemi — pingevektor pin-
napunktis p on lineaarfunktsioon thikulisest pinnanormaalist n.
Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevektorid, mis mojuvad

vaadeldavat punkti ldbivatel koordinaattasanditel. T
Pingevektorid t; ei soltu pinnanormaalist n. Eeldades, et t,) on
pidev funktsioon normaalist n ja vottes valemis (3.24) n = —n
saame

t(_n) = —t(n), (3.25)
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st., punktis p méjuvad sama pinna vastaskiilgedel vordvastupidised tfﬁ\ .
pingevektorid. | ’
Rakendades analoogset mottekéiku ka momentpingetele, saame o y : 2!
E t / — : fszt
. 2~/ s
me) = mn® =m'ny, ja mep) = -m@).  (3.26) by, .
A -
tpp<—==> | %
. Lo 22
3.4 Pingetensor - | ta
tzs//[g'—“——/;t;*—— P,
Pingetensori komponent (pingekomponent) ¢;; on koordinaatpinnal St
x¥ = const mojuva pingevektori t; [-is komponent, st., ¢ / J @
o —t3 £33 22

Seega néitab esimene indeks koordinaatpinda, millel pingevektor
t; mojub ja teine indeks vaadeldava komponendi méjumise suun-
da. Pingekomponentide positiivsed suunad on néidatud joonisel 3.3.
Pingetensori normaalkomponente & = [ nimetatakse normaalpinge-
teks' ja segakomponente k # [ nihkepingeteks>.

x1

Joonis 3.3: Pingetensor

Pingevektori ) saab nitid avaldada kujul Seega, lisaks valemeile (3.27) ja (3.28), on pingevektorite avaldami-

seks mitmeid voimalusi — I
3.27
t(n) = tknk ( = ) tkmkgl, (328) t(n) = tklnkgl = tlknlgk = tlknlgk = tklnkgl,
th = thg! = thlg), (3.30)
kust l l
by = tran”. (3.29) bty =1l g =tug.

Seega oleme toestanud teoreemi — punkti p labival suvalisel pinnal
(normaaliga n) mojuv pingevektor t(yy avaldub lineaarfunktsioonina
vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Pingetensori fiiiisikalised komponendid

Alajaotuses 2.2.7 (lk. 46) toodud valemite pohjal pingevektor
Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontra-

variantseid ja segatensoreid, néiteks to) = ti"n'g), = t(l)(k)n(l)e(k), (3.31)

kmging gtk = ¢k, 121 k. normal stress

B k. shear stress

g
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kus

: VIkk
Sk B =n' gy da tp® === (3.32)
VYkk V9l

Siinjuures t(l)(k) nimetatakse pingetensori  wvasakpoolseteks
futistkalisteks komponentideks. Parempoolsed fiitiisikalised kom-
ponendid

€k) =

Vil
tW oy = — (3.33)

Stimmeetrilise pingetensori ja ortogonaalsete koordinaatide puhul

Ik k qii
tW gy =taW =t == =t [ =t Jaengi = tu

Analoogselt tuuakse sisse ka momentpinge fiiiisikalised komponen-
did.

Erinevate autorite erinevaid tihistusi pingetensori jaoks

tll t22 t33 t23 t31 t12 Eringen, Truesdell

A |B |[C |D |E |F Cauchy varasemad t66d
Pzz | Pyy | D2z | Dyz | P2z | Pay || Cauchy hilisemad t66d,
St. Venant, Maxwell

X, |Y, | Z,|Y. | Z, | X, | F.Neumann, Kirchhoff, Love
P [Q |R |S T |V Kelvin

Oy |0y | 0 | Tyz | Tew | Tay | Karmén, TimoSenko

T11 T22 T33 T23 T31 T12 Green, Zerna,

Vene ja Saksa autorid

011 | 092 | 033 | 023 | 031 | 012 || Moned Inglise ja Ameerika
Ozz | Oyy | 2z | Oyz | Oz | 0gy || autorid ning teised
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3.5 Liikumishulga ja kineetilise mo-
mendi lokaalne tasakaal
Léhtume valemeist (3.22) (lk. 131), st. liikumishulga ja kineetilise

momendi globaalse tasakaal seadustest ning leiame vasakul poolel
olevad materiaalsed tuletised. Saame

/adi)ﬁ:/ fdi)ﬁ—l—/t(n)da

m m s
/pxadi)ﬁ:/prdfm—l—/pxt(n)da.
m m s

Need on valemite (3.22) alternatiivsed kujud. Vaatleme niiiid
viikest mahtu v, mis asub mahu V sees ja kus on pidev massi-
jaotus. Kasutades valemeid (3.24) saame viimastest

/apdv—/fpdv—{—/t nida

/pxapdv:/prpdv—l—/pxtknkda.

14

(3.35)

(3.36)

Kasutades Greeni-Gaussi teoreemi
lilt ruumintegraalile

/[\/1_8@* <\/_tk>+ﬂ( )] dv = 0.

Valemid (3.37) kehtivad suvalise mahu v jaoks kui integraalide alu-
sed avaldised on nullid, st.,

1 ) -
\/—a gor (V) o (F=2) =0, (3.38)

gkxtk—O

saame iile minna pindintegraa-

(3.37)

Msiin kasutame teda kujul [}, t*,dV = [4t"nrda ning rakendame lisaks

valemeid tF ;. = %%(\/gtk)
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Need vorrandid valjendavadki litkumishulga ja kineetilise momends
lokaalse tasakaalu seadust. Valemi (3.38), saamiseks on kasutatud
valemit (3.38),. Kui kasutada avaldisi (3.30) ja rakendada seoseid

0 1 09 1 dg r . 0g, n

—1 = — = ——= = 7 = n

Ox* nvg Vg 0xk 29 Oxk {Tk} 2 Gk rk [ &
(3.39)

siis saame esitada liikumishulga ja kineetilise momendi lokaalse ta-
sakaalu seadused komponentkujul (koordinaatkujul) —

tjk;j +,0<fk - ak) =0,

g 3.40
Eljktjk = O ( )

Asjatuletatud lokaalse tasakaalu seadusi kujul (3.38) voi kujul
(3.40) nimetatakse vastavalt Cauchy esimeseks ja teiseks litkumis-
seaduseks. 1°

Avaldisest  (3.40), jdreldub, et pingetensor peab olema
siimmeetriline —

Eijktjk =0 = t]'k — tkj = O, (341)

Jareldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu- ja
pinnamomentide puuduvad, on kineetiline moment lokaalses tasa-
kaalus parajasti siis kui pingetensor on siimmeetriline.

Seega on meil vaadeldaval juhul vaid kuus s6ltumatut pingekompo-
nenti: t'1, 122,433 12 = 21 13 = 31 4% = 132 s,

b = te, T =1t* k= (3.42)

5Eringen [1] votab saadud tulemused kokku kahe teoreemina.

Teoreem 1 Liikumishulga lokaalse tasakaalu tarvilik ja piisav tingimus on
esitatav kujul (3.40), voi (3.38),.

Teoreem 2 Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu tarvilik ja piisav tingi-
mus esitatakse kujul (3.40), voi (3.38),, tingimusel, et litkumishulk on lokaalses
tasakaalus.
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Arvestades avaldisi (3.42) ning tostes ja langetades indekseid, saab
anda Cauchy esimesele liikumisseadusele (3.40), alternatiivseid ku-
jusid —
4 p <fk _ ak) —0,
e+ p (fro —ax) =0, (3.43)
tus' + p (fro — ax) = 0.
Enamgi veel, Cauchy liikumisseadusi on voimalik esitada ka
fuiisikalistes komponentides (vt. néiteks [1] lk. 105-106).

3.6 Peapinged ja pingetensori invarian-
did
Cauchy pingepinnad

Vaatleme pingevektorit t(,), mis mojub punktis p pinnal S. Kui n

Joonis 3.4: Normaal- ja tangentsiaalpinge
on pinna S vélisnormaal, siis pingevektori t(,) normaalkomponent
N =t n 2 tynkn!. (3.44)

Kui fikseerime N véértuse ja muudame pinna orientatsiooni, siis
selleks, et (3.44) oleks rahuldatud, peab muutuma pingetensor t;.
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Sel juhul esitab (3.44) teist jarku pinda pingete ruumis. Seda pinda
nimetatakse Cauchy pingepinnaks (analoogselt Cauchy deformat-
siooniellipsoidiga).

Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensor
siimmeetriline. Seega kehtivad tema kohta samad seaduspérasused,
mis deformatsioonitensorite kohta (vaata paragrahv 2.6) —

(1)
(i)
(iii)
(iv)

pingetensoril leidub vdhemalt kolm peasuunda;

pingetensoril leidub kolm peapinget, t, (o = 1,2, 3), mis mdju-
vad peapindadel;

peapindadel on nihkepinged nullid;

pingetensoril leidub kolm séltumatut invarianti I;, II; ja I1I;,
mille leidmise eeskirjad, 14bi pingetensori t*; véi peaviirtuste
to, on analoogsed Greeni deformatsioonitensori C¥ ; invarian-
tide leidmise eeskirjadele (2.192) ja (2.196) (lk. 65 ja 66).

Pinguse (pingeoleku) erijuhud

(i)

Kaks peapinget on nullid, kolmas pole — puhas tomme ehk
tiheteljeline pingus.

Uks peapinge on null, kaks pole — tasapinnaline pingus ehk
tasandpingus ehk kaheteljeline pingus.

Kui DRK-s esitatud tasandpinguse puhul kaks peapinget on
suuruselt vordsed kuid mérgilt vastupidised, siis nimetatakse
sellist pingust puhtaks nihkeks. Sel juhul puuduvad normaal-
pinged pindadel, mis moodustavad peapindadega 45° nurga.
Kui téhistada t; = —ty = t, siis joonisel 3.5 kujutatud olu-
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Joonis 3.5: Puhas nihe

korra puhul on z',2? teljestikus nullist erinevad vaid pin-
getensori komponendid t9; = t15 ja peateljestikus 1-2 vaid
t11 = —tyy = t. Seega invariandid

I =1L =0 ja I, = — (ty5)” = -t (3.45)

ning nihkepinge t15 = t. See osutub ka maksimaalseks nihke-
pingeks (vordle tugevusopetusest tuntud valemiga maxty =
(t1 — t2)/2), mis mojub pindadel, mis moodustavad peapin-
dadega nurgad 45°.
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3.7 Liikumisseadused Lagrange’i koor-
dinaatides

Cauchy litkumisvorrandid (3.38) voi (3.40) on esitatud EK-s. Lag-
range’i kirjelduse jaoks toome sisse pingevektori T ruumipunk-
tis x, mis vastab deformeerumata pinnale dA materiaalses punktis
X = X(x,t), nii et

tmyda = t"da), = THdAg. (3.46)
Kuna valemi (2.343) pohjal da, = JX&,dAx ja dAx =
J 12k gday siis

= J 2P xTK ja TK = JXE . tF (3.47)

Léhtume Cauchy esimesest litkumisseadusest kujul (3.38), st

\j’a = (Vat*) + p(f —a) = 0. (3.48)

Teisendame v.p. olevat osatuletist (arvestades, et j = /G /gJ)

1 0 gy (347) B
ﬁ@(\/ﬁt) = \/—axk(\/_*] xKTH) =

1 0 .
= Jaa () =

:% laak (j'a* k) VG \/_TK+—3 Lk K(\/_TK)]

- F@ (V) s = J\l/é e (VET").

Seega saame anda Cauchy esimesele liikumisseadusele (litkumishul-
ga tasakaalu seadusele) kuju

(3.49)

%axif( (vars) + JpE-a)=0. (3.50)

=po
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Piola (1833, 1836 ja 1848) toi sisse pseudopinge tensorid T*! ja
TEEL nii, et

TK = TKg = T5 ! gy = THEG. (3.51)
Ténapéeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-
Kirchhoffi pseudopinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse
siin seetdttu, et molemad tensorid véljendavad pinget algse (de-
formeerumata) pinna kohta. Tensor 75! (esimene Piola-Kirchhoffi

pseudopinge tensor) esitab pinge ruumipunktis x ja tensor 757 (tei-
ne Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensor) materiaalses punktis X.

Seosed Cauchy pingetensoriga:
TKZ — JXKJgtkl, tkl — J_ll’k,KTKl,
THE = TRIXE ) = JX5  XE M (3.52)

W Jolgh ol  TRE KL= ol | TKL

)

Jargnevalt defineerime kovariantse tdistuletise. Kui AKF =
ABk(X x), siis kovariantne tiistuletis

k
ATa= AT {ML} AT (AKk’l i {ml} AKm) dd

Vv

AKk AKE,

(3.53)
Niiiid saab avaldada valemid (3.50) libi tensori 75! —

[k L
P ot 1 e =) =
chk

TKk:K + po (fk - ak) =0.
(3.54)

Viimase puhul on arvestatud, et siin 7%* = T5*(X). Pinna ja ma-
humomentide puudumisel saab Cauchy teine liikumisseadus kuju

THEE™ jo = TH™ 2k . (3.55)
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Libi tensori T5L saavad liikumisseadused (3.54) ja (3.55) kuju

k M
(TKLIk7K),K + ({ml} ™ ot g+ {MK} :ckvL) THE

+po (ff=d)=0 ja
TKL:TLK.

(3.56)

Tensoritega TXL ja THK! seotud valemeid on mugav kasutada
viikeste deformatsioonide puhul, sest nad on seotud algpinnaga
ning jérelikult on lihtne aproksimeerida jirgnevaid véikseid muu-
tusi. Deformatsiooni kéigus keha vilispind muutub ja seega tuleb
rajatingimused esitada liikuval ja muutuval pinnal ning nad soltu-
vad siirdevektorist u, mis on tundmatu. Lagrange’i kirjelduse puhul
aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse pinna
jaoks, mis on teada. Tosi kiill, litkkumisvorrandid ise on sel juhul “pi-
sut” keerukamad. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadeldava
kirjelduse vahel kaob.

Niaide P1 Pideva keskkonna deformatsiooni kirjeldab siirdevali

Zl — le
=74+ AZ°,
=74+ AZ,

F = 2% ja ZK = XX, Cauchy pingetensor ruumipunktis (1,1, 1)

on

2 3 0
("] =13 -1 1
0 1 4

Leida pingetensorite TH! ja TH” | st. esimese ja teise Piola-Kirchoffi
pingetensori, maatriksid. Milline materiaalne punkt on vaadeldaval
hetkel ruumipunktis (1,1,1)?
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Lahenduskdiik ja vastused. 1) Poordteisendus

(lezl,
Z2:z2—Az3

\ 1— A2
Z3:z3—A22
\ 1 — A2

2) Jakobiaan J =1 — A?

3) Deformatsioonigradient

] 1—A42 0 0
[XKJJ = 5 0 1 —A
L-A g 4 1

4) Esimene Piola-Kirchoffi pingetensor

21-4%) 3(1-4% 0
(TR = 3 —-1-A 1-44
—34 1+A 4-A

5) Teine Piola-Kirchoffi pingetensor

2(1 — A?)? 3(1 — A?) —3A(1 — A?)
3(1— A% —1-2A+4A%2 1-3A+ A2
—3A(1—A?) 1-3A+ A% 4-—2A- A2

1
KL| _
[T }_1_/12

6) Materiaalne punkt (1,

1,1/(1 4+ A),1/(1 + A)) asub vaadeldaval
hetkel ruumipunktis (1, 1,1)



146

Peatiikk 4
Energia ja entroopia

Keskkonnale (voi tema osale voi kehale) rakendatud pind- ja ma-
hujoud pohjustavad tema osade liikumist. Liikumise olemus séltub
keskkonna (voi keha) omadustest. Néiteks deformatsioon, jiiga ke-
ha liikkumine, vedeliku voolamine. Seega teevad keskkonnale raken-
datud joud t66d ja keskkond omandab energiat. Nimetatud ener-
giale voib liituda veel muu péritoluga energiaid (néiteks soojus-
energia, keemiline energia jne.). Pideva keskkonna mehaanika pu-
hul piirdutakse muude energiate osas tavaliselt vaid soojusener-
giaga.Summaarne energial on seega pohjustatud soojusenergiast ja
vilisjoudude t6ost. Osa sellest summaarsest energiast <kulutatak-
se> kineetilise energi kujul (néiteks keskkonna deformeerimiseks voi
vedeliku voolamiseks). Ulejéinud osa summaarsest energiast ku-
jutab endast vaadeldava keskkonna (kui mehaanikalise siisteemi)
siseenergiat®. Deformeeruva keha puhul véib siseenergia koosneda
néiteks soojusenergiast ja deformatsioonienergiast, vedeliku voola-
misel aga soojusenergiast ja viskoosse dissipatsiooniga seotud ener-
giast.

1. k. Total energy
1. k. Internal energy. Siseenergia méiste vottis 1851. a. kasutusele W.
Thomson sénastamaks termodiinaamika I seadust.

4.1. Energia jidvuse seadus — termodinaamika esimene seadus — 147

4.1 Energia jddvuse seadus —
termodiinaamika esimene seadus

Paragrahvis 3.2 esitasime globaalse energia jédidvuse seaduse kujul

K+E=W+D U, (4.1)

kus K on kineetiline energia, £— siseenergia, WW— vilisjoudude t66
(keha suhtes) ajaiihikus, st., (viillisjoudude) mehaanikaline voimsus
ja U, — teiste energialiikide (soojus, elektrienergia, keemiline ener-
gia jne.) mehaanikaline ekvivalent ajaiihiku kohta. Lihtsuse méottes
vaatleme edaspidi vaid soojusenergiat.

Soojuse ja mehaanikalise energia vahelise seose avastas Carnot
(1824-32) ja formuleeris selgelt Joule (1843). Globaalne energia
jadavuse seadus on termodiinaamikas tuntud kui termodiinaamika
esimene seadus ja ta esitatakse kujul

K+E=W+Q, (4.2)

kus () on soojuse juurdevool ajaiihikus, ja teda moodetakse samades
ithikutes kui mehaanikalist voimsust W, st., dim@) = dimW =
ML?/T3. Pideva massijaotusega keskkonnas

1
K= —/pvpvpdv ja c‘f:/psdv, (4.3)
2y %

kus € on siseenergia tihedus. Mehaanikaline voimsus péarineb mas-
sijoududest, pindjoududest, massimomentidest ja pinnamomenti-
dest (viimaseid kahte kdesolevas kursuses ei vaadelda) —

W:/trpvpdar—i—/pfpvpdv. (4.4)
S %

Soojuse juurdevool koosneb kahest osast (i) juurdevool lébi pinna
S kehasse V ja (ii) keha siseallikaist toodetud soojus, st.,

Q:/qudap—i—/vphdv. (4.5)
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Siin ¢? on soojuse juurdevool pinnaiihiku kohta ja h — keha siseal-
likaist toodetud soojus massiiithiku kohta.

Avaldame niiiid koik valemis (4.2) olevad liikmed l&bi ruuminteg-
raalide —

. 1 D
K :/U lpapvpdv + §vpvpﬁ(pdv)1 : (4.6)
é’—/ ‘d+£(d> (4.7)
=/ pedv + e (pdv) | :
W= / "7 g vp + 1P Upr + pfP0p] dv, (4.8)
Q= [ (@y+oh)a (4.9

Jagades kiiruse gradiendi ja pingetensori siimmeetriliseks ja
kaldsiimmeetriliseks osaks, st., vy, = dp, + Wy, ja tP9 = P 4 ¢lpdl,
saame anda globaalsele energia jidvuse seadusele kuju

/ [pé - t(pr)drp —¢"p — ph} dv =

v

N /UP ("7 + pf" — pa?) dv— (4.10)

v

1 D
— /wpqt[p‘ﬂdv —/ (§vpvp—|—€> E(pdv).

Lokaalse energia jaivuse seaduse saame vordusest (4.10) kui vaat-
leme vaid integraalialuseid avaldisi. Selgub, et p.p. olevad integraa-
lialused avaldised on koik nullid — esimene kujutab endast liiku-
mishulga lokaalse tasakaalu seadust, teises P4 = 0 vastavalt ki-
neetilise momendi lokaalse tasakaalu seadusele ja kolmanda liige
D(pdv)/Dt = 0 massi jadvuse seaduse pohjal. Seega, (arvestades
et P9 — tra))

pé = tPd,, + ., + ph. (4.11)
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Saadud diferentsiaalvorrand véljendab lokaalset energia jddvuse
seadust ja teda nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferent-
staalvorrandiks. Kuna arvesse pole voetud energia jaotust elemen-
taarmahu pinnal, siis voidakse siia lisada veel iiks ¢?,, tiiiipi liige.
Viimases avaldises esinevat mehaanikalist energiat

6 = t'd,, (4.12)

nimetatakse pinge voimsuseks.

4.2 Potentsiaalne energia

Vaatleme juhtu, kus vilisjoud f, on statsionaarsed ja avaldatavad
14bi potentsiaali U(x) —

fo=—U,. (4.13)
Seega potentsiaalne energia

U= / pUdv. (4.14)

Mahu- ja pinnamomentide puudumisel saab mehaanikalise voimsu-
se avaldis (4.4) niiiid kuju

W = /t’"pvpdar — /pprvde. (4.15)

Kuna

. D .
U= E/pUdv:/pUdU:/pU,pvpdv. (4.16)

siis saab avaldis (4.15) omakorda kuju

W = /trpvpda,, —u (4.17)
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ja globaalne energia jadvuse seadus (termodiinaamika esimene sea-

dus)

K+E+U= /t”’updar +Q. (4.18)
Antud kujul viaidab termodiinaamika esimene seadus, et koguener-
gia muutus vordub pindjoudude voimsus pluss soojuse juurdevool
ajaiihikus. Kui p.p. on null, siis

K+ &+ U = const. (4.19)

Selline olukord esineb kui keha on isoleeritud (st. @ = 0) ja pin-
najoud ja kiirused on nullid vo6i omavahel risti.

4.3 Deformatsiooni energia

Vaatleme jargnevalt juhtu, kus globaalne energia jaavuse seadus on
esitatud iildkujul (4.2). Eeldame, et pingetensori saab jagada kahte
ossa
gt — hiiperelastne pinge, ehk pingetensori taastuv osa (pooratav);
pt — dissipatiivne pinge, ehk pingetensori taastumatu osa
(poordumatu). Seega

t = gt + pt. (4.20)

Hiiperelastne pinge defineeritakse libi potentsiaali 7(z* k), mida

nimetatakse deformatsiooni energia funktsiooniks, jargmiselt —

pT = Etpqdpq. (421)

Asendame pingetensori avaldistest (4.20) ja (4.21) lokaalsesse ener-
gia jadvuse seadusse (4.11) ning integreerime iile ruumala —

/pédvz /pT'dv+/Dt(p"’)dprdvjt/(qp;p+ph)dv, (4.22)

N
~~ ~~
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ehk ' ‘
E=TJ+D+Q. (4.23)

£ tahistab siin kogu siseenergiat, J— kogu hiiperelastse deformat-
siooni energiat, D— kogu dissipatiivset voimsust ja () — soojuse
voimsust (soojuse juurdevoolu ajaiihikus). Viimased avaldised esi-
tavad globaalse energia jadvuse seaduse uuel kujul — siseenergia
muutumise pohjustavad hiiperelastse deformatsiooni energia muu-
tus, dissipatiivne voimsus ja soojuse juurdevool (soojuse véiImsus).

Ka Piola-Kirchhoffi pseudopingetensori saab tuua sisse ldbi potent-
siaali 7. Kuna J = p,/p, siis valemi (3.52) pohjal

$hl = pﬁTle’iK. (4.24)

Teisendame avaldise (4.21) p.p. —

4.24 2.319 Da*
( i ) ﬁETlekyK,Ul;k ( i ) ﬁETKl 7K.
Po Po Dt
(4.25)
Vahetu kontroll néitab, et kui avaldada Piola-Kirchhoffi pingetensor

kujul

Kl Lkl
gt di, = gt" v

B or
LT Po 01”“7;(’
siis asendades viimase vorranditesse (4.25), saame valemi (4.21).
Valemite (4.24) ja (4.26) abil saab omakorda avaldada
p OT

7K °
8935,;(

pT™ (4.26)

pt"1 = px (4.27)

Vaatleme deformatsioonienergia erijuhtu, kus

r=r(J)=7 (%) . (4.28)

Nitiid R ;
Ll o JXE . (4.29)

tk — —_—— =
SN e
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Defineerides elastse hiidrostaatilise surve

def or

Tr=mn(J) = —Po (4.30)
saame avaldisele (4.29) kuju
ptt = —né,. (4.31)
Kasutades (4.21) saame viimasest
pt = —mor. (4.32)
Kuna D(dv)/Dt = v* ,dv, siis (4.22) pohjal
J = —/UWDRt(dU). (4.33)

Uldjuhul saab pingetensori jagada surveks p (s.o. keratensor) ja
deviaatoriks T —

th, = —pok, + 1, (4.34)
kus

-k

1
p=—-L ja t', =0. (4.35)

3
Pinge voimsus ¢ avaldub niiiid kujul

¢ = tMdy = —po* 4 + T dy. (4.36)

Kui deviaatorosa on null, siis p = 7 puhul ndeme, et ¢ = p7

4.4 Entroopia

4.4.1 Entroopia moiste

Entroopia on termodiinaamiline olekufunktsioon, mis iseloomus-
tab energia poordumatut hajumist. Tihti defineeritakse entroopiat
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ka kui suurust millega moddetakse siisteemi korrastamatuse astet.
Energia ja entroopia kontseptsioonid on termodiinaamika alusta-
lad. Termodiinaamika esimene seadus — energia jadvuse seadus
— sétestab, et materiaalses siisteemis muutub energia iihest vor-
mist teise kuid ei teki juurde ega kao. Samas ei sétesta see sea-
dus, mis vormis selline energia muutumine ehk iilekanne toimub.
Néiteks ei anna termodiinaamika esimene seadus informatsiooni sel-
le kohta, kas selline iilekanne on pooratav voi péordumatu. Viimane
kiisimus energia iilekande pooratavusest on eriti tdhtis juhtudel, kus
on vaja teada energia hulka, mida on véimalik vaadeldava siisteemi
puhul kasutada. Entroopia kontseptsioon tuuakse sisse selleks, et
moota energia hulka, mis on péérdumatult muundunud kasutata-
vast vormist kasutamatusse. Viimase all tuleb moéista seda hulka
energiast, mida pole enam voimalik muundada (mehaanikaliseks)
tooks. Naiteks, kui deformeeruvale kehale mojub joud, siis keha
(iildjuhul) deformeerub. Viimase protsessiga kaasneb alati teatav
temperatuuri tous (soojusenergia juurdekasv). Sellist soojusenergia
kasvu deformeerumisprotsessis iseloomustabki entroopia.

Siisteemi summaarne entroopia:

H = /pndv, (4.37)

kus 7 on erientroopia ehk entroopia tihedus (massiithiku kohta)3.
Tema dimensioon dim(7) = (energia)/(mass - temperatuur)

4.4.2 Termodiinaamiline olek

Termodiinaamika iiks pohieeldus vaidab, et igal materjali jaoks lei-
dub iiks ja ainult iiks funktsioon, mida nimetatakse siseenergia ti-
heduse funktsiooniks ja mis on esitatav kujul

e=c¢e(n,ve,...,Vn X). (4.38)

31.k. specific entropy or entropy density
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Erientroopia 1 ning mehaanikalised, keemilised, elektromagneetili-
sed jne. parameetrid v, iseloomustavad siisteemi termodiinaamilist
kditumist. Fiiiisikaliselt erineb parameeter 7 parameetritest v,
vaid dimensiooni poolest — 7 dimensioon on seotud soojusener-
gia ja temperatuuriga olles s6ltumatu parameetrite v, dimensioo-
nist. Teisisonu, mehaanikalised, keemilised, elektromagneetilised jt.
fiitisikalised parameetrid, mis on soltumatud soojusenergiast, on
ebapiisavad siseenergia tiheduse ¢ kirjeldamiseks.

Kuna siseenergia tiheduse funktsioon e iseloomustab vaadeldava
materjali sisemist ehitust, siis nimetatakse teda olekufunktsiooniks.
Suurusi 7 ja v, nimetatakse termodinaamilisteks olekumuutujateks
ning nad méadravad siisteemi termodiinaamilise oleku materiaalses
punktis X. Kui funktsioon ¢ ei soltu materiaalsest koordinaadist X,
siis nimetatakase vaadeldavat keskkonda termodiinaamiliselt homo-
geenseks.

Parameetrid 7 ja v voivad omakorda soltuda ajast, ja ruumikoor-
dinaadist voi liikumisest, st.

n=n(xt), v=vx1t), x=x(X1). (4.39)

Gibbs (1873, 1875) pakkus vorrandile (4.38) vélja jargmise interp-
retatsiooni. Vaatleme termodiinaamiliselt homogeenset keskkonda
kus 11 = v ja vy, = 0, a > 1. Sel juhul esitab (4.38) energia-
pinda kolmemodtmelises termodiinaamiliste olekumuutujate ruu-
mis ¢, v,n. Parameetriline kover ¢ = ¢(s),n = n(s),v = v(s),s1 <
s < s, on aga interpreteeritav kui termodiinaamiline trajektoor?,
mida modda vaadeldav keskkond ldheb iihest termodiinaamilisest
olekust (n(s1), v(sy)) iile teise olekusse (1(s2), v(s2)). Vastavat diag-
rammi kutsutakse Gibbsi diagrammiks. Trajektoori, kus erientroo-
pia 7 = const nimetatakse isoentroopiliseks® ja trajektoori, kus
temperatuur ¥ = const isotermiliseks. Esitatud interpretatsioon on

41. k. Thermodynamic path
1.k. isentropic
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loomulikult iildistatav ka mittehomogeensele keskkonnale ja juhule,
kus v, # 0, a > 1 — kasvab vaid termodiinaamiliste olekumuutu-
jate ruumi dimensioon.

Temperatuur ¥ ja termodiinaamiline pinge 7 on defineeritud
jargmiselt —
def O def Og
v=—ja 7%= —. 4.40
o o (4.40)
Seega fikseeritud materiaalse punkti jaoks avaldub siseenergia tihe-
duse lopmata viiike muut (siseenergia diferentsiaal) kujul

de = ddn + 7%dv,. (4.41)

Viimane on tuntud kuiGibbs’i vorrand [1873]. Viimasest saab liht-
salt leida siseenergia tiheduse muutumise kiiruse fikseeritud mate-
riaalses punktis X = const

é = 1)+ 777, (4.42)
Valemite (4.38), (4.39) ja (4.40) pohjal
J=9n,v,X) ja 7 =71%n,v,X) (4.43)

ning seega voib 1 asemel valida ¥ uueks (soltumatuks) olekumuu-
tujaks, st.,
n =n(d,v,X), e =¢e(9,v,X) (4.44)
ja
7% =7, v,X) ehk v* =v*(, v, X). (4.45)

Vorrandeid (4.44) nimetatakse termilisteks olekuvorranditeks .

Parameetrite v, ja termodiinaamiliste pingete 7 interp-
reteerimisest. Kui v; = 1/p on erimaht, siis —7! nimetatakse
termodiinaamiliseks surveks. Kui vaadeldav keskkond on segu eri-
nevatest ainetest ja 15, 3, ... on komponentide kontsentratsioonid,

siis pingeid 72,73, ... nimetatakse keemilisteks potentsiaalideks.

61.k. thermal equations of state
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4.4.3 Entroopia tootmine
Lokaalne entroopia tootmine

Kasutame lokaalset energia jadvuse seadust (4.11)
pé = t#dy, + ¢7,, + ph
ja jareldust Gibbs’i vorrandist (4.42)
£ =Un+ 17,.

Kui elimineerida viimasest € ning arvestada, et entroopia tootmi-
ne on seotud vaid pingetensori dissipatiivse osaga, saame diferent-
siaalvorrandi erientroopia 7 méiramiseks —

pin = Dt(PT)de +¢%.p + ph — pTU,. (4.46)

Seda nimetatakse ka lokaalseks entroopia tootmise vorrandiks.

Globaalne entroopia tootmine

Vastav vorrand saadakse kui integreerida lokaalset entroopia toot-
mise avaldist (4.46) (avaldades elnevalt p7) tile mahu V ning kasu-
tada seoseid

D .
o = — dv = [ 4.47
/szv Dt/vmzv (4.47)
ja

1 g q"0p /qp /qpt?p
— P pdv = -~ 2l dv = [ =d Ly,
/Vﬁ““ /J(&)* o R A A A
(4.48)

Seega, globaalne entroopia tootmise vorrand avaldub kujul

= / da, + /(A+%ﬁd, (4.49)
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kus

1
A = 5 [Dt(pr)drp +q° (]n ﬁ)’p — pTO‘Da] . (4.50)

Seega entroopia muutust pohjustavad: 1) entroopia juurdevool ¢? /1
1abi keha pinna ja 2) entroopia tootmine keha sees.

4.4.4 Entroopia seadus —
termodiinaamika teine seadus

Termodiinaamika teise seaduse klassikalised sénastused:

1. Clausius: soojus ei saa iseenesest minna kiilmemalt kehalt
soojemale;

2. Kelvin: protsessid, mille ainsaks tulemuseks on keha jahtumi-
ne ja selle arvelt saadav t66, pole voimalkud;

3. Carathéodory: iga termodiinaamilise oleku {imbruses eksistee-
rivad nn. naaberolekud, kuid iileminek iihest naaberolekust
teise pole voimalik adiabaatilise protsessi kéigus.

Globaalne entroopia seadus

Eksperimentaalsete tulemuste pohjal on teada, et soojusallikatest
vaba siisteem tarbib mehaanikalist t60d mitte ei tooda energiat, st.,
valemis (4.50) esinev suurus

A > 0. (4.51)

Seega valemite (4.49)—(4.51) pohjal

: q° ph
H> | = — 4.52
=) ﬁdaer/v 3 dv, (4.52)
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Avaldis (4.52) véljendab termodiinaamika teist seadust globaalsel
kugjul (globaalne entroopia seadus) — summaarse entroopia juurde-
kasv on suurem-vordne ldbi keha pinna toimuva entroopia juurde-
voolu ja keha siseallikaist toodetud entroopia summast.”

Lokaalne entroopia seadus

Selleks et saada termodiinaamika teist seadust lokaalsel kujul (lo-
kaalne entroopia seadus), minnakse avaldises (4.52) Greeni-Gaussi
teoreemi abil iile ruumintegraalile. Arvestades (4.47)

/v{m_ (qv*k).k‘%}dvz(% (4.53)

)

kust globaalse vorratuse lokaliseerimise tulemusena saame

k
. (q ph
— (L) -2 >0, 54
P (ﬁ)k g = (454)

Viimane vorratus véljendabki termodiinaamika teist seadust lokaal-
sel kugul (lokaalset entroopia seadust).

Ellimineerime niiiid lokaalse energia jaavuse seaduse abil lokaalsest
entroopiaseadusest kehasisest allikast toodetud soojuse h. Kasuta-
des samasusi (4.48) saame vorratuse

0

See vorratus valjendab samuti lokaalset entroopia seadust ning on
tuntud Clausiuse-Duhemi vorratusena.

. £ 1 1
p (n — 5) + —tFdy + @qkﬂk > 0. (4.55)

Vorratusele (4.55) saab anda alternatiivse kuju, tuues sisse Helm-
holtzi vaba energia tiheduse

Y =e—un. (4.56)

"Eringeni [1] pohjal nimetatakse (4.52) Clausiuse-Duhemi vérratuseks. Ta-
valiselt esitatakse nimetatud vorratus siiski lokaalsel kujul.
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Funktsioon v viljendab seda osa siseenergiast, mis on voimeline
tegema mehaanikalist t66d. Avaldades niitid avaldisest (4.56) sise-
energia tiheduse ¢, saame anda vorratusele (4.55) kuju

. . 1
—p (¢ + m?) + tMdy, + 5q’%},k > 0. (4.57)

Vorratused (4.55) ja (4.57) peavad kehtima koikide termomehaani-
kaliste protsesside puhul.

Materiaalsetes (Lagrange’i) koordinaatides saab Clausiuse-Duhemi
vorratus (4.57) kuju

. N1 . 1
—po (41 + 5T Coer + 5Q%0 . 2 0. (4.58)

Viimase tuletamise puhul on arvestatud, et

tkldkl = %TKLCKL ja qk197k = pﬁQKﬂ,K- (459)
0 0
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Peatiikk 5

Olekuvorrandid

5.1 Sissejuhatus

Selleks, et vorrandisiisteemil eksisteeriks iihene lahend, peab tund-

matute arv ja vorrandite arv olema vordne. Meil on kaheksa vorran-
dit.

1. Massi jddvuse seadus ehk ruumiline pidevusvérrand (3.7) —
1 vorrand

dp

2 () o)

2. Cauchy esimene liikumisseadus ehk liikumishulga tasakaalu
seadus (3.40), — 3 vorrandit

"5+ p(ff—d") =o0. (5.2)

3. Cauchy teine liikumisseadus ehk kineetilise momendi tasakaa-
lu seadus (3.40), — 3 vorrandit

m?; + pm’ + €%t = 0. (5.3)

v
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4. Energia jadvuse seadus (4.11) — 1 vérrand

pé = P dy — Mg, + ¢ + ph. (5.4)

Tundmatuid on nendes vorrandites aga tunduvalt rohkem — p, v;,
t9, mh* = —m!* ja ¢ . Siinjuures loetakse suurused a’, d;; ja w;
avaldatavateks v; kaudu ning vélismoju ja keskkonna (keha) oma-
dusi kirjeldavad suurused f* m% h ja e etteantuks. Seega kokku
on tundmatuid 25. On selge, et 8 vorrandiga pole neid voimalik
itheselt méarata. Kui tuua mangu veel elektrilisi voi keemilisi muu-
tujaid, laheb asi aina hullemaks ning on selgemast selgem, et on
tarvis sisse tuua tdiendavaid vorrandeid.

5.2 Kasutatavad meetodid

Ulaltoodud 8 vorrandit kehtivad iga mehaanikalise keskkonna (tah-
ke keha, vedelik, gaas) puhul. Téiendavate vorrandite tuletamise
juures arvestatakse aga fakti, et sama geomeetria ja massijaotuse
puhul voivad erinevast materjalist kehad kéituda sama valismoju
all erinevalt. Seega arvestatakse lisavorrandite tuletamisel materja-
li (aine) omadusi. Neid lisavorrandeid nimetatakse olekuvorrandi-
teks! ja nende tuletamiseks on mitmeid meetodeid.

Statistilis-mehaanikaline. Koik keskkonnad koosnevad osakes-
test — molekulidest, aatomitest jne. — mille vahel on sidemed.
Rakendades mehaanika seadusi neile osakestele saadakse statistili-
ne mehaanika. Nimetatud teooria puuduseks on see, et juba mo-
lekulide vaheliste joudude olemus on iilikeerukas ja seega on tépse
mudeli koostamine samuti “pisut tiilikas”. Pideva keskkonna me-
haanika piiiiab siiski kasutada keskkonna omaduste kirjeldamiseks
pidevaid funktsioone.

'1.k. constitutive equations
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Puhas matemaatiline viis ldhtub ideest, et nn. téielik vorran-
disiisteem méarab fiiiisikalise ndhtuse iiheselt. See lahenemine voib
aga viia ummikusse, sest (i) matemaatilised tingimused (alg- ja ra-
jatingimused) aproksimeerivad mingit fiitisikalist néhtus, kuid il-
ma fiitisikalise pohjenduseta ei saa seda teha; (ii) iihese tulemuse
(valjundi) noudest ei jareldu iihene iilesande formuleering. Seega ei
pruugi saadud olekuvorrandid olla iihesed.

Termodiinaamiline viis arvestab soojuse ja temperatuuri
moju. Lineaarsed poordumatud protsessid on siin suhteliselt liht-
salt kirjeldatavad, problemaatiliseks v6ib osutuda tugevalt mitteli-
neaarsete voi tugevalt dissipatiivsete protsesside kirjeldamine.

Pideva keskkonna fiitisikast ldhtuv suund ithendab endas koiki
eeltoodud meetodeid. Ei piiiita luua iihte iildist ja koigile mater-
jalidele ning situatsioonidele iihist olekuvorrandit. Véimalikud on
siiski teatavad grupeeringud ja iildistused (ideaalselt elastne keha,
méaluga materjalid jne.)

5.3 Olekuvorrandite invariantsus

Olekuvorrand defineerib idealiseeritud materjali (keskkonna). Et
selline ideaalne materjal kirjeldaks fiitisikalist materjali adekvaat-
selt, peab ta rahuldama teatavaid fiiiisikalisi printsiipe.

1. Vilistamise (hiilgamise) printsiibid Ukski olekuvorrand ei
suuda siduda koiki olekuparameetreid ja funktsionaale. Alati tuleb
midagi hiiljata. Vaadeldavad printsiibid mé&dravad mida ja millal
hiiljata voib. Jargnevalt vaatleme mond neist.

la. Milu (parilikkuse) arvestamine — materjali kditumine
ajahetkel ¢ on médratud tema minevikuga kuni selle ajahetkeni
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(mélu). See on teatavas vastuolus klassikalise Newtoni mehaanika-
ga, kus algtingimusega (£ = 0) on nii minevik kui tulevik téielikult
maéadratud. Antud printsiibist 1ahtudes saame tingimused, et hiiljata
olekuvorrandist jargnevad ajahetked.

1b. Umbruse printsiip — hetkel ¢ ruumipunktis x asuva ma-
teriaalse punkti X kaitumine on méadratud vaadeldava materiaalse
punkti X suvalise viikese iimbruse kaitumisega.

la. ja 1b. kokku annavad determinismi printsiibi — Hetkel ¢ ruu-
mipunktis x asuva materiaalse punkti X kéditumine on méadratud
vaadeldava materiaalse punkti X {imbruse kéditumise (litkumise)
ajalooga.

1c. Vordse kohaloleku printsiip ehk soltumatute olekupara-
meetrite valiku iihesuse printsiip — iihe teooria raames peavad
sama materjali koik olekuvorrandid sisaldama samu soltumatuid
olekuparameetreid.

1d. Unifitseerimise printsiip — Erinevad olekuparameetrid, mis
iseloomustavad erinevaid materjale voivad esineda koigi materjali-
de olekuvorrandites. (Kasutatakse juhul kui tahetakse luua iihist
olekuteooriat erinevatele materjalidele.)

2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes nouab, et ole-
kufunktsioonid oleksid absoluutsed tensorfunktsioonid oma argu-
mentidest — seega et nad oleksid invariantsed koordinaatteisen-
duste suhtes.

3. Ruumiline invariantsus. Olekuvorrandid peavad olema in-
variantsed ruumikoordinaatide jédiga liikumise suhtes. Fiitisikaliselt
tdhendab see seda, et olekuvorrandid ei tohi soltuda vaatleja asu-
kohast. St., et kui {iks lilkumine toimub teljestikus x hetkel ¢ ja tei-
ne teljestikus x’ hetkel ¢’ siis olekuvorrandeis olevad funktsioonid
fr(x,t) ja fru(x',t') oleksid samad (langeksid kokku). Vaadeldav
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noue viib g% .2¥ i tiiiipi liikkmete ellimineerimisele olekuvorrandi-
tes.

Materiaalne invariantsus (materiaalne isomorfism). Kui
olekuvorrandid on invariantsed mingi materiaalsete koordinaati-
de teisenduse riithma suhtes, siis 6eldakse, et olekuvorrandid oma-
vad materiaalset simmeetriat vaadeldava teisenduse riithma suhtes.
Niiteks peegeldused, pocrded. Materjali siimmeetriat on kasulik et-
te teada, sest see lihtsustab olekuvorrandeid. Naiteks on metallide
elastsed omadused antud punktis invariantsed igas suunas. Sellist
materjali omadust nimetatakse isotroopsuseks. Selle vastand on ani-
sotroopne materjal. On aineid, millel néditeks mehaanikalised oma-
dused on isotroopsed, kuid elektrilised anisotroopsed.

Moaotiihikutest soltumatuse printsiip ehk dimensionaalne
invariantsus. Olekuvorranditesse kuuluvad materjalikonstandid
voi moodulid peavad olema mdootiithikute suhtes invariantsed.

Sobivuse printsiip Koéik olekuvorrandid peavad olema vastavu-
ses massi, litkumishulga, energia jt. fiilisikaliste suuruste kohta keh-
tivate pohiprintsiipide ja aksioomidega.

5.4 Ideaalselt elastse keskkonna
olekuvorrandid — Greeni meetod

Ideaalselt elastne keha (keskkond) on keha, kus pinge soltub vaid de-
formatsioonist. Tépsemalt Geldes (i) eeldatakse, et véliskoormuse
mojul ei toimu mitte mingeid elektrilisi, keemilisi ja ter-
modiinaamilisi néhtusi; (ii) keha jaoks defineeritakse loomulik olek;,
kus deformatsioonid ja pinged puuduvad, temperatuur ja teised
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véljad on konstantsed ja iihesugused igas punktis ning eeldatak-
se, et kui vilisjoud eemaldada, siis keha loomulik olek taastub.
Seega hiiljatakse temperatuur ja koik teised viljad, eeldades, et
nad viliskoormuse moéjul ei muutu. Jérelikult on tegu nullise dissi-
patsiooniga ja jarelikult kogu energia, mis kulub deformatsiooniks,
saab vilisjou eemaldamisel tagasi. Sellisel juhul saab olekuvorrandi
tuletamiseks kasutada Greeni meetodit, mille puhul eeldatakse, et
siseenergia on deformatsiooni funktsioon. Selliseid kehi nimetatakse
tihti hiiperelastseteks kehadeks.

Definitsioon. Keha nimetatakse hiiperelastseks kui ta omab de-
formatsioonienergiat kujul

pOSEE:E(XKJI'ngkK7P7 GK?'rk,K)7 (55)
nit et .
P — ik, (5.6)
Po

Valemi (5.5) pohjal voib vaadeldav materjal olla mittehomogeene
ja anisotroopne. Y soltub vaid konfiguratsioonist hetkel ¢ ja mitte
minevikust. Seega on tegu nn. lihtsa materjaliga, mille méalu piirdub
vaid algolekuga (loomuliku olekuga). Gradiendid z* x toovad sisse
timbruse printsiibi. Valemi (5.6) pohjal pole antud keskkond soojust
juhtiv ning talle ei ole rakendatud joupaare.

Jérgnevalt iiritame ¥ avaldisest elimineerida nii palju argumente
kui voimalik.

1) Kasutades pidevuse vorrandit (massi jadvus) saab elimineerida
tiheduse p (po/p = J = |¢" k| |2* k). Seega

Y =3 (X", 2" ¢"k, Gk, 2" k) (5.7)

2) Ruumilise invariantsuse noue, st., 3 peab olema invariantne
koordinaatteisenduse ' #(X,t') = Q¥ (t)z*(X, t) + b*(t) suhtes, kus



5.4. Ideaalselt elastse keskkonna olekuvorrandid — Greeni meetod 166

t =t—ajaQ"Qn = Q'@ = 6%,,. Selgub, et deformatsiooni-
energia X jadb invariantseks kui ta ei soltu ruumikoordinaadist x
ning séltuvused suurustest ¢"x ja x* x on asendatud séltuvustega
suurustest QFg'xc ja Q¥ 12! k. Seega

X=X (XK7 leglKv GK7 lexk,K> (58)

3) Toome sisse (aga ei tdesta) ithe Cauchylt périneva teoreemi
— Kui F(VF Vky .. VE) on diheselt médratud funktsioon n
vektori stisteemist, mis on invariantne koordinaatide jdiga péorde
suhtes, siis F taandub funktsiooniks vektorite moodulitest, ska-
laarkorrutistest Irn = guV*rV'A ja determinantidest Dray =
lemvkerAVm'r.

Meie juhul on piisavalt {ildine eeldada, et F' on poliinoom oma ar-
gumentidest. Seega voib (5.8) argumendid asendada uutega:

Ckr = 5klxk,le,L;
J =g x| |2’ 1|, (5.9)
Gkr = 5leerlsnggsL

Kuna ‘C’KL} = J2, siis tdhendab soltuvus Ckr, -st samal ajal soltu-
vust J-st ja avaldis (5.8) saab kuju

S =% (X" Gg,Cky) - (5.10)
Homogeense anisotroopse materjali puhul saame valemist (5.10)
Y =Y (Gg,Ckr) (5.11)
ja mittehomogeense isotroopse materjali puhul
=3 (X" Cky). (5.12)

Tensori Cky saab viia diagonaalkujule leides tema peavairtused
C1,C5 ja Cs. sel juhul on (5.10) avaldatav kujul

Y =% (X% Gk, C1,Cs, Cs). (5.13)
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Kuna peavidartused C, on funktsioonid invariantidest I, Ilo ja
ITIo, siis voib viimse avaldise kirjutada kujul

Y =3 (X", Gg,Ic,11¢, g, ) . (5.14)

Teame, et erinevate deformatsioonitensorite invariandid on omava-
hel seotud. Seega pole oluline, millise deformatsioonitensori inva-
riante kasutada.

Kokkuvottes: hiiperelastset isotroopset keha saab kirjeldada de-
formatsioonienergia funktsiooniga >, mis on iithene funktsioon ma-
teriaalsetest koordinaatidest X ja iihest materiaalsest voi ruumili-
sest deformatsioonitensorist, st.,

E:E(X,C):E(X,E):E(X,c):E<X,E1).... (5.15)

Anisotroopse keha puhul lisanduvad siia ka baasivektorid Gp.
Asendades erinevad ¥-d avaldisest (5.15) avaldisse (5.6) saame eri-
nevad pinge-deformatsiooni séltuvused, st., erinevad olekuvorran-

did.

Boussinesq’i mudel [1870, 1872]. Deformatsioonienergia 3 ar-
gumendiks on kas Cp, voi Frp. Valemist (5.6) saame niiiid

p O p 0%

My = = Crrp, =2+ ! pdy. 5.16
. Po OCKk 1, ek Po aCKLI KT L0 ( )
Kuna viimane peab kehtima iga djy; puhul, siis
o . )Y
k9P kool P ok gl ;. (5.17)

EaOKLx KELL EaEKL

Kelvini-Cosserat’ mudel (Kelvin [1863], Cosserat [1896]).
Kasutab Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensoreid. Valemite (5.6)
pohjal saadakse

0%

TKl _
OEkN

o'y ja THE =

(5.18)
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Neumanni-Kirchhoffi mudel. Siin valitakse soltumatuteks
muutujateks deformatsioonigradiendid z* ; ning lihtutakse Bous-
sinesq’i mudelist (5.17). Avaldist

oY 0% 0Bk

= 1
aazk,M 8EKL 8xk,M (5 9)

teisendades saadakse sellest olekuvorrand (Neumanni mudel [1860])

p Ox
th, =2 . 5.20
l Do axvix K ( )

Kui tuua sisse tensor 75}, siis saame Kirchhoffi mudeli [1852]

0%

K _
Tl—al
l”K

(5.21)

Need avaldised kehtivad kokkusurutava keskkonna kohta. Kokkusu-
rumatu materjali puhul voime ilma energia balanssi rikkumata lisa-
da olekuvorrandisse (5.20) nn. survelitkme, saades Poincaré mudeli

1892
0T,

tk ——pék K-
oxl

(5.22)

Hameli ruumiline mudel [1912] Antud juhul on séltumatu-
teks muutujateks deformatsioonigradiendid X* ;. Koigepealt esi-
tame valemi (5.6) kujul

5 1 p 0X D g @35 p 0¥ g
tlUk—poaXKth( ) = _EaXKkX W (5.23)

Kuna viimane peab kehtima suvalise v',, jaoks, siis

p 0% K
th, = -2 XK. 5.24
l Po aXK,k ! ( )
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Murnaghan’i ruumilised mudelid [1937] Esitab ruumilised

mudelid ldhtudes deformatsioonitensoreist C’ KL . cu, ¢ ja ey kui
soltumatutest muutujatest. Tulemused on jargmised:

-1
Rl _ p 0% oCHEM Lk

= _Fr XLk
pe g OXT
2p )Y 2p 0% P )y
tk___m :__km :_5km_2km .
: P " Dekm o’ "0, po ( ") o€,
(5.25)

Koik eeltoodud mudelid kehtivad ka anisotroopsete kehade puhul
kui eeldada, et X soltub lisaks veel ka baasivektoritest Gg. Isot-
roopse keskkonna puhul olekuvorrandid lihtsustuvad, seda vaatleme
iilejargmises punktis.

5.5 Elastse keskkonna olekuvorrandid
— Cauchy meetod

Cauchy meetodit, voib késitleda kui alternatiivi Greeni meetodile.
Siin eeldatakse, et pinge on deformatsiooni funktsioon. Ta kehtib
ideaalselt elastsete kehade jaoks kuid on laiendatav ka dissipatiiv-
setele siisteemidele, kus Greeni meetod ei toota. Seega on Cauchy
meetod iildisem kui Greeni meetod. Lopmata viikeste deformat-
sioonide puhul annavad molemad meetodid sama tulemuse.

Eeldame, et pingekomponendid on iihesed funktsioonid deformat-
sioonigradientidest =™ g, st.

Mo— R ™ k). (5.26)

Kuna kéesolevas kursuses vaatleme nn. mittepolaarset juhtu (mo-
mentpinge puudub), siis t*! = #* ja jirelikult ka f* = f* ning tegu
on vaid 6 funktsiooniga.
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Pérast invariantsusnouete taitmist saame kovariantsete pingekom-
ponentide jaoks avaldise

tys = FRSXR,TXS,sa (527>

kus
1 1

Frs(C) = ¢" ug' NCM RCV 5 fua(C) (5.28)

on stimmeetriline materiaalne tensor(funktsioon), mille komponen-
did avalduvad LK-s ja mida nim mojufunktsiooniks 2. Kui mater-
jal on anisotroopne, siis lisandub veel argument G, kui aga mit-
tehomogeene, siis X. Tensori Cx; asemel voib ka siin kasutada
peavéaartusi C1, Cs, C3 voi invariante I, I, [Tlo. Seega voib moju-
funktsioon omada néiteks kuju

Frs = Frs(Io, e, e, G, X). (5.29)

Kokkusurumatu materjali puhul asendadakse ¢,.; summaga t,.s+pgs
(kus p on hidrostaatiline surve ning valem (5.27) saab kuju

tys = —P9rs + FRSXR,TXS,s- (530)

Kuna antud juhul [Tl =1, siis saame iimber defineerida ka moju-
funktsiooni (5.29)

Frs = Frs(Ie, 1o, G, X). (5.31)

Olekuvorrandile (5.27) saame anda alternatiivse kuju kui kasutada

. . ., —1 . .
deformatsioonitensorit ¢* = GELzF 2! 1 mida nimetatakse ka
Fingeri deformatsioonitensoriks —

5 = (¢, G, X), (5.32)

—1 —1
kus ¢ p = Grm9in €

mn

21.k. response function
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5.6 Isotroopse ideaalselt elastse tahke
keha olekuvorrandid

5.6.1 Greeni meetod

Isotroopne ideaalselt elastne keha omab elastse pinge potentsiaali
ehk deformatsioonienergiat kujul

¥ = %(X, 1,11, 1), (5.33)

kus I, IT, IIT on invariandid {ihest deformatsioonitensorist C, c, E
jne. Léhtume Murnaghan’i mudelist (5.25), —

2p 0%
ko 4P 94
t 1 = poc maclm' (534)
Osatuletis
b Y 0l > 011 > OIII
0 B oy 0 oy 0 oY 0 (5.35)

o, dlod,, " olod,  ollad,

Kui kasutada invariantide I., II. ja III. leidmiseks valemitega
(2.192) analoogseid valemeid, siis osatuletised

ol, o11,
e 5777,17 = Icéml — le,
oct,, oct,
(5.36)
o111, m n m "
aclm =", = 1.+ 11L.0™.
Kuna p/p, = 1/J = /111, siis téhistades
‘ 3 0%
X, I, 10, I11,) = —2 (I11,.) 2 ——,
(X, )= -2}
ox ox
X, I 00, I00,) = —2+/100. | — + 1.— ), .
< ar1(X, ) (8Ic + 8HC> (5.37)
by
as(X, I, 11, II1,) = 24/1 IC(‘?T

\
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ja kasutades valemeid (5.35) ja (5.36) saame anda avaldisele (5.34)
kuju

t*; = a8, + a1, + asc, ™. (5.38)
Et saada lahti c*,,c™, tiiiipi liikkmetest kasutatakse Cayley-
Hamiltoni teoreemi maatriksi [¢¥;] jaoks 3 ning elimineerime selle
abil ¢*,,,c¢™; valemis (5.38). Tulemusena saame pinge-deformatsiooni
seose, mis on tuntud kui Fingeri [1894] olekuvorrand —

thy = b_y e + bodk, + bycky, (5.39)
kus ) 5
3
b_y = 2(I11,)2 ,
1= 2?5
) o
bp = —2+/11l. | II.—— + III. A4
1% ( ‘oM, am) (5.40)
)
by = —2/Ill.— 0
\ aI
Kokkusurumatu materjali puhul III. = 1 ja lisandub
hiidrostaatiline surve p —
). ox
th = —pd* + 2 —2 . 5.41
LT TR aI_clc’ oL, ¢ (5:41)

Viimane on tuntud kui Ariano [1939] ja Rivlini [1948] ole-
kuvorrand.

Loomulikus olekus on keskkond pinge- ja deformatsioonivaba. Pan-
nes tingimuse t*; = 0 olekuvorrandisse (5.39), saame tiiendava tin-
gimuse deformatsioonienergia funktsioonile > —

o oY )
(al)o 2 <81101>0 + (aHICl)O = 0. (5.42)

SMaatriks [c¥;] rahuldab karakteristlikku vorrandit
k™™ — Lok ™ + 1.cf — 1165, = 0

5.6.2. Cauchy meetod 173

Varrandi (5.39) saab esitada ka 1&bi peapikenemiste ja peapingete:
ta = b1 A2 + by + biA,> (5.43)

On loomulik eeldada, et
to > tg alatikui A\, > Ag. (5.44)

Avaldades valemites (5.40) invariandid peapikenemiste A, kau-
du, saame vorratusest (5.44) (kasutades (5.43)) lisatingimused ole-
kuvorranditele

0%\, 0%
oL, eIl

>0 (5.45)

Samad tingimused (5.45) kehtivad ka kokkusurumatu materjali
jaoks.

5.6.2 Cauchy meetod

Léhtudes paragrahvis 5.5 toodud mudelist on véimalik jouda ole-
kuvorrandini

1 1 1y,
t*1 = go0* 1+ g1 ¢t i+ ga et ™, (5.46)

kus g, soltuvad vaid deformatsioonitensori invariantidest. Raken-
dades viimasele avaldisele Cayley-Hamiltoni teoreemi saame ole-
kuvorrandi

tkl = h_l_Clkl + ho(;kl + hlckl, (547)

kus
h_y = g1+ 92121’ ho = go — 9211761, hy = g211121 (548)

ja mis on kujult sama, mis Greeni mudelile vastav olekuvorrand
(5.39). Greeni meetodi elastsuskonstandid b, avaldusid ldbi potent-
siaali 2. Konstantide h,, seos selle potentsiaaliga vajab selgitamist.
Nimelt, saab néidata, et kui h, rahuldavad tingimusi
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(( Oh_4 I Ohy

o, oI’

hy Oh,  Ohy 11, Oh_,
LTI, - :
1 2 "o, T o T, oL

hey oh_, oh_, Oh
R chiin S ARSI | A SR § | il
| 2 oy, ~ e e g

(5.49)

siis leidub deformatsioonienergia funktsioon ¥ nii, et Greeni meeto-
dil saadud olekuvorrandid (5.39) iihtivad Cauchy meetodil saadud
vorranditega (5.47). Seega toepoolest on Cauchy meetod iildisem.

5.7 Isotroopsete ideaalselt elastsete
tahkete kehade olekuvorrandite
aproksimatsioonid

Lopmata viikeste deformatsioonide puhul annab Cauchy meetod
36 elastsuskonstanti, Greeni meetod aga 21. Nii 21 kui 36 konstanti
on liiga palju. Katseliselt pole neid voimalik méaérata. Seega on vaja
asendada olekuvorrandid teiste, neist vihe erinevate vorranditega.
Selleks on vaja matemaatilisi ja fiiiisikalisi lisaeeldusi, mis mudelit
lihtsustaksid. Naiteks

1) Deformatsioonipiirkond enne purunemist on piiratud — osa ma-
terjale puruneb juba viikeste deformatsioonide puhul.

2) Kokkusurumatu materjali mudel — osadel kehadel muutub maht
véga vihe.

Seega on lisaeeldused voimalikud.

Poliinomiaalne aproksimatsioon deformatsiooni
komponentides

Iga (meid huvitav) funktsioon on arendatav astmeritta. Olgu po-
tentsiaal 3 funktsioon mingist deformatsiooni méodust. Arendame
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ta ritta nn. loomuliku oleku suhtes. Olgu niiteks ¥ = X(Eky)
ja arendame ta astmeritta koha Cx; = Gk timbruses. Sailitades
liikmed vaid teatud astmeteni, saame kaks enamlevinud aproksi-
matsiooni

1 9
Y=aplpg+ =g +2 I + 2upllg+
rle 2( £+ 2pE) (Ig) pelly (5.50)

ja

1 2
Y =, + = (o + 2u0) (1)? + 20,11+
a 5 pe) (Ie)” +2p (5.51)

+ 1o (I)% + meLIL + n I, . ..
Kasutades E ja e invariantide vahelisi seoseid saab tuletada vasta-
vate konstantide vahelised seosed (mida siin ei esita).

Kelvini-Cosserat’ mudeli (5.18),, s.o.

()Y

THE = :
OEkr

pohjal voib saada niiiid

75, = [ag + Aslp + Bl +me) (Ip)° +
+ (mg +np)llg +...] 6%+
+ 2pp — (mp +np)lp+ .. ] EX +
+ (ng+ .. )EXyEM;.

(5.52)

Murnaghan’i ruumilise mudelist (5.25), s.o.

kP sk ok 22
tl— P ((5 m 2e m) aelm'
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aga saame

1) = [ + (e — @)L + (Ble +me — Ao — e/2) (I)* +
+ (me +1ne = 2a)l + .. ] 8+
+ [2(pe — ae)— (5:53)
—(1me + e + 22 + 2 — 20 )L + . J eyt
+ (=t + 1o + .. )eR e™

Nii vorrandis (5.52) kui ka (5.53) on piirdutud deformatsioonikom-
ponentide ruutudega — korgemat jarku liitkmed on hiiljatud.

Loomulikus olekus E = e = 0 jaseega T |, = agd®; jatF; = a.d%,
mis esitab hiidrostaatilist survet p = —agp = —a,.. Kui loomulik
olek on pingevaba, siis ap = a, = 0. Nn. esimest jarku teooria
annab vtl. juhul olekuvérrandid

5.54
%1 = AeLe6F) + 2p.e") (5:54)

{ T" 1, = Xplpd™p + 2upE"
See pole aga mitte midagi muud kui Hooke’i(-Cauchy) seadus? klas-
sikalise isotroopse elastsusteooria jaoks ja konstandid A ja p on tun-
tud kui Lamé konstandid °. Selle teooria puhul on deformatsioonid
nii viikesed, et erinevus EX; ja e¥; vahel kaob — enamgi veel ¥,
asemel vaadeldakse lI6pmata viikeste deformatsioonide tensorit

’é’kl = % (uk;l + ul;k) . (555)

Pannes (5.55) ja (5.54), Cauchy esimesse liikumisseadusse, saame
kuulsa Navier’ vorrandi

(Ae + Me)uk;kl + :ueul;kk‘ + P (fl - ul) = 07 (556>

4Rohkem tuntud siiski kui iildistatud Hooke’i seadus.

®Elastsusteoorias on kombeks nimetada valemites (5.52) ja (5.53) esinevaid
konstante jargmiselt @ — esimest jarku elastsus konstant; A\, u — teist jarku
elastsus konstandid; [, m,n — kolmandat jarku elastsus konstandid.
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mis méngib fundamentaalset rolli klassikalises homogeensete isot-
roopsete elastsete kehade elastsusteoorias.

Kokkusurumatu materjali jaoks kasutatakse tavaliselt Mooney-
Rivlini arendust, mis on leitud olevat mugavam —

2= a,. (I_Cl - 3) (H_Cl - 3) , (5.57)
r=0 s=0
millest tavaliselt kasutatakse varianti, kus alles jadvad vaid liikmed,
kusr=0,s=1jar=1,s=0, st.,

Y —a (I_cl - 3) +8 (H_Cl . 3) , (5.58)

kus a > 0 ja # > 0 on tarvilik ja piisav, et ¥ > 0.

Poliinomiaalne aproksimatsioon siirdegradientides

Deformatsioonienergia funktsiooni on voéimalik avaldada kui
poliinoomi siirdegradientidest Ug.r, vOi upy —

=54+ + Iyt (5.59)

Kus X5 on M astme homogeene poliinoom gradientidest Ug.r.
Kui loomulik olek on pingevaba, siis ¥; = 0, iilejadnud soltu-
vad Fk-st. Teist jarku aproksimatsiooni jaoks néiteks > = Yy =
AKIMN B B, kus materjalikonstandid AXKEMY peavad rahul-
dama tingimusi AKEMN = ALKMN _— AKLNM _ AMNKL i ta-
gab, et X > 0.
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5.8 Elastsusteooria fundamentaalne 4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.
vorrandisiisteem Deformatsioonitensorid —
Crl = GKLXK,kXL,17 ( )
‘s . 3 5.66
1. Massi jadvuse seadus: Clk:l _ QKL xk7K xl@
p B 1
E = VIl = . (5.60) Kiirus ja kiirendus —
Du* 0
= T =Ty uF ot (5.67)
2. Cauchy I ja II liikumisseadus: Dt ot
P4 (ff = ab) =0 . Dvtov
H 9 = —= . . 568
{tkl _ tlk. (561) a Dt ot +v U ( )

5. Alg- ja rajatingimused. Kui keha pinnal (keskkonna piiril)

. ka .o
3. Keskkonna olekuvérrandid (isotroopne keskkond). S on pinged ) teada, siis

a) kokkusurutav — Fingeri olekuvorrand (5.39) tk(n) _ iy, — 55 pinnal S, (5.69)
ko —1k k k
Fr=ba el 000"+ bich, (5.62) Kui teame pinna S siirdeid, siis voime kirjeldada kas z* voi u”
b _ ot 9= [9)Y pinnal S. Véimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal ra-
- = 2(IL) o11.’ japinnal on antud siirded, osal pinged.
)3 % Algtingimused kirjeldavad olukorda mahus V alghetkel t = 0 —
by = —2+/I11, | 1T, —— + I, 5.63 sung ) g
) ( ‘B, T oI, ) (563) k o k
o (X, 0) =z, 2%(X,0) =1 (5.70)
by = —2+/1ll.—
\ L aI

6. Sobivus- ehk pidevustingimused. Juhul kui péhimuutuja-

b) kokkusurumatu — Ariano-Rivlini olekuvorrand (5.41)
teks on deformatsioonid voi pinged, voi kui teoorias esineb olulisi

th, = —po*, + 2 0% - ¢ ko—9 0% & (5.64) lihtsustusi (néiteks plaatide ja koorikute teoorias), ldheb iildjuhul
I 1 811}1 vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi (vt. paragrahv 2.8).
Olekuvorrandid peavad rahuldama lisatingimusi (5.45)
[)d 0%
+ A2 > 0. (5.65)

ol 1 “ oIl 1
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5.9 Vedelike diilnaamika

5.9.1 Stokesi vedelik ja Newtoni vedelik

Eelmistes alajaotustes vaatlesime elastseid materjale, st. materjale,
kus pinge soltus vaid deformatsioonist. Taoliste materjalide puhul
on tahtis teatud deformeerumata olek, mida nimetetakse loomuli-
kuks olekuks. Selline kéitumine on tavaliselt omane tahkistele (tah-
ketele kehadele).

Teise tdhtsa materjalide klassi moodustavad vedelikud. Tegelikult
on koik vedelikud kokkusurutavad ja viskoossed. Kuna aga nimeta-
tud omadused varieeruvad vedelike puhul viga suurtes piirdes, siis
on véga tihti voimalik vahemalt iiht neist hiiljata. Viga suur osa
vedelikest on praktiliselt kokkusurumatud. Edaspidises piirdumegi
vaid kokkusurumatute vedelikega. Vedelikku, mille puhul viskoos-
sed efektid on hiiljatud, nimetatakse ideaalseks vedelikuks. Viskoos-
sete vedelike puhul on leitud, et pinged ei s6ltu mitte deformatsioo-
nist, vaid deformatsiooni kiirusest. Sellist vedelikku nimetatakse
Stokesi vedelikuks ja tema olekuvorrand on esitatav kujul

t* = —pd*, + pt*i(d’), pt*(0) =0. (5.71)

kus p on hiidrostaatiline surve ja pt¥; viskoossusest pohjustatud dis-
sipatiivne pinge. Kui deformatsiooni kiirus on null, on null ka vastav
dissipatiivne pinge. Kui kokkusurumatu vedeliku olekuvorrand on

esitatud kujul
tkl = —pékl + 2Mdkl, (572)

st., pinge pt*; ja deformatsioonikiiruse d*; vaheline seos on lineaar-
ne, siis nimetatakse teda Newtoni vedelikuks. Viimases nimetatakse
kordajat p > 0 viskoossuskoefitsendiks.
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5.9.2 Vedelike diinaamika pohivorrandite
siisteem

Vedelike diinaamika pohivorrandite siisteem on oma olemuselt
analoogne elastsusteooria pohivorrandite siisteemiga, koosnedes
jaavusseadustest, olekuvorrandeist, kinemaatilistest (geomeetrilis-
test) seostest ning raja- ja algtingimustest.

1. Massi jadvuse seadus:

1
Lo L, = : (5.73)
Po I,

C

2. Cauchy I ja II liikkumisseadus:

Kl k_ kY _
{zkl;l:—:zi‘(f “)=0 (5.74)
3. Olekuvorrandid (kokkusurumatu Stokesi vedelik):
thy = —péF, 4 ptFi(dey),  pt*(0) = 0. (5.75)
Aproksimatsioonid
1) Lineaarne (Newtoni vedelik)
th) = —po*; 4 2ud";. (5.76)
2) Ruutpoliinoom
th) = —pé*; 4+ and®; + aud,d™, (5.77)
kus kordajad
a, = an(1lg, 1M1,), v =1,2 (5.78)

peavad rahuldama tingimusi

2011 + allly > 0. (5.79)
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4. Kinemaatilised seosed: Deformatsioonikiiruse tensor

Qdkl = Uk;l + Ul;k (580)
kiirus ja kiirendus
Da* Dv* o*
k k
— = = 5.81
CEpr e T Y (5:81)

5. Raja- ja algtingimused: Kui pinge tk(n) on ette antud pinnal
S, siis rajatingimused esitatakse kujul

tk(n) — ko, = sk

pinnal S. (5.82)
Lamb toestas, et vabal vedeliku pinnal voi eri vedelike kontaktpin-
nal peab pingevektor olema pidev funktsioon. Siit jareldub kiirus-
vektori pidevus vaadeldaval pinnal.

Tahke keha ja vedeliku kontaktpinna puhul on vaidlusaluseks
kiisimuseks olnud hoorde arvesse votmine. Klassikalises teoorias
hodret ei arvetata, st. kiiruste erinevus vedeliku ja tahke keha pin-
nal

Av = 0. (5.83)

Levinuim kompromiss —
AVn = O, AVt == k’tt, (584)

kus indeksid n ja t tahistavad kiirus- ja pingevektori nor-
maali ja puutujasuunalisi komponente. Koefitsent £ soltub
termodiinaamilistest muutujatest. Uldiselt on k védrtus nulli
ldhedane, v.a. vaikestel survetel.

Algtingimustega antakse ette kiiruste véli v kogu vedeliku mahu V
ulatuses, st.

v(x,0) = vo(x). (5.85)
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Seega médratlevad alg- ja rajatingimused vedeliku oleku vastavalt
alghetkel ja vaadeldavat mahtu V iimbritseval pinnal S. Nad peavad
olema sellised, et vorrandisiisteemi lahend oleks iihene.

Ulaltoodud vérranditele ja seostele voib soltuvalt iilesande iselooo-
must lisanduda néiteks energia jadvuse seadus, Fourier’ soojusjuh-
tivuse seadus jne., jne.

5.9.3 Navier’-Stokesi vorrandid

Kui asendame pingetensori olekuvorrandist (5.72) Cauchy esimesse
litkumisseadusesse (liikumishulga tasakaalu seadus)

th 4+ p(ff —a*) =0
ning arvestame, et deformatsioonikiiruse tensor
Qdkl = (Uk;l + Ul;k),

siis saame kuulsad Nawvier’-Stokesi vorrandid kokkusurumatu ma-
terjali jaoks —

ov k
(E + U ) = pfk — Pkt W (Uk;l + Ul;k);l : (586)

Kokkusurumatuse tingimust v6ib vaadelda kui tiheduse p konstant-
sust ajas gt = 0 ja ruumis V - p = p, = 0. Seega, lokaalse massi

jaavuse seaduse pohjal

dp
875

:0

+ (%) = pa P pt =t =0
=0

Seega on vedeliku kokkusurumatuse tingimus valjendatav kujul

V.-v=1v";=0. (5.87)
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Teisisonu, kokkusurumatu vedeliku puhul on kiiruse divergents null.
Vedelike korral on tingimust (5.87) mugav kasutada, sest nende
kéditumise uurimisel ongi peatdhelepanu pooratud kiirusele v.

Arvestades kokkusurumatuse tingimust (5.87) ning pinge- ja defor-
matsioonitensori stimmeetriat, saame Navier’-Stokesi vorranditele

(5.86) kuju

ov* kool k !
p E—FU Gv | = pft = pr + pok (5.88)

Kui arvestada jargmisi seoseid

)
vk;llgk = grad [y — curlw,

I; = diVVZV-VZUk;k,

0
_ sk 9 _
curlw =V X w,
w=curlv=V xXv,

| VX (Vxv)=V(V-v)— V3,

siis saame esitada Navier’-Stokesi vorrandid (5.88) vektorkujul:

pv = pf — gradp + p grad divv — pcurlcurlv
ehk (5.90)
pv = pf —Vp+ uViv.
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Epiloog

Olles oma opingutega joudnud siia punkti, peaks lugejat valdama
tunne, et pideva keskkonna mehaanika on midagi ebareaalset®. Vaa-
deldud néited kujutavad endast idealiseeritud probleeme. Kui aga
moelda iikskoik millise praktilise probleemi peale, saame aru, et
mitte likski pakutud lahendustest pole otseselt rakendatav: reaalse-
te materjalide kaitumine on komplitseeritud; reaalsed objektid pole
korraparase kujuga, pigem vastupidi, nad on iildjuhul ebaregulaar-
se kujuga; materjali omadustest prevaleerivad mittehomogeensus ja
anisotroopia; mittelineaarsus ilmutab end koikjal jne. jne. Siit ker-
kib kiisimus — kui néited on nii lihtsad, kas siis teooria on ikka
piisavalt iildine, et késitleda koiki praktikas ette tulevaid olukordi.

Kahjuks ei saa anda kindlat vastust. On tosi, et seoses mood-
sate arvutite rakendamisega on osutunud voéimalikuks mitmete
analiiiitilisete meetodite voimsuse suurendamine selliste piirideni,
millest nende meetodite loojad poleks osanud undki nidha (NB!
Fungi raamat ilmus 1965. aastal! Sel ajal ei osatud omakorda
undki nédha sellest, millised arvutusvoimsused on meil kasutada
tanapédeval!). Samas on paljud fundamentaalsed probleemid siia-
ni lahendamata. Enamgi veel, kui vélja arvata lineariseerimine, siis
paljudel juhtudel pole tegu mitte iiksnes piiratud analiilisivoimega,
vaid isegi ei teata, mida ja kuidas kiisida.

6K#esolev epiloog pohineb Y.C.Fungi 6piku Foundation of solid mechanics
epiloogil.
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Teisest kiiljest ei ole siin eesmérgiks jatta muljet, et inseneriproblee-
me voib lahendada suvaliste idealisatsioonide abil. Vastupidi, idea-
liseeritud tulemuste 6ige interpretatsioon voimaldab saada adek-
vaatseid lahendusi keeruketele probleemidele. Néiteks, paljud sillad
ja hooned on projekteeritud (lihtsate) trosside ja talade teooriate
baasil. Lennukid, laevad ja isegi kosmoselaevad on projekteeritud
peamiselt elastsusteooria baasil. Néib, et tuntud teadmiste oige ka-
sutamisega voib saavutada hdmmastavaid tulemusi.

Inseneride jaoks on aga pohikiisimus ikka ja alati olnud jargmine:
“Kuidas idealiseerida probleeme selliselt, et nad oleks kasitletavad
ja samas oleks vastavuses reaalse situatsiooniga?” Ka sellele
kiisimusele pole otsest vastust. Voib vaid 6elda, et akumuleerides
kogemusi, tdiustades analiiiisi meetodeid, luues iildisemaid (voi vas-
tupidi spetsiifilisemaid) ja tdpsemaid teooriaid, 6pime me samm
sammult aru saama reaalsest maailmast.

Lopetuseks tuleb veelkord rohutada, et kéesoleva kursuse pea-
eesmargiks oli anda iilevaade pideva keskkonna mehaanika pohi-
meetodeist ja pohivorrandeist, mis kehtivad nii tahkete kehade kui
vedelike ja gaaside puhul. Seetottu ei olnud konkreetsetele raken-
dustele pooratud samapalju tdhelepanu.
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