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2.11.6 Elementaarpinna muutumise kiirus

Lõpmata väiked vektorid dX(1) = dXL
(1)GL ja dX(2) = dXM

(2)GM †
LK-s (või dx(1) = dxl

(1)gl ja dx(2) = dxm
(2)gm EK-s) määravad läbi

vektorkorrutise elamentaarpinnad

dA = dX(1) × dX(2) ja da = dx(1) × dx(2), (2.335)

mida saab omakorda avaldada läbi kontravariantse baasi kujul

dA = dAKGK ja da = dakg
k, (2.336)

dAK = dA · GK =
(
dXL

(1)GL × dXM
(2)GM

)
· GK =

= dXL
(1)dXM

(2) (GL × GM)
︸ ︷︷ ︸

ǫLMNGN

·GK = . . . =

= ǫLMNδN
KdXL

(1)dXM
(2) = ǫLMKdXL

(1)dXM
(2);

dak = . . . = ǫlmkdxl
(1)dxm

(2).

(2.337)

Elemantaarpinna vektorite dA ja da kovariantsed komponendid
saab omakorda avaldada bivektorite dALM ja dalm kujul: ‡

dALM = ǫKLMdAK , dAK =
1

2
ǫKLMdALM ,

dalm = ǫklmdak, dak =
1

2
ǫklmdalm.

(2.338)

Kuna ǫLMK = ǫKLM ja ǫlmk = ǫklm, siis (2.337) ja (2.338) põhjal

dALM = 2dXL
(1)dXM

(2) ja dalm = 2dxl
(1)dxm

(2). (2.339)

Deformatsiooni käigus dXK → dxk = xk
,KdXK . Seega

dakl = 2dxk
(1)dxl

(2) = 2xk
,KdXK

(1)x
l
,LdXL

(2)

(2.339)
= xk

,Kxl
,LdAKL.

(2.340)
Rakendades (2.338) saame minna tagasi elementaarpinna vektorite
komponentidele

dak =
1

2
ǫklmxl

,Lxm
,MdALM =

1

2
ǫklmǫKLMxl

,Lxm
,MdAK . (2.341)
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Kuna saab näidata, et (vt. Eringeni ja Narasimhani õpikud)

ǫKLMǫklmxl
,Lxm

,M = 2JXK
,k ja J =

√
g

G
j, (2.342)

siis
dak = JXK

,kdAK ja dAK = J−1xk
,Kdak. (2.343)

Seega, materiaalne tuletis pinnaelemendist

D(dak)

Dt
=

D(JXK
,kdAK)

Dt
=

[
DJ

Dt
XK

,k + J
D(XK

,k)

Dt

]

dAK .

(2.344)

Materiaalne tuletis DJ
Dt

= Jvm
;m kuid

D(XK
,k)

Dt
määramiseks leiame ma-

teriaalse tuletise avaldisest xk
,KXK

,l = δk
l:

√

x
k
,K

D(XK
,l)

Dt
= −D(xk

,K)

Dt
X

K
,l

∣
∣
∣
∣
· XL

,k ⇒

D(XK
,l)

Dt
x

k
,KX

L
,k = −D(xk

,K)

Dt
X

K
,lX

L
,k

D(XK
,l)

Dt
δK

L = −v
k
;mx

m
,KX

K
,lX

L
,k

D(XL
,l)

Dt
= −v

k
;mδ

m
lX

L
,k = −v

k
;lX

L
,k.

Tähistades indeksid ümber, saame kokkuvõttes

D(XK
,k)

Dt
= −X

K
,lv

l
;k (2.345)

Avaldisest (2.344) saame nüüd

D(dak)

Dt
=

[
Jvm

;mXK
,k − JXK

,lv
l
;k

]
dAK =

=vm
;m JXK

,kdAK
︸ ︷︷ ︸

=dak

−vl
;k JXK

,ldAK
︸ ︷︷ ︸

=dal

.

Seega avaldub pinnaelemendi materiaalne tuletis (muutumise kii-
rus) kujul

D(dak)

Dt
= vm

;mdak − vm
;kdam. (2.346)


