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10 Raskuskese

10.1 Paralleeljoudude kese

Vaatleme jousiisteemi, mis koosneb n paralleelsest joust F1y, ..., F,, rakenduspunktidega
Ay, ..., A,. Teame, et selline jousiisteem taandub resultandiks. Toome sisse iihikvektori

Joonis 32: Paralleeljoudude kese

e || F;. Niiid F; = £Fje ja resultant R =) F, = > +Fe.

Kui niitid poorata koiki joudusid F; iihe ja sama nurga « vorra, siis ka R poérdub sa-
ma nurga « vorra. Jirgnevalt niitame, et erinevatele nurkadele o vastavate resultantide
mojusirged l6ikuvad iihes ja samas punktis C', mida nimetatakse paralleeljoudude kesk-
meks. Tahistame punktide A; kohavektorid r; ja rakendame Varignon’i teoreemi —

Mo(R) =r¢ xR = Zri x F; ehk
ro X Z(j:Fi)e = Zri x (£F;)e ehk (39)
[Z(:I:F@)} ro X e= [Z(:I:Fzrl)} X e.

Kui niitid poorata vektoreid e ja tahta, et valem (39) kehtiks iga e puhul, siis peavad
nii v.p. kui p.p. vordusmérki olema ka esimesed tegurid vordsed, st., [> (£F;)|rc =
> (£Fr;)] ehk

Z :tFlI'z
== v 40
o= 2 (40)
Kui projekteerida viimane avaldis koordinaattelgedele saame
_ Z tFx; . Z +Fy; . Z T Fiz (41>

To = Z:i:E, yC_ Z:l:Fz’ c = Z:l:Fl

Saadud punkti C' ongi paralleeljoudude kese.
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10.2 Raskuskese

Jéiga keha raskuskeskme leidmiseks rakendame eelmises punktis saadud valemeid. Eelda-
me, et keha on homogeenne, st. p = const.. Tdhistame elementaarruumala AV. Elemen-
taarruumalale AV; mojub raskusjoud AP; = pgAV,.

Joonis 33: Keha raskuskese

Raskusjoud AP; moodustavad paralleeljoudude siisteemi, mille kese

AP AV
Fc:%:--- :M_ (42)
STAP, YAV
Kui minna piirile AV; — 0, siis saame
rdV
re = fVT (43)
Kui projekteerime saadud tulemuse koordinaattelgedele, saame
[y zdV [ ydv 7%
—Jve VI =V 44
e 7 e T v (44)

Siimmeetriateoreemid.

1. Kui kehal leidub siimmeetriatasand, siis raskuskese asub sellel tasandil.

Toestus. Olgu = — y tasand keha stimmeetriatasandiks. Jérelikult vastab igale
suurusele zdV suurus —zdV ja fv zdV = 0 ning valemite (44) pdhjal zc = 0 s.t.,
raskuskese asub x — y tasandil.

g.e.d.

2. Kui kehal leidub stimmeetriatelg, siis raskuskese asub sellel teljel.

Toestus. Olgu z telg keha stimmeetriateljeks. Seega vastavad igale suurusele xdV
ja ydV suurused —zdV ja —ydV. Seega fv xdV =0 ja fV ydV = 0 ning valemite
(44) pohjal xc = yo = 0 s.t., raskuskese asub z teljel.

g.e.d.
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Joonis 34: Tasapinnalise kujundi raskuskese

Tasapinnalise kujundi raskuskese (pinnakese). Vaatleme konstantse paksusega ta-
sapinnalist kujundit, mille paksus h on konstantne ja zy tasand on siimmeetriatasand.

Niiiidd V' = Ah ja dV = dAh (A kujundi pindala) ja valemid (44) saavad kuju

[ zdA J ydA
re =T we =T

Saadud punkti C' nimetatakse tihti ka pinnakeskmeks (eeldades, et h — 0).

(45)

Joone (kaare, kovera) raskuskese. Vaatleme iihtlase (konstantse) ristloikega traadist
koverat. Niitiid V = Al ja dV = Adl (A traadi ristloike pindala, [ traadi pikkus) ja valemid

i
L 'y

Joonis 35: Joone raskuskese

(44) saab esitada kujul

di di di
Jiz _ Jydt zC:—fl; . (46)

To = —7F, )
c I Yo I

Siin di? = da? + dy* + d2*. Kui y = y(x) ja 2 = z(x) siis saame viimasest avaldisest

dl = /1 +y? + 22

10.3 Tiikeldus- ja tdiendusmeetod

Sageli onnestub jagada vaadeldav keha lihtsateks osakujundeiks, mille raskuskeskme koor-
dinaadid on teada. Vaatleme algul homogeenseid kehi. Kui tdhistada i-nda osakujundi
ruumala V; ja raskuskeskme koordinaati (x¢,, yc,, z¢,), siis saab 3D keha raskuskeskme
méadrata valemeist

2 1o Vi > ye,Vi >z, Vi
— 2 — L = ! . 4
D S D S A D D) )

Seda nimetatakse tikeldusmeetodiks.
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Tasapinnalise kujundi puhul kasutatakse valemeid

To = LZZZ » Yo = Lgilz , 2c=0 (48)

ja kaare puhul

1 1; 1;

To = > T, L yo = 2. Yo, R >z, . (49)
ol >l >

Kui kehal esineb viljaloikeid, siis valemeis (47)—(49) loetakse viljaldigete ruumalad, pind-

alad voi pikkused negatiivseteks. Seda nimetatakse tdiendusmeetodiks. Nimetatud meeto-
dite samaaegsel rakendamisel on aga tegu tikeldus- ja taiendusmeetodiga.

Mittehomogeensed kehad. Valemid (42)—(49) kehtivad homogeensete kehade jaoks.
Kui vaadeldav keha koosneb aga erinevast materjalist osakujundeist, siis tuleb tiikeldus-
ja tdlendusmeetodi puhul seda arvesse votta, st. valemites (47)—(49) tuleb ruumalade,
pindalade ja pikkuste asemel kasutada kas masse voi kaale. Naiteks valemid (47) saavad
kuju
oo — Zxcim17 o — Zyoimz’ o — 2 Fimi. (50)
2. m; > m 2.

10.4 Naiited

1. Leida ringjoone kaare raskuskeskme koordinaat kui ringjoone raadius on R, vas-
tav kesknurk 2, ringjoone keskpunkt asub koordinaatide alguses ja x telg on
siimmeetriateljeks.

A
3 RH Aoy g ot

x 0 X
20 g R 2ud.

Nowde 4 Nowds 2

Joonis 36: Raskuskeskme leidmise naited.

Lahendus. Kuna z telg on siimmeetria teljeks, siis yo = 0 ja vastavalt valemile
(46)

dl
ro = 122 (51)
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Toome sisse polaarkoordinaadid r ja ¢. Niilid x = Rcosy, dl = Rdy ja |l = 2aR
ning

1 «

=5k 7QRCOSQORdg0:

o

_ Rsin« (52)

«

2. Leida ringi sektori ja poolringi raskuskeskme koordinaat kui ringi raadius on
R, vastav kesknurk 2q, ringi keskpunkt asub koordinaatide alguses ja x telg on
siimmeetriateljeks.

Lahendus. Jaotame vaadeldava sektori elementaarsektoriteks kesknurgaga d.
Piiril dp — 0 on need sektorid lihendatavad kolmnurkadega. Selliste kolmnurka-
de raskuskeskmed asuvad ringi keskpunktist kaugusel 2R /3. Rakendades eelmises
néites tuletatud valemit ja vottes raadiuse vordseks 2R/3, saame niiiid

_ 2Rsina

- 53
ro 3a (53)

Stimmeetria tottu yo = 0. Poolringi puhul @ = 0.57 ja x¢ = %.

3. Leida poolkera raskuskeskme koordinaat kui kera raadius on R, kera keskpunkt asub
koordinaatide alguses ja z telg on siimmeetriateljeks.

Lahendus. Siimmeetria tottu ¢ = yo = 0 ja valemist (44)

zdV
zZc = fVV . (54)

Elementaarruumalaks dV valime horisontaalse ketta, mille paksus on dz ja mis asub
r — y tasapinnast kaugusel z. Niiiid

dV = m(R* — 2} dz (55)

10.5 Pappus-Guldini teoreemid

Pappus-Guldini I teoreem: Po6ordpinna pindala on vordne teda genereerinud kovera
kaarepikkuse ja selle kovera raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.
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Joonis 37: Pappus-Guldini teoreemid

Toestus: Vaatleme poordpinda, mille teljeks on z telg ja mille on genereerinud kover
pikkusega [ (joonis 37). Kovera elemendi dl poolt genereeritud péérdpinna pindala on
2mydl ja kogu poordpinna pindala

A=2rm /ydl. (57)
[
Kuna vastavalt valemitele (46) on joone raskuskeskme y koordinaat

ydl
Yo = flTa (58>
siis
A = 2mycl. (59)
qg.e.d.

Pappus-Guldini IT teoreem: Poordkeha ruumala on vordne teda genereerinud pinna
pindala ja selle pinna raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.

Toestus: Vaatleme poordkeha, mille teljeks on x telg ja mille on genereerinud tasapin-
naline kujund pindalaga A (joonis 37). Elementaarpinna dA poolt genereeritud elemen-
taarronga ruumala on 27ydA ja kogu poordkeha ruumala

V= on / ydA. (60)
A
Kuna vastavalt valemitele (45) on pinna raskuskeskme y koordinaat
/ A YdA
— JAT T 1
C A ) (6 )
siis
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