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Eessona

Kéesolev loengukonspekt on moeldud kasutamiseks Tallinna Tehnikaiilikooli tehnilise
fittisika eriala iiliopilastele staatika kursuse EMR0010 oppimisel (sobib ka vana dppeka-
va samanimelisele ainele koodiga EMR3020). Kursuse programm — <Staatika EMR0010
laiendatud programm 2004 /2005 &./a.> — kujutab endast antud loengukonspekti lahuta-
matut lisa. Seal on esitatud dppeaine eesméargid, maht, eeldusained ja soovitatav kirjandus
ning kirjeldatud antud aine oppimisel kehtivat tookorraldust. Loengukonspekti koostami-
sel olen ma seadnud esmaseks eesméargiks vabastada iiliopilased definitsioonide ja teoree-
mide sonastuste mehaanilisest iileskirjutamisest ja seetottu sisaldasid esimesed versioonid
viga vihe toestusi, valemite tuletuskiike ja jooniseid. Kuigi kdesolevasse versiooni on lisa-
tud suur hulk jooniseid, valemite tuletuskéike ja teoreemide toestusi, pole minu eesméargiks
olnud mitte uue opiku vaid siiski loengukonspekti kirjutamine. Kuna taolise loengukons-
pekti olemasolu korral on {ilidpilased vabastatud keskaegse munga tasemel t66st, st., defi-
nitsioonide ja teoreemide jarjekordsest {imberkirjutamisest, saab pohitdhelepanu pocrata
definitsioonide ja teoreemide sisu avamisele, valemite tuletuskéikudele, teoreemide toes-
tustele ning néiteiilesannetele. Teisisonu, kéesolev loengukonspekt annab vaid koos loen-
gus kirjapandud konspektiga tervikliku késitluse oppeainest staatika (ja sedagi vaid prog-
rammi ulatuses).

Loengukonspekti koostamisel on kasutatud praktiliselt koiki iilalnimetatud <Staatika
programmi> kirjanduse loetelus esitatud opikuid ja 6ppevahendeid. Kursuse iilesehitus tu-
gineb Tallinna Tehnikaiilikoolis teoreetilise mehaanika opetamisel véljakujunenud tradit-
sioonidele ja minu enda rohkem kui viieteistkiimne aastasele opetamiskogemusele Tallinna
Tehnikaiilikoolis. Phigpikuna on soovitatud kasutada Ulo Lepiku ja Lembit Rootsi dpikut
<Teoreetiline mehaanika>. Pean seda parimaks eestikeelseks opikuks antud valdkonnas,
sest definitsioonid ja teoreemid on seal sonastatud lithidalt ja selgelt ning késitletavate
probleemide olemus on avatud pohjalikult. Teised eestikeelsed opikud ja 6ppevahendid
jaavad selles osas Lepiku ja Rootsi opikust kaugele maha. Selguse poolest jargmine on
minu arvamuse jirgi vene keelest tolgitud teoreetilise mehaanika 6pik, mille autoriks on
Semjon Targ. Naiteiilesanded loengukonspekti kéesolevas versioonis puuduvad. Seetéttu
tuleks kontrolltéodeks ja eksamiks 6ppimisel ning kodutéode tegemisel kasutada loengu ja
harjutustundide materjale ning <Staatika Programmis kirjanduse loetelus metoodiliste
abimaterjalidena esitatud oppevahendeid. Harjutustundides lahendatavad iilesanded on
valdavas osas esitatud iilesannete kogus — A. Salupere. Staatika iilesanded. Tallinn 2003,
http://cens.ioc.ee/ salupere/loko.html.

Andrus Salupere
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1 Sissejuhatus

Kursuse alguseks avame monede pohimoistete sisu.

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside liikumist, selle
lilkumise pohjusi ja tagajargi.

Teoreetiline mehaanika ehk absoluutselt jiiga keha mehaanika ehk klassikaline

mehaanika uurib absoluutselt jiaikade kehade liikumist ja paigalseisu neile rakendatud
joudude toimel.

Absoluutselt jiiga keha mistahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne. Koéik
kehad, mida me antud kursuses vaatleme, loeme absoluutselt jaikadeks. Tegelikult on siin
loomulikult tegu abstraktsiooniga — me loeme deformatsioonid viikesteks ja ei vota neid
arvutuste tegemisel arvesse.

Laias laastus voib teoreetilise mehaanika jagada staatikaks ja dinaamikaks.
Staatika uurib:

1. kehade tasakaalu (tédpsemalt Geldes kehadele rakendatud jousiisteemide tasakaalu);

2. jousiisteemide lihtsustamist ehk taandamist.
Diinaamika vo6ib omakorda jagada kolmeks osaks:

1. Kinemaatika, mis uurib liikumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

2. Punktmasside ja jidikade kehade diinaamika ehk klassikaline diinaamika,
mis uurib punktmasside ja jdikade kehade litkumist neile méjuvate joudude toimel.

3. Analiiiitiline mehaanika, mis baseerub integraal-, diferentsiaal- ja variatsioonar-
vutusel ning tegeleb mehaanikaiilesannete iildiste lahendusmeetodite leidmisega.
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2 Joud ja jousiisteem

2.1 Jou moiste

Klassikalistes mehaanikakursustes késitletakse joudu kui kehade vastastikuse moju mootu.
Selline ldhenemisviis on téiesti piisav nii kéesoleva staatika kui ka jargneva diinaamika
kursuse puhul. Seega kasutame jargnevat jou definitsiooni:

Joud on kehade vastastikuse moju moodduks.

e Vastastikune moju voib olla nii otsene (kehad on omavahel konaktis) kui kaudne
(niiteks gravitatsioonijoud).

e Jou péritolu voib olla viga erinev. Néiteks elastsusjoud, grvitatsioonijoud, elektro-
magnetjoud jne. Tavaliselt uuritakse mehaanikas vaid jou moju vaadeldavale kehale
ning ei tunta jou fiitisikalise olemuse voi paritolu vastu huvi.

e Jou toimel voib keha kas deformeeruda voi omandada kiirenduse.

e Joud on vektor (vektoriaalne suurus)! Teda iseloomustavad: 1) moodul ehk arvéértus
ehk suurus; 2) suund (siht); 3) rakenduspunkt. Triikikirjas tédhistatakse jouvektoreid
tavaliselt F, P, G jne., késitsi kirjutades aga tehakse vastava tidhe kohale kriips voi
nool.

Jou mojusirgeks nimetatakse sirget mille sihis antud joud mojub. Teisisonu, jou moju-
sirge on sirge millel on antud jouvektoriga rohkem kui iiks {ihine punkt.

Vilisjoud ja sisejoud

Vilisjoud — joud, millega teised kehade mojuvad vaadeldavale kehale.

Sisejoud — vaadeldava keha osade vahel mojuvad joud.

2.2 Jousiisteemi moiste

Jousiisteemiks nimetatakse kehale mojuvate joudude kogumit.

Jaotus:

Koonduv jousiisteem — koonduvasse jousiisteemi kuuluvate joudude mojusirged
loikuvad iihes ja samas punktis.

Paralleeljoudude siisteem — paralleeljoudude siisteemi kuuluvate joudude mojusirged
on paralleelsed.

Uldine j6usiisteem — jousiisteemi, mis pole ei koonduv jousiisteem ega paralleeljoudu-
de siisteem nimetatakse iildiseks jousiisteemiks.

Tasapinnaline jousiisteem — tasapinnalisse jousiisteemi kuuluvate joudude maojusir-
ged asuvad iihel ja samal tasandil.
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Ruumiline jousiisteem — ruumilisse jousiisteemi kuuluvate joudude mojusirged ei asu
ithel ja samal tasandil.

Ulaltoodud jousiisteemide liigid pole iiksteist vilistavad. Niiteks voib koonduv jdusiisteem
olla nii ruumiline kui tasapinnaline.

2.3 Jou projektsioon teljel, jou komponendid ja jou projekt-
sioon tasandil

Koordinaadid ja koordinaatteljed. Uldjuhul kasutame Descartes’i ristkoordinaate
(DRK). Koordinaatteljed peavad moodustama parema kie kolmiku (vt. joonis 1). Umber
telje toimuva poorde positiivne suund maéairatakse kruvireegliga — podorde suund on
positiivne kui selle kéigus liigub parema kée kruvi telje positiivses suunas.

%f @y b ¢ ¢)

X
et o e T e
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X
Joonis 1: Parema kée teljestikud ja poorde positiivsed suunad.

Jou projektsioon teljel on skalaar. Vastavalt definitsioonile on vektori projektsioon
vordne teljesuunalise iihikvektori ja selle vektori skalaarkorrutisega. Joonisel 2 kujutatud
juhtudel seega

Joonis 2: Jouvektori projektsioonid ja jouvektori komponendid.

F,=F-i;, F,=F-j;
Q.=Q-i;, Q,=Q-j; Q.=Q-k
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Samas on selge, et arvutuste teostamisel on mugavam kasutada valemeid

F, = Fcosa = F'siny; gm - gcosg; )
= () cos [3;
F, = Fcos3 = —Fsina = —F cos"; Y
Q. = Qcosn.

Jou komponent on vektor. Vaadaldaval juhul seega

F=F,+F,=Fi+F,j; 5
Q:Qx+Qy+Qz:QZi+Qyj+sz~

Valemis (3) on suurused F,, F,, Q,, Q, ja Q. joudude F ja Q koordinaattelgede z,y ja z
sihilised komponendid ning suurused F, F,, @4, @, ja Q. joudude F ja Q projektsioonid
koordinaattelgedel =,y ja z.

Jou projektsioon tasandil on vektor. Joonisel 3 kujutatud juhul on projektsiooni Fy,
moodul F,, = fcosA.

Joonis 3: Jou projektsioon tasandil.

Joudude tahistamise puhul joonistel loobume edaspidi iildjuhul vektori mérkidest (rasva-
sest kirjast triikitud t66 puhul) ja kirjutame jouvektori juurde vaid tema pikkuse.

2.4 Joudude liitmine

Kuna joud on vektor, siis toimub joudude liitmine tédpselt samuti kui vektorite liitmine:
n
R=)F, (4)
i=1

Geomeetriline liitmine. Joudude geomeetriliseks liitmiseks tuleb konstrueerida
jourdopkiilik voi jouhulknurk.
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Analiiiitiline liitmine. Joudude analiiiitiliseks liitmiseks tuleb koéik liidetavad joud
projekteerida koordinaattelgedele, liita saadud projektsioonid ning seejérel arvutada re-
sultandi moodul ja suunakoosinused.

RxZEFixa Ry:;Fiya Rz:;Fim

R=\/R+ R+ R (5)
cosa—& cosﬁ—& cos _ B
_R7 _R7 7—R

3 Staatika aksioomid ja pohiiilesanded

I Tasakaalu aksioom: Kaks absoluutselt jdigale kehale rakendatud joudu on tasakaa-
lus siis ja ainult siis kui neil on iithine mojusirge ja nad on vordvastupidised.

IT Superpositsiooni aksioom: Tasakaalus olevate joudude lisamine voi drajdtmine
ei mojuta keha tasakaalu.

Néitame, et superpositsiooni aksioomi pohjal voib lugeda jou rakendatuks tema mojusirge
mistahes punkti.

1. Algselt on punkti A rakendatud joud F; (joonis 4 a).

2. Valime jou F; mojusirgelt suvalise punkti B. Vastavalt superpositsiooni aksioomile
voime punkti B lisada tasakaalus olevad joud F, ja Fj3 nii, et Fy = —F3 = F,
(joonis 4 b).

3. Kuna joud F; ja F3 on tasakaalus, siis voib nad dra jatta. Seega olemegi asendanud
punkti A rakendatud jou F; punkti B rakendatud jouga F, = F.

Joonis 4: Jareldus superpositsiooni aksioomist.

Jareldus: Joud on libisev vektor — teda voib lugeda rakendatuks oma mojusirge mis-
tahes punkti.



3. Staatika aksioomid ja pohitlesanded 7

IIT Jouroopkiiliku aksioom:  Kaks iihte punkti rakendatud joudu voib asendada iihe
jouga, mis on rakendatud samasse punkti ja kujutab endast antud joududele ehitatud
roopkiiliku diagonaali.

Joudu, millega saab asendada need kaks antud joudu, nimetatakse resultandiks.

IV Mgju ja vastumgju aksioom (Newtoni IIT seadus): Kaks keha mojutavad
teineteist sama mojusirget omavate vordvastupidiste joududega.

V Jiigastumisaksioom: Kui deformeeruv keha lugeda deformeerunud olekus abso-
luutselt jdigaks siis antud jousiisteemi puhul keha tasakaal ei muutu.

Néiteks rihm, ahel, n6or jne.

VI Sidemete aksioom ehk sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha
voib vaadelda vaba kehana kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega. (Sidemeid ja
sidemetest vabastamist vaadeldakse 1dhemalt jargmises paragrahvis.)

Tasakaalus olev jousiisteem. Jousiisteemi, mis mojudes paigalseisvale kehale ei kutsu
esile selle litkkumist, nimetatakse tasakaalus olevaks jousiisteemiks.

Ekvivalentsed jousiisteemid. Jousiisteeme nimetatakse ekvivalentseteks, kui neil on
sama moju vaadeldavale kehale, voi nad on saadud iiksteisest kasutades staatika aksioome.

Newtoni seadused

I Punktmass on paigal voi liigub iihtlaselt ja sirgjooneliselt kui talle méjuvad joud on
tasakaalus

IT Punktmassi kiirendus on talle méjuva jouga vordeline ja samasuunaline: F = ma

IIT Vt. IV aksioom

Newtoni gravitatsiooniseadus:

Mm m?

F=G—, kus G=6,673-10""—
r g2-8S

Staatika pohiiilesanded:

1. Antud jousiisteemi taandamine lihtsaimale kujule.

2. Antud jousiisteemi tasakaalutingimuste méadramine.
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4 Sidemed, sidemereaktsioonid ja
sidemetest vabastatavuse printsiip

Sidemeteks nimetatakse keha liikumist kitsendavaid tingimusi. Tavaliselt moodustab
sideme mingi teine keha. Ndited

Vabaks kehaks nimetatakse keha, mille liitkumist ei piira mitte {ikski tingimus. Vaba
keha saab antud asendist iile viia mistahes uude asendisse.

Sidemereaktsioon ehk reaktsioonjoud on joud, millega sidet moodustav keha
mojub vaadeldavale kehale. Reaktsioonjoudusid nimetatakse ka passiivseteks joudu-
deks, koiki teisi joudusid aga aktiivseteks joududeks.

Inseneriiilesannete puhul nimetatakse sidemeid tihti ka tugedeks ja vastavaid reakt-
sioonjoudusid toereaktsioonideks.

Sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha v6ib vaadelda vaba kehana kui
asendada sidemed sidemereaktsioonidega.

Sidemete liigid. Selleks, et méirata kehale mojuva jousiisteemi tasakaalutingimusi,
st., lahendada iiht kahest staatika pohiiilesandest, tuleb vaadaldavale kehale rakenda-
da sidemetest vabastatavuse printsiipi. Viimase rakendamiseks on omakorda vaja teada
millised reaktsioonjoud vastavad konkreetsele sidemele. Allpool ongi esitatud mehaanika
iilesannetes sagedamini esinevad sidemed ja vastavad reaktsioonjoud. Parema loetavuse
huvides on enamikel juhtudel joonistele 5-12 kantud vaid reaktsioonjéud.

Joonis 5: Sileda pinna reaktsioon

Sile pind (joonis 5). Kui keha toetub siledale pinnale, siis hoordejoudu iilesande la-
hendamise puhul arvesse ei voeta. Jéarelikult on keha liitkumine takistatud vaid kok-
kupuutepunktis méaédratud iihise normaali sihis ja side tuleb asendada selle iihise
normaali sihilise jouga (joonis 5 a). Tihti nimetatakse sellist sidemereaktsiooni nor-
maalreaktsiooniks ja vastavat sidet vabaks toetuseks. Joonistel 5 b) ja c¢) on kuju-
tatud moned sileda pinna reaktsiooni erijuhud.
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Joonis 6: Kareda pinna reaktsioon.

Kare pind (joonis 6). Kareda pinna puhul voetakse arvesse ka hoordejoud ja seetottu
on keha litkumine takistatud nii normaali kui puutuja sihis. Summaarne reakt-
sioonjoud (kareda pinna reaktsioon) on normaalreaktsiooni N4 ja hoordejou F ¢
geomeetriline summa, st. F4 = Ny 4+ F 4.

Ay

Vi

Joonis 7: Liitkumatu liigend reaktsioon.

Liikumatu liigend! (joonis 7). Punktis, kus keha on kinnitatud liikumatu liigendiga
on takistatud koik siirded (st., et see punkt peab jadma paigale), kuid lubatud on
keha poodrded {imber kinnituspunkti. Liikumatu liigendi reaktsiooni suund soltub
aktiivsetest joududest ning pole iildjuhul ette teada. Seetottu viljendadakse ta ta-
valiselt koordinaattelgede sihiliste komponentide kaudu. Tasapinnalise joususteemi
puhul néiteks F4 = F 4, +F 4, (joonis 7 a) ja ruumilise puhul F4 = F 4, +F 4, +F 4,
(joonis 7 ¢). Vastavaid liigendeid nimetatakse silindrilseks ja sfdiriliseks. Kuna
ka komponentide F 4,,F 4, ja F4, suund pole iildjuhul enne iilesande lahenda-
mist teada, siis mérgitakse nad joonisele tavaliselt nii kuidas on mugavam. Kui
iilesande lahendamisel saadi vastavale projektsioonile positiivne véartus, siis on joo-
nisel naidatud suund 6ige. Kui aga projektsioonile saadi negatiivne véartus, siis
on reaktsioonjou tegelik suund vastupidine joonisel naidatule. Liikumatu liigendi
tahistamiseks kasutatakse viga erinevaid tingmérke, moned nest on esitatud jooni-
sel 7 b).

'Moénes &pikus nimetatakse liigendit liigendtoeks ja mones Sarniiriks
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Joonis 8: Liigendi reaktsioon.

Liigend (joonis 8). Kui kaks keha on omavahel iihendatud liigendiga siis tuleb
ithenduspunkti vaadelda kui liikumatut liigendit: {ihenduspunktis mojuva reakt-
sioonjou suund pole teada ja joonisele mérgitakse kaks koordinaattelgede sihilist
komponenti. Seejuures tuleb muidugi jélgida, et oleks rahuldatud Newtoni kolmas
seadus: kaks keha mojutavad teineteiset vordvastupidiste joududega.

K o o e
a) £) ¢) ) e)
?)

9) L)

Joonis 9: Liikuva liigendi, rulli, liuguri ja ratta reaktsioonid.

Liikuv liigend, rull (voi kuul), liugur, ratas. Vastavad sidemed (toed) on kujuta-
tud joonistel 9 a)-d). Selliste sidemete reaktsioonid on analoogsed sileda pinna
reaktsiooniga ning on suunatud piki toetuspinna normaali (joonis 9 e). Nagu liiku-
matu liigendi puhul, pole ka liikuva liigendi tdhistamisel erinevate opikute autorid
tiksmeelel: joonistel 9 a), ), g) ja h) on toodud neli enamlevinud tahistust.

Kerge varras (joonis 10). Selliste sidemete puhul on molemas varda otsas liigendid,
kuid kuna kerge varda puhul ei voeta arvesse varda kaalu, siis tuleb reaktsioonjou
leidmisel vaadelda kahte juhtu.
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" B

Joonis 10: Kerge varda reaktsioon.

1. Varda otspunktide vahel ei moju joudusid ega momente: vardad AB ja C'D
joonisel 10. Antud juhul on reaktsioonjoud suunatud piki varda otspunkte
ithendavat sirget soltumata sellest, kas on tegu sirge voi kovera vardaga.

2. Varda otspunktide vahel méjub joud voi moment: varras I.J joonisel 10. Sel
juhul on reaktsioonjoud analoogne liikumatu liigendi reaktsiooniga.

Joonis 11: Painduva ithenduse reaktsioon.

Painduv iihendus (n66r, kéis, tross jms. joonis 11). Nagu kerge varda puhul,
jaetakse ka siin sidet moodustava keha (trossi jms.) kaal tavaliselt arvesse votma-
ta. Erinevalt kergest vardast, mis voib téotada nii survele kui tombele, saab pain-
duv iihendus tootada vaid tombele. Reaktsioonjoud on suunatud piki painduvat
ithendust.

Jiik kinnitus? (joonis 12). Vaadeldava sideme puhul on takistatud nii kinnituspunkti
siirded kui keha poorded iimber kinnituspunkti. Néiteks on tala kas seina miiiiritud
voi teise keha kiilge keevitatud. Seega on tasapinnalise jousiisteemi puhul reaktsioo-
nideks kaks jou komponenti ja iiks moment: F4,, F4, ja My (joonis 12 b) ning
ruumilise jousiisteemi puhul kolm jou komponenti ja kolm momendi komponenti
FAI,, FAy 5 FA2’7 MAxa MAy ja MAZ (jOOIliS 12 C).

2Kasutatakse ka terminit kinnistugi
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Joonis 13: Jaiga kinnituse reaktsioon.

Joonkoormus. Tasapinnaliste staatika iilesannete puhul on sageli moistlik osa koor-
musi esitada nn. joonkoormusena. Joonkoormuse mootithikuks on N/m. Joonisel 13 on
esitatud kaks enamesinevat joonkoormust: ristkiilikkoormus ja kolmnurkkoormus. Esime-
ne neist mojub 16igul pikkusega a ja tema intensiivsus on p, teine mojub 16igul pikkusega b
ja tema maksimaalne intensiivsus on ¢. Nooled néitavad koormuse mojumise suunda. Sel-
liseid joonkoormust iseloomustavaid diagramme (graafikuid) nimetatakse joonkoormuse
epiitirideks. Staatika iileasnnete puhul asendatakse joonkoormused iiksikjoududega, mis
mojuvad 14bi epiiiiri pinnakeskme ja mille moodul on vordne epiiiiri pindalaga.

Kokkuvottes tuleb 6elda, et kuna erinevate riikide ja erinevate koolkondade autorid
kasutavad sidemete jaoks erinevaid tahistusi, siis tuleb iilesannete lahendamise puhul lu-
geda tédhelepanelikult iilesande teksti, et oleks voimalik otsustada, milline side on millises
keha punktis. Joonistel 14-16 on esitatud moned inglisekeelsest kirjandusest périt naited
sidemetest ja sidemereaktsioonidest.



4. Sidemed, sidemereaktsioonid ja sidemetest vabastatavuse printsiip

13

MODELING THE ACTION OF FORCES IN TWO-DIMENSIONAL ANATLYSIS

Type of Contact and Force Origin

Action on Body to be Isolated

Flexable cable, belt, i

chain, or rope ———
W

Weight of cable 5
net nepligible &

Weight of eable
negligible

Force exerted by a flexible
cable is always a tensionaway
from the body in the direction
of the cable.

Smooth surfaces

e
i g
T
S
N/ ~

Contact force is compressive
and is normal to the surface.

Rough surfaces

o

r
s
R"‘JN

Rough surfaces are capable of
supporting a tangentisl com-
ponent F (frictional force) as
well a5 a normal component N
of the resultant contact force .

]

A
v

Roller, rocker, or ball support
transmits a compressive force
normal to the supporting
surface.

Collar or slider free to move

along smooth guides; can sup-
[ (o) | port foree normal to guide only.
N N
PFin connection
A freely hinged pin connection
is capable of supporting a force

in any direction in the plane
normal to the axis; usually
shown as iwo components R,
and R,. A pin not free to turn
may also support a couple M.

Built-in or fixed support

A built~in or fixed support is
capable of supporting an axial
force F, a transverse force V
{shear force), and a couple M
{bending moment) to prevent
rotation.

Gravitational attraction

p
2

The resultant of gravitational
attraction on all elements of a
body of mass m is the weight
W=mg and acts toward the
center of the earth through the
canter of mass .

Spring action

3 ; Linear Nonlinear
£ N
binsisn % Fl g F Hardisnms
VAW~ ;
; Softening
x x

Spring force is tensile if spring
iz stretched and compressive if
compressed. For a linearly
elastic spring the stifness k is
the force required to deform
the spring a unit distance.

Joonis 14: Niiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest I
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X Number of
Support or Connection Reaction
PP - Unknowns

: 1
Rocker Fntitioniess Force with known
surface ; >
line of action
Short cable Short link Force with known
line of action
'd
/
900 !.f"
==
£ ! 1
!.-’
Collar on Frictionless pin in slot Force with known
frictionless rod line of action
S w
2
Frictionless pi h e
1lct-10]1:]1j ess pin Rough surface | RO S
QEAIEE direction
Rl ; 3

St

Fixed support

Force and couple

Joonis 15: Niiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest 11
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Force with known
line of action

Ball Frictionless surface {one unknown)

////,//°

Force with known

line of action
{one unknown),

Cable

e S
" Roller on
rough surface

Two force components

Ball and socket

Universal

Three force components
joint and one couple

and three couples

Three force components

G,

1

D
“oMy)

Two force components
{and two-couples)

ik

Hinge and bearing supporting

Pin and bracket axial thrust and radial load

@(My)

e

@\‘.\\ Fz
(M)

Three force components
(and two couples)

Joonis 16: Niiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest I11
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Naiide.? Vabastada nummerdatud kehad sidemetest ja mirkida neile mojuvad joud.
Kehad 1, 2, 3, 4 ja 7 on rasked, iilejainud lugeda kergeteks®.

Joonis 17: Néide: joudude mérkimine

5 Koonduva jousiisteemi tasakaal

Koigepealt tuletame meelde koonduv jousiisteemi ja jousiisteemi resultandi definitsioonid.

Jousiisteemi nimetatakse koonduvaks kui koikide vaadeldavasse siisteemi kuuluvate joudu-
de mojusirged 16ikuvad iihes ja samas punktis.

Joustisteemi resultant on (iiks) joud, mis on ekvivalentne vaadeldava jousiisteemiga. (Re-
sultandi maiste juurde tuleme tagasi 8. peatiikis, kui késitleme jousiisteemi taandamist.)

Joonis 18: Koonduva jousiisteemi asendamine resultandiga.

Teoreem. Koonduv jousiisteem on ekvivalentne resultandiga, mis on rakendatud vaa-
deldava siisteemi joudude mojusirgete loikepunkti.

Toestus. Vaatleme n joust koosnevat koonduvat jousiisteemi. Lahtudes superpositsioo-
niaksioomist (tdpsemalt Geldes jareldusest, et joud on libisev vektor) rakendame kaik joud
nende mojusirgete 16ikepunkti O (joonis 18). Seejirel rakendame korduvalt jourcopkiiliku
aksioomi:

Ri2=F1+F;, Rigg=F3+Ris, Rizsa=F;+Rizs, ... Ri,=R= Z F;
i=1

3Ulesande lahendus esitatakse loengus.
4Raskete kehade puhul tuleb votta arvesse nende kaal, kuid kergete puhul mitte.
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Seega olemegi asendanud n joust koosneva koonduva jousiisteemi iihe jouga, mis on ra-
kendatud punkti O.

q.e.d.

Teoreem. Koonduv jousiisteem on tasakaalus siis ja ainult siis kui tema resultant on
vordne nulliga (nullvektoriga)

R:Zn:Fi:O. (6)

Toestus. Antud juhul tuleb tdestada nii tarvilikkus kui piisavus.

Piisavuse toestamiseks tuleb néidata, et kui koonduv jousiisteem on tasakaalus, siis on
tema resultant vordne nulliga.

Kui tahistada

n—1
R =) F;, (7)
i=1
siis avaldub jousiisteemi resultant kujul

st. kahe jou summana. Kuna jousiisteem on tasakaalus, siis vastavalt tasakaalu aksioomile
peavad need kaks joudu olema vordvastupidised ja omama sama mojusirget. Jarelikult
R =R*"+ F, = 0 ja piisavus on toestatud.

Tarvilikkuse toestamiseks néditame, et kui koonduva jousiisteemi resultant on vordne nul-
liga, siis on koonduv jousiisteem tasakaalus.

Tuleme tagasi avaldiste (7) ja (8) juurde. Kuna R = R*+F,, = 0, siis vastavalt tasakaalu
aksioomile peavad joud R* ja F,, olema tasakaalus.

g.e.d.

Joonis 19: Teoreem kolmest mitteparalleelsest joust.

Teoreem kolmest mitteparalleelsest joust? Kui kolm mitteparalleelset joudu on
tasakaalus, siis nad moodustavad tasapinnalise koonduva jousiisteemi.

SErinevad opikud annavad sellele teoreemile viga erinevaid sonastusi
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Toestus.  Vaatleme kolme joudu Fy, Fs ja F3 (joonis 19 a), mis vastavalt eeldusele
moodustavad tasakaalus oleva jousiisteemi. Seega peab nende jouvektorite summa olema
null. Teisisonu, nende kolme jou geomeetrilisel liitmisel saame kolmnurga (joonis 19 b).
Kuna kolmnurk omakorda méarab tasandi, siis on tegu tasapinnalise jousiisteemiga.

Téhistame joudude F; ja Fy mojusirgete loikepunkti O (joonis 19 a). Vastavalt
jouroopkiiliku aksioomile voime joud F; ja Fy asendada iihe jouga R* = F; 4+ F5. Kuna
joustlisteem on tasakaalus, siis R* + F3 = 0. Tasakaaluaksioomi pohjal peavad seega joud
R* ja F3 omama sama mojusirget ja olema vordvastupidised. Jarelikult peab ka jou Fj
mojusirge labima punkti O. Seega moodustavad joud Fy, F ja F3 tasapinnalise koonduva
jOusiisteemi.

g.e.d.
NB! Antud teoreemi poocrdteoreem ei kehti!

Tasakaalu analiiiitilised tingimused. Projekteeritme koonduva jousiisteemi tasakaa-
lutingimuse (6) kolmele koordinaatteljele, néiteks Descartes’i ristkoordinaatidele z,y ja

Z. PR
=1

¢ Fy=0 (9)
=1

\ =1

Tulemuseks ongi koonduva jousiisteemi tasakaalu analiiiitilised tingimused — koonduv
jousiisteem on tasakaalus siis ja ainult siis kui vaadeldavate joudude projektsioonide sum-
mad koigil kolmel koordinaatteljel vorduvad nulliga.

Mairkus. Need kolm koordinaattelge ei pruugi olla iiksteisega risti, kuid nad ei tohi
asuda iihel ja samal tasandil ja {ikski paar kolmest ei tohi olla paralleelne telgede paar.
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