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Eessona

Kéesolev loengukonspekt on moeldud kasutamiseks Tallinna Tehnikaiilikooli tehnilise
fiitisika eriala tiliopilastele staatika kursuse EMR0010 6ppimisel (sobib ka vana oppeka-
va samanimelisele ainele koodiga EMR3020). Kursuse programm — <Staatika EMR0010
laiendatud programms (vt. http://cens.ioc.ee/ salupere/loko.html) — kujutab en-
dast antud loengukonspekti lahutamatut lisa. Seal on esitatud oppeaine eesmérgid, maht,
eeldusained ja soovitatav kirjandus ning kirjeldatud téokorraldust.

Loengukonspekti koostamisel oli mul algseks eesmérgiks vabastada iiliopilased keskaegse
munga tasemel t06st, st. definitsioonide ja teoreemide jarjekordsest iimberkirjutamisest.
Kuigi loengukonspekti kéesolev versioon sisaldab palju jooniseid, valemite tuletuskiike ja
teoreemide toestusi, pole minu eesmérgiks olnud mitte uue opiku, vaid loengukonspekti
kirjutamine. Sellise loengukonspekti olemasolu korral saab loengutes ja harjutustundi-
des poorata pohitiahelepanu definitsioonide ja teoreemide sisu avamisele, valemite tule-
tuskéikudele, teoreemide toestustele ning néiteiilesannetele. Teisisonu, kédesolev loengu-
konspekt annab vaid koos loengutes ja harjutustundides kirjapanduga tervikliku késitluse
Oppeainest staatika (ja sedagi vaid programmi ulatuses).

Loengukonspekti koostamisel on kasutatud praktiliselt koiki iilalnimetatud <Staatika
programmi> kirjanduse loetelus esitatud opikuid ja oppevahendeid. Kursuse iilesehitus
tugineb Tallinna Tehnikaiilikoolis teoreetilise mehaanika dpetamisel viljakujunenud tra-
ditsioonidele ja minu enda ligi kahekiimneaastasele opetamiskogemusele Tallinna Tehni-
kaiilikoolis. Pahiopikuna soovitan kasutada Ulo Lepiku ja Lembit Rootsi 6pikut <Teoree-
tiline mehaanikas, mida pean parimaks eestikeelseks opikuks selles valdkonnas. Definit-
sioonid ja teoreemid on seal sonastatud lithidalt ja selgelt ning késitletavate probleemide
olemus on avatud pohjalikult. Teised eestikeelsed 6pikud ja Gppevahendid jadvad selles
osas Lepiku ja Rootsi opikust kaugele maha. Selguse poolest jargmine on minu arvamuse
jéargi vene keelest tolgitud teoreetilise mehaanika 6pik, mille autoriks on Semjon Targ.

Harjutustundides lahendatavad iilesanded on valdavas 0sas esitatud
iilesannetekogus ~ —  A. Salupere. Staatika  iilesanded. Tallinn 2006,
http://cens.ioc.ee/"salupere/loko.html. Niiteililesandeid on loengukonspekti
kéesolevas versioonis suhteliselt vidhe. Seetottu tuleks kontrolltoodeks ja eksamiks
oppimisel ning kodutodde tegemisel kasutada loengu ja harjutustundide materjale
ning <Staatika Programmi> kirjanduse loetelus metoodiliste abimaterjalidena esitatud
oppevahendeid.

Andrus Salupere



1. Sissejuhatus 2

1 Sissejuhatus

Kursuse alguseks avame monede pohimoistete sisu.

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside liikumist, selle
liikumise pohjusi ja tagajérgi.

Teoreetiline mehaanika ehk absoluutselt jiiga keha mehaanika ehk klassikaline

mehaanika uurib absoluutselt jiaikade kehade liikumist ja paigalseisu neile rakendatud
joudude toimel.

Absoluutselt jaiga keha mis tahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne. Koik
kehad, mida me antud kursuses vaatleme, loeme absoluutselt jaikadeks. Tegelikult on siin
loomulikult tegu abstraktsiooniga — me loeme deformatsioonid véikesteks ja ei vota neid
arvutuste tegemisel arvesse.

Laias laastus voib teoreetilise mehaanika jagada staatikaks ja dinaamikaks.
Staatika uurib:

1. kehade tasakaalu (tdpsemalt deldes kehadele rakendatud jousiisteemide tasakaalu);

2. jousiisteemide lihtsustamist ehk taandamist.
Diinaamika vo6ib omakorda jagada kolmeks osaks:

1. Kinemaatika, mis uurib liikumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

2. Punktmasside ja jdikade kehade diinaamika ehk klassikaline diinaamika,
mis uurib punktmasside ja jiikade kehade litkumist neile méjuvate joudude toimel.

3. Analiiiitiline mehaanika, mis baseerub integraal-, diferentsiaal- ja variatsioonar-
vutusel ning tegeleb mehaanikaiilesannete iildiste lahendusmeetodite leidmisega.



2. Joud ja jousiisteem 3

2 Joud ja jousiisteem

2.1 Jou moiste

Klassikalistes mehaanikakursustes késitletakse joudu kui kehade vastastikuse moju mootu.
Selline lahenemisviis on téiesti piisav nii kéesoleva staatika kui ka jargneva diinaamika
kursuse puhul. Seega kasutame jargnevat jou definitsiooni:

Joud on kehade vastastikuse méju mooduks.

e Vastastikune mdju voib olla nii otsene (kehad on omavahel konaktis) kui kaudne
(néiteks gravitatsioonijoud).

e Jou péritolu voib olla viga erinev. Néiteks elastsusjoud, grvitatsioonijoud, elektro-
magnetjoud jne. Tavaliselt uuritakse mehaanikas vaid jou moju vaadeldavale kehale
ning ei tunta jou fiitisikalise olemuse voi péritolu vastu huvi.

e Jou toimel voib keha kas deformeeruda voi omandada kiirenduse.

e Joud on vektor (vektoriaalne suurus)! Teda iseloomustavad: 1) moodul ehk arvéértus
ehk suurus; 2) suund (siht); 3) rakenduspunkt. Triikikirjas téhistatakse jouvektoreid
tavaliselt F, P, G jne., késitsi kirjutades aga tehakse vastava tdhe kohale kriips voi
nool.

Jou mojusirgeks nimetatakse sirget, mille sihis antud joud mojub. Teisisonu, jou moju-
sirge on sirge, millel on antud jouvektoriga rohkem kui iiks iihine punkt.

Vilisjoud ja sisejoud

Vilisjoud — joud, millega teised kehade méjuvad vaadeldavale kehale.

Sisejoud — vaadeldava keha osade vahel mgjuvad joud.

2.2 Jousiisteemi moiste

Jousiisteemiks nimetatakse kehale mojuvate joudude kogumit.

Jaotus:

Koonduv jousiisteem — koonduvasse jousiisteemi kuuluvate joudude mojusirged
16ikuvad iihes ja samas punktis.

Paralleeljoudude siisteem — paralleeljoudude siisteemi kuuluvate joudude mojusirged
on paralleelsed.

Uldine j6usiisteem — jousiisteemi, mis pole ei koonduv jousiisteem ega paralleeljoudu-
de siisteem, nimetatakse iildiseks jousiisteemiks.

Tasapinnaline jousiisteem — tasapinnalisse jousiisteemi kuuluvate joudude maojusir-
ged asuvad iihel ja samal tasandil.
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Ruumiline jousiisteem — ruumilisse jousiisteemi kuuluvate joudude mojusirged ei asu
iihel ja samal tasandil.

Ulaltoodud jousiisteemide liigid pole tiksteist vilistavad. Niiteks voib koonduv jousiisteem
olla nii ruumiline kui tasapinnaline.

2.3 Jou projektsioon teljel, jou komponendid ja jou projekt-
sioon tasandil

Koordinaadid ja koordinaatteljed. Uldjuhul kasutame Descartes’i ristkoordinaate
(DRK). Koordinaatteljed peavad moodustama parema kie kolmiku (vt. joonis 1). Umber
telje toimuva poorde positiivne suund maéairatakse kruvireegliga — pdorde suund on
positiivne, kui selle kéigus liigub parema kée kruvi telje positiivses suunas.

%* a) Y 6) # (3)

:
0K $e>0 e e
Aia i

X
Joonis 1: Parema kie teljestikud ja poorde positiivsed suunad.

Jou projektsioon teljel on skalaar. Vastavalt definitsioonile on vektori projektsioon
vordne teljesuunalise iihikvektori ja selle vektori skalaarkorrutisega. Joonisel 2 kujutatud
juhtudel seega

Joonis 2: Jouvektori projektsioonid ja jouvektori komponendid.

F,=F-iy F,=F-j;
Q=Q1i @=Qj) Q=Qk
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Samas on selge, et arvutuste teostamisel on mugavam kasutada valemeid

Fx = Fcosa = FS]H")/, Qx - QCOSOZ;
F,=F i : Qy = Qcos f3; (2)
y = Fcos3=—Fsina = —Fcosv;

Q. = Qcosv.

Jou komponent on vektor. Vaadaldaval juhul seega

F=F, +F, = FitEj 5
Q:Qx+Qy+Qz:Qxi+Qyj+sz-

Valemis (3) on suurused F,, Fy, Q,, Q, ja Q. joudude F ja Q koordinaattelgede z,y ja z
sihilised komponendid ning suurused F, F,, @, Q, ja Q. joudude F ja Q projektsioonid
koordinaattelgedel =,y ja z.

Jou projektsioon tasandil on vektor. Joonisel 3 kujutatud juhul on projektsiooni Fy,
moodul F,, = F'cos \.

9

Joonis 3: Jou projektsioon tasandil.

Joudude tahistamise puhul joonistel loobume edaspidi iildjuhul vektori mérkidest (rasva-
sest kirjast triikitud t66 puhul) ja kirjutame jouvektori juurde vaid tema pikkuse.

2.4 Joudude liitmine

Kuna joud on vektor, siis toimub joudude liitmine tapselt samuti kui vektorite liitmine:
n
R=)F, (4)
i=1

Geomeetriline liitmine. Joudude geomeetriliseks liitmiseks tuleb konstrueerida
jouroopkiilik voi jouhulknurk.
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Analiiiitiline liitmine. Joudude analiiiitiliseks liitmiseks tuleb koik liidetavad joud
projekteerida koordinaattelgedele, liita saadud projektsioonid ning seejérel arvutada re-
sultandi moodul ja suunakoosinused.

Rmz;ﬂm, Ryzz;ﬂy, Rzzz;ﬂ»z,

R=\/R2+ R2 + R?
x R R
cosa = %, cos 3 = Ey’ cosy = —
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3 Staatika aksioomid ja pohiiilesanded

I Tasakaalu aksioom: Kaks absoluutselt jdigale kehale rakendatud joudu on tasakaa-
lus siis ja ainult siis, kui neil on iithine méjusirge ja nad on vordvastupidised.

IT Superpositsiooni aksioom: Tasakaalus olevate joudude lisamine voi drajatmine
ei mojuta keha tasakaalu.

Niitame, et superpositsiooni aksioomi pohjal voib lugeda jou rakendatuks tema mojusirge
mis tahes punkti.

1. Algselt on punkti A rakendatud joud F; (joonis 4 a).

2. Valime jou F; mojusirgelt suvalise punkti B. Vastavalt superpositsiooni aksioomile
voime punkti B lisada tasakaalus olevad joud F, ja Fj nii, et Fo = —F3 = F;
(joonis 4 b).

3. Kuna joud F; ja F3 on tasakaalus, siis voib nad &ra jéatta. Seega olemegi asendanud
punkti A rakendatud jou F; punkti B rakendatud jouga Fy = F;.

Joonis 4: Jareldus superpositsiooni aksioomist.

Jareldus: Joud on libisev vektor — teda voib lugeda rakendatuks oma mojusirge mis
tahes punkti.

IIT Jouroopkiiliku aksioom:  Kaks iihte punkti rakendatud joudu voib asendada iihe
jouga, mis on rakendatud samasse punkti ja kujutab endast antud joududele ehitatud
roopkiiliku diagonaali.

Joudu, millega saab asendada need kaks antud joudu, nimetatakse resultandiks.

IV MGgju ja vastumgju aksioom (Newtoni IIT seadus): Kaks keha mojutavad
teineteist sama mojusirget omavate vordvastupidiste joududega.

V Jiaigastumisaksioom: Kui deformeeruv keha lugeda deformeerunud olekus abso-
luutselt jdigaks, siis antud jousiisteemi puhul keha tasakaal ei muutu.

Niiteks rihm, ahel, n6or jne.



3. Staatika aksioomid ja pohiilesanded 8

VI Sidemete aksioom ehk sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha
voib vaadelda vaba kehana, kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega. (Sidemeid ja
sidemetest vabastamist vaadeldakse 1dhemalt jargmises paragrahvis.)

Tasakaalus olev jousiisteem. Jousiisteemi, mis mojudes paigalseisvale kehale ei kutsu
esile selle litkkumist, nimetatakse tasakaalus olevaks joustisteemiks.

Ekvivalentsed jousiisteemid. Jousiisteeme nimetatakse ekvivalentseteks, kui neil on
sama moju vaadeldavale kehale v6i nad on saadud iiksteisest, kasutades staatika aksioome.

Newtoni seadused

I Punktmass on paigal voi liigub iihtlaselt ja sirgjooneliselt, kui talle mojuvad joud
on tasakaalus

IT Punktmassi kiirendus on talle méjuva jouga vordeline ja samasuunaline: F = ma

IIT Vt. IV aksioom

Newtoni gravitatsiooniseadus:

Mm m?

F=G—, kus G=6,673-10""
T

g-s?
Staatika pohiiilesanded:

1. Antud jousiisteemi taandamine lihtsaimale kujule.

2. Antud jousiisteemi tasakaalutingimuste méaédramine.
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4 Sidemed, sidemereaktsioonid ja
sidemetest vabastatavuse printsiip

Sidemeteks nimetatakse keha liikumist kitsendavaid tingimusi. Tavaliselt moodustab
sideme mingi teine keha. Ndited

Vabaks kehaks nimetatakse keha, mille liikumist ei piira mitte iikski tingimus. Vaba
keha saab antud asendist iile viia mis tahes uude asendisse.

Sidemereaktsioon ehk reaktsioonjoud on joud, millega sidet moodustav keha
mojub vaadeldavale kehale. Reaktsioonjoudusid nimetatakse ka passiivseteks joudu-
deks, koiki teisi joudusid aga aktiivseteks joududeks.

Inseneriiilesannete puhul nimetatakse sidemeid tihti ka tugedeks ja vastavaid reakt-
sioonjoudusid toereaktsioonideks.

Sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha voib vaadelda vaba kehana,
kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega.

Sidemete liigid. Selleks, et méirata kehale mojuva jousiisteemi tasakaalutingimusi,
see tdhendab lahendada iiht kahest staatika pohiiilesandest, tuleb vaadaldavale kehale
rakendada sidemetest vabastatavuse printsiipi. Viimase rakendamiseks on omakorda va-
ja teada millised reaktsioonjoud vastavad konkreetsele sidemele. Allpool ongi esitatud
mehaanikaiilesannetes sagedamini esinevad sidemed ja vastavad reaktsioonjoud. Parema
loetavuse huvides on enamikel juhtudel joonistele 5-12 kantud vaid reaktsioonjoud.

S G Ly

=

Joonis 5: Sileda pinna reaktsioon

Sile pind (joonis 5). Kui keha toetub siledale pinnale, siis hoordejoudu iilesande la-
hendamise puhul arvesse ei voeta. Jarelikult on keha liikumine takistatud vaid kok-
kupuutepunktis médratud iihise normaali sihis ja side tuleb asendada selle iihise
normaali sihilise jouga (joonis 5 a). Tihti nimetatakse sellist sidemereaktsiooni nor-
maalreaktsiooniks ja vastavat sidet vabaks toetuseks. Joonistel 5 b) ja ¢) on kuju-
tatud moned sileda pinna reaktsiooni erijuhud.



4. Sidemed, sidemereaktsioonid ja sidemetest vabastatavuse printsiip 10

Joonis 6: Kareda pinna reaktsioon.

Kare pind (joonis 6). Kareda pinna puhul voetakse arvesse ka hoordejoud ja seetottu
on keha liikumine takistatud nii normaali, kui puutuja sihis. Summaarne reakt-
sioonjoud (kareda pinna reaktsioon) on normaalreaktsiooni N, ja hoordejou F 4
geomeetriline summa, st. Fq = Ny + F 4.

i

7

Joonis 7: Liitkumatu liigend reaktsioon.

Liikumatu liigend! (joonis 7). Punktis, kus keha on kinnitatud lilkumatu liigendi-
ga, on takistatud koik siirded (see tdhendab, et see punkt peab jadma paigale),
kuid lubatud on keha poorded {imber kinnituspunkti. Liikumatu liigendi reakt-
siooni suund soltub aktiivsetest joududest ning pole iildjuhul ette teada. Seetottu
viljendadakse ta tavaliselt koordinaattelgede sihiliste komponentide kaudu. Tasa-
pinnalise joususteemi puhul néiteks F 4 = F 4, + F 4, (joonis 7 a) ja ruumilise puhul
Fis = Fa, + Fyy + Fu, (joonis 7 c¢). Vastavaid liigendeid nimetatakse silindril-
seks ja sfadriliseks. Kuna ka komponentide F 4., F 4, ja F4, suund pole iildjuhul
enne iilesande lahendamist teada, siis mérgitakse nad joonisele tavaliselt nii, kuidas
on mugavam. Kui iilesande lahendamisel saadi vastavale projektsioonile positiivne
vadrtus, siis on joonisel ndidatud suund 6ige. Kui aga projektsioonile saadi nega-
tiilvne védrtus, siis on reaktsioonjou tegelik suund vastupidine joonisel nédidatule.
Liikumatu liigendi tdhistamiseks kasutatakse viga erinevaid tingmérke, moned nest
on esitatud joonisel 7 b).

IMénes 6pikus nimetatakse liigendit liigendtoeks ja ménes Sarniiriks
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Joonis 8: Liigendi reaktsioon.

Liigend (joonis 8). Kui kaks keha on omavahel iihendatud liigendiga, siis tuleb
ithenduspunkti vaadelda kui liikumatut liigendit: ithenduspunktis mojuva reakt-
sioonjou suund pole teada ja joonisele mérgitakse kaks koordinaattelgede sihilist
komponenti. Seejuures tuleb muidugi jélgida, et oleks rahuldatud Newtoni kolmas
seadus: kaks keha mojutavad teineteiset vordvastupidiste joududega.

B mo A M
a) £) ¢) o) e)
{)

il £

Joonis 9: Liikuva liigendi, rulli, liuguri ja ratta reaktsioonid.

Liikuv liigend, rull (voi kuul), liugur, ratas. Vastavad sidemed (toed) on kujuta-
tud joonistel 9 a)-d). Selliste sidemete reaktsioonid on analoogsed sileda pinna
reaktsiooniga ning on suunatud piki toetuspinna normaali (joonis 9 e). Nagu liiku-
matu liigendi puhul, pole ka liikuva liigendi tdhistamisel erinevate opikute autorid
tiksmeelel: joonistel 9 a), f), g) ja h) on toodud neli enamlevinud tahistust.

Kerge varras (joonis 10). Selliste sidemete puhul on mélemas varda otsas liigendid,
kuid kuna kerge varda puhul ei voeta arvesse varda kaalu, siis tuleb reaktsioonjou
leidmisel vaadelda kahte juhtu.
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Joonis 10: Kerge varda reaktsioon.

1. Varda otspunktide vahel ei moju joudusid ega momente: vardad AB ja C'D
joonisel 10. Antud juhul on reaktsioonjoud suunatud piki varda otspunkte
ithendavat sirget, soltumata sellest, kas on tegu sirge voi kovera vardaga.

2. Varda otspunktide vahel méjub joud voi moment: varras I.J joonisel 10. Sel
juhul on reaktsioonjoud analoogne liikumatu liigendi reaktsiooniga.

Joonis 11: Painduva tihenduse reaktsioon.

Painduv iihendus (n66r, kéis, tross jms. joonis 11). Nagu kerge varda puhul,
jaetakse ka siin sidet moodustava keha (trossi jms.) kaal tavaliselt arvesse votma-
ta. Erinevalt kergest vardast, mis voib tootada nii survele kui tombele, saab pain-
duv iithendus tootada vaid tombele. Reaktsioonjoud on suunatud piki painduvat
ithendust.

Jaik kinnitus? (joonis 12). Vaadeldava sideme puhul on takistatud nii kinnituspunkti
siirded kui keha poorded timber kinnituspunkti. Néiteks on tala kas seina miitiritud
voi teise keha kiilge keevitatud. Seega on tasapinnalise jousiisteemi puhul reaktsioo-
nideks kaks jou komponenti ja iiks moment: F4,, F4, ja My (joonis 12 b) ning
ruumilise jousiisteemi puhul kolm jou komponenti ja kolm momendi komponenti
FA$7 FAy s FAz; MA:;:, MAy ja MAz (jOOIliS 12 C).

ZKasutatakse ka terminit kinnistugi



4. Sidemed, sidemereaktsioonid ja sidemetest vabastatavuse printsiip 13

17

NN G LASNY

Joonis 13: Jaiga kinnituse reaktsioon.

Joonkoormus. Tasapinnaliste staatika iilesannete puhul on sageli moistlik osa koor-
musi esitada nn. joonkoormusena. Joonkoormuse mootithikuks on N/m. Joonisel 13 on
esitatud kaks enamesinevat joonkoormust: ristkiilikkoormus ja kolmnurkkoormus. Esime-
ne neist mojub 16igul pikkusega a ja tema intensiivsus on p, teine mojub 16igul pikkusega b
ja tema maksimaalne intensiivsus on ¢. Nooled néitavad koormuse mojumise suunda. Sel-
liseid joonkoormust iseloomustavaid diagramme (graafikuid) nimetatakse joonkoormuse
epiiiirideks. Staatika iileasnnete puhul asendatakse joonkoormused iiksikjoududega, mis
mojuvad 1dbi epiiiiri pinnakeskme ja mille moodul on vérdne epiiiiri pindalaga.

Kokkuvottes tuleb oelda, et kuna erinevate riikide ja erinevate koolkondade autorid
kasutavad sidemete jaoks erinevaid tahistusi, siis tuleb iilesannete lahendamise puhul lu-
geda tahelepanelikult iilesande teksti, et oleks voimalik otsustada, milline side on millises
keha punktis. Joonistel 14-16 on esitatud moned inglisekeelsest kirjandusest périt néited
sidemetest ja sidemereaktsioonidest.
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MODELING THE ACTION OF FORCES IN TWO-DIMENSIONAL ANAT,YSIS

Type of Contact and Foree Origin

Action on Body to be Isolated

1. Flexible cable, belt, i
chain, or rope

[
Weight of eable W
negligible

Weight of cable
not negligible

Force exerted by a flexible
cable is always a tension away
from the bedy in the direction
of the cable.

2. Smooth surfaces

Contact force is compressive
and is normal to the surface.

3. Rough surfaces

N
B Rough surfaces are capable of
supporting a tial com-
5 R ponent F (frictional force) as
R well as a normal component N
of the resultant contact force .

i‘ Roller, rocker, or ball support
N transmits a compressive force
normal to the supporting

surface.
»
N =
Collar or slider free to move
' along smooth guides; can sup-
i ECH port foree normal to guide only.
Iy N
6. Pin connection Pin free Pin not
to turn free to turn A freely hingad pin connection
is eapable of supporting a force
B A7\, in any direction in the plane
_} normal to the axis; usually
R, shown as two components R,
and R,. A pin not free to turn
Ry Ry may also support a couple M.

7. Built-in or fized support

A built—in or fixed support is
capable of supporting an axial
force F, a transverse force V
{shear force), and a couple M
{bending moment) to prevent
rotation.

8. Gravitational attraction

)

THH

The resultant of gravitational
attraction on allelements of a
body of mass m is the waight
W=mg and acts toward the
center of the earth through the
center of mass G.

&

49, Spring action

b ; Linear MNonlinear
verri N R & Hdenicg

i /
L 7l
x x

Spring force is tensile if spring
iz stretched and compresaive if
compressed. For a linearly
elastic spring the stifness k is
the force required to deform
the spring a unit distance.

Joonis 14: Niiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest I
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Number of

Support or Connection Reaction S —
: 1
rictionless
Fr;fxrlfac: Force with known
line of action
o :
Short cable Short link Force with known
line of action
s
7
900 //
Tt
s ! 1
/
s
.COH&T on Frictionless pin in slot Force with known
frictionless rod line of action.
I "
- 2
i "'-'E .:"'“ a
Frmtm}ﬁess pin Rough surface i O .
Grimnge direction
S &
Fixed support

Force and couple

Joonis 15: Niiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest 11
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Force with known
line of action
{(one unknown)

Force with kown

line of action
Cable {one unknown),

Y WW
- Roller on
rough surface Wheel on rail

Two force components

Universal Three force components
joint and one couple Fixed suppaort

Three force components
and three couples

S>im,)

1 [

= p F.:
A

A M,)

Two force components

{and two-couples)

Hinge and bearing supporting
Pin and bracket axial thrust and radial load

i

C'—E)(Mg)

il

o
o
(M

M,)

Three force components
(and two couples)

Joonis 16: Néiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest 111
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Niide.? Vabastada nummerdatud kehad sidemetest ja mérkida neile mojuvad joud.
Kehad 1, 2, 3, 4 ja 7 on rasked, iilejisinud lugeda kergeteks?.

Joonis 17: Néide: joudude mérkimine

3Ulesande lahendus esitatakse loengus.
4Raskete kehade puhul tuleb vétta arvesse nende kaal, kuid kergete puhul mitte.
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5 Koonduva jousiisteemi tasakaal

Koigepealt tuletame meelde koonduv jousiisteemi ja jousiisteemi resultandi definitsioonid.

Jousiisteemi nimetatakse koonduvaks, kui koikide vaadeldavasse siisteemi kuuluvate
joudude mojusirged loikuvad iihes ja samas punktis.

Joustisteemi resultant on (iiks) joud, mis on ekvivalentne vaadeldava jousiisteemiga. (Re-
sultandi maiste juurde tuleme tagasi 8. peatiikis, kui késitleme jousiisteemi taandamist.)

Joonis 18: Koonduva jousiisteemi asendamine resultandiga.

Teoreem. Koonduv jousiisteem on ekvivalentne resultandiga, mis on rakendatud vaa-
deldava siisteemi joudude mojusirgete loikepunkti.

Toestus. Vaatleme n joust koosnevat koonduvat jousiisteemi. Lahtudes superpositsioo-
niaksioomist (tdpsemalt 6eldes jareldusest, et joud on libisev vektor) rakendame kaik joud
nende mojusirgete 16ikepunkti O (joonis 18). Seejérel rakendame korduvalt jourdopkiiliku
aksioomi:

Ri;=Fi+F;, Rigs=F3+Rpp, Rippsu=F,;+Rpz, ... Ri,=R= Z F,
i=1

Seega olemegi asendanud n joust koosneva koonduva jousiisteemi iihe jouga, mis on ra-
kendatud punkti O.

q.e.d.

Teoreem. Koonduv jousiisteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui tema resultant on
vordne nulliga (nullvektoriga)

R:Zn:Fi:O. (6)

Toestus. Antud juhul tuleb téestada nii tarvilikkus kui piisavus.

Puisavuse toestamiseks tuleb néidata, et kui koonduv jousiisteem on tasakaalus, siis on
tema resultant vordne nulliga.
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Kui tdhistada

n—1

R =) F, (7)

=1

siis avaldub jousiisteemi resultant kujul
R=R"+F,, (8)

st. kahe jou summana. Kuna jousiisteem on tasakaalus, siis vastavalt tasakaalu aksioomile
peavad need kaks joudu olema vordvastupidised ja omama sama mojusirget. Jarelikult
R = R*+ F, = 0 ja piisavus on toestatud.

Tarvilikkuse toestamiseks nditame, et kui koonduva jousiisteemi resultant on vordne nul-
liga, siis on koonduv jousiisteem tasakaalus.

Tuleme tagasi avaldiste (7) ja (8) juurde. Kuna R = R*+F,, = 0, siis vastavalt tasakaalu
aksioomile peavad joud R* ja F,, olema tasakaalus.

q.e.d.

Joonis 19: Teoreem kolmest mitteparalleelsest joust.

Teoreem kolmest mitteparalleelsest joust? Kui kolm mitteparalleelset joudu on
tasakaalus, siis nad moodustavad tasapinnalise koonduva jousiisteemi.

Toestus. Vaatleme kolme joudu Fy, Fy ja F3 (joonis 19 a), mis vastavalt eeldusele
moodustavad tasakaalus oleva jousiisteemi. Seega peab nende jouvektorite summa olema
null. Teisisonu, nende kolme jou geomeetrilisel liitmisel saame kolmnurga (joonis 19 b).
Kuna kolmnurk omakorda méérab tasandi, siis on tegu tasapinnalise jousiisteemiga.

Tahistame joudude F; ja Fy mojusirgete 1oikepunkti O (joonis 19 a). Vastavalt
jouroopkiiliku aksioomile voime joud F; ja Fy asendada iihe jouga R* = F; 4+ F5. Kuna
jousiisteem on tasakaalus, siis R* 4+ F3 = 0. Tasakaaluaksioomi pohjal peavad seega joud
R* ja F3 omama sama mojusirget ja olema vordvastupidised. Jarelikult peab ka jou Fj
mojusirge labima punkti O. Seega moodustavad joud Fy, Fs ja F3 tasapinnalise koonduva
joustiisteemi.

g.e.d.

5Erinevad 6pikud annavad sellele teoreemile viga erinevaid sénastusi
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NB! Antud teoreemi poordteoreem ei kehti!

Tasakaalu analiiiitilised tingimused. Projekteeritme koonduva jousiisteemi tasakaa-
lutingimuse (6) kolmele koordinaatteljele, néiteks Descartes’i ristkoordinaatidele x,y ja

z. PR

=1
Y Fy=0 (9)
=1

ZH:EZIO

\ =1

Tulemuseks ongi koonduva jousiisteemi tasakaalu analiiiitilised tingimused — koonduv
jousiisteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui vaadeldavate joudude projektsioonide
summad koigil kolmel koordinaatteljel vorduvad nulliga.

Mairkus. Need kolm koordinaattelge ei pruugi olla iiksteisega risti, kuid nad ei tohi
asuda iihel ja samal tasandil ja {ikski paar kolmest ei tohi olla paralleelne telgede paar.
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6

Paralleljoudude liitmine, joupaar

Paralleeljoud. Kui joudude mojusirged on paralleelsed, siis nimetatakse neid paral-
lelseteks joududeks ehk paralleeljoududeks. Eristatakse samasuunalisi ja vastassuunalisi
paralleljoude. Viimaseid nimetatakse mones opikus antiparalleelseteks joududeks.

6.1

Kahe samasuunalise paralleeljou liitmine

Joonis 20: Samasuunaliste paralleeljoudude liitmine.

Vaatleme keha, mille punktidesse A ja B on rakendatud kaks samasuunalist paralleeljoudu
F, ja F; (joonis 20). Nende kahe jou liitmine toimub jérgmiselt:

1.

Toémbame ldbi punktide A ja B sirge ning lisame superpositsiooniaksioomi pohjal
sirge AB sihilise tasakaalus oleva jousiisteemi F, —F.

. Asendame jousiisteemi F1, Fo F, —F joududega F; + F =R; jaF; + (-F) = Ry ,

mille mojusirged loikuvad punktis O.
Kanname joud R, ja Ry piki nende méjusirgeid punkti O.

Toémbame 14bi punkti O sirgega AB paralleelse sirge ja lahutame joud R; ja Ro
algkomponentideks

Superpositsiooniaksioomi pohjal jatame dra tasakaalus oleva jousiisteemi F,—F.
Alles jaavad punkti O rakendatud iihise mojusirgega joud F; ja Fy . Nende summa
R =F; +Fy (moodul R=F| + F, ).

Jou R mojusirge 16ikab sirget AB punktis C, mille asukoht on méaaratud avaldisega
R F, R
BC AC AB
Viimase avaldise tuletamiseks vaatleme kahte sarnaste kolmnurkade paari —

ANAOC ~ AAJI ja ABOC ~ ABLK —

(10)

F F
ja :>F1AC:FQBC
Fy F
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Teisendame saadud avaldist

F.
Fi-AC =F,-BC | +F,-AC = (Fi+ F,)-AC = F, - (AC + BC) = —= L
R AB
B AR
Py AC = Fy- BC | +F - BC = Fy - (AC + BC) = (Fy + F) - BC = 5 = .

AB R

Kokku saame avaldise (10).

Kokku: Kahe samasuunalise paralleeljou F ja Fy resultant R on liidetavate joududega
samasuunaline vektor, mille moodul R = F} + F5. Resultandi R mojusirge jaotab joudude
F, ja F5 rakenduspunktide vahelise sirgldigu AB osadeks AC' ja BC' poordvordeliselt
liidetavate joudude moodulitega, see tdhendab vastavalt avaldisele (10).

6.2 Kahe vastassuunalise paralleeljou liitmine
Kahe vastassuunalise paralleeljou liitmine liitmine toimub eelnevaga analoogse geomeet-

rilise konstruktsiooni abil. Valem (10) j&&b kehtima, kuid R = |Fy — F| ja punkt C' asub
valjaspool loiku AB.

(o)

e K

Joonis 21: Vastassuunaliste paralleeljoudude liitmine.

Kokku: Kahe vastassuunalise paralleeljou F; ja Fy resultant R on vektor, mis on
suunatud vektoritest F; ja Fy suurema suunas. Resultandi R mgjusirge 16ikab joudude
F; ja F, rakenduspunkte ldbivat sirget punktis C' véljaspool 16iku AB. Loikude AC ja
BC pikkused on poordvordelised liidetavate joudude moodulitega Fi ja F3, see tdhendab
kehtib valem (10).

FEelpool toodud tuletuskdiku saab kasutada ka juhtudel, kui on vaja lahutada “ihte joudu
kaheks temaga paralleelseks komponendiks.
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6.3 Joupaar

Vaatleme, paralleeljoudude erijuhtu F; = —F5. Niiiid on vek-
torite R; ja Ry mojusirged paralleelsed ja R = 0. Kuna
aga joudude F; ja Fy mojusirged ei iihti, siis pole vaadeldav
jousilisteem tasakaalus. Samas ei saa neid kahte joudu asen-
dada iihe jouga. Jarelikult on antud juhul tegu jousiisteemi
elemendiga, mida ei saa lihtsustada.

Joupaariks nimetatakse kahest mittekollineaarsest joust F
ja —F koosnevat jousiisteemi. Tdhistatakse (F, —F).

Joupaari 6laks nimetatakse joudude F ja —F mojusirgete vahelist kaugust d.

Joupaari tasandiks nimetatakse tasandit, mis on méadratud jouvektoritega F ja —F.

Keha, millele mojub vaid joupaar hakkab podrlema iimber joupaari tasandiga ristuva telje.
Seega, kuigi Y F;, = > F;,, =Y Fi, = 0, pole keha tasakaalus.
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7 Jou moment. Joupaari moment

7.1 Jou moment punkti suhtes

Joonis 22: Jou moment punkti suhtes.

Jou momendiks punkti suhtes nimetatakse vektorit, mis vordub jou rakenduspunkti
kohavektori ja jouvektori vektorkorrutisega.

Mo =rxF, Mp=|Mp|=Frsind = Fd. (11)

Jou moment iseloomustab jou pooravat toimet. Momentvektori Mg suurus (ehk moodul)
ja suund soltub punkti O valikust, kuid ei so6ltu punkti A valikust jou mojusirgel. Mo-
mentvektori Mo mojusirge médrab telje, mille iimber joud F piitiab tekitada poorlemist.
Poorde suund médratakse kruvireegliga — kui (parema kée) kruvi teljesihilise liikumise
suund iihtib momentvektori suunaga, siis keha podrlemise suund iihtib kruvi péorlemise
suunaga. Ja vastupidi, kui kruvi péorata keha poorlemise suunas, siis tema teljesihilise
liikumise suund iihtib momentvektori suunaga.

Momentvektori projektsioonid ja momentvektori komponendid.
Kui F = (F,, F,, F,) jar = (z,y, 2), siis

i j k
Mo=rxF=|2z vy z|=......... =M,i+ M,j+ Mk=M,+M,+M,. (12)
F, F, F.

Siin M, M,, ja M, on momentvektori Mo koordinaattelgede z, y, 2 sihilised komponendid
ning M,, M, ja M, momentvektori Mo projektsioonid koordinaattelgedele z,y,z. On
selge, et momentvektori My projektsioonid

Mx:sz—ZFy, My:ZFx_sza MZ:xFy_yFma (1?))
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moodul
Mo = \/M3+M3+M3, (14)
ja suunakoosinused
2 M, M,
cos o = s cos 3 = M(y)’ cosy = s (15)

Momendid M, M, ja M. iseloomustavad jou F pocravat toimet telgede x, y ja 2z suhtes.

7.2 Jou moment telje suhtes

thY

x]‘

Joonis 23: Jou moment telje suhtes.

Eelmises alajaotuses késitletud momentvektori komponente (ja projektsioone) voib leida
suvaliste telgede jaoks. Néiteks M = M; + M, kus momendid M, ja M, iseloomustavad
jou F pooravat toimet vastavalt telgede t ja s suhtes (joon. 23 a).

Momente M, ja M; (samuti M,, M, ja M,) nimetame jou momentideks telgede ¢ ja s
(x,y ja z) suhtes.

Jargnevalt néditame, et jou moment telje suhtes vordub momendiga, mille annab selle jou
projektsioon vaadeldava teljega ristuval tasandil telje ja tasandi 16ikepunkti suhtes.

Vaatleme joudu F, mis on rakendatud punkti A (joon. 23 b). Paneme ldbi punkti A
tasandi 7w L ¢ ja lahutame jou F kaheks komponendiks: F = F; 4+ F .. Leiame momendi

Mo(F)=rxF=rx(F,+F,;)=...

Seega moment M, (F) = Mo (F,),

q.e.d.

Mehaanikaiilesannete lahendamise puhul on peaasjalikult vaja leida momendi projektsioo-
ne koordinaattelgedel. Uldjuhul on need projektsioonid leitavad valemist M = £F'd, kus
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d on jou 0lg ja méark («<+> voi <-») médratakse kruvireegli abil. Tavaliselt lihtsustub mo-
mentvektori projektsioonide leidmine, kui lahutada vaadeldav joud F (koordinaat)telgede
sihilisetks komponentideks. Néiteks, F = F, +F, +F.. Viga tihti vaadeldaksegi momenti
telje suhtes kui skalaarset (mérgiga) suurust.

Antud alajaotuse lopetuseks néitame, et telje ¢ mis tahes punkti O suhtes leitud momendi
projektsioon vaadeldaval teljel on konstantne.

Vastavalt vektorkorrutise definitsioonile on My = 254,,,, Mo L Aoap, My = 254, , .
ja My L Sa,,, (joon. 23 b). Teiselt poolt, M; = Mycos7y ja Sa, 0 = Saoap COS7Y (sest
v on nurk vaadeldavate kolmnurkadega mé#ratud tasandite vahel). Kui muutub punkti O
asukoht vaadeldaval teljel, siis muutuvad nii nurk v kui moment M, (ning vastav Sa, ,,)-
Samas jddb Sa ., konstantseks. Jérelikult jddb konstantseks ka vastav moment M.

7.3 Joupaari moment

Joupaari moodustavad kaks vordvastupidist joudu F ja —F | millel on erinev mgjusirge.

2
0

Joonis 24: Joupaari moment.

Joupaari moodustavad jouvektorid F ja —F médravad dra joupaari tasandi.

Teoreem. Joupaari moment vordub iihe joupaari moodustava jou momendiga teise ra-
kenduspunkti suhtes.

Toestus: Leiame joupaari momendi meelevaldse punkti O suhtes:
Mo(F, —F) = M()(F) +Mo(—F) =ry xF+rpx (—F) = (I‘A — I‘B) x F=BAxF.
See on jou F moment punkti B suhtes. Analoogselt néitame, et

Mo (F, —F) = Mo(F)+Mo(~F) = rgxF+rpx(—F) = — (r5 — r4)x(—F) = ABx(—F).

Viimane on aga jou —F moment punkti A suhtes. Kokku olemegi nididanud, et joupaari
(F, —F) moment suvalise punkti O suhtes

Mo (F, —F) = M4(—F) = Mp(F). (16)
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Joupaari moment on vabavektor, mis on risti joupaari tasandiga ja teda voib lugeda
rakendatuks suvalisse punkti.

Kiesoleva alajaotuse 1puks on sonastatud kolm teoreemi, mille tdestused leiab lugeja Ulo
Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanika opikust.

Teoreem. Joupaari voib tema tasandis iilekanda teise asendisse ilma, et tema moju
vaadeldavale kehale muutuks.

Teoreem. Joupaari moju kehale ei muutu, kui see joupaar kanda iile mis tahes teise
tasapinda, mis on paralleelne antud tasapinnaga.

Teoreem. Joupaarid, mille momentvektorid on vordsed, on ekvivalentsed.
Kokku: Joupaari moju kehale on téielikult médratud selle joupaari momentvektoriga.

Joupaaride liitmine toimub nagu vektorite liitmine. Tulemuseks on samuti joupaar.
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8 Jousiisteemi taandamine

8.1 Lemma jou paraleelliikkest

Lemma. Jiiga keha mis tahes punktis A rakendatud jou voib paralleelselt tema moju-
sirgega iile kanda uude rakenduspunkti B, kui lisada punktis A rakendatud jou moment
punkti B suhtes.

o F,
18

A '(:;+

Joonis 25: Lemma jou paraleelliikkest

Toestus: Algselt on keha punkti A rakendatud joud F; (joonis 25). Lisame punkti B
tasakaalus olevad joud Fo = —F3 = Fy. Niiiid aga moodustavad joud F; ja F3 joupaari,
mille moment M(F,F3) = Mp(F;). Seega oleme asendanud punktis A mojuva jou F;
punktis B mojuva jouga Fo = F; ja momendiga Mp(F}).

g.e.d.

8.2 Jousiisteemi peavektor ja peamoment

Staatika pohiteoreem (Poinsot’ teoreem): Iga jdigale kehale rakendatud
jousiisteemi saab asendada taandamistsentrisse rakendatud jousiisteemi peavektoriga ja
jousiisteemi peamomendiga taandamistsentri suhtes.

Joonis 26: Staatika pohiteoreem
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Toestus: Vaatleme meelevaldset jousiisteemi Fy, ..., F,,. Viime koéik need n joudu pa-
ralleellitkkkega suvalisse ruumipunkti O. Vastavalt eelnevale lemmale tuleb igale joule F
lisada moment Mo (F;). Tulemuseks on, et punktis O on niiiid rakendatud n jouvektorit
ja n momentvektorit ehk joupaari momenti. Liidame need joud ja momendid:

R=)F, Mo=) MoyF,) (17)
i=1 =1

Siin ja edaspidi nimetame punkti O taandamistsentriks, vektorit R joustisteemi peavekto-
riks ja vektorit Mo jousisteemi peamomendiks taandamistsentri (punkti O) suhtes.

Kuna nii vaadeldava jousiisteemi, kui taandamistsentri valik oli meelevaldne, siis kehtib
iilaltoodu iga jousiisteemi korral.

qg.e.d.

Mairkus: Iga jiigale kehale rakendatud jousiisteemi saab taandada ka kaheks kiiva moju-
sirgega jouks. Toestust vaata Ulo Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanika opikust.

Teoreem. Koik jousiisteemid, millel on sama peavektor ja sama peamoment fikseeritud
taandamistsentri suhtes, on ekvivalentsed.

Toestus: Vaatleme kahte jousiisteemi Fi, Fo, ... F, ja F|,F, ... F/  mis molemad

taanduvad iiheks ja samaks peavektoriks R ja peamomendiks My taandamistsentri O
suhtes.

Kuna koik teisendused toimuvad staatika aksioomide pohjal, siis on nad pooratavad. See
tahendab, et 1dbi peavektori R ja peamomendi My on voimalik teisendada jousiisteem
F,,F,, ... F, jousiisteemiks F,F,, ... F/ ja vastupidi. Kuna teisendused pohinevad
staatika aksioomidel, siis on need kaks jousiisteemi ekvivalentsed.

qg.e.d.

8.3 Jousiisteemi invariandid

Piitiame leida kaks jousiisteemi iseloomustavat suurust, mis ei soltu taandamistsentri va-
likust. Teisisonu, meie eesmérgiks on leida kaks jousiisteems invariant.

Esimeseks invariandiks on jousiisteemi peavektor R = > 7" | F;. Tdepoolest, on iikskoik,
kus ruumipunktis me liidame vektorid F;, tulemus on ikka sama.

Uurime, kuidas on lugu peamomendiga. Vaatleme kahte taandamistsentrit O ja O’ (joonis
27). Vastavad peamomendid

Mo => 1;xF; ja Moy =>» 1} xF, (18)
=1 i=1
Kuna r} = r; —r, siis
Mo =Y r;xFi—> rxF;=Mo-rx» F;=Mo-rxR. (19)

=1 =1 =1
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Joonis 27: Punkti A kohavektorid r ja r’.

Seega on selge, et My pole invariant. Korrutame avaldist (19) skalaarselt peavektoriga

R:
Mo -R=Mp-R— (rxR)-R .
——
=0, sest rxRLR
Seega

Mo -R =M, R (20)

ja suurus My - R on invariantne suurus. Kuna vastavalt skalaarkorrutise definitsioonile
Mo-R = MpRcos(Mp, R) ja R on invariant, siis ka peamomendi projektsioon peavektori
suunal Mo cos(Mgp, R) on invariant.

Kokku: Jousiisteemi invariandid on peavektor ja peamomendi projektsioon peavektori
suunal.

8.4 Joukruvi ehk diinaam

Olgu jousiisteem taandatud punkti O. Uldiselt pole peavektor R ja peamoment My pa-
ralleelsed. Seame eesmirgiks leida selline taandamistsenter O, mille puhul jousiisteemi
peavektor ja peamoment on paralleelsed (joonis 28 a).

Joonis 28: Joukruvi ehk diinaam

Té&histame peamomendi projektsiooni peavektori suunal

Mo - R
M* = Mgpcosa = OR : (21)

Lahutame momendi My kaheks

Mo = M* + M, (22)
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kus M* on invariant ja M L R. Seega on eesmargiks leida taandamistsenter O’, mille pu-
hul M = 0 ja Mo = M*. Selleks asendame koigepealt momendi M joupaariga (R, R”),
kus R = R’ = R’”. Tulemuseks on jousiisteem R, R/, R”, M*. Punkti O rakendatud ta-
sakaalus olevad joud R, R’ voib éra jatta ja momendi M* kui invariandi voib rakendada
punkti O’. Kuna M = R - OO/, siis punktide O ja O’ vaheline kaugus

M

P 92
00' = = (23)

Kokkuvottes oleme taandanud vaadeldava jousiisteemi punkti O’ rakendatud iiheks jouks
R ja iiheks joupaari momendiks M*, mis omab jouga R sama mojusirget. Seega on
joupaari tasand risti jousiisteemi peavektoriga R. Tulemust nimetatakse joukruviks ehk
diinaamaiks.

Nii M* kui R, rakendatuna punkti O’, médravad dra sirge (nende mojusirge). Seda sir-
get nimetatakse tsentraalteljeks. Igas selle sirge punktis taandub vaadeldav jousiisteem
diinaamiks.

Teoreem: Peamoment M* on minimaalne kéikvoimalikest jousiisteemi peamomenti-
dest.

Toestus: Tsentraalteljel asuva punkti O" puhul Mo = M*. Suvalise punkti O” puhul,
mis ei asu tsentraalteljel, Mor = M*+ M, kus M = O”0' x R.. Seega tsentraaltelje vilise
punkti O” korral Mgor > M*.

q.e.d.

Jargnevalt leiame tsentraaltelje vorrandi (joonis 28 b). Avaldise (19) pohjal M* = My =
Mo —r x R. Kuna M* || R, siis M* = pR, kus konstanti p nimetatakse joukruvi para-
meetriks. Kokku seega

pR=Mp—r xR. (24)
Arvestades, et
R = R,i+ R,j + R.k,
Mo = M,i+ M,j+ Mk, (25)
r = xi+yj+ zk,
saab avaldis (24) kuju
i
p(Ri+ Ryj+ R.k) = (Myi+ Mj+ Mk)—|z vy
R, R, R,
= [M, — (yR, — zR,)|i+ [M, — (2R, — zR,)|j + [M, — (R, — yR,)k. (26)

k
o | =

Jargnevalt vorrutame vektorite i, j ja k kordajad:
pr - Mx - (sz - ZRy)v

pR, =M, — (2R, — zR,), (27)
pR, =M, — (xR, — yR,).
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Viimaste pohjal saamegi tsentraaltelje vorrandi

M, - (yR, — zR,) M, — (2R, —zR,) M,— (xR, —yR,) M*

R, - R, - R. “PT R

(28)

Vorrandist (28) saab tuletada kaks lineaarselt soltumatut tasandi vorrandit. Nende ta-
sandite loikejoon ongi tsentraaltelg.

Kokkuvote. Oeldakse, et jousiisteem on taandatud lihtsaimale kujule, kui algne n joust
koosnev siisteem on taandatud peavektoriks R ja minimaalseks peamomendiks M*, mis
moélemad mojuvad tsentraalteje sihis.

Jousiisteemi taandamine lihtsaimele kujule toimub jargmise skeemi pohjal.

1. Jousiisteem taandatakse suvalisse punkti O — saadakse jousiisteemi peavektor R
ja peamoment Mg.

2. Leitakse vahim peamoment, see tdhendab peamomendi projektsioon peavektori suu-
nal

Moy R

M*
R

3. Vorrandite (28) abil méératakse tsentraaltelg.

8.5 Jousiisteemi taandamise erijuhud

1. Mo - R # 0 (see tdhendab, et Mo # 0, R # 0 ja M* # 0) — jousiisteem taandub

diinaamiks.
2. My - R =0 — neli erijuhtu

(a) Mo = R =0 — jousiisteem on tasakaalus

(b) Mp = 0, R # 0 — punkti O rakendatud resultant, kusjuures R mojusirge
on tsentraalteljeks. Sama olukord, st. My = 0, R # 0, on R mojusirge igas

punktis.

(¢c) Mo # 0, R = 0 — joupaar, tsentraaltelg puudub ja taandamistsentri valik on
vaba.

(d) Mo #0, R # 0, Mp L. R = M* = 0 — resultant, mis majub tsentraalteljel
(28).

Resultanti ja peavektorit ei tohi dra segada! Jousisteemi peavektor leidub alati
ja ta on vordne koigi vaadeldavasse jousiisteemi kuuluvate joudude geomeetrilise sum-
maga. Jouststeemi resultant on iiks joud, millega voib asendada vaadeldava jousiisteemi.
Jousiisteemil saab olla resultant vaid siis, kui Mo - R = 0 (vt. juhud 2(b) ja2(d)).
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8.6 Erikujuliste jousiisteemide taandamine

Koonduv jousiisteem. Taandamistsentriks tuleb valida joudude mojusirgete loike-
punkt ning jousiisteem on kas (a) tasakaalus voi (b) taandub resultandiks.

Tasapinnaline jousiisteem. Antud juhul asuvad kéik joud iihel ja samal tasandil,
niiteks tasandil 7 (joonis 29 a). Seega ka peavektor R = > | F; asub samal tasandil ja

Joonis 29: Tasapinnalise jousiisteemi ja paralleeljoudude siisteemi taandamine

peamoment My = Z?Zl Mo (F;) on risti vaadaldava tasandiga. Jérelikult My - R = 0
ja jousiisteem ei taandu diinaamiks. Seega jaéb kolm voimalust (vaata eelmise alajaotuse
juhtu 2):

(a) jousiisteem on tasakaalus;
(b) jousiisteem taandub joupaariks;

(c) jousiisteem taandub resultandiks.

Paralleeljoudude siisteem. Siin on tasapinnalise jousiisteemiga analoogne olukord.
Olgu koik joud paralleelsed z-teljega (joonis 29 b). Seega on ka peavektor R paralleel-
ne z-teljega ning peamoment My temaga risti. Jarelikult skalaarkorrutis Mo - R = 0,
jousiisteem ei taandu diinaamiks ja jéddvad samad voimalused, kui tasapinnalise
jousiisteemi puhul.

8.7 Varignon’i teoreem

Teoreem. Kui jousiisteem taandub resultandiks, siis resultandi moment mingi fikseeri-
tud punkti suhtes vordub koéigi vaadeldava jousiisteemi joudude sama punkti suhtes leitud
momentide geomeetrilise summaga.

Toestus: Vaatleme jousiisteemi Fy, ... F,,, mis taandub punktis C' rakendatud resultan-
diks R.. Kui viime R paralleelliikkega punkti O (R* joonisel 30), siis peame lisama momen-
di Mo (R) = OC x R.. Teisest kiiljest, kui taandame vaadeldava jousiisteemi punkti O, siis
saame peavektori R ja peamomendi Mo = " Mo(F;). Kuna kéik kolm jousiisteemi,
1) R punktis C, 2) R* = R ja Mp(R) punktis O ja 3) R* = R ja Mo = > Mo(F;)
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Joonis 30: Varignon’i teoreem

punktis O, on ekvivalentsed esialgse siisteemiga F1, ... F,,, siis peavad neil olema ka samad
peamomendid punkti O suhtes, see tdhendab

Mo(R) = 3" Mo(F). 29
= q.e.d.

Rakendamise nidide. Vaatelme tala, millele on rakendatud kaks parallelest joudu joo-
nisel 31 nédidatud viisil. Leida nende kahe paralleeljou resultandi rakenduspunkti x koor-
dinaat.

18 kN

2 m 2 m 2 m

Joonis 31: Varignon'i teoreemi rakendamine.

Varignon’i teoreemi pohjal Ms(R) = —Rx = —2 -7 —4-18. Kust 2 = 86/25 ~ 3, 44m.

On selge, et paralleelsete joudude liitmiseks tuletatud valemeid on tunduvalt tiilikam
kasutada, kui Varignon’i teoreemi.
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9 Jousiisteemi tasakaal

9.1 Jousiisteemi tasakaalu tingimused

Jousiisteem on tasakaalus parajasti siis, kui peavektor R ja mingi punkti O suhtes leitud
peamoment My on vordsed nulliga:

R=) F; =0, Mo=)» Mo(F;) =0 (30)

Analiiiitiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb (vektoriaalsed) tasakaalutingimused
(30) projekteerida kolmele koordinaatteljele (nditeks DRK):

Analiititiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb nii jousiisteemi peavektor kui peamo-
ment projekteerida kolmele koordinaatteljele:

Y Fu=0, Y Fy=0, Y F.=0,

Tasakaalus olev keha ei pea ilmtingimata paigal seisma — ta voib liikuda {ihtlaselt ja
sirgjooneliselt (inertsiaalselt).

Tasapinnaline jousiisteem. Valime z-telje nii, et koik joud asuvad z—y-tasapinnas.
Sellisel juhul on osa tingimustest (31) automaatselt tdidetud ja jarele jaab kolm vorrandit

mis esitavad tasapinnalise jousiisteemi tasakaalu tarvilikud ja piisavad tingimused. Tasa-
pinnaline jousiisteem on tasakaalus parajasti siis, kui

(i) koigi joudude projektsioonide summad koordinaattelgedel on vordsed nulliga ja

(ii) koigi joudude momentide summa mingi punkti suhtes vordub nulliga.

Tasakaaluvorrandite (32) asemel voib kasutada ka jéargmisi vorrandeid
> Fu=0, > Muy(F)=0, > Mp(F;)=0 (33)

vOl

vOl

ZMMF&Z%MF&Z%MFQ (35)

kus punktid A, B ja C' ei asetse samal sirgel. M,, Mg, ja Mg, téhistavad siin punktide
A, B ja C suhtes leitud momentide projektsioone z-teljel. Ulesannete lahendamise puhul
tahistatakse neid tavaliselt M4, Mp ja M ja 6eldakse, et tegu on vastavalt momentidega
punktide A, B ja C suhtes. Momentide mérkide méaramisel tuleb aga lahtuda kruvireeglist
ja eeldada, et poore toimub iimber z-telje.
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Toestus. 1) Tarvilikkus. Tingimuste (33)—(35) tarvilikkus on ilmselge — kui vaadeldav
jousiisteem on tasakaalus, siis on vaadeldavad tingimused téidetud.

2) Piisavus. Oletame vastuviiteliselt, et tingimused (33) on tdidetud, kuid jousiisteem
pole tasakaalus ja taandub resultandiks R, mille mojusirge 1dbib punkte A ja B. Kuna
x-telje valik on vaba, siis valime ta mitte risti resultandi R mojusirgega. Sellisel juhul aga
R, =), Fi; # 0, mis on vastuolus eeldusega, et tingimused (33) on tédidetud. Seega ei
saa selline jousiisteem taanduda resultandiks ja peab olema tasakaalus.

Valemite (34) puhul on piisavuse toestus analoogne eelnenuga — niiiid on vaid x-telje
asemel vaatluse all y-telg.

Valemite (35) piisavuse toestamise puhul oletame jéllegi vastuviiteliselt, et (35) on
tdaidetud, kuid jousiisteem pole tasakaalus ja taandub resultandiks R. R # 0 puhul saab
aga (35) olla taidetud vaid juhul, kui punktid A, B ja C' asuvad R mojusirgel. See on aga
vastuolus eeldusega, et A, B ja C' ei asu iihel sirgel. Seega peab R = 0 ja jousiiseteem
seega olema tasakaalus.

q.e.d.

Paralleeljoudude siisteem. Valime z-telje ||F;. Sel juhul on analiiiitilised tasakaalu
tingimused (31) esitatavad kujul

d F.=0, Y M(F)=0, > M,(F;)=0, (36)

sest {ilejadnud kolm tingimust on automaatselt taidetud.

Tsasapinnalise paralleeljoudude siisteemi puhul vaheneb vorrandite arv veel iithe vorra.
Niiteks, kui koik joud asuvad x—y-tasapinnas ja nende mojusirged on paralleelsed y-
teljega, siis saame analiiiitilised tasakaalutingimused esitada kujul

> Fu=0, > Muy(F;)=0 (37)
voi

Z MAz(Fi) =0, Z MBZ(Fi) =0. (38)

9.2 Staatiliselt mairatud ja staatiliselt madramata iilesanded

Kui on voimalik koostada nii sama palju tasakaaluvorrandeid, kui palju on tundmatuid
toereaktsioone, siis on tegu staatiliselt mdadratud tlesandega. Vastupidisel juhul on tegu
staatiliselt mdadaramata tlesandega.

Maiarkus. Mitmetes oOpikutes kasutatakse antud kontekstis ka termineid staatikaga
mddratud tilesanded ja staatikaga mddramata tilesanded.

Mittevajalikud sidemed
Kolbmatud sidemed

Osaliselt seotud kehad, ebastabiilsus
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10 Raskuskese

10.1 Paralleeljoudude kese

Vaatleme jousiisteemi, mis koosneb n paralleelsest joust Fi, ..., F, rakenduspunktidega
Ay, ..., A,. Teame, et selline jousiisteem taandub resultandiks. Toome sisse iihikvektori

Joonis 32: Paralleeljoudude kese

e || F;. Niiud F; = £Fje jaresultant R =) F, = > +Fe.

Kui niiid pocrata koiki joudusid F; iihe ja sama nurga a vorra, siis ka R poordub sa-
ma nurga « vorra. Jargnevalt nditame, et erinevatele nurkadele o vastavate resultantide
mojusirged 16ikuvad iihes ja samas punktis C', mida nimetatakse paralleeljoudude kesk-
meks. Téhistame punktide A; kohavektorid r; ja rakendame Varignon’i teoreemi —

Mo(R) =r¢c x R=> 1; x F; ehk
re X Z(iFi)e = Zri x (£F;)e ehk (39)
[Z(iﬂ)} ro X e = [Z(iﬂri)} X e.

Kui niiiid poorata vektoreid e ja tahta, et valem (39) kehtiks iga e puhul, siis peavad nii
vasakul kui paremal pool vordusmérki olema ka esimesed tegurid vordsed, see tdhendab

S (£F)]re =[S (£Fr;)] ehk

Z :i:FlI'l
== 40
Kui projekteerida viimane avaldis koordinaattelgedele saame
_ 2 tha _ 2 EFuy _ 2 EFiE (41)

TS aR e YT xR T xR

Saadud punkti C' ongi paralleeljoudude kese.



10. Raskuskese 38

10.2 Raskuskese

Jaiga keha raskuskeskme leidmiseks rakendame eelmises punktis saadud valemeid. Eelda-
me, et keha on homogeenne, st. p = const.. Tdhistame elementaarruumala AV. Elemen-
taarruumalale AV; mojub raskusjoud AP; = pgAV;.

Joonis 33: Keha raskuskese

Raskusjoud AP; moodustavad paralleeljoudude siisteemi, mille kese

== =... == 42
T TAR SAV, )
Kui minna piirile AV; — 0, siis saame
JrdV

=V 43
rc Vv ( )

Kui projekteerime saadud tulemuse koordinaattelgedele, saame

fv xdV fv ydV fv 2dV

=V ==VZ = 44
Tc Vv ) Yo vV ) el % ( )

Siimmeetriateoreemid.

1. Kui kehal leidub siimmeetriatasand, siis raskuskese asub sellel tasandil.

Toestus. Olgu x—y-tasand keha siimmeetriatasandiks. Jarelikult vastab igale suu-
rusele zdV suurus —zdV ja fv zdV = 0 ning valemite (44) pohjal zc = 0, see
tdhendab raskuskese asub r—y-tasandil.

q.e.d.

2. Kui kehal leidub stimmeetriatelg, siis raskuskese asub sellel teljel.

Toestus. Olgu z-telg keha siimmeetriateljeks. Seega vastavad igale suurusele zdV'
ja ydV suurused —zdV ja —ydV. Seega fv xdV =0 ja fv ydV = 0 ning valemite
(44) pohjal xc = yo = 0 s.t., raskuskese asub z-teljel.

q.e.d.
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16

X

Joonis 34: Tasapinnalise kujundi raskuskese

Tasapinnalise kujundi raskuskese (pinnakese). Vaatleme konstantse paksusega ta-
sapinnalist kujundit, mille paksus h on konstantne ja x—y-tasand on siimmeetriatasand.
Niiid V' = Ah ja dV = dAh (A kujundi pindala) ja valemid (44) saavad kuju

[ xdA JiydA
o =) =4

A 0 YT g
Saadud punkti C' nimetatakse tihti ka pinnakeskmeks (eeldades, et h — 0).

(45)

Joone (kaare, kovera) raskuskese. Vaatleme iihtlase (konstantse) ristldikega traadist
koverat. Niiiid V' = Al ja dV = Adl (A traadi ristldike pindala, [ traadi pikkus) ja valemid

Joonis 35: Joone raskuskese

(44) saab esitada kujul

To =

l,yc I Zc—l

[, zdl _ S, ydl | [, zdl (46)

Siin dI? = dx? + dy* + dz?. Kui y = y(x) ja z = 2(x) siis saame viimasest avaldisest
1+ y? + 2"dx.

10.3 Tiikeldus- ja tdiendusmeetod

Sageli onnestub jagada vaadeldav keha lihtsateks osakujundeiks, mille raskuskeskme koor-
dinaadid on teada. Vaatleme algul homogeenseid kehi. Kui tdhistada i-nda osakujundi
ruumala V; ja raskuskeskme koordinaati (z¢;,yc,, 2¢,), siis saab 3D keha raskuskeskme
médrata valemeist

DI 7AY _ 2 yeVi ; ZZQ-V@" (47)

To = Z‘/; ) Yc Z‘/; ) C Z‘/;

Seda nimetatakse tikeldusmeetodiks.
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Tasapinnalise kujundi puhul kasutatakse valemeid

g DY A

xc—w; yC_W7 2c =10 (48)

ja kaare puhul

Z xc,li Z yo,li Z 2o li
— k3 — 1 — 1 . 4

Kui kehal esineb véljaloikeid, siis valemeis (47)—(49) loetakse viljaldigete ruumalad, pind-
alad voi pikkused negatiivseteks. Seda nimetatakse tdiendusmeetodiks. Nimetatud meeto-
dite samaaegsel rakendamisel on aga tegu tikeldus- ja tdiendusmeetodiga.

Mittehomogeensed kehad. Valemid (42)—(49) kehtivad homogeensete kehade jaoks.
Kui vaadeldav keha koosneb aga erinevast materjalist osakujundeist, siis tuleb tiikeldus-
ja téiendusmeetodi puhul seda arvesse votta, st. valemites (47)—(49) tuleb ruumalade,
pindalade ja pikkuste asemel kasutada kas masse voi kaale. Niiteks valemid (47) saavad
kuju
To = Zxcimz’ Yo = Zycimz7 20 = chimz. (50)
> m; > m; 2. m

10.4 Naited

1. Leida ringjoone kaare raskuskeskme koordinaat, kui ringjoone raadius on R, vas-
tav kesknurk 2c, ringjoone keskpunkt asub koordinaatide alguses ja x-telg on
stimmeetriateljeks.

. 2
Nowdse 2

Joonis 36: Raskuskeskme leidmise naited.

Lahendus. Kuna z-telg on siimmeetriateljeks, siis yo = 0 ja vastavalt valemile
(46)

dl
vo = 222 1)
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Toome sisse polaarkoordinaadid r ja (. Niilid x = Rcosp, dl = Rdy ja l = 2aR
ning

1 [0

= 5%k _aRcosgoRng:

Tc

Rsin«
.= 52
8 (52)

2. Leida ringi sektori ja poolringi raskuskeskme koordinaat, kui ringi raadius on
R, vastav kesknurk 2c, ringi keskpunkt asub koordinaatide alguses ja x-telg on
siimmeetriateljeks.

Lahendus. Jaotame vaadeldava sektori elementaarsektoriteks kesknurgaga d.
Piiril dp — 0 on need sektorid ldhendatavad kolmnurkadega. Selliste kolmnurka-
de raskuskeskmed asuvad ringi keskpunktist kaugusel 2R/3. Rakendades eelmises
néites tuletatud valemit ja vottes raadiuse vordseks 2R/3, saame niiiid

B 2R sin o

= 53
re 3o (53)

Stimmeetria tottu yo = 0. Poolringi puhul @ = 0.57 ja x¢ = é—]:.

3. Leida poolkera raskuskeskme koordinaat, kui kera raadius on R, kera keskpunkt
asub koordinaatide alguses ja z-telg on siimmeetriateljeks.

Lahendus. Stimmeetria tottu z¢ = yo = 0 ja valemist (44)

fv zdV
zC = % .

(54)

Elementaarruumalaks dV valime horisontaalse ketta, mille paksus on dz ja mis asub
r—y-tasapinnast kaugusel z. Niiiid

dV = n(R* — 2%)d=z (55)

1 (R
ZC_V/O n(R?—28)dz = . ..

10.5 Pappus-Guldini teoreemid

Pappus-Guldini I teoreem: Poordpinna pindala on vordne teda genereerinud kovera
kaarepikkuse ja selle kovera raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.



10. Raskuskese 42

Vafsw—-&uﬁol,m./ PW—M&W
I UbArn,

p——
N Tevrubn
Joonis 37: Pappus-Guldini teoreemid

Toestus: Vaatleme poordpinda, mille teljeks on x-telg ja mille on genereerinud kover
pikkusega [ (joonis 37). Kdvera elemendi dl poolt genereeritud péérdpinna pindala on
2mydl ja kogu poordpinna pindala

A=2n / yl. (57)
!
Kuna vastavalt valemitele (46) on joone raskuskeskme y koordinaat
ydl
o= 1%, (59
siis

A = 2mycl. (59)
q.e.d.

Pappus-Guldini IT teoreem: Poordkeha ruumala on vordne teda genereerinud pinna
pindala ja selle pinna raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.

Toestus: Vaatleme poordkeha, mille teljeks on x-telg ja mille on genereerinud tasapin-
naline kujund pindalaga A (joonis 37). Elementaarpinna dA poolt genereeritud elemen-
taarronga ruumala on 27ydA ja kogu poordkeha ruumala

V= 27r/ ydA. (60)
A
Kuna vastavalt valemitele (45) on pinna raskuskeskme y koordinaat
S ydA
— JAT 1
Yc A ) (6 )
siis

V = 2y A (62)
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11 Pinnamomendid

11.1 Sissejuhatus

Vaatleme tasapinnalist kujundit (joonis 38). Integraali

/ ™y dA (63)
A

nimetatakse tasapinnalise kujundi m+n astme pinnamomendiks. Soltuvalt summa m+n

Joonis 38: Tasapinnalise kujundi pinnamomendid.

vadrtusest eristatakse 0-astme, 1. astme, 2. astme jne. pinnamomente. O-astme pinnamo-
ment kujutab endast kujundi pindala, 1. astme pinnamomente nimetatakse sageli staa-
tilisteks momentideks ja 2. astme pinnamomente inertsimomentideks. Korgemat jarku
pinnamomente kasutatakse viga harva ja neid me ei késitle.

11.2 Staatilised momendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38) staatilised momendid x- ja y-telje suhtes on defineeritud

jargmiselt:
SI:/AydA, Sy:/Aa:dA. (64)

Staatilise momendi dimensioon: dim .S = m3.

Arvestades valemit (64), saame anda tasapinnalise kujundi raskuskeskme valemeile (45)
kuju
Sy . S
Le = 1 Ja Y = R (65)

kust
Sy =x.A ja S, =y A (66)

Viimaste valemite abil on mugav leida lihtsate geomeetriliste kujundite staatilisi momente.

Kui vaadeldavat kujundit on voimalik jagada osakujundeiks, niiet A = A;+As+.. .+ A,

siis
S —/ydA / ydA+ .. +/ ydA =
A1

- S(l) + . - yClAl + ...+ ndAna

Sy:/di:/ di+...—{—/ rdA =
A A Ap

=SV 4.+ 8 =10, AL+ ...+ 20, An.
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Nagu raskuskeskme leidmise puhul, nii ka siin, tuleb viljaloigetele vastavad pindalad
ja/voi staatilised momendid lugeda negatiivseks.

Keskteljed. Valemite (64) ja (66) pohjal on selge, et staatilised momendid voivad olla
nii positiivsed, negatiivsed kui nullid. Mehaanikas omavad sageli suurt tahtsust teljed,
mis ldbivad pinnakeset (voi raskuskeset). Neid telgi nimetatakse kesktelgedeks. Valemeist
(66) jareldub, et kui z ja y on keskteljed, siis S, = S, = 0, sest z¢ = yo = 0.

Staatilise momendi moistet saab iildistada ka tasapinnalise kovera ja 3D keha jaoks, vas-

tavalt
Sm:/ydl, Sy:/:rdl
! !

ja (68)
Smy—/zd‘/, Sm—/yd\/, Syz—/xdv.
v v v

11.3 Inertsimomendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38) inertsimomendid x- ja y-telje suhtes on defineeritud

jargmiselt:
Im:/AyZdA, Iy:/szdA. (69)

Inertsimomendi dimensioon: dim I = m?.

Peale nn. telginertsimomentide (69) on laialdaselt kasutatavad ka tsentrifugaalinertsimo-
ment (lihidalt tsentrifugaalmoment)

L, = / rydA (70)
A
ja polaarinertsimoment
]p::/;fdA. (71)
A
Kuna p? = 2% 4 32, siis
I, = / pPdA = /(x2 +y*)dA =1, + 1,. (72)
A A

Inertsimomendid 1, I, ja I, on alati positiivsed, inertsimoment I, voib olla nii positiivne
kui negatiivne.

Liitkugundi inertsimomentide leidmine toimub samuti, kui staatiliste momentide puhul —
I=10 4 410 (73)

kusjuures véljaloigetele vastavad inertsimomendid loetakse negatiivseteks.
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Inertsiraadius. Suurusi

. [, . 1 ‘ 1
by = Za Zy - Zy7 Zp = Zp (74>

nimetatakse kujundi inertsiraadiusteks. Seega esitab inertsiraadius pinnaelementide ruut-
keskmist kaugust vastavast teljest (i, ja i, puhul) voi koordinaatide algusest (i, puhul).
Teisisonu, kui kogu vaadeldav pind oleks jaotatud kitsa ribana inertsiraadiuse kaugusele
vastavast teljest voi koordinaatide algusest, siis I, = i2A, I, = i2A ja I, = i>A.

11.4 Inertsimomendid keskteljega paralleelsete telgede suhtes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalaga A. Kujundi pinnakese asugu punktis C' ja x—y-
teljed on keskteljed (joonis 39). Eeldame, et inertsimomendid 1, I, ja I, on teada. Leiame
inertsimomendid z—y-telgedega paralleelsete telgede & = x — z, ja n = y — y, suhtes.

Ig = Ix —+ ygA,
I, =1, +22A, (75)
Iy = Iy + 2,y,A.

Neis valemeis nimetatakse esimest liidetavat omainertsimomendiks ja  teist
likkemomendiks. Viimased valemid voib iildistatult kokku vétta kujul

hy = Lo+ €A, (76)

kus k téhistab kesktelge, kp keskteljega paralleelset telge, ja e vaadeldavate telgede vahelist
kaugust.
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11.5 Inertsimomendid pdoératud telgede suhtes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalaga A. Eeldame, et inertsimomendid I,, I, ja I,
on teada. Leiame inertsimomendid telgede &7 suhtes, mis omavad telgedega x—y {ihist

alguspunkti kuid on viimaste suhtes pooratud nurga « vorra (joonis 40).

Joonis 40: Inertsimomendid podratud telgede suhtes.

Kuna
¢ =xcosa—+ ysina,
7N =ycosa — rsinq,

siis
I = / n*dA = /(ycosa — rsina)?dA =
A A

cosga/deA—QSinacosa/ydi+sin2a/xQdA:...
A A

A
L,:/deA:...
A

]En:/gndA:
A

Seega
I =1, cos® o + I, sin? o — I,y sin 2a,

I, =1, sin? v + I, cos? a + Iy sin 2a,

Ie, = Lo — 1y sin 2« + I, cos 2a.
Kui tuua sisse abisuurused
=ty g ol
2 2
D, =/I? +1?,, o« =arctan L I_ Do = arctan fo— h

Yy Yy

(77)

(79)

Y

mida kasutame ka jargmises alajaotuses, siis saame anda valemitele (78) kuju

I =1,4+ D,cos2(a — avq),
I, =1,— Dycos2(a — ay),
I¢y = Dysin2(a — o).

(80)
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Valemeist (80) voi (78) jéareldub, et
Ie+1,=1I,+1,=2I, (81)

see tdhendab I, on telgede podramise suhtes invariantne suurus. Telgede pooramise suhtes
invariantseks osutub ka suurus D,. Seega omavad D, ja I, suvalise ristteljestiku puhul
itht ja sama vaartust.

11.6 Peateljed ja peainertsimomendid

Valemite (80) ja (78) pohjal on selge, et & muutudes muutuvad ka inertsimomentide I¢, I,
ja Ig, véadrtused ning et kui o = ay, siis omab I maksimaalset védrtust, I,, minimaalset
vadrtust ja Ig, = 0.

Teljepaari, mille puhul telginertsimomendid /¢ ja I, omavad ekstremaalseid védrtusi ning
tsentrifugaalinertsimoment I, = 0, nimetatakse peatelgedeks. Vastavaid telginertsimo-
mente nimetatakse aga peainertsimomentideks.

Tavaliselt tdhistatakse I; = max [ ja [, = min [. Vastavaid peatelgi tdhistatakse numb-
ritega 1 ja 2. Peatelgede tunnus on I, = 0. Keskpeateljed on peateljed, mis ldbivad
pinnakeset.

Keskpeatelgede ja peainertsimomentide leidmine. Praktikas pakuvad huvi
eeskitt keskpeateljed ja neile vastavad peainertsimomendid. Seetottu vaatlemegi allpool
eeskétt nende leidmist.

Stimmeetriline kujund. Olgu z-telg siimmeetriateljeks. Sel juhul leiduvad muutuja x
iga védrtuse jaoks suurused zydA ja —xzydA. Jarelikult, I, = [, xydA = 0 ja peatelgedeks
on siimmeetriatelg ning iga temaga ristuv telg. Keskpeatelgedeks on aga stimmeetriatelg
ja temaga ristuv pinnakeset labiv telg.

Kui kujundil on rohkem kui 2 mitteristuvat stimmeetriatelge (néiteks ruut, ring voi
vordkiilgne kolmnurk), siis on inertsimomendid koigi kesktelgede suhtes vordsed ja
koik keskteljed on keskpeateljed. Olgu teljed &;,7 = 1,2,... kujundi mitteristuvad
siimmeetriateljed ja n;,7 = 1,2, ... nendega vastavalt ristuvad keskteljed. Tahistame nur-
ga, mille moodustab &;—;-teljestik z—y-tejestikuga, . Siimmeetrilise kujundi tsentrifu-
gaalinertsimomendid /¢, = 0. Valemi (80), pohjal peab seega D,sin2(a — ay) = 0 iga
a = «; puhul. See on aga voimalik vaid siis, kui D, = 0. Viimasest jareldub omakorda, et
I = I,, = I, suvalise nurga « puhul. Seega voib antud juhul toesti valida keskpeateljeks
suvalise kesktelje, omavahel ristuvaks keskpeatelje paariks aga suvalise ristuva kesktelje
paari.

Mittesiimmeetriline kujund. 1) Méératakse pinnakeskme koordinaadid mingis sobi-
vas teljestukus £-7. 2) Tuuakse sisse keskteljed z—y, leitakse inertsimomendid I, I, ja
I, ning abisuurused I,,, 1., D, ja a;. 3) Poorates kesktelgi -y nurga oy vorra saadakse
keskpeateljed 1 ja 2. 4) Leitakse (kesk)peainertsimomendid kasutades valemit

I,=1,+D, p=12 (82)
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11.7 Massiinertsimomendid

Diinaamika- ja fiitisikakursustes on samuti kasutusel inertsimomendid. Erinevus on vaid
selles, et diinaamikas on iildjuhul uurimisobjektiks kolmemootmelised kehad, elementaar-
pinna asemel vaadeldekse elementaarmasse ja integreeritakse samuti iile massi. Kui on
vaja neil kahel suurusel vahet teha, siis nimetatakse massiga seotud inertsimomente mas-
siinertsimomentideks ja pinnaga seotuid pinnainertsimomentideks voi teist jirku pinna-
momentideks.

Kui téhistada elementaarmassi dm kaugust a-teljest r,, y-teljest r,, z-teljest r, ja koor-
dinaatide algusest p, siis on telg- ja polaarinertsimomendid defineeritud jérgmiselt:

(]m:/ ridm:/(y2+z2)dm
I—/Qdm /33+2)d,
IZ:/ r2dm = /az +9?)
]p:/dem:/(m +y* + 2%)dm

Inertsiraadius, inertsimomendid paralleelsete telgede, inertsimomendid pooratud telgede
suhtes ja liitkeha inertsimomendid on masssiinertsimomentide korral leitavad pinnainert-
simomentidega analoogselt.

(83)

11.8 Naiide

Leida joonisel 41 kujutatud viirutatud kujundi keskpeateljed ja keskpeainertsimomendid.
Ko6ik mootmed on antud sentimeetrites.

Lahendus. Kuna tegu on mittesiimmeetrilise kujundiga, siis toimub peainertsimomentide
leidmine vastavalt lehekiiljel 47 esitatud skeemile. Vaadeldav liitkujund koosneb kolmest
osakujundist: ristkiilikust (1), kolmnurgast (2) ja poolringist (3).

1. Pinnakeskme leidmiseks kasutame joonisel esitatud koordinaate £ ja 7. Leiame osa-
kujundite pinnakeskmete koordinaadid

501 = 47 Ne, = 2a
2.4 2-3
50 :4+T:676677 7702:1+T:37 (84)
2-3
fc3_37r =0,212-3=0,636, nc, =1,5,
pindalad A; ja liitkujundi pindala A
Al — 32, A2 — 6, A3 — 3, 534, A — 227 466. (85)

Liitkujundi pinnakese

3 3 A
fo = 2z i _ 3,817, 1nc = iz e Ai =1,812. (86)
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Joonis 41: Mittesiimmeetrilise kujundi peainertsimomentide leidmine.

2. Tombame ldbi pinnakeskme C keskteljed z || € ja y || 7 ning ldbi osakujundite
pinnakesete C; omakeskteljed x; || € ja y; | n. Edaspidistes arvutustes kasutame vaid
kesktelgedele ja omakesktelgedele vastavaid koordinaate x, y, x; ja y;. Jargnevalt leiame
osakujundite pinnakeskmete koordinaadid z¢, = &0, — ¢ ja yo, = N, — Ne:

xc, = 0,183,  yc, =0,188,
T, = 2,850, e, = 1,188, (87)
Tog = —3, 181, Yoz = —0,312.

On selge, et |x¢,| on vordne telgede y; ja y vahelise kaugusega ning |yc,| telgede z; ja x
vahelise kaugusega. Kanname vastavad kaugused joonisele.

3. Inertsimomendid kesktelgede suhtes

( 3 3

L=> IO =" (I +y2 A;) = ... = 43,803 — 11,474 — 2,331 = 29,998,
1=1 i=1
3 3
L= "IV =" (I + 22, A;) = ... = 171,738 — 54,056 — 36,319 = 81,363,
i=1 =1
3 3
Ly =Y 10 =" (1) +zcyc,A;) =...=1,103 — 18,319 — 3,503 = —20,719.
\ i=1 =1

(88)
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4. Peainertsimomentide madramiseks tuleb leida abisuurused

I,

( :M:E)E) 630
2 ) )

I, —1I
I = == = 25,683,

D, = /17 + I7, = 32,998,

I.— D, .
a1 = arctan =70, 553°.
\ Ty

(89)

Neist viimane, st. a; = 70,553° &~ 71° médrab nurga, mille vorra tuleb péorata kesktelgi
x — 1, et saada keskpeateljed 1 — 2.

Keskpeainertsimomendid (inertsimomendid keskpeatelgede suhtes) I, = [, = D,, p =
1,2. Seega
IL=1,+D,=88,679 ja I, =1,— D, = 22,682. (90)

Kontrolliks leiame nurga, mille vorra tuleb poorata kesktelgi x — y, et nad iihtiks kesk-
peatelgedega teise valemi abil (vt. avaldisi (79)): oy = arctan% = 70,553°. Kuna
tulemused langevad kokku, siis on lootust arvata, et iilesande lahendus on oige.

Vastus®: Vaadeldava kujundi pinnakese asub punktis C, mille koordinaadid on ¢ =

3,8 cm ja no = 1,8 cm. Keskpeateljed 1 — 2 on kesktelgede x — y suhtes podratud
nurga «; = 71° vorra. Keskpeainertsimomendid /; = 88,7 cm* ja I, = 22,7 cm™.

6K#esolevas niites on vastused esitatud tépsusega iiks koht peale koma ja vahearvutuste tulemused
tapsusega kolm kohta peale koma. Kodu- ja kontrolltoddes piisab vahearvutuste puhul tédpsusest kaks
kohta peale koma.
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12 Jouviali

Kasutatakse ka termineid jaotatud koormus, lauskoormus, lausjoud.

Voib eristada kolme juhtu

1. Ruumjouvili ehk ruumkoormus - intensiivsus p(z,y,2) — dimp = N/m?>. Niit.
raskusjoudu pohjustav gravitatsioonivéli.

2. Pindjouvili ehk pindkoormus - intensiivsus p(z,y) — dimp = N/m? Niit.
hiidrostaatiline surve.

3. Joonjouvili ehk joonkoormus - abstraktsioon, mida kasutatakse varraste puhul
- intensiivsus p(z) - dimp = N/m. Néiteks ka selles kursuses kasutatud nn.
ristkiilikkoormus voi kolmnurkkormus.

Joonkoormus. Vaatleme vardale rakendatud joonkoormust (joonis esitatakse loengus),
mille intensiivsus on esitatud kujul p = p(x) ja mis mdjub risti varda teljega, see tihendab
varras on koormatud jouga, mille intensiivsus séltub vaid koordinaadist z. Vastavat joo-
nist nimetatakse joonkoormuse epiiiiriks. Tegu on paralleeljoudude siisteemiga, seega on
vaadeldav jousiisteem taandatav resultandiks. Leiame selle resultandi suuruse (mooduli)
ja mojusirge asukoha. T#histades epiiiiri elementaarpindala dA = p(z)dz, on vaadeldava
joonkoormuse resultant

b
R:/ p(z)dr = / dA = A, (91)
0 A
kus b on varda pikkus ja A on epiiiiri pindala. Vastavalt Varignoni teoreemile peab

fob Mo [p(z)]de = Mp(R). Seega

b
Mo :/ xp(z)dr = xgrR ehk Mo = / xdA = xRA, (92)
0 A

kust resultandi R magjusirget méarav koordinaat

fodA_&

1 1 (93)

TR —

avaldub kui epiiiiri pinnakeskme z koordinaat.

Pindkoormus. Analoogselt joonkoormusega saab leda ka pindkoormuse p(z,y) resul-
tanti ja tema mojusirge asukohta:

(
R:/p(x,y)dA:/dV:V,
A v
fvde
—Jve 94
TR Vv 3 ( )
~ Jyyav
\yR——V .

Naited. Pinged paindel ja vddandel; vedeliku surve anuma otstele.
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13 Hoore

13.1 Liugehoore

Senini oleme staatikaiilesannete piistitamisel tihti lisanud lause: “Hodret mitte arvesta-
dal!” Seega oleme eeldanud, et kokkupuutuvad pinnad on ideaalselt siledad. Selline eeldus
pole aga tegelikult mitte kunagi tdidetud ja paljudel juhtudel tuleb hooret arvesse votta.
Vaatleme karedale pinnale asetatud keha, millele on rakendatud horisontaalne joud F
(joonis esitatakse loengus). Kui kokkupuutuvad pinnad oleks ideaalselt siledad, st. mitte
midagi ei takistaks libisemist, siis hakkaks keha liikuma mistahes /' > 0 puhul. Kuid
kuna tegelikkuses on tegu karedate pindadega, siis nii ei juhtu. Jarelikult mojub jouga
F vastassuunaline joud, mida nimetatakse hoordejouks ja mida on soovitatav téhistada
F; . Kui keha on paigal, siis F = F;. Kuna teatud suurusega jou F puhul hakkab keha
liikuma, siis jarelikult leidub maxF .

L

Joonis 42: Liugehdore

Staatikaiilesannete puhul, kus arvestatakse hooret, lahtutakse Coulomb’ hdéordeseadus-
test:

1. Hoordejou maksimaalne vadrtus ei soltu kokkupuutuvate pindade suurusest, vaid
ainult nende pindade iseloomust (siledus, karedus) ja materjalist.

2. Hoordejou maksimaalne vadrtus on vordeline normaalreaktsiooniga, st.
max Fy = fN, (95)
kus f on hdordetegur (mida tihti tdhistatakse ka p). Tasakaalu puhul
Fy <maxFy = fN (96)

Hoordejou suund on alati vastupidine voimaliku liskumissuunaga.

Eristatakse

e kuivhooret ja mérghooret;

e paigalseisu- ehk staatilist hooret ja kinemaatilist hooret. Kinemaatiline hoordetegur
on kuni 25% viiksem kui staatiline hoordetegur ja tema védrtus soltub ka keha
kiirusest.
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Kéesolevas punktis késitletud hooret nimetatakse tédpsemalt liugehoordeks ja vastavat
tegurit liugehoordetegquriks.

Tépsemad uuringud on ndidanud, et (liuge)hoordetegur ja seega ka (liuge)hoordejoud voib
lisaks kokkupuutuvate pindade iseloomule séltuda

e molekulaarse péritoluga joududest;
e korgetest lokaalsetest temperatuuridest (kleepuvus, libedus);
e kokkupuutuvate pindade relatiivsest kovadusest;

e kokkupuutuvate pindade suurusest.

Kaesoleva kursuse raames kasitletavate staatikaiilesannete lahendamisel viimaseid efekte
aga ei arvestata ning ldhtutakse vaid Coulomb’i hoordeseadustest.

Naiiteid hoordeteguri vaidrtustest. Jargnevas tabelis on toodud staatilise hoorde-
teguri vaartused monede enamlevinud materjalide jaoks. Toodud arvud on périt kahest
opikust: 1) R.C. Hibbeler, Engineering Mechanics, Statics; 2) F.P. Beer, E.R. Johnston,
Mechanics For Engineers, Statics.

Materjalid Staatiline hoordetegur
metall jaal 0.03 — 0.05

puit puidul 0.3—-0.7

nahk puidul 0.2—-0.5

nahk metallil 0.3 —0.6

metall metallil 0.15—-0.6
metall puidul 0.2—-0.6

metall kivil 0.3—-0.7

kummi betoonil 0.6 -0.9

Nagu on tabelist ndha, kéiguvad toodud vadrtused kiillaltki suures vahemikus. Enamgi
veel, teistes Opikutes voi teatmeteostes esitatud staatilise hoordeteguri vadrtused voivad
erineda alltoodutest. Praktikas tuleks igal konkreetsel juhul valmistada kasutatavatest
materjalides katsekehad ning méarata hoordeteguri vaartus katseliselt.

13.2 Hoordenurk ja hoordekoonus

Staatikas eristatakse kahte tiilipi pinnareaktsioone, mida nimetatakse vastavalt sileda pin-
na reaktsiooniks ja kareda pinna reaktsiooniks.

Joonis 43: Sileda (vasakul) ja kareda pinna reaktsioon.
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Sileda pinna reaktsioon koosneb vaid normaalreaktsioonist, mis on risti kehade kok-
kupuutepunktis leitud iihise puutujaga.

Kareda pinna reaktsioon koosneb normaalreaktsioonist ja hoordejoust ning on vord-
ne nende kahe jou (geomeetrilise) summaga, st. R =F; + N.

Joonis 44: Hoordenurk

Ho6ordenurk. Vaatleme karedale pinnale toetuvat keha, millele méjub joud F. Joud
F kujutab endast koigi kehale mojuvate aktiivsete joudude (kaasa arvatud keha kaal)
summat. Hoordetegur keha ja pinna vahel on f ja jou F mojusirge moodustab puutepinna
normaaliga nurga « . Tahame teada, millise nurga « puhul jéiab keha tasakaalu.

On selge, et tasakaalu puhul
N = Fcosa ja Fy= Fsina. (97)
Teisest kiiljest, on hoordejou maksimaalne vadrtus max Fy = fN, st.
Fy <maxFy = fN. (98)
Viimaste avaldiste pohjal on tasakaalu korral
Fsina < fFcosa ja tana < f. (99)

Et anda viimasele mugavamat kuju, tdhistame tan ¢ = f, kus nurka ¢ nimetatakse héorde-
nurgaks. Keha on tasakaalus, kui
a<p. (100)

Hoo6rdekoonus on koonus mille tipp asub punktis A, teljeks on puutepinna normaal ja
tipunurgaks kahekordne hodrdenurk 2¢.

13.3 Veerehoore ehk veeretakistus

Vaatleme horisontaalsele pinnale toetuvat silindrit kaaluga P ja raadiusega r, mille tsent-
risse on rakendatud horisontaalne joud Q. Kogemusest on teada, et silinder ei hakka
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Joonis 45: Veerehoore

veerema mis tahes ) > 0 puhul. Takistust, mida silinder avaldab veeremisele, nimeta-
takse wveerehoordeks. Erinevalt liugehoordest on veerehdore pohjustatud veereva keha ja
aluspinna deformeerumisest.

Silinder hakkab veerema, kui |[M4(Q)| > |Ma(P)|. Kuna momendid |M4(Q)| = Q - OC
ja |[M4(P)| = P - AC, siis saab viimane tingimus kuju @ - OC > P - AC.

Tahistame deformatsiooni iseloomustava pikkuse AC' = . Kuna « on viike, siis cosa ~ 1,
OC ~rja P~ N. Seega silinder hakkab veerema, kui

P N
Q>n—~ n- = F,. (101)

Suurust s nimetatakse veerehdoordeteguriks (dim > = m) ja jou dimensiooni omavat suu-
rust F, veerehoordejouks.

Ulesannete lahendamisel on otstarbekas kasutada veerehdordejou asemel veerehdordemo-
menti, mille moodul
M, =rF, = «N. (102)

Sarnaselt liugehoordega on ka veerehoordejoud ja veerehdordemoment suunatud vastupi-
diselt voimalikule liikumisele.

Maiarkused:

e Sageli kasutatakse termini veerehodrde asemel terminit veeretakistus. Vastavalt ka-
sutatakse siis ka termineid veeretakistustequr, veeretakistusjoud ja veeretakistusmo-
ment.

e Veeretakistustegur s iseloomustab veereva keha ja aluspinna deformatsiooni suu-
rust.

o Tegelikult médravad avaldised (101) ja (102) vastavalt veerehoordejou ja vee-
rehoordemomendi maksimaalsed véadrtused ning analoogselt liugehooérdega kehitvad
veerechdorde puhul vorratused 0 < M, < max M, = »N ja 0 < F, < max F, = %%.

e Peale liugehoodrde ja veerehoorde eristatakse ka poordehodret ehk keerlemishooret,
kuid kéesolevas kursuses seda ei késitleta (Vt. Lepik & Roots, TM lk. 79-80).
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13.4 Hoorde rakendusi
13.4.1 Kiilud

Ulesanne.
Vaatleme keha kaaluga P, mille all on kerge kiil” kaldenurgaga «.. Hoordetegur kiilu mole-

N

Joonis 46: Keha ja kiil(vasakul). Kiilu liikumine keha alla (paremal).

mal pinnal on f. Kui suurt horisontaalset joudu F tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem
keha alla liiguks? Kui suurt horisontaalset joudu F tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha
alt vilja tommata? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga (kiiluga, mis ei libise
ise keha alt vélja)?

Lahendus.
1) Kui suurt horisontaalset joudu ¥ tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem keha alla
liiguks?

Tasakaalu korral moodustavad kehale mojuvad kolm joudu P,N ja Ry taisnurkse
joukolmnurga (¢ = arctan f on hoordenurk), kust leiame

P
Ry = —F7—7-—. 103
> cos(a+ @) (103)

Kiilule m6juvad joud Rq,Rs ja F. Vaatleme kiilu tasakaalu ja moodustame vastava
joukolmnurga. Siinusteoreemi ja avaldise (103) pohjal

R, B F N Rysin(2p +a)  Psin(2p + )
sin(90° — @) sin(2p +a) T cos ¢ ~ cospcos(a+ @)

(104)

2) Kui suurt horisontaalset joudu F tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha alt véilja tomma-
ta?

7St. kiilu kaalu ei arvesta.
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Joonis 47: Kiilu litkumine keha alt vélja (vasakul). Iselukustuv kiil: maksimaalse kalde-
nurga soltuvus hoordetegurist (paremal).

Vorreldes eelnevalt késitletud juhuga on kiilu vilja tombamise puhul (eeldatav) liikumise
suund vastupidine. Vaatleme keha ja kiilu tasakaalu, moodustame kaks joukolmnurka,
rakendame siinusteoreemi ja saame

sin(90° — @) sin(2p — a)’ (105)

o Rysin(2p —a)  Psin(2p — a)
- COS ¢ ~ cospcos(p —a)’

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga?

Iselukustuva kiilu puhul hakkab kiil keha alt vélja liikuma vaid vasakult paremale suuna-
tud jou F toimel. Teisisonu, avaldisega (105), esitatud joud peab olema positiivne. Uurime
seda avaldist. Kui hoordetegur 0 < f < 1, siis hoordenurk 0 < ¢ < 45° ja cos¢ > 0. Kui
kiilu nurk 0 < a < 90°, siis ka cos(p — o) > 0. Suurus sin(2¢ — «) > 0, kui 2¢ > «.

Seega, iselukustuva kiiluga on tegu, kui nurk o < aya.x = 2¢0 = 2 arctan f. Vastasel korral
tuleb kiilu keha all hoidmiseks rakendada paremalt vasakule suunatud joudu —F, mis on
médratud avaldisega (105),. Kui hoordetegur f = 0,3 (puit puidul), siis cumax = 33,40°
jakui f = 0,6 (teras terasel), siis apyax = 61,93°. Hodrdeteguri vidrtuse f = 0,9 puhul
oleks aynax = 83,97°.
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13.4.2 Kruvid

Ulesanne.
Vaatleme nn. ristkiilikulist kruvi (vinti).Kui suurt joupaari momenti M tuleb kruvile

rakendada, et tosta raskust W7 Kui suurt joupaari momenti M tuleb kruvile rakendada,
et langetada raskust W? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga? Hoéordetegur on
f, kruvisamm L ja kruvi (keskmine) raadius r.

VI
Wl
(luh}‘i. LM tastuics)

Joonis 48: Kruvi.

Lahendus.
1) Kui suurt joupaari momenti M tuleb kruvile rakendada, et tosta raskust W 2

Joonis 49: Tostmine (vasakul) ja langetamine.

Vaatleme kruvi iihte keeret, kerime ta motteliselt sirgeks ja asendame momendi M jouga
F = M/r. Keerme kaldenurk o = arctan(L/27r) ja hoordenurk ¢ = arctan f. Projektee-
rides tasakaaluvorrandi W + R + F = 0 kahele ristuvale teljele saame

W
~ cos(a+p)
F = Rsin(a + ),
M = Wrtan(a + ¢).

(106)
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2) Kui suurt joupaari momenti M tuleb kruvile rakendada, et langetada raskust W ¢

Raskuse W langetamise puhul muutuvad joudude R ja F suunad ning moment

M = Wrtan(p — ). (107)

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga?

I[selukustuva kruviga on tegu juhul, kui raskuse W toimel ei hakka kruvi ise langema, vaid
selleks tuleb rakendada joupaari momenti. Teisisonu, avaldisega (107) méadratud moment
peab olema positiivne. Kuna nii W > 0 kui r» > 0, siis on M > 0, kui

tan(p —a) >0 = a<e. (108)

Seega, iselukustuva kruvi puhul o < ay.x = p = arctan f.

13.4.3 Niidi h6ore vastu silindrilist pinda

Ulesanne.

Vaatleme jdigalt kinnitatud silindrit, millel oleva niidi® harudes mojuvad témbejoud
T, < T,. Hoordetegur niidi ja silindri vahel on f. Leida niidi harudes mojuvate joudude
moodulite suhe Ty /7.

Joonis 50: Niidi hoore.

Lahendus.

Vaatleme kesknurgale di vastava niidielemendi tasakaalu. Sellisele elemendile méjuvad
joud T, T+dT, dN ja dF;. Arvestades, et dFy = fdN, saame tasakaalutingimuse > | F; =
0 projekteerimisel telgedele t ja n

{ fdN = dT,

Tdo = dT. 1
N Ty FTdY = d (109)

8Niidi moiste on siin kiillaltki lai. Niidina kisitletakse niiteks koisi, trosse, rihmasid ja muid painduvaid
kehasid.
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Eraldame muutujad ja integreerime:

41 p Ty
| F=r] £ =10 (110)
Seega joudude moodulite suhe’
T
2 —exp ff3. (111)
T

Maiarkused:

e Valem (111) kehtib ka mitteringjoonelise ristloike puhul (néiteks kivid), sest tema
tuletamisel ei kasutatud silindri raadiust r.

e Valemit (111) saab kasutada vaid juhul, kui niit libiseb silindril v6i on just libisema
hakkamas. Viimane on nn. piirjuht.

e Silinder ei pruugi olla jiigalt kinnitatud — teda v6ib paigal hoida joupaari moment.

e Kiilrihma puhul on normaalreaktsioon dN = T'dd/ sin(0, 5a) (vt. joonist) ja valem
(111) saab kuju

T /B
T exp 50 (0,50 (112)

£

\A
m Trdt

A5
-

Joonis 51: Kiilrihma reaktsioonid.

e Pohilised rakendused:

— Joudu T tasakaalustava jou 77 leidmine.
— Lintpidurite arvutus.

— Rihmiilekande vedavas ja veetavas harus moéjuvate tombejoudude méadramine
voi maksimaalse iilekantava momendi leidmine.

Yexpr = e®
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