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Eessena

KAesolev loengukonspekt on eeldud kasutamiseks Tallinna Tehnik@likooli tehnilise
fiMisika eriala Wiepilastele staatika kursuse EMR0O01@®ppimisel (sobib ka vanasppeka-
va samanimelisele ainele koodiga EMR3020). Kursuse programm.|Staatika EMR0010
laiendatud programm (vt. http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html ) | kujutab en-
dast antud loengukonspekti lahutamatut lisa. Seal on esitatudppeaine eesdrgid, maht,
eeldusained ja soovitatav kirjandus ning kirjeldatud #ékorraldust.

Loengukonspekti koostamisel oli mul algseks eergiks vabastadalliepilased keskaegse
munga tasemel #dst, st. de nitsioonide ja teoreemide 4rjekordsestémberkirjutamisest.
Kuigi loengukonspekti kdesolev versioon sisaldab palju jooniseid, valemite tuletuike ja
teoreemide destusi, pole minu eesdrgiks olnud mitte uue epiku, vaid loengukonspekti
kirjutamine. Sellise loengukonspekti olemasolu korral saabdogutes ja harjutustundi-
des mdrata pehitdhelepanu de nitsioonide ja teoreemide sisu avamisele, valeenitule-
tuskaikudele, teoreemide @estustele ning Aitedlesannetele. Teisisnu, kéesolev loengu-
konspekt annab vaid koos loengutes ja harjutustundides kiganduga tervikliku kasitluse
eppeainest staatika (ja sedagi vaid programmi ulatuses).

Loengukonspekti koostamisel on kasutatud praktiliselt éiki @alnimetatud . Staatika
programmix  kirjanduse loetelus esitatudepikuid ja eppevahendeid. Kursusalesehitus
tugineb Tallinna Tehnikailikoolis teoreetilise mehaanikaspetamisel \Aljakujunenud tra-
ditsioonidele ja minu enda ligi kahelAmneaastaselepetamiskogemusele Tallinna Tehni-
kadlikoolis. Pehiepikuna soovitan kasutadablo Lepiku ja Lembit Rootsi epikut . Teoree-
tiline mehaanika , mida pean parimaks eestikeelselapikuks selles valdkonnas. De nit-
sioonid ja teoreemid on sealemastatud lghidalt ja selgelt ning kasitletavate probleemide
olemus on avatud phjalikult. Teised eestikeelsedpikud ja eppevahendid Advad selles
osas Lepiku ja Rootsipikust kaugele maha. Selguse poolegrgmine on minu arvamuse
jArgi vene keelestalgitud teoreetilise mehaanikaspik, mille autoriks on Semjon Targ.

Harjutustundides  lahendatavad #esanded on valdavas osas  esitatud
Wesannetekogus | A. Salupere. Staatika #esanded. Tallinn 2006,
http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html . NAitellesandeid on loengukonspekti
kéesolevas versioonis suhteliseltdne. Seedttu tuleks kontrollt éddeks ja eksamiks
eppimisel ning koduBdde tegemisel kasutada loengu ja harjutustundide materjale
ning . Staatika Programmk kirjanduse loetelus metoodiliste abimaterjalidena esitatud
eppevahendeid.

Andrus Salupere
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1 Sissejuhatus

Kursuse alguseks avame emede mhimeistete sisu.

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside likst, selle
likumise pehjusi ja tagajargi.

Teoreetiline mehaanika ehk absoluutseltj  Aiga keha mehaanika ehk klassikaline
mehaanika uurib absoluutselt jaikade kehade liikkumist ja paigalseisu neile rakendatud
jeudude toimel.

Absoluutselt | Aiga keha mis tahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne. ek
kehad, mida me antud kursuses vaatleme, loeme absoluutsdlikpdeks. Tegelikult on siin
loomulikult tegu abstraktsiooniga | me loeme deformatsioonidvAikesteks ja ei wta neid
arvutuste tegemisel arvesse.

Laias laastus wib teoreetilise mehaanika jagadataatikaksja ddnaamikaks
Staatika uurib:

1. kehade tasakaalu @psemaltdeldes kehadele rakendatudbjughsteemide tasakaalu);

2. jeudisteemide lihtsustamist ehk taandamist.
Dnaamika veib omakorda jagada kolmeks osaks:

1. Kinemaatika , mis uurib liikumise geomeetrilisi seadusirasusi.

2. Punktmasside ja j Aikade kehade d gnaamika ehk klassikaline d @naamika ,
mis uurib punktmasside ja fikade kehade liikumist neile rejuvate jeudude toimel.

3. Anal @tiline mehaanika , mis baseerub integraal-, diferentsiaal- ja variatsioonar-
vutusel ning tegeleb mehaanikélesanneteildiste lahendusmeetodite leidmisega.
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2 Jeud ja j seushsteem

2.1 Jeu maeiste

Klassikalistes mehaanikakursustesdsitletaksejeudukui kehade vastastikuse rmju mestu.
Selline Bhenemisviis on #iesti piisav nii kAesoleva staatika kui ka Argneva dinaamika
kursuse puhul. Seega kasutamévjgnevat jou de nitsiooni:

Jeud on kehade vastastikuse wju meeduks.

2 Vastastikune meju veib olla nii otsene (kehad on omavahel konaktis) kui kaudne
(nAiteks gravitatsioonijeud).

2 Jeu paritolu veib olla vAga erinev. Miiteks elastsuspud, grvitatsioonijeud, elektro-
magnetjpud jne. Tavaliselt uuritakse mehaanikas vaidgu meju vaadeldavale kehale
ning ei tunta jeu fiddsikalise olemuse @i pAritolu vastu huvi.

2 Jeu toimel veib keha kas deformeerudaei omandada kiirenduse.

2 Jeud on vektor (vektoriaalne suurus)! Teda iseloomustavad: 1) mdul ehk anAartus
ehk suurus; 2) suund (siht); 3) rakenduspunkt. Tikikirjas t Ahistatakse puvektoreid
tavaliselt F;P; G jne., késitsi kirjutades aga tehakse vastava#he kohale kriips wi
nool.

Jeu mejusirgeks nimetatakse sirget, mille sihis antud gud mejub. Teisissnu, jeu meju-
sirge on sirge, millel on antud ¢uvektoriga rohkem kuipks Bhine punkt.

V Alisj eud ja sisej eud

VAlisjeud |j eud, millega teised kehade sjuvad vaadeldavale kehale.

Sisejeud | vaadeldava keha osade vahel nejuvad jeud.

2.2 Jeuskhsteemi m eiste

Jeushsteemiks  nimetatakse kehale mjuvate jeudude kogumit.
Jaotus:

Koonduv j eusiisteem | koonduvasse jeudhsteemi kuuluvate pudude mejusirged
leikuvad Bhes ja samas punktis.

Paralleelj eudude s @steem | paralleelj eudude sisteemi kuuluvate pudude nejusirged
on paralleelsed.

Bidine j susiisteem |j eusisteemi, mis pole ei koonduvgusisteem ega paralleedudu-
de gisteem, nimetataksaildiseks pugisteemiks.

Tasapinnaline j susisteem | tasapinnalisse j eusdsteemi kuuluvate pudude nejusir-
ged asuvaddhel ja samal tasandil.
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Ruumiline j eusidsteem | ruumilisse j eugisteemi kuuluvate pudude nmejusirged ei asu
¥hel ja samal tasandil.

Blaltoodud jeusisteemide liigid poledksteist valistavad. Naiteks wsib koonduv jsusisteem
olla nii ruumiline kui tasapinnaline.

2.3 Jeu projektsioon teljel, | eu komponendid ja | eu projekt-
sioon tasandil

Koordinaadid ja koordinaatteljed. Bldjuhul kasutame Descartes'i ristkoordinaate
(DRK). Koordinaatteljed peavad moodustama paremaid kolmiku (vt. joonis 1). Bmber
telje toimuva pddrde positivne suund maAdratakse kruvireegliga | p 8drde suund on
positiivne, kui selle kKaigus liigub parema ke kruvi telje positiivses suunas.

2l @ A ¢ " )

:
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Joonis 1: Parema Ke teljestikud ja pddrde positiivsed suunad.

Jeu projektsioon teljel on skalaar. Vastavalt de nitsioonile on vektori projektsioon
verdne teljesuunalisadhikvektori ja selle vektori skalaarkorrutisega. Joonisel 2 Kutatud
juhtudel seega

Joonis 2: buvektori projektsioonid ja jpuvektori komponendid.

Fx=F¢i;, F,=Fg¢j;

Q= Qi Q=0Q¢; Q=Qtk 1)
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Samas on selge, et arvutuste teostamisel on mugavam kasutada nedel

= Qcos®,

F, = Fcos®= F sin®; %=Q _
- Fcos = Fsin@= .. Qy = Qcos ; (2)

y=Fcos =j Fsin®= i F cos’; .

Q; = Qcos’:

Jeu komponent on vektor. Vaadaldaval juhul seega

F=F,+Fy=Fi+ Fyj; )
Q=0Qx+ Qy+ Q.= Qi+ Qyj+ Q:k:

Valemis (3) on suurused-y; Fy, Qy; Qy ja Q; jeududeF ja Q koordinaattelgedex;y ja z

sihilised komponendid ning suuruse#,; Fy, Qy; Qy ja Q. jeududeF ja Q projektsioonid

koordinaattelgedelx;y ja z.

Jeu projektsioon tasandil  on vektor. Joonisel 3 kujutatud juhul on projektsiooniF,y
moodul Fy, = F cos, .

9

Joonis 3: bu projektsioon tasandil.

Jeudude t@histamise puhul joonistel loobume edaspidildjuhul vektori m Arkidest (rasva-
sest kirjast tridkitud t 88 puhul) ja kirjutame jeuvektori juurde vaid tema pikkuse.

2.4 Jeudude liitmine

Kuna jeud on vektor, siis toimub pudude liitmine tApselt samuti kui vektorite liitmine:

R = Fi 4)

Geomeetriline liitmine. Jeudude geomeetriliseks liitmiseks tuleb konstrueerida
jeurddpkilik vei jeuhulknurk.
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Anal Agiline liitmine. Jeudude analiliseks liitmiseks tuleb keik liidetavad jeud
projekteerida koordinaattelgedele, lita saadud projektsionid ning seedvel arvutada re-

sultandi moodul ja suunakoosinused.

g . .
R= RZ+ RZ+R? )

Ry
cos®= —: cos =
R
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3 Staatika aksioomid ja p ehiesanded

| Tasakaalu aksioom: Kaks absoluutselt Aigale kehale rakendatudgudu on tasakaa-
lus siis ja ainult siis, kui neil onBhine mejusirge ja nad on wrdvastupidised.

Il Superpositsiooni aksioom: Tasakaalus olevate gudude lisamine wi Arajatmine
ei mejuta keha tasakaalu.

NAitame, et superpositsiooni aksioomighijal veib lugeda pu rakendatuks tema nejusirge
mis tahes punkii.

1. Algselt on punkti A rakendatud jpud F; (joonis 4 a).

2. Valime jeu F; mejusirgelt suvalise punktiB. Vastavalt superpositsiooni aksioomile
veime punkti B lisada tasakaalus olevadgud F, ja F3 nii, et F, = | F3 = F;
(joonis 4 b).

3. Kuna jeud F; ja F3 on tasakaalus, siis gib nad Ara jatta. Seega olemegi asendanud
punkti A rakendatud jeu F; punkti B rakendatud jeugaF, = F;.

Joonis 4: BAreldus superpositsiooni aksioomist.

JAreldus: Jeud on libisev vektor | teda v eib lugeda rakendatuks oma mjusirge mis
tahes punkii.

11l J eur ABpk Aiku aksioom: Kaks phte punkti rakendatud jeudu veib asendadadhe
jeuga, mis on rakendatud samasse punkti ja kujutab endast antuédydudele ehitatud
rédpkiliku diagonaali.

Jeudu, millega saab asendada need kaks antuslidu, nimetatakseresultandiks .

IV M eju ja vastum eju aksioom (Newtoni Il seadus): Kaks keha nejutavad
teineteist sama nsjusirget omavate wrdvastupidiste jpududega.

V J Aigastumisaksioom: Kui deformeeruv keha lugeda deformeerunud olekus abso-
luutselt jAigaks, siis antud pugisteemi puhul keha tasakaal ei muutu.

Naiteks rihm, ahel, nBér jne.
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VI Sidemete aksioom ehk sidemetest vabastatavuse printsii p: lga seotud keha
veib vaadelda vaba kehana, kui asendada sidemed sidemereakisidega. (Sidemeid ja
sidemetest vabastamist vaadeldaksétemalt jdrgmises paragrahvis.)

Tasakaalus olevj eusidsteem.  Jeugidsteemi, mis nejudes paigalseisvale kehale ei kutsu
esile selle likumist, nimetataksdasakaalus olevakssjgisteemiks

Ekvivalentsed j eusidsteemid. JeudAsteeme nimetatakseskvivalentsetekskui neil on
sama nweju vaadeldavale kehale i nad on saadudiksteisest, kasutades staatika aksioome.

Newtoni seadused

| Punktmass on paigal wi liigub @htlaselt ja sirgjooneliselt, kui talle nmejuvad jeud
on tasakaalus

Il Punktmassi kiirendus on talle mejuva jeuga \erdeline ja samasuunalineF = ma

11 Vt. IV aksioom

Newtoni gravitatsiooniseadus:

3
MM . \us G=6:673¢10 1+ ™

F=6 rz’ kg ¢

Staatika p ehi lesanded:

1. Antud jeudisteemi taandamine lihtsaimale kujule.

2. Antud jeudisteemi tasakaalutingimuste rédramine.
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4  Sidemed, sidemereaktsioonid ja
sidemetest vabastatavuse printsiip

Sidemeteks nimetatakse keha liikkumist kitsendavaid tingimusi. Tavaliseltmoodustab
sideme mingi teine kehaNAited

Vabaks kehaks nimetatakse keha, mille likumist ei piira mitte Bkski tingimus. Vaba
keha saab antud asendisile viia mis tahes uude asendisse.

Sidemereaktsioon ehk reaktsioonj eud on jeud, millega sidet moodustav keha
mejub vaadeldavale kehale. Reaktsiooayidusid nimetatakse kapassiivseteks j eudu-
deks, keiki teisi jeudusid agaaktiivseteks j eududeks .

Insenerilesannete puhul nimetatakse sidemeid tihti katugedeksja vastavaid reakt-
sioonpudusid toereaktsioonideks

Sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha wib vaadelda vaba kehana,
kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega.

Sidemete liigid.  Selleks, et nédrata kehale nejuva jeusbsteemi tasakaalutingimusi,
see fihendab lahendadadht kahest staatika pshidlesandest, tuleb vaadaldavale kehale
rakendada sidemetest vabastatavuse printsiipi. Viimase rakend@eks on omakorda va-
ja teada millised reaktsioonpud vastavad konkreetsele sidemele. Allpool ongi esitatud
mehaanikallesannetes sagedamini esinevad sidemed ja vastavad reaktsieodj Parema
loetavuse huvides on enamikel juhtudel joonistele 5{12 kantuvaid reaktsioonpud.

S G Ly

NSNS

gl

Joonis 5: Sileda pinna reaktsioon

Sile pind (joonis 5). Kui keha toetub siledale pinnale, siis berdejpudu Alesande la-
hendamise puhul arvesse epeta. Jarelikult on keha liikumine takistatud vaid kok-
kupuutepunktis mAdratud Bhise normaali sihis ja side tuleb asendada selfihise
normaali sihilise puga (joonis 5 a). Tihti nimetatakse sellist sidemereaktsioonion-
maalreaktsiooniks ja vastavat sidet vabaks toetuseks. Joonistglb) ja c) on kuju-
tatud mened sileda pinna reaktsiooni erijuhud.
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Joonis 6: Kareda pinna reaktsioon.

Kare pind (joonis 6). Kareda pinna puhul wetakse arvesse kaderdejeud ja seebéttu
on keha liikumine takistatud nii normaali, kui puutuja sihis. Summaarne reakt-
sioonpud (kareda pinna reaktsioon) on normaalreaktsioori 5 ja heerdejou F a¢
geomeetriline summa, stFy = Na + Faf .

Joonis 7: Liikkumatu liigend reaktsioon.

Liikumatu ligend ! (joonis 7). Punktis, kus keha on kinnitatud liikumatu liigendi-
ga, on takistatud keik siirded (see Bhendab, et see punkt peabd@ma paigale),
kuid lubatud on keha pddrded émber kinnituspunkti. Liikumatu liigendi reakt-
siooni suund sltub aktiivsetest jeududest ning pole@djuhul ette teada. Seebttu
valjendadakse ta tavaliselt koordinaattelgede sihiliste kompentide kaudu. Tasa-
pinnalise jpususteemi puhul @iteks Fo = Fax + Fa, (joonis 7 &) ja ruumilise puhul
Fa = Fax + Fay + Fa; (joonis 7 c). Vastavaid liigendeid nimetatakse silindril-
seks ja shAriliseks. Kuna ka komponentideF oy ; Fay ja Fa, suund pole djuhul
enneflesande lahendamist teada, siis Angitakse nad joonisele tavaliselt nii, kuidas
on mugavam. Kui llesande lahendamisel saadi vastavale projektsioonile positiés
VAArtus, siis on joonisel @idatud suund eige. Kui aga projektsioonile saadi nega-
tiivne vAArtus, siis on reaktsioonpu tegelik suund vastupidine joonisel Aidatule.
Liikumatu liigendi t Ahistamiseks kasutatakseAga erinevaid tingnérke, mened nest
on esitatud joonisel 7 b).

IMenesepikus nimetatakse liigendit ligendtoeks ja menessarniiriks
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Joonis 8: Liigendi reaktsioon.

Liigend (joonis 8). Kui kaks keha on omavahel@hendatud liigendiga, siis tuleb
henduspunkti vaadelda kui liikumatut liigendit: Bhenduspunktis nejuva reakt-
sioonjpu suund pole teada ja joonisele Argitakse kaks koordinaattelgede sihilist
komponenti. Seejuures tuleb muidugidlgida, et oleks rahuldatud Newtoni kolmas
seadus: kaks keha sjutavad teineteiset wrdvastupidiste jpududega.

5 oowt e
a) £) ¢) d) e)
?) 9)

L)

Joonis 9: Liikuva liigendi, rulli, liuguri ja ratta reaktsioonid.

Liikuv liigend, rull (v ei kuul), liugur, ratas.  Vastavad sidemed (toed) on kujuta-
tud joonistel 9 a){d). Selliste sidemete reaktsioonid on analgsed sileda pinna
reaktsiooniga ning on suunatud piki toetuspinna normaali (joais 9 e). Nagu liiku-
matu liigendi puhul, pole ka liikuva liigendi tAhistamisel erinevatespikute autorid
Bksmeelel: joonistel 9 a), f), g) ja h) on toodud neli enamlevinl tAhistust.

Kerge varras (joonis 10). Selliste sidemete puhul on mlemas varda otsas liigendid,
kuid kuna kerge varda puhul ei weta arvesse varda kaalu, siis tuleb reaktsiomy
leidmisel vaadelda kahte juhtu.
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Joonis 10: Kerge varda reaktsioon.

1. Varda otspunktide vahel ei neju jeudusid ega momente: vardad\B ja CD
joonisel 10. Antud juhul on reaktsioonpud suunatud piki varda otspunkte
hendavat sirget, sltumata sellest, kas on tegu sirgeei kevera vardaga.

2. Varda otspunktide vahel nejub jeud vei moment: varraslJ joonisel 10. Sel
juhul on reaktsioonpud analoogne liikumatu liigendi reaktsiooniga.

Joonis 11: Painduvadhenduse reaktsioon.

Painduv #Bhendus (n 8dv, k dis, tross jms. joonis 11). Nagu kerge varda puhul,
jAetakse ka siin sidet moodustava keha (trossi jms.) kaal tavaliseltvesse wtma-
ta. Erinevalt kergest vardast, mis wib tédtada nii survele kui tsmbele, saab pain-

duv dhendus #dtada vaid tembele. Reaktsioorgud on suunatud piki painduvat
ghendust.

JAik kinnitus 2 (joonis 12). Vaadeldava sideme puhul on takistatud nii kinnituspunkti
siirded kui keha pédrded émber kinnituspunkti. N Aiteks on tala kas seina mévritud
vei teise keha lge keevitatud. Seega on tasapinnalisejsisteemi puhul reaktsioo-
nideks kaks pu komponenti ja ks moment: Fax, Fa, ja M 4 (joonis 12 b) ning
ruumilise jeughsteemi puhul kolm pu komponenti ja kolm momendi komponenti
Fax, F/_\y y Faz, M ay, M/_\y ja M a, (joonis 12 C).

2Kasutatakse ka terminit kinnistugi
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Joonis 13: Aiga kinnituse reaktsioon.

Joonkoormus. Tasapinnaliste staatika@lesannete puhul on sageli sistlik osa koor-

musi esitada nn. joonkoormusena. Joonkoormuseesthikuks on N=m. Joonisel 13 on
esitatud kaks enamesinevat joonkoormust: ristikkoormus ja kolmnurkkoormus. Esime-
ne neist nvjub Ieigul pikkusegaa ja tema intensiivsus onp, teine mejub Ieigul pikkusegab

ja tema maksimaalne intensiivsus og. Nooled mitavad koormuse nejumise suunda. Sel-
liseid joonkoormust iseloomustavaid diagramme (graa kuid) nietatakse joonkoormuse
epddvideks. Staatika lleasnnete puhul asendatakse joonkoormuséétsikjsududega, mis
mejuvad lAbi epddvi pinnakeskme ja mille moodul on erdne epdvi pindalaga.

Kokkuv ettes tuleb delda, et kuna erinevate riikide ja erinevate koolkondadeugorid
kasutavad sidemete jaoks erinevaidahistusi, siis tuleb@esannete lahendamise puhul lu-
geda @helepanelikultilesande teksti, et oleks @imalik otsustada, milline side on millises
keha punktis. Joonistel 14{16 on esitatud mned inglisekeelsest kirjandusestapit n Aited
sidemetest ja sidemereaktsioonidest.
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MODELING THE ACTION OF FORCES IN TWO-DIMENSIONAL ANAT,YSIS

Type of Contact and Foree Origin

Action on Body to be Isolated

Flexibla cable, belt, i
chain, or rope

[
Weight of eable W
negligible

Weight of cable
not negligible

Force exerted by a flexible
cable is always a tension away
from the bedy in the direction
of the cable.

4
—f—
T
iy
T

Smooth surfaces

Contact force is compressive
and is normal to the surface.

Rough surfaces

N
B Rough surfaces are capable of
/ supporting a tial com-
B 5 — ponent I (frictional force) as
R well as a normal component N
of the resultant contact force .

Roller support

Roller, rocker, or ball support
transmits a compressive force
normal to the supporting
surface.

Collar or slider free to move
along smooth guides; can sup-

i ECH port foree normal to guide only.
Iy N
Fin connection Pin free Pin not
to turn free to turn A freely hingad pin connection
is eapable of supporting a force
B A7\, in any direction in the plane
_} normal to the axis; usually
R, shown as two components R,
and R,. A pin not free to turn
Ry Ry may also support a couple M.
Built-in or fixed support
A built—in or fixed support is
capable of supporting an axial

force F, a transverse force V
{shear force), and a couple M
{bending moment) to prevent
rotation.

Gravitational attraction

The resultant of gravitational
attraction on allelements of a
body of mass m is the waight
W=mg and acts toward the
center of the earth through the
center of mass G.

&

Spring action
Neutral

position 5 F F= s F Hﬁ’d;“ins
i [}
L~ %

Linear MNonlinear

Spring force is tensile if spring
iz stretched and compresaive if
compressed. For a linearly
elastic spring the stifness k is
the force required to deform
the spring a unit distance.

Joonis 14: Miteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest |
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Support or Connection

Reaction

Number of
Unknowns

g

i

Rocker

Frictionless
surface

Force with known
line of action

~—

Force with known
line of action

Collar on
frictionless rod

Frictionless pin in slot

90° ,/

Force with known
line of action

Frictionless pin

or hinge

..::.'_ o

7]

Force of unknown
direction

Joonis 15: Miteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest Il

Force and couple
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Joonis 16: Miteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest |1l
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NAide.® Vabastada nummerdatud kehad sidemetest ja Ankida neile mejuvad jeud.
Kehad 1, 2, 3, 4 ja 7 on raskedilejddnud lugeda kergeteKs

Joonis 17: Mide: jpudude nrkimine

3Blesande lahendus esitatakse loengus.
4Raskete kehade puhul tuleb wtta arvesse nende kaal, kuid kergete puhul mitte.
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5 Koonduva j eusisteemi tasakaal

Keigepealt tuletame meelde koonduwspughsteemi ja pudisteemi resultandi de nitsioonid.

Jeudhsteemi nimetatakse koonduvaks kui keikide vaadeldavasse dsteemi kuuluvate
jeudude nwjusirged bikuvad Bhes ja samas punktis.

Jeudisteemi resultanton (#ks) jeud, mis on ekvivalentne vaadeldavasjugisteemiga. (Re-
sultandi meiste juurde tuleme tagasi 8. pedaikis, kui kasitleme pugisteemi taandamist.)

Joonis 18: Koonduva ¢ugisteemi asendamine resultandiga.

Teoreem. Koonduv jeughsteem on ekvivalentne resultandiga, mis on rakendatud vaa-
deldava sisteemi pudude nsjusirgete bikepunkti.

Teestus. Vaatlemen jeust koosnevat koonduvatgugisteemi. LAhtudes superpositsioo-
niaksioomist (tApsemaltdeldes Areldusest, et pud on libisev vektor) rakendame &ik jeud
nende nwjusirgete bikepunkti O (joonis 18). Sedirel rakendame korduvalt purédpkiliku
aksioomi:

Rip=F1+ F2 Rius=Fz3+ R Rupzsa=Fs+ Rpzs; 110 Run=R= Fi

Seega olemegi asendanudjeust koosneva koonduvagudhsteemi@he jeuga, mis on ra-
kendatud punkti O.
[I11] q.e.d|llll

Teoreem. Koonduv jeugdsteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui tema resultant on
verdne nulliga (nullvektoriga)

R= F =0: (6)

Teestus. Antud juhul tuleb t eestada nii tarvilikkus kui piisavus.

Piisavuseteestamiseks tuleb Aidata, et kui koonduv jpugisteem on tasakaalus, siis on
tema resultant verdne nulliga.
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Kui t Ahistada
Xi 1
R" = Fi; (7)
i=1
siis avaldub pugisteemi resultant kujul
R=R"+ Fy; (8)

st. kahe jpu summana. Kuna pughsteem on tasakaalus, siis vastavalt tasakaalu aksioomile
peavad need kaksgudu olema wrdvastupidised ja omama sama sjusirget. Jarelikult
R = R"+ F, =0 ja piisavus on teestatud.

Tarvilikkuse teestamiseks Aitame, et kui koonduva pugisteemi resultant on wrdne nul-
liga, siis on koonduv pudhsteem tasakaalus.

Tuleme tagasi avaldiste (7) ja (8) juurde. KunaR = R"+ F,, = 0, siis vastavalt tasakaalu
aksioomile peavadgud R” ja F,, olema tasakaalus.
I q.e.d]|ll]

Joonis 19: Teoreem kolmest mitteparalleelsestyst.

Teoreem kolmest mitteparalleelsest j  eust> Kui kolm mitteparalleelset jeudu on
tasakaalus, siis nad moodustavad tasapinnalise koondu\eughsteemi.

Teestus. Vaatleme kolme pudu F;, F, ja F3 (joonis 19 a), mis vastavalt eeldusele
moodustavad tasakaalus olevasjgisteemi. Seega peab nendeivektorite summa olema

null. Teisisenu, nende kolme gu geomeetrilisel liitmisel saame kolmnurga (joonis 19 b).
Kuna kolmnurk omakorda madrab tasandi, siis on tegu tasapinnalisesjpigisteemiga.

TAhistame pudude F; ja F, mejusirgete bikepunkti O (joonis 19 a). Vastavalt
jeurddpkiliku aksioomile wime joud F; ja F, asendadadhe jpugaR" = F; + F,. Kuna
jeughsteem on tasakaalus, siiR” + F3; = 0. Tasakaaluaksioomi phjal peavad seegasjud
R ja F; omama sama mjusirget ja olema wrdvastupidised. Frelikult peab ka jeu F3
mejusirge Bbima punkti O. Seega moodustavadsiud F,, F, ja F3 tasapinnalise koonduva
jeusisteemi.

[I11] g.e.diflll

SErinevad epikud annavad sellele teoreemile #ga erinevaid ®nastusi
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NB! Antud teoreemi pddrdteoreem ei kehtil

Tasakaalu anal Wdtilised tingimused. Projekteeritme koonduva pusisteemi tasakaa-
lutingimuse (6) kolmele koordinaatteljele, @iteks Descartes'i ristkoordinaatidelex;y ja

z: 8

Fy =0 9)

Tulemuseks ongi koonduvagudisteemi tasakaalu anahtilised tingimused | koonduv
jeusdsteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui vaadeldavat®iydude projektsioonide
summad leigil kolmel koordinaatteljel verduvad nulliga.

M Arkus. Need kolm koordinaattelge ei pruugi olladksteisega risti, kuid nad ei tohi
asudaihel ja samal tasandil jagikski paar kolmest ei tohi olla paralleelne telgede paar.
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6 Parallelj sudude liitmine, ] eupaar

Paralleelj eud. Kui jeudude nwsjusirged on paralleelsed, siis nimetatakse neid paral-
lelseteks pududeks ehk paralleedjududeks. Eristatakse samasuunalisi ja vastassuunalisi
paralleljpude. Viimaseid nimetatakse ranesepikus antiparalleelseteksgududeks

6.1 Kahe samasuunalise paralleelj eu liitmine

Joonis 20: Samasuunaliste paralleeljdude liitmine.

Vaatleme keha, mille punktidessé ja B on rakendatud kaks samasuunalist paralleeljidu
F1 ja F, (joonis 20). Nende kahegu liitmine toimub j Argmiselt:

1. Tembame Abi punktide A ja B sirge ning lisame superpositsiooniaksioomehijal
sirge AB sihilise tasakaalus olevagugisteemiF, j F.

2. Asendame ¢uddsteemiF;F,;F;i F jeududegaF;+ F= R;jaF;+(j F)= Ry,
mille mejusirged bikuvad punktis O.

3. Kanname pud R; ja R, piki nende mejusirgeid punkti O.

4. Tembame Abi punkti O sirgegaAB paralleelse sirge ja lahutamesud R; ja R,
algkomponentideks

5. Superpositsiooniaksioomi @hjal jAtame Ara tasakaalus oleva gudisteemiF;j F.
Alles jAAvad punkti O rakendatud Bhise mejusirgega pud F; ja F, . Nende summa
R=Fi+F, (mOOdUl R=F+F> )

6. Jeu R mejusirge bikab sirgetAB punktis C, mille asukoht on néératud avaldisega

F,. _ F, R

BC AC AB

Viimase avaldise tuletamiseks vaatleme kahte sarnaste kolmnude paari |
4 AOC » 4 AJl ja4BOC »4 BLK |

(10)

F, _F
- Ty F = F, ¢A

56 ac) FocO=Fuic Cg

ja ) F1C¢AC = F, ¢BC:
F, F

ﬁ:%) F¢CO:F2¢BC1
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Teisendame saadud avaldist

. F R
FLEAC = Fo ¢BC | +F2 0AC) (Fig Fo) AC = F ¢(AC ¢ BC)) éz A
—R— _AB_
. F R
FLCAC = F,BC | +F1 6BC ) Fi¢(AC » BC)=(Fip Fa®C) ﬁz =
AB R

Kokku saame avaldise (10).

Kokku:  Kahe samasuunalise paralle@y F, ja F, resultant R on liidetavate jeududega
samasuunaline vektor, mille mooduR = F;+ F,. ResultandiR msejusirge jaotab pudude
F. ja F, rakenduspunktide vahelise sirgligu AB osadeksAC ja BC péérdverdeliselt
liidetavate jeudude moodulitega, seedhendab vastavalt avaldisele (10).

6.2 Kahe vastassuunalise paralleelj eu liitmine

Kahe vastassuunalise paralled@j liitmine liitmine toimub eelnevaga analoogse geomeet-

valjaspool biku AB .

Joonis 21: Vastassuunaliste paralleeljidude liitmine.

Kokku: Kahe vastassuunalise paralledy F; ja F, resultant R on vektor, mis on
suunatud vektoritest F, ja F, suurema suunas. ResultandR mejusirge bikab jeudude
F1 ja F, rakenduspunkte Abivat sirget punktis C valjaspool biku AB . Leikude AC ja

BC pikkused on mérdverdelised liidetavate pudude moodulitegaF; ja F,, see ahendab
kehtib valem (10).

Eelpool toodud tuletuséiku saab kasutada ka juhtudel, kui on vaja lahutadinte jeudu
kaheks temaga paralleelseks komponendiks.



6. Paralleljsudude liitmine, jeupaar 23

6.3 Jeupaar

Vaatleme, paralleelpudude erijuhtuF; = j F,. N&Ad on vek-
torite R; ja R, mejusirged paralleelsed jaR = 0. Kuna

aga pududeF ja F, mejusirged eihti, siis pole vaadeldav
jeudisteem tasakaalus. Samas ei saa neid kah&uglu asen-
dada Bhe jpuga. Frelikult on antud juhul tegu jeusdsteemi
elemendiga, mida ei saa lihtsustada.

Jeupaariks nimetatakse kahest mittekollineaarsestgust F
ja i F koosnevat pudhsteemi. TAhistatakse ;i F).

Jeupaari elaks nimetatakse pududeF ja j F mejusirgete vahelist kaugustd.

Jeupaari tasandiks  nimetatakse tasandit, mis on nddratud jeuvektoritegaF ja i F.

Keha, millelgymsjub vaid jeupagr hakkab garlemaidmber jeupaari tasandiga ristuva telje.
Seega, kuigi  Fix = Fiy = Fi; =0, pole keha tasakaalus.
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7 Jeu moment. J eupaari moment

7.1 Jeu moment punkti suhtes

Joonis 22: du moment punkti suhtes.

Jeu momendiks punkti suhtes nimetatakse vektorit, mis vordub jeu rakenduspunkti
kohavektori ja jeuvektori vektorkorrutisega.

Mo=r£F;, Mg jMogj=Frsin#=Fd: (12)

Jeu moment iseloomustabgu pddravat toimet. Momentvektori M o suurus (ehk moodul)
ja suund ltub punkti O valikust, kuid ei seltu punkti A valikust jeu mejusirgel. Mo-
mentvektori M o mejusirge médrab telje, mille dmber jeud F pidab tekitada pddrlemist.
Pédrde suund nAdratakse kruvireegliga | kui (parema k Ae) kruvi teljesihilise liikumise
suund Bhtib momentvektori suunaga, siis keha fdrlemise suundéhtib kruvi p 8drlemise
suunaga. Ja vastupidi, kui kruvi pddrata keha pddrlemise suunas, siis tema teljesihilise
liikumise suund@htib momentvektori suunaga.

Momentvektori projektsioonid ja momentvektori komponend id.
Kui F =(Fx;FyiF2) jar =(xy;z), siis
—ijokz
Mo=rE£EF=-x y z—=:iiiiii=Myi+ Myj+ Mk=My+ My + M;: (12)

SiinM ;M ja M, on momentvektoriM ¢ koordinaattelgedex; y; z sihilised komponendid
ning My; My ja M, momentvektori M o projektsioonid koordinaattelgedelex;y;z. On
selge, et momentvektorM o projektsioonid

My = yF, i zFy; My = zF i XF; M, = xFyi YFy; (13)
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moodul q
Mo= M2+ M2+ M2 (14)
ja suunakoosinused
My - M M,
Cos® = ' cos = —X; cos® = —~: 15
Mo’ Mo’ Mo (15)
Momendid M ;M ja M ; iseloomustavad ¢u F pddravat toimet telgedex, y ja z suhtes.

7.2 Jeu moment telje suhtes

Joonis 23: $u moment telje suhtes.

Eelmises alajaotusesd#sitletud momentvektori komponente (ja projektsioone) gib leida
suvaliste telgede jaoks. BiteksM = M+ M, kus momendidM ; ja M 5 iseloomustavad
jeu F pddravat toimet vastavalt telgedet ja s suhtes (joon. 23 a).

Momente M ja M (samuti M ;M ja M ;) nimetame jou momentideks telgedd ja s
(X;y ja z) suhtes.

JArgnevalt rditame, et jou moment telje suhtes erdub momendiga, mille annab sellesp
projektsioon vaadeldava teljega ristuval tasandil telje ja taandi leikepunkti suhtes.

Vaatleme joudu F, mis on rakendatud punkti A (joon. 23 b). Paneme Abi punkti A
tasandi ¥4? t ja lahutame jeu F kaheks komponendiksF = F; + F,. Leiame momendi

Mo(F)=rT£F=r£ (Fi+Fy)=:::

Seega momenM ((F) = M o(F+y),
[l q.e.d|[l]

Mehaanikallesannete lahendamise puhul on peaasjalikult vaja leida mont projektsioo-
ne koordinaattelgedel Bldjuhul on need projektsioonid leitavad valemistM = § Fd, kus
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don jeu elg ja mérk (. +4 vei. -2 ) mAdratakse kruvireegli abil. Tavaliselt lintsustub mo-
mentvektori projektsioonide leidmine, kui lahutada vaadelav jeud F (koordinaat)telgede
sihilisetks komponentideks. Miteks, F = F4+ F, + F,. VAga tihti vaadeldaksegi momenti
telje suhtes kui skalaarset (mrgiga) suurust.

Antud alajaotuse lepetuseks @itame, et teljet mis tahes punkti O suhtes leitud momendi
projektsioon vaadeldaval teljel on konstantne.

Vastavalt vektorkorrutise de nitsioonile on My = 2S, .. , Mo ? 4 oas, Mt =2S, -
jaM¢? S, ., (joon. 23 b). Teiselt poolt, M; = Mgcos® ja Ss ,, ¢ = Sa o, COS’ (SESL
° on nurk vaadeldavate kolmnurkadega @ératud tasandite vahel). Kui muutub punkti O
asukoht vaadeldaval teljel, siis muutuvad nii nurk® kui moment M ¢ (ning vastavS, ,; ).
Samas #8b S, _,_ , konstantseks. drelikult j #4ab konstantseks ka vastav momeni ;.

7.3 Jeupaari moment

Jeupaari moodustavad kaks erdvastupidist jeuduF ja j F , millel on erinev nmsjusirge.

Joonis 24: dupaari moment.

Jeupaari moodustavad ¢uvektorid F ja j F mAdravad Ara jeupaari tasandi .

Teoreem. Jeupaari moment wrdub Bhe jpupaari moodustava §u momendiga teise ra-
kenduspunkti suhtes.
Teestus: Leiame pupaari momendi meelevaldse punktd suhtes:

Mo(F;i F)= Mo(F)+ Mo(j F)=rafE F+rg£ (i F)=(raj rg)EF=BAEF:
See on ¢u F moment punkti B suhtes. Analoogselt Aitame, et
Mo(F;i F)= Mo(F)*Mo(i F)= rafF+rg£(i F)= i (rs i ra)E(i F)= ABE(i F):

Viimane on aga pu j F moment punkti A suhtes. Kokku olemegi Aidanud, et jpupaari
(F;i F) moment suvalise punktiO suhtes

Mo(F;i F)= Ma(i F)= Mg(F): (16)
111 q.e.d]|lll
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Jeupaari moment on vabavektor, mis on risti gupaari tasandiga ja teda eib lugeda
rakendatuks suvalisse punkii.

KAesoleva alajaotusespuks on ®nastatud kolm teoreemi, mille sestused leiab Iugej:!ﬁlo
Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanikaspikust.

Teoreem. Jeupaari wib tema tasandislekanda teise asendisse ilma, et temaeju
vaadeldavale kehale muutuks.

Teoreem. Jeupaari meju kehale ei muutu, kui seegupaar kandagle mis tahes teise
tasapinda, mis on paralleelne antud tasapinnaga.

Teoreem. Jeupaarid, mille momentvektorid on wrdsed, on ekvivalentsed.
Kokku: Jeupaari meju kehale on #ielikult mAdratud selle pupaari momentvektoriga.

Jeupaaride liitmine toimub nagu vektorite litmine. Tulemuseks on samuti pupaar.
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8 Jeusisteemi taandamine

8.1 Lemma j eu paraleell ikkest

Lemma. JAiga keha mis tahes punktisA rakendatud jeu veib paralleelselt tema neju-
sirgegaille kanda uude rakenduspunktB, kui lisada punktis A rakendatud jeu moment
punkti B suhtes.

Joonis 25: Lemmagu paraleelidkkest

Teestus: Algselt on keha punkti A rakendatud jeud F; (joonis 25). Lisame punktiB
tasakaalus olevadgud F, = | F3 = F;. Ni¥d aga moodustavadgud F; ja F3 jeupaari,
mille moment M (F1;F3) = Mg (F,). Seega oleme asendanud punkt& mejuva jeu F,
punktis B mejuva jeugaF, = F; ja momendigaM g (F1).

111} g.e.dillll

8.2 Jeusisteemi peavektor ja peamoment
Staatika p ehiteoreem (Poinsot' teoreem): lga jAigale kehale rakendatud

jeudisteemi saab asendada taandamistsentrisse rakendatwiighsteemi peavektoriga ja
jeudhsteemi peamomendiga taandamistsentri suhtes.

Joonis 26: Staatika phiteoreem
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Teestus: Vaatleme meelevaldsetgugdsteemiF,;:::;F,. Viime keik needn jeudu pa-
ralleelldkkega suvalisse ruumipunktiO. Vastavalt eelnevale lemmale tuleb igalesjile F;
lisada momentM o (F;). Tulemuseks on, et punktisO on nidd rakendatud n jeuvektorit
ja n momentvektorit ehk jeupaari momenti. Liidame needgud ja momendid:

X X
R = Fi; Mo = Mo(Fi): (17)

i=1 i=1

Siin ja edaspidi nimetame punktiO taandamistsentriks vektorit R jeugisteemi peavekto-
riks ja vektorit M o jeugdsteemi peamomendiktaandamistsentri (punkti O) suhtes.

Kuna nii vaadeldava pughsteemi, kui taandamistsentri valik oli meelevaldne, siis kettit
@altoodu iga jeusisteemi korral.
Il q.e.d|ll]

M Arkus: Iga jéigale kehale rakendatudgugisteemi saab taandada ka kaheks kiiva ®ju-
sirgega puks. Teestust vaatablo Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanikapikust.

Teoreem. Keik jeugisteemid, millel on sama peavektor ja sama peamoment kseeritud
taandamistsentri suhtes, on ekvivalentsed.

Teestus: Vaatleme kahte pughsteemiFq;F,;:::;F, ja FY%FY;:::;FY, mis melemad
taanduvad Bheks ja samaks peavektorik® ja peamomendiksM o taandamistsentri O

suhtes.

Kuna keik teisendused toimuvad staatika aksioomideghjal, siis on nad pératavad. See
tAhendab, et Abi peavektoriR ja peamomendiM o on veimalik teisendada pusisteem
Fi;F2;:i0;F, jeudisteemiks FO; FY;: 11 F2 ja vastupidi. Kuna teisendused phinevad
staatika aksioomidel, siis on need kak®jisisteemi ekvivalelrllltﬁed. all|

g.e.

8.3 Jeusksteemi invariandid

Pidame leida kaks pughsteemi iseloomustavat suurust, mis eiedtu taandamistsentri va-
likust. Teisisenu, meie eesirgiks on leida kakgeugisteemi invarianti.

Esimeseks invariandiks ongudisteemi peavektorR = = [, F;. Teepoolest, ondkskeik,
kus ruumipunktis me liidame vektorid F;, tulemus on ikka sama.

Uurime, kuidas on lugu peamomendiga. Vaatleme kahte taandastsentrit O ja O°(joonis
27). Vastavad peamomendid

X X
Mo= ri£F jaMg= rlf£F; (18)
i=1 i=1
Kunar?=r;j r, siis

X X X
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Joonis 27: PunktiA kohavektorid r ja r°

Seega on selge, @l o pole invariant. Korrutame avaldist (19) skalaarselt peavektoga

R:
MooCR = Mg CR frE{\Z’)G:I%:

=0;sestrER?R

Seega
Moo ¢R = Mo ¢R (20)

ja suurus M o ¢R on invariantne suurus. Kuna vastavalt skalaarkorrutise de nitsionile
Mo@R = MgRcosM o; R) ja R on invariant, siis ka peamomendi projektsioon peavektori
suunal Mo cosM o; R) on invariant.

Kokku: Jeudisteemi invariandid on peavektor ja peamomendi projektsiogmeavektori
suunal.

8.4 Jeukruvi ehk d @naam

Olgu jeugisteem taandatud punktiO. Bidiselt pole peavektorR ja peamomentM o pa-
ralleelsed. Seame eedrygiks leida selline taandamistsente©® mille puhul jeugisteemi
peavektor ja peamoment on paralleelsed (joonis 28 a).

Joonis 28: dukruvi ehk dénaam

T Ahistame peamomendi projektsiooni peavektori suunal

Mo ¢R
R

M*® = Mo cos® = ; (21)

Lahutame momendiM o kaheks

MO:M°+M; (22)
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kusM ® on invariantja M ? R. Seega on ees#ngiks leida taandamistsenteO® mille pu-

hul M =0 ja Moo= M?®. Selleks asendameskgepealt momendiM jeupaariga R% R,

kus R = R%= R% Tulemuseks on ¢ughsteemR;R%R%M . Punkti O rakendatud ta-
sakaalus olevadgud R; R°veib Ara jatta ja momendi M ® kui invariandi veib rakendada
punkti O% Kuna M = R ¢OQ¢, siis punktide O ja O°vaheline kaugus

M
o_ M|
00"= : (23)

Kokkuvettes oleme taandanud vaadeldavasjigisteemi punkti O° rakendatud éheks puks

R ja Bheks pupaari momendiksM ®, mis omab puga R sama mejusirget. Seega on
jeupaari tasand risti jpusisteemi peavektorigaR. Tulemust nimetatakse jeukruviks ehk

dénaamiks

Nii M*° kui R, rakendatuna punkti O% maAéravad Ara sirge (nende rejusirge). Seda sir-
get nimetataksetsentraalteljeks Igas selle sirge punktis taandub vaadeldawjighsteem
ddnaamiks.

Teoreem: PeamomentM ® on minimaalne keikveimalikest jousisteemi peamomenti-
dest.

Teestus: Tsentraalteljel asuva punkti O° puhul M oo = M “. Suvalise punkti O%puhul,
mis ei asu tsentraalteljelM go= M ®+ M, kusM = O%Q°£ R. Seega tsentraaltelje Alise
punkti O%korral M gwo> M ®.

1] q.e.d]|ll|

JArgnevalt leiame tsentraaltelje wrrandi (joonis 28 b). Avaldise (19) phjal M ® = M qo =
Moi rf£ R. Kuna M® kR, siisM*® = pR, kus konstanti p nimetatakse pukruvi para-
meetriks. Kokku seega

PR = Mo rf R: (24)
Arvestades, et 8
> R = Ryi + Ryj + R,k;
o Mo = Myi + Myj + M;k; (25)

r=xi+yj+ zk;

saab avaldis (24) kuju

—i ] k=
P(Rxi + Ryj + RK) = (Myi+ Myj+ M,K)j —x 'y z—=
R« Ry R;

=[Mxi (YRzi zR)]i+[Myi (zZRxi XR,)j +[M;i (XRyi YRy)Ik: (26)

JArgnevalt verrutame vektorite i, j ja k kordajad:

8
2 PRy = My i (YR:i zRy);
PRy = My i (zZRxi xRy); (27)

>
" PR, = M;i (XRy i YRy):
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Viimaste pehjal saamegitsentraaltelje orrandi

Myi (YRzi ZRy) — My i (zRx i XRy) _ M i (XRyi YRx) = p= Mn.
Ry Ry R, R

(28)

Verrandist (28) saab tuletada kaks lineaarseltedtumatut tasandi verrandit. Nende ta-
sandite leikejoon ongi tsentraaltelg.

Kokkuv ete. ®eldakse, etpusgisteem on taandatud lihtsaimale kujule, kui algne jeust
koosnev @isteem on taandatud peavektorikfR ja minimaalseks peamomendikd °, mis
melemad mejuvad tsentraalteje sihis.

Jeudhsteemi taandamine lintsaimele kujule toimub4rgmise skeemi ghjal.

1. Jeudhsteem taandatakse suvalisse punkfD | saadakse j eugdsteemi peavektorR
ja peamomentM o.

2. Leitakse \@him peamoment, seedhendab peamomendi projektsioon peavektori suu-

nal
Mo ¢R

R

M® =

3. Verrandite (28) abil mAaratakse tsentraaltelg.

8.5 Jeushsteemi taandamise erijuhud

1. Mo ¢R 6 0 (see tAhendab, etM o 60, R 6 0ja M6 0) | ] eudidsteem taandub
ddnaamiks.

2. Mo ¢R =0 | neli erijuhtu

(@) Mo =R =0]] eudisteem on tasakaalus

(b) Mo =0, R 6 0| punkti O rakendatud resultant, kusjuuresR mejusirge
on tsentraalteljeks. Sama olukord, stMo = 0, R 6 0, on R mejusirge igas

punktis.
(c) Mo 60, R=0]|] seupaar, tsentraaltelg puudub ja taandamistsentri valik on
vaba.
(d Mo60,R60, Mp? R) M®=0 | resultant, mis m ejub tsentraalteljel
(28).
Resultanti ja peavektorit ei tohi Ara segada! Jeugdhsteemi peavektoteidub alati

ja ta on verdne keigi vaadeldavassequgisteemi kuuluvate pudude geomeetrilise sum-
maga. Jeughsteemi resultanton #ks jeud, millega wib asendada vaadeldavasjghsteemi.
Jeudisteemil saab olla resultant vaid siis, kuM o ¢R = 0 (vt. juhud 2(b) ja2(d)).
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8.6 Erikujuliste j eushAsteemide taandamine

Koonduv j eusiAsteem. Taandamistsentriks tuleb valida pudude mejusirgete bike-
punkt ning jeughsteem on kas (a) tasakaalusei (b) taandub resultandiks.

Tasapinnaline j eusidsteem. Antud juhul asuvad kellﬁjeud Bhel ja samal tasandil,
nAiteks tasandil/s(joonis 29 a). Seega ka peavekt®® = ., F; asub samal tasandil ja

Joonis 29: TasapinnalisegudAsteemi ja paralleelpudude #steemi taandamine

P .
peamomentM o = ., Mo(F;) on risti vaadaldava tasandiga. drelikult Mo ¢R = 0
ja jeughsteem ei taandu @naamiks. Seegagab kolm veimalust (vaata eelmise alajaotuse
juhtu 2):

(a) jeudidsteem on tasakaalus;
(b) jeugisteem taandub pupaariks;

(c) jeugdsteem taandub resultandiks.

Paralleelj sudude siésteem. Siin on tasapinnalise pushsteemiga analoogne olukord.
Olgu keik jeud paralleelsedz-teljega (joonis 29 b). Seega on ka peavekt®t paralleel-
ne z-teljega ning peamomentM o temaga risti. JArelikult skalaarkorrutis M o ¢R =0,
jeuddsteem ei taandu dnaamiks ja @Avad samad wimalused, kui tasapinnalise
jeusisteemi puhul.

8.7 Varignon'i teoreem

Teoreem. Kui j sughsteem taandub resultandiks, siis resultandi moment mingi kseeri
tud punkti suhtes verdub keigi vaadeldava pughsteemi pudude sama punkti suhtes leitud
momentide geomeetrilise summaga.

Teestus: Vaatleme jpugdsteemiF;:::F,, mis taandub punktis C rakendatud resultan-
diks R. Kui viime R paralleeliédkkega punktiO (R joonisel 30), siis peame lisama momen-
diMo(R) = OCE R. Teisest kiljest, kwtaapdame vaadeldavagughsteemi punkti O, siis
saame peavektorR ja peamomendiM o = M o(F;). Kuna keik kolrrbjeusélsteeml
1) R punktis C, 2) R" = R ja Mo(R) punktls O ja3)R*=RjaMg= ., Mo(Fi)
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Joonis 30: Varignon'i teoreem

punktis O, on ekvivalentsed esialgsaisteemigaF ;:: :F,, siis peavad neil olema ka samad
peamomendid punktiO suhtes, seedhendab
X
Mo(R)=  Mo(Fi): (29)
i=1
111 q.e.d||[l|

Rakendamise n Aide. Vaatelme tala, millele on rakendatud kaks parallelesiudu joo-
nisel 31 ridatud viisil. Leida nende kahe paralleetju resultandi rakenduspunktix koor-
dinaat.

18 kN

2m 2m 2m

Joonis 31: Varignon'i teoreemi rakendamine.

Varignon'i teoreemi pphjal MA(R) = | Rx = j 2¢7; 4¢18. Kust x = 86=25%4 3; 44m.

On selge, et paralleelsetesjidude liitmiseks tuletatud valemeid on tunduvalt #@likam
kasutada, kui Varignon'i teoreemi.
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9 Jeusisteemi tasakaal

9.1 Jeusisteemi tasakaalu tingimused

Jeudhsteem on tasakaalus parajasti siis, kui peavekt® ja mingi punkti O suhtes leitud

peamomentM o on verdsed nulliga:
X X
R = Fi=0; Mg= Mo(Fi)=0: (30)

i i
Analidtiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb (vektoriaalsedtasakaalutingimused
(30) projekteerida kolmele koordinaatteljele (Aiteks DRK):

AnalAdiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb nii pushsteemi peavektor kui peamo-
ment projekteerida kolmele koordinaatteljele:

8 X X X
E Fix =0; I:iyZO; Fi, =0;

X bX ‘ X (31)
3 M, (Fi)=0; My(Fi)=0; M,(Fi)=0:

i i i
Tasakaalus olev keha ei pea ilmtingimata paigal seisma | ta w@ib liikuda @htlaselt ja
sirgjooneliselt (inertsiaalselt).

Tasapinnaline j eusidsteem. Valime z-telje nii, et keik jeud asuvadx{y-tasapinnas.

X X X
Fix =0; Fy =0; Mo, (Fi) =0; (32)
i i i
mis esitavad tasapinnalisegugAsteemi tasakaalu tarvilikud ja piisavad tingimused. Tasa-
pinnaline jeushdsteem on tasakaalus parajasti siis, kui

() keigi jeudude projektsioonide summad koordinaattelgedel orexdsed nulliga ja

(i) keigi jpudude momentide summa mingi punkti suhteserdub nulliga.

Tasakaaluwrrandite (32) asemel wib kasutada ka @rgmisi verrandeid

X X X
Fix =0; Maz(Fi)=0; Mg, (Fi) =0 (33)
vel X X X
Fy =0; Maz (Fi) =0; Mg, (Fi) =0 (34)
i i i
vei X X X
Ma; (Fi) =0; Mg, (Fi) =0; Mcz(Fi) =0; (35)

| | |
kus punktid A; B ja C ei asetse samal sirgeM,, Mg, ja Mc, tahistavad siin punktide
A;B ja C suhtes leitud momentide projektsioone-teljel. Blesannete lahendamise puhul
tAhistatakse neid tavaliseltM o, Mg ja M ja Aeldakse, et tegu on vastavalt momentidega
punktide A; B ja C suhtes. Momentide ndrkide médramisel tuleb aga#htuda kruvireeglist
ja eeldada, et gdre toimub dmber z-telje.
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Teestus. 1) Tarvilikkus. Tingimuste (33){(35) tarvilikkus on ilmselge | kui vaadeldav
jeugdsteem on tasakaalus, siis on vaadeldavad tingimusegidetud.

2) Piisavus. Oletame vastu\Aiteliselt, et tingimused (33) on @Aidetud, kuid jeusidsteem

pole tasakaalus ja taandub resultandik®k, mille mejusirge Bbib punkte A ja B. Kuna

x-teljelyalik on vaba, siis valime ta mitte risti resultandiR mejusirgega. Sellisel juhul aga
Rx = Fix 6 0, mis on vastuolus eeldusega, et tingimused (33) omitletud. Seega ei
saa selline gughsteem taanduda resultandiks ja peab olema tasakaalus.

Valemite (34) puhul on piisavuse ¢estus analoogne eelnenuga | @d on vaid x-telje
asemel vaatluse aly-telg.

Valemite (35) piisavuse bestamise puhul oletame 4llegi vastuvditeliselt, et (35) on
tAidetud, kuid jeugisteem pole tasakaalus ja taandub resultandikR. R 6 0 puhul saab
aga (35) olla #idetud vaid juhul, kui punktid A;B ja C asuvadR mejusirgel. See on aga
vastuolus eeldusega, ef;B ja C ei asuihel sirgel. Seega peaR = 0 ja jeugiseteem
seega olema tasakaalus.

[I11] q.e.dillll

Paralleelj sudude sisteem.  Valime z-telje kF;. Sel juhul on anaiMtilised tasakaalu
tingimused (31) esitatavad kujul
X X
F. =0, My(Fi) =0; My(Fi) =0; (36)
i i i
sestBlejddnud kolm tingimust on automaatselt idetud.

Tsasapinnalise paralleejudude sisteemi puhul \@heneb wrrandite arv veel Bhe verra.
NAiteks, kui keik jeud asuvadx{y-tasapinnas ja nende mjusirged on paralleelsedy-

teljega, siis saame analitilised tasakaalutingimused esitada kujul
X X
Fix =0; Maz (Fi) =0 (37)

VeI X X
Maz(Fi) =0; Mg, (Fi) = 0: (38)

9.2 Staatiliselt m Adratud ja staatiliselt m Adramata @esanded

Kui on veimalik koostada nii sama palju tasakaaluerrandeid, kui palju on tundmatuid
toereaktsioone, siis on tegstaatiliselt madratud BlesandegaVastupidisel juhul on tegu
staatiliselt mAdramata Alesandega

M Arkus. Mitmetes epikutes kasutatakse antud kontekstis ka termineidstaatikaga
mAdratud Alesandeda staatikaga nddramata Blesanded

Mittevajalikud sidemed
K elbmatud sidemed

Osaliselt seotud kehad, ebastabiilsus
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10 Raskuskese

10.1 Paralleelj sudude kese

Joonis 32: Paralleepudude kese

_ P P
ekFi. N F;, = 8Fjejaresultant R = F; = §Fe.

Kui nddd pddrata keiki jeudusid F; Bhe ja sama nurga® verra, siis kaR péédrdub sa-
ma nurga® verra. JArgnevalt nAitame, et erinevatele nurkadele® vastavate resultantide
mejusirged bikuvad Bhes ja samas punktisC, mida nimetatakse paralleelpudude kesk-
meks TAhistame punktideA; kohavektorid r; ja rakendame Varignon'i teoreemi |

X
Mo(R)=rc£ R = ri£ F, ehk
X X
rc £ (8Fj)e= ri £ (8Fj)e ehk (39)
hx i hx i
(8Fj) rcE e= (8Firy) £ e:

Kui ndid pddrata vektoreid e ja tahta, et valem (39) kehtiks igae puhul, siis peavad nii
sakul kui pargmal pool wrdusmérki olema ka esimesed teguriderdsed, seeahendab

[ (8F)Irc=[ (&8Fir)] ehk P o
- | I:

e —P7§ F (40)

Kui projekteerida viimane avaldis koordinaattelgedele saae

P P P
§FiXi §Fiyi §Fiz

=P Vo= P ze= P 41
Xc S§F, Yc SF, Zc S§F, (41)

Saadud punkti C ongi paralleelpudude kese
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10.2 Raskuskese

JAiga keha raskuskeskme leidmiseks rakendame eelmises punktisisaaalemeid. Eelda-
me, et keha on homogeenne, s¥.= const. Tahistame elementaarruumala & . Elemen-
taarruumalale ¢V, mejub raskuspud ¢ P; = ¥g¢ V,.

Joonis 33: Keha raskuskese

Raskuspud ¢ P; moodustavad paralleejpudude gisteemi, mille kese

P P

ri¢ P ri¢V
=P~ 1= =PI 42
fc CP, ¢V (42)

Kui minna piirile ¢ V; ! 0, siis saame

R rdv
re = VV ; (43)
Kui projekteerime saadud tulemuse koordinaattelgedele, saam
RV xdVv RV ydV F\z/ zdVv
Xe= = Ye= o e = g (44)

Siimmeetriateoreemid.

1. Kui kehal leidub shimmeetriatasand, siis raskuskese asub sellel tasandil.

Teestus. Olgu x{y-tasand keha simmeetriatasandiks. #relikult vastab igale suu-
rusele zdV suurus j zdV ja , zdV = 0 ning valemite (44) pehjal zc = 0, see
tAhendab raskuskese asul y-tasandil.

Il q.e.d]|ll]

2. Kui kehal leidub sAmmeetriatelg, siis raskuskese asub sellel teljel.

Teestus. Olgu z-telg keha ﬂmmeetriatgljeks. Seega vgstavad igale suurusetdV
ja ydV suurusedj xdV ja i ydV. Seega ,, xdV =0 ja , ydV =0 ning valemite
(44) pehjal xc = yc =0 s.t., raskuskese asulz-teljel.

[l q.e.d]|ll]
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Joonis 34: Tasapinnalise kujundi raskuskese

Tasapinnalise kujundi raskuskese (pinnakese). Vaatleme konstantse paksusega ta-

sapinnalist kujundit, mille paksush on konstantne jax{y-tasand on gknmeetriatasand.

Nddd V = Ah ja dV = dAh (A kujundi pindala) ja valemid (44) saavad kuju

R R

A XdA _ A YdA
A YT A

Saadud punkti C nimetatakse tihti ka pinnakeskmeks (eeldades, ét! 0).

Xc =

: (45)

Joone (kaare, k evera) raskuskese. Vaatleme#htlase (konstantse) ristbikega traadist
keverat. Ndd V = Al jadV = Adl (A traadi ristl eike pindala,| traadi pikkus) ja valemid

Joonis 35: Joone raskuskese

(44) saab esitada kujul

R R R
del_ Iydl_ _
— yo= 2= (46)

Siin dI? = dx? + dy? + dz?. Kui y = y(x) ja z = z(x) siis saame viimasest avaldisest
di=" 1+ y®+ z%dx.

Xc =

10.3 T ikeldus- ja t Aiendusmeetod

Sageliennestub jagada vaadeldav keha lihtsateks osakujundeiks, railaskuskeskme koor-
dinaadid on teada. Vaatleme algul homogeenseid kehi. Kuéistada i-nda osakujundi
ruumala V; ja raskuskeskme koordinaati Xc,; Yc,; Zc,), Siis saab 3D keha raskuskeskme

mAdrata valemeist
P

P P
Y Vi V
xC=—PX—i/'_'; yc:—lL‘i}'; zC=—P—ZC\'/': (47)
| |

Seda nimetataksdikeldusmeetodiks
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Tasapinnalise kujundi puhul kasutatakse valemeid

i c A i c A
Xc = Ai . Yo = Ai . 2c=0 (48)
ja kaare puhul P P P
Xc = — C,ili' Yc = —Py—cili' Zc = —P—ZCiIii (49)

Kui kehal esineb \Aljaleikeid, siis valemeis (47){(49) loetaksealjaleigete ruumalad, pind-
alad vei pikkused negatiivseteks. Seda nimetataks¢diendusmeetodiksNimetatud meeto-
dite samaaegsel rakendamisel on aga tetfikeldus- ja iendusmeetodiga

Mittehomogeensed kehad. Valemid (42){(49) kehtivad homogeensete kehade jaoks.
Kui vaadeldav keha koosneb aga erinevast materjalist osakujugigt, siis tuleb tkeldus-
ja tAiendusmeetodi puhul seda arvessetta, st. valemites (47){(49) tuleb ruumalade,
pindalade ja pikkuste asemel kasutada kas masseikaale. Nditeks valemid (47) saavad

kuju P P P
Xc = —L;‘qmi; Yo = —L%mi; zc = —P—Zcr;qmi: (50)
i i i

10.4 N Aited

1. Leida ringjoone kaare raskuskeskme koordinaat, kui ringjoe raadius onR, vas-
tav kesknurk 2B, ringjoone keskpunkt asub koordinaatide alguses ja&-telg on
siimmeetriateljeks.

Joonis 36: Raskuskeskme leidmisdited.

Lahendus. Kuna x-telg on sAmmeetriateljeks, siisyc = 0 ja vastavalt valemile

(46) R
, xdI

Xc = : (51)
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Toome sisse polaarkoordinaadid ja ' . Néd x = Rcos' , dl = Rd' jal = 2®R
ning
z ®

1
= —— RcosRd' = :::
TR o 0

. _ Rsin®
. T ®

(52)

2. Leida ringi sektori ja poolringi raskuskeskme koordinaat, kuringi raadius on
R, vastav kesknurk &, ringi keskpunkt asub koordinaatide alguses jx-telg on
siilmmeetriateljeks.

Lahendus. Jaotame vaadeldava sektori elementaarsektoriteks kesknuggad' .
Piiril d' ! 0 on need sektorid Ahendatavad kolmnurkadega. Selliste kolmnurka-
de raskuskeskmed asuvad ringi keskpunktist kaugusdR23. Rakendades eelmises
ndites tuletatud valemit ja vettes raadiuse wrdseks R=3, saame &d

2R sin®
Xc = ®

(53)

Shmmeetria tettu yc = 0. Poolringi puhul ® = 0:5%ja xc = 3.

3. Leida poolkera raskuskeskme koordinaat, kui kera raadius &, kera keskpunkt
asub koordinaatide alguses ja-telg on sAmmeetriateljeks.

Lahendus. Slmmeetria tettu Xc = yc = 0 ja valemist (44)

R
v 2dV.

Zc = v

(54)
ElementaarruumalaksdV valime horisontaalse ketta, mille paksus odz ja mis asub
x{y-tasapinnast kaugusek. N¥id

dVvV = YR?; z%)dz (55)

Z g

Zc = Z%R?| z%)dz=:::

1
Vo,
3R
8

(56)

10.5 Pappus-Guldini teoreemid

Pappus-Guldini | teoreem: Pédrdpinna pindala on werdne teda genereerinud évera
kaarepikkuse ja selle &vera raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrgtga.
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Joonis 37: Pappus-Guldini teoreemid

Teestus: Vaatleme pddrdpinda, mille teljeks onx-telg ja mille on genereerinud &ver
pikkusegal (joonis 37). Kevera elemendidl poolt genereeritud @drdpinna pindala on
2vsydlja kogu pddrdpinna pindala
Z
A=2Y vydl: (57)
|

Kuna vastavalt valemitele (46) on joone raskuskeskmekoordinaat

dl
ve = 3= (58)
siis
A =2Yayl: (59)
[l q.e.d]|ll]
Pappus-Guldini Il teoreem: Pédrdkeha ruumala on wrdne teda genereerinud pinna

pindala ja selle pinna raskuskeskme poolt joonistatud ringjoorgkkuse korrutisega.

Teestus: Vaatleme pddrdkeha, mille teljeks onx-telg ja mille on genereerinud tasapin-
naline kujund pindalagaA (joonis 37). ElementaarpinnadA poolt genereeritud elemen-
taarrenga ruumala on ZsydAja kogu pddrdkeha ruumala

z

V =2Y ydA: (60)
A
Kuna vastavalt valemitele (45) on pinna raskuskeskmg koordinaat
R
ydA
Ye = AA ; (61)
siis
V = 2Vay:A: (62)

11} q.e.d{lfl|
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11 Pinnamomendid

11.1 Sissejuhatus
Vaatleme tasapinnalist kujundit (joonig 38). Integraali

xMy"dA (63)
A

nimetataksetasapinnalise kujundim+ n astme pinnamomendiksSeltuvalt summam+ n

Joonis 38: Tasapinnalise kujundi pinnamomendid.

vAArtusest eristatakse 0-astme, 1. astme, 2. astme jne. pinnamomer@ieastme pinnamo-
ment kujutab endast kujundi pindala, 1. astme pinnamomente metatakse sageli staa-
tilisteks momentideks ja 2. astme pinnamomente inertsimomedeks. Kergemat jarku
pinnamomente kasutatakse &ga harva ja neid me ei &sitle.

11.2 Staatilised momendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38)staatilised momendidx- ja y-telje suhteson de neeritud
jArgmiselt: 7 7
Sc= ydA; S = xdA: (64)
A A
Staatilise momendi dimensioon: din® = m3.

Arvestades valemit (64), saame anda tasapinnalise kujundi raskeskme valemeile (45)
kuju

Xe= Vja ye= (65
kust
Sy = XA ja S = YA (66)

Viimaste valemite abil on mugav leida lihtsate geomeetrilisteldgundite staatilisi momente.
Kui vaadeldavat kujundit on veimalik jagada osakujundeiks, niielA = A1+ A+ .+ Ay,

siis 8 z z Z
%SX: ydA = ydA+ ;i1 + ydA =
A A1 An
=S+ i SV =y AL+ i+ ye, Ang
A 7ox " T Yo Aty T e A 67)
%Syz xdA = XdA + 11+ XdA =
A A1 An

= s 4 N (n):XClAl"' :::+XCnAn:
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Nagu raskuskeskme leidmise puhul, nii ka siin, tulebAljaleigetele vastavad pindalad
jalv ei staatilised momendid lugeda negatiivseks.

Keskteljed.  Valemite (64) ja (66) pehjal on selge, et staatilised momendidaivad olla
nii positiivsed, negatiivsed kui nullid. Mehaanikas omavad s&fj suurt tahtsust teljed,
mis lAbivad pinnakeset (wi raskuskeset). Neid telgi nimetataks&esktelgedeks/alemeist
(66) jAreldub, et kuix ja y on keskteljed, siisS; = S, =0, sestxc = yc = 0.

Staatilise momendi nwistet saabildistada ka tasapinnalise kvera ja 3D keha jaoks, vas-
tavalt

z z
Sx= yd; S§= xd
| I
a 7 7 (68)
Sy= zdV; S = ydV;, §,= xdV:
\% \4 \

11.3 Inertsimomendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38)inertsimomendid x- ja y-telje suhteson de neeritud
jArgmiselt: 7 7
Iy = y3dA;, 1,= x2dA: (69)
A A
Inertsimomendi dimensioon: dim = m4.

Peale nn. telginertsimomentide (69) on laialdaselt kasutatad ka tsentrifugaalinertsimo-
ment (l@hidalt tsentrifugaalmoment)

Z
Iy =  XxydA (70)
A
ja polaarinertsimoment 7
l,=  YAdA: (71)
A
Kuna ¥%2 = x? + y?, siis
Z Z
l,=  YBdA = (X2+ y)dA= I+ Iy (72)
A A

Inertsimomendidl; I ja I1,0n alati positiivsed, inertsimomentl ,, veib olla nii positiivne
kui negatiivne.

Liitkujundi inertsimomentide leidmine toimub samuti, kui staatiliste momentide puhul |
I = 1@+ g M (73)

kusjuures \Aljaleigetele vastavad inertsimomendid loetakse negatiivseteks.
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Inertsiraadius. Suurusi " ; r

L I VE (74)
nimetatakse kujundiinertsiraadiusteks Seega esitab inertsiraadius pinnaelementide ruut-
keskmist kaugust vastavast teljesti ja iy puhul) vei koordinaatide algusest i, puhul).
Teisissnu, kui kogu vaadeldav pind oleks jaotatud kitsa ribana ingsiraadiuse kaugusele

vastavast teljest \ei koordinaatide algusest, siid, = iZA, Iy, = i7A ja l,,= ijA.

11.4 Inertsimomendid keskteljega paralleelsete telgede su htes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalagaA. Kujundi pinnakese asugu punktisC ja x{y-
teljed on keskteljed (joonis 39). Eeldame, et inertsimomerdli ;1 ja I, onteada. Leiame
inertsimomendid x{ y-telgedega paralleelsete telgede= xj X,ja = yi Yo suhtes.

Joonis 39: Inertsimomendid keskteljega paralleelsete telgeguhtes.

Z Z Z Z Z
l,=  “2dA= (Yi Yo)’dA= y3dAj 2y, ydA+ yidA=:::
ZA A A A A
|- = »*dA=:::
2
l,, =  »dA=:::
A
Seega 8
2 1= Lot VoA
S =y X2A,; (75)
T ly = Ly + XoYoA

Neis valemeis nimetatakse esimest liidetavat omainertsimomendiks ja teist
IidkkemomendiksViimased valemid \eib Wdistatult kokku v etta kujul

lp = 1k + €A (76)

kusk tAhistab kesktelgekp keskteljega paralleelset telge, javaadeldavate telgede vahelist
kaugust.
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11.5 Inertsimomendid p @dratud telgede suhtes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalagaA. Eeldame, et inertsimomendid ;1 ja Iy
on teada. Leiame inertsimomendid telgede{” suhtes, mis omavad telgedega{y @hist
alguspunkti kuid on viimaste suhtes pératud nurga ® verra (joonis 40).

Joonis 40: Inertsimomendid pédratud telgede suhtes.

Kuna
= X CoS®+ ysin®;
7 Yo (77)
= ycos®j xsin®;
siis 7
l,= “2dA= (ycos®j xsin®?2dA =
A Z A Z Z
cog® Yy2dAj 2sin®cos® yxdA +sin’® x%dA=:::
Z A A A
- = »dA=:::
2
l,, = »dA=:::
A
Seega 8
3 b= Iy cOS ®+ I, SIP®f |y Sin2®;
: I = 1, siP®+ |, cog ®+ |,y sin2®; (78)
Iy i :
I, = %sm2®+ |y COS 2:
Kui tuua sisse8abisuurused
3 | = Ix + 1y | = Ixi Iy,
o~ —l a = —l
2 ? l.ij Do i 11 (79)
_3 Do= 12+1%; ® =arctan = arctan X
Ixy Xy
mida kasutame ka Argmisessalajaotuses, siis saame anda valemitele (78) kuju
2 |,=1,+ Docos2®i ®);
l- = 15i DoCOS2®| ®); (80)

>

Dosin2®; ®,):

I »”
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Valemeist (80) i (78) jareldub, et
L+ 1= I+ 1y =21 (81)

see Ahendabl , on telgede @dramise suhtes invariantne suurus. Telgeda@ramise suhtes
invariantseks osutub ka suuru,. Seega omavad, ja |, suvalise ristteljestiku puhul
@ht ja sama VAdrtust.

11.6 Peateljed ja peainertsimomendid

Valemite (80) ja (78) pehjal on selge, e® muutudes muutuvad ka inertsimomentidd ,,, |-
ja |, vAdrtused ning et kui® = ®, siis omabl, maksimaalset Aartust, |- minimaalset
vadrtust ja |, = 0.

Teljepaari, mille puhul telginertsimomendidl , ja |- omavad ekstremaalseid #artusi ning
tsentrifugaalinertsimoment 1, = 0, nimetatakse peatelgedeksVastavaid telginertsimo-
mente nimetatakse aggeainertsimomentideks

Tavaliselt tAhistataksel; = max | ja I, = min | . Vastavaid peatelgi #histatakse numb-

ritega 1 ja 2. Peatelgede tunnus on,, = 0. Keskpeateljedon peatelied, mis Abivad
pinnakeset.
Keskpeatelgede ja peainertsimomentide leidmine. Praktikas pakuvad huvi

eeslitt keskpeateljed ja neile vastavad peainertsimomendid. Seé vaatlemegi allpool
eeslétt nende leidmist.

SAmmeetriline kujund. Olgu x-telg shmmeetriateljeks. Sg! juhul leiduvad muutujax
iga véartuse jaoks suuruseatydA ja j xydA. Jarelikult, I,, = , xydA =0 ja peatelgedeks
on shmmeetriatelg ning iga temaga ristuv telgKeskpeatelgedeksn aga #\smmeetriatelg
ja temaga ristuv pinnakeset Abiv telg.

Kui kujundil on rohkem kui 2 mitteristuvat s dmmeetriatelge (fiteks ruut, ring vei
verdkilgne kolmnurk), siis on inertsimomendid kigi kesktelgede suhtes erdsed ja
keik keskteljed on keskpeateljed. Olgu teljeds;i = 1;2;::: kujundi mitteristuvad
sdmmeetriateljed ja”;;i = 1;2;::: nendega vastavalt ristuvad keskteljed. &histame nur-
ga, mille moodustabx»{”-teljestik x{y-tejestikuga, ®. SAmmeetrilise kujundi tsentrifu-
gaalinertsimomendidl,,-, = 0. Valemi (80), pehjal peab seegd,sin2®j ®;) = 0 iga
®= @®F puhul. See on aga &imalik vaid siis, kui D, = 0. Viimasest jareldub omakorda, et
I, =1- =1, suvalise nurga® puhul. Seega ®wib antud juhul teesti valida keskpeateljeks
suvalise kesktelje, omavahel ristuvaks keskpeatelje paariksaaguvalise ristuva kesktelje
paari.

Mittes @nmmeetriline kujund. 1) MAdratakse pinnakeskme koordinaadid mingis sobi-
vas teljestukus»{". 2) Tuuakse sisse keskteljed{y, leitakse inertsimomendidl,, I, ja
|y ning abisuurusedl,, |4, Do ja ®. 3) PAdrates kesktelgix{y nurga ®, verra saadakse
keskpeateljed 1 ja 2. 4) Leitakse (kesk)peainertsimomendid kasdes valemit

lpb=1,8 Doy p=1;2 (82)
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11.7 Massiinertsimomendid

Dilnaamika- ja sikakursustes on samuti kasutusel inertsimomendid. Erinevus oaist
selles, et @naamikas onéldjuhul uurimisobjektiks kolmemestmelised kehad, elementaar-
pinna asemel vaadeldekse elementaarmasse ja integreeritakseusamle massi. Kui on
vaja neil kahel suurusel vahet teha, siis nimetatakse massiga sabtoertsimomente mas-
siinertsimomentideks ja pinnaga seotuid pinnainertsimomenmteks i teist jArku pinna-
momentideks.

Kui t Ahistada elementaarmassim kaugust x-teljest ry, y-teljest ry, z-teljest r, ja koor-
dinaatide algusesty; siis on telg- ja polaarinertsimomendid de neeritud4rgmiselt:

8 Z Z
% ly=ridm=  (y*+ z®)dm;
VAL VAL
ly=" rZdm= (x*+ z%)dm;
zm zm (83)
§ l,=  rZdm= (x*+ y?)dm;
" "
® l,=  Yedm=  (x2+ y?+ z%)dm:
m m

Inertsiraadius, inertsimomendid paralleelsete telgede, irtsimomendid pddratud telgede
suhtes ja liitkeha inertsimomendid on masssiinertsimomentide kal leitavad pinnainert-
simomentidega analoogselt.

11.8 N Aide

Leida joonisel 41 kujutatud viirutatud kujundi keskpeateljel ja keskpeainertsimomendid.
Keik mesetmed on antud sentimeetrites.

Lahendus.Kuna tegu on mittesdmmeetrilise kujundiga, siis toimub peainertsimomentide
leidmine vastavalt lehekjel 47 esitatud skeemile. Vaadeldav liitkujund koosneb kolest
osakujundist: ristkilikust (1), kolmnurgast (2) ja poolringist (3).

1. Pinnakeskme leidmiseks kasutame joonisel esitatud koordinaatga ~. Leiame osa-
kujundite pinnakeskmete koordinaadid

8 e
E»C]_:4; C1:2;
2¢4 2¢3
§»C2:4+T:6;667, =1+ S5=3; (84)
2¢3 .
? e, = 5, =0:21263=0:636 "¢, = 15

pindalad A; ja liitkujundi pindala A
A;=32; A,=6; A3=3;534 A =22;466 (85)

Liitkujundi pinnakese
P 3
i=1 »CiAi
A

Pa . o
=3;817 ‘o= —i= SN -1:812 (86)

» = A
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Joonis 41: MittesAmmeetrilise kujundi peainertsimomentide leidmine.

2. Tembame Hbi pinnakeskmeC kesktelied x k » ja y k “~ ning |Abi osakujundite

pinnakeseteC; omakeskteljedx; k » ja y; k ~. Edaspidistes arvutustes kasutame vaid
kesktelgedele ja omakesktelgedele vastavaid koordlnaart,ey, Xi Ja Yi. JArgnevaIt leiame

osakujundite plnnakeskmete koordinaadickc, = », i ™ jaYe, = ¢ i c:

EXc1:0;183 yc, = 0,188
S Xe, = 2;850 yc, =1,;188 (87)
" X, =i 3,181 ye, =i 0,312

On selge, etixc,j on verdne telgedey; ja y vahelise kaugusega ningyc,j telgedex; ja x
vahelise kaugusega. Kanname vastavad kaugused joonisele.

3. Inertsimomendid kesktelgede suhtes

8

xooxX ¢

= 1= 1D+ y2 A = :::=43;803) 11,474) 2,331 =29998
i=1 i=1

0 NI

ly=" 1{V= 1D+ x& Aj = 1::=171;738] 54056; 36,319 = 81,363
i=1 i=1

Ly = 1Y) = '('.)y. Xc,Yo, Ai = 1::=1;103; 18319 3;503 =i 20,719
i=1 i=1

(88)
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4. Peainertsimomentide néédramiseks tuleb leida abisuurused

8
?O: bt 1y - 55.680
2
|, = 'X'z'y = | 25683
q (89)

% Do= 12+ 13 =32;998

l.i D
®, = arctan % = 70;553:
Xy
Neist viimane, st.®, = 70; 553 % 71* mAdrab nurga, mille werra tuleb pddrata kesktelgi
X i Y, et saada keskpeateljed i 2.

Keskpeainertsimomendid (inertsimomendid keskpeatelgede safjl, = [, 8 Do, p =
1;2. Seega
l1=1,+Dy,=88;679 jal,=1,j D,=22;682 (90)

Kontrolliks leiame nurga, mille verra tuleb pddrata kesktelgix j y, et nad éhtiks kesk-
peatelgedega teise valemi abil (vt. avaldisi (79))®, = arctan '—ley# = 70;553. Kuna
tulemused langevad kokku, siis on lootust arvata, ellesande lahendus omige.

Vastus: Vaadeldava kujundi pinnakese asub punkti<C, mille koordinaadid on »: =

3;8 cmja'c = 1;8 cm. Keskpeatelijed 3j 2 on kesktelgedex | y suhtes pdratud
nurga ®, = 71* verra. Keskpeainertsimomendid ; = 88;7 cnt ja I, = 22;7 cnt.

6K Aesolevas Hites on vastused esitatud Apsusegadiks koht peale koma ja vahearvutuste tulemused
tApsusega kolm kohta peale koma. Kodu- ja kontroliBddes piisab vahearvutuste puhul fipsusest kaks
kohta peale koma.
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12 JeuvAli

Kasutatakse ka termineid jaotatud koormus, lauskoormus, lausjd.
Veib eristada kolme juhtu

1. Ruumjeuvali ehk ruumkoormus - intensiivsusp(x;y;z) | dim p = N=m3. NAit.
raskuspudu pehjustav gravitatsioonivali.

2. PindjeuvAli ehk pindkoormus - intensiivsusp(x;y) | dim p = N=m2. NAit.
hidrostaatiline surve.

3. JoonjpuvAli ehk joonkoormus - abstraktsioon, mida kasutatakse varrasteupul
- intensiivsus p(x) - dimp = N=m. NAiteks ka selles kursuses kasutatud nn.
ristk llikkoormus vei kolmnurkkormus.

Joonkoormus.  Vaatleme vardale rakendatud joonkoormust (joonis esitatakdeengus),
mille intensiivsus on esitatud kujulp = p(x) ja mis mejub risti varda teljega, see Ahendab
varras on koormatud puga, mille intensiivsus sltub vaid koordinaadist x. Vastavat joo-
nist nimetatakse joonkoormuse efiviks. Tegu on paralleelpudude #steemiga, seega on
vaadeldav pugisteem taandatav resultandiks. Leiame selle resultandi suuruse qoduli)
ja mejusirge asukoha. Bhistades epivi elementaarpindaladA = p(x)dx, on vaadeldava
joonkoormuse resultant 7 7
b
R= p(x)dx = dA = A; (91)
0 A
bs b on varda pikkus ja A on ephi pindala. Vastavalt Varignoni teoreemile peab
o Mo[p(x)]ldx = M o(R). Seega
Z, Z
Mo = xp(x)dx = xgR ehk Mg = xdA = XgA; (92)
0 A

kust resultandi R mejusirget méarav koordinaat

R dA
S (93)

XRr = A

avaldub kui epddvi pinnakeskmex koordinaat.

Pindkoormus.  Analoogselt joonkoormusega saab leda ka pindkoormusg; y) resul-
tanti ja tema mejusirge asukohta:

8 z Z
%Rz p(x;y)dA=  dV = V;
\Y
dv
éxﬁ V\); : (94)
dv
Yr = V\i :

NAjited. Pinged paindel ja \AAndel; vedeliku surve anuma otstele.
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13 Heere

13.1 Liugeh eere

Senini oleme staatikélesannete gistitamisel tihti lisanud lause: \Heeret mitte arvesta-
da!" Seega oleme eeldanud, et kokkupuutuvad pinnad on iddselt siledad. Selline eeldus
pole aga tegelikult mitte kunagi #idetud ja paljudel juhtudel tuleb heeret arvesse etta.
Vaatleme karedale pinnale asetatud keha, millele on rakertda horisontaalne pud F
(joonis esitatakse loengus). Kui kokkupuutuvad pinnad oleksleaalselt siledad, st. mitte
midagi ei takistaks libisemist, siis hakkaks keha liikuma mistags F > 0 puhul. Kuid
kuna tegelikkuses on tegu karedate pindadega, siis nii ei juhtJArelikult mejub jeuga
F vastassuunaline gud, mida nimetatakse erdejouks ja mida on soovitatav Bhistada
F¢ . Kui keha on paigal, siisF = F¢. Kuna teatud suurusega ¢u F puhul hakkab keha
likuma, siis jarelikult leidub maxF; .

Joonis 42: Liugelere

Staatikalesannete puhul, kus arvestatakseedoret, |Ahtutakse Coulomb'i heerdeseadus-
test

1. Heerdejpu maksimaalne wartus ei ®ltu kokkupuutuvate pindade suurusest, vaid
ainult nende pindade iseloomust (siledus, karedus) ja materjsti

2. Heerdejpu maksimaalne #értus on verdeline normaalreaktsiooniga, st.
maxF; = fN; (95)
kusf on heerdetegur(mida tihti t Ahistatakse ka! ). Tasakaalu puhul
Fi - maxF; = fN (96)
Heerdejeu suund on alati vastupidine @maliku likumissuunaga.
Eristatakse

2 kuivheeret ja margheeret;

2 paigalseisu- ehk staatilist leeret ja kinemaatilist heeret. Kinemaatiline hesrdetegur
on kuni 25% \Aiksem kui staatiline hserdetegur ja tema \Adrtus ssltub ka keha
kiirusest.
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KAesolevas punktis sitletud heeret nimetatakse tpsemalt liugehserdeks ja vastavat
tegurit liugehserdeteguriks

TApsemad uuringud on Aidanud, et (liuge)heerdetegur ja seega ka (liugeerdejeud veib
lisaks kokkupuutuvate pindade iseloomuleedtuda

2 molekulaarse @ritoluga jeududest;
2 kergetest lokaalsetest temperatuuridest (kleepuvus, libedus);
2 kokkupuutuvate pindade relatiivsest levadusest;

2 kokkupuutuvate pindade suurusest.

K Aesoleva kursuse raamedgitletavate staatikabdlesannete lahendamisel viimaseid efekte
aga ei arvestata ning Ahtutakse vaid Coulomb'i heerdeseadustest.

N Ajteid h eerdeteguri v Adrtustest.  JArgnevas tabelis on toodud staatilise derde-
teguri vAartused menede enamlevinud materjalide jaoks. Toodud arvud ondpit kahest
epikust: 1) R.C. Hibbeler, Engineering Mechanics, Statics; 2).P. Beer, E.R. Johnston,
Mechanics For Engineers, Statics.

Materjalid Staatiline heerdetegur
metall jAal 0:03; 0:05

puit puidul 0:3j 07

nahk puidul 02j 05

nahk metallil 0:3j 06

metall metallil 0:15; 06
metall puidul 0:2j 06

metall Kivil 0:3j 07

kummi betoonil 06 09

Nagu on tabelist maha, keiguvad toodud \@&rtused killaltki suures vahemikus. Enamgi
veel, teistesepikutes woi teatmeteostes esitatud staatilise derdeteguri VAartused wivad
erineda alltoodutest. Praktikas tuleks igal konkreetsel jull valmistada kasutatavatest
materjalides katsekehad ning Rarata heerdeteguri VAArtus katseliselt.

13.2 Heerdenurk ja h eerdekoonus

Staatikas eristatakse kahte i\pi pinnareaktsioone, mida nimetatakse vastavalt sileda pin-
na reaktsiooniks ja kareda pinna reaktsiooniks.

Joonis 43: Sileda (vasakul) ja kareda pinna reaktsioon.
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Sileda pinna reaktsioon koosneb vaid normaalreaktsioonist, mis on risti kehade kok-
kupuutepunktis leitud @hise puutujaga.

Kareda pinna reaktsioon koosneb normaalreaktsioonist ja derdejpust ning on verd-
ne nende kahegu (geomeetrilise) summaga, sk = F; + N.

Joonis 44: Heerdenurk

Heerdenurk. Vaatleme karedale pinnale toetuvat keha, millele sjub jeud F. Jeud
F kujutab endast keigi kehale nejuvate aktiivsete joudude (kaasa arvatud keha kaal)
summat. Heerdetegur keha ja pinna vahel ori ja jeu F mejusirge moodustab puutepinna
normaaliga nurga® . Tahame teada, millise nurga® puhul jA4b keha tasakaalu.

On selge, et tasakaalu puhul
N = Fcos® ja Ff = F sin®: 97)
Teisest kiljest, on heerdejpu maksimaalne #artus maxF; = fN , st.
F: - maxF; = fN: (98)
Viimaste avaldiste phjal on tasakaalu korral
Fsin®- fF cos® ja tan® - f: (99)

Et anda viimasele mugavamat kuju, Ahistame tan' = f , kus nurka' nimetatakseheerde-
nurgaks Keha on tasakaalus, kui
®- " (100)

Heerdekoonus on koonus mille tipp asub punktisA, teljeks on puutepinna normaal ja
tipunurgaks kahekordne I®erdenurk 2 .

13.3 Veereh eere ehk veeretakistus

Vaatleme horisontaalsele pinnale toetuvat silindrit kaalug# ja raadiusegar, mille tsent-
risse on rakendatud horisontaalnegud Q. Kogemusest on teada, et silinder ei hakka
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Joonis 45: Veereboere

veerema mis tahe€) > 0 puhul. Takistust, mida silinder avaldab veeremisele, nimeta-
takse veeretwerdeks Erinevalt liugeheerdest on veerebere pshjustatud veereva keha ja
aluspinna deformeerumisest.

Silinder hakkab veerema, kuiMA(Q)j > jMa(P)j. Kuna momendidjMA(Q)j = Q ¢OC
ja jMa(P)j = P ¢AC, siis saab viimane tingimus kujuQ ¢OC > P ¢AC.

T Ahistame deformatsiooni iseloomustava pikkugeC = { . Kuna ®on vaike, siis co® » 1,
OC » r ja P » N. Seega silinder hakkab veerema, kui

P N
Q>{ac»{—=F: (101)

Suurust{ nimetatakse veerelerdeteguriks(dim{ = m) ja j eu dimensiooni omavat suu-
rust F, veereleerdejouks

Blesannete lahendamisel on otstarbekas kasutada veaettdejou asemeleerelmordemo-
menti, mille moodul
M, =rF, = {N: (102)

Sarnaselt liugelwerdega on ka veeretbrdejeud ja veerel®erdemoment suunatud vastupi-
diselt veimalikule liikumisele.

M Arkused:

2 Sageli kasutatakse termini veered®rde asemel terminitveeretakistus Vastavalt ka-
sutatakse siis ka termineidveeretakistustegurveeretakistuspud ja veeretakistusmo-
ment

2 Veeretakistustegur{ iseloomustab veereva keha ja aluspinna deformatsiooni suu-
rust.

2 Tegelikult madravad avaldised (101) ja (102) vastavalt veerslerdejsu ja vee-
reheerdemomendi maksimaalsedaartused ning analoogselt liugederdega kehitvad
veereleerde puhul wrratused 0- M; - maxM, = { N ja0- F, - maxF, ={ ’j—

2 Peale liugelwerde ja veerelperde eristatakse ka pdrdehseret ehk keerlemisberet,
kuid kAesolevas kursuses seda diditleta (Vt. Lepik & Roots, TM Ik. 79-80).
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13.4 Heerde rakendusi
13.4.1 Kiilud

BMesanne.
Vaatleme keha kaaluga, mille all on kerge kiil" kaldenurgaga®. Heerdetegur kiilu mele-

Joonis 46: Keha ja kiil(vasakul). Kiilu liikumine keha alla paremal).

mal pinnal onf . Kui suurt horisontaalset jsudu F tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem
keha alla liiguks? Kui suurt horisontaalset¢udu F tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha
alt valja temmata? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga (kiillga, mis ei libise
ise keha alt \Alja)?

Lahendus.
1) Kui suurt horisontaalset jpudu F tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem keha alla
liiguks?

Tasakaalu korral moodustavad kehale sjuvad kolm jeudu P;N ja R, tAisnurkse
jeukolmnurga ( = arctan f on heerdenurk), kust leiame

P .
cos@+ ')’

R, = (103)

Kiilule mejuvad jeud R;;R, ja F. Vaatleme kiilu tasakaalu ja moodustame vastava
jeukolmnurga. Siinusteoreemi ja avaldise (103)epjal

R, _ F R,sin(2 +® _ Psin(2 + ®)

Sne0 ;) - sn2 +®) BT cos " cos cos@r ) (104

2) Kui suurt horisontaalset puduF tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha altalja temma-
ta?

7St. kiilu kaalu ei arvesta.
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Joonis 47: Kiilu liikumine keha alt \Alja (vasakul). Iselukustuv kiil: maksimaalse kalde-
nurga ltuvus heerdetegurist (paremal).

Verreldes eelnevalt Bsitletud juhuga on kiilu valja tembamise puhul (eeldatav) liikumise
suund vastupidine. Vaatleme keha ja Kiilu tasakaalu, moodustaenkaks pukolmnurka,
rakendame siinusteoreemi ja saame

P .
cos( | ®)’

R, =

R> F

Sn@F; ') sin@ | ®)' (105)

F= Rosin(2 | ® _ Psin(2 | ®)
- cos' " cos cos( | ®)

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga?

Iselukustuva kiilu puhul hakkab kiil keha alt vAlja liikuma vaid vasakult paremale suuna-
tud jeu F toimel. Teisissnu, avaldisega (105)esitatud jeud peab olema positiivne. Uurime
seda avaldist. Kui heerdetegur 0- f - 1, siis leerdenurk 0- ' - 45" ja cos' > 0. Kui
Kiillu nurk 0 - ® - 90, siis ka cos( j ® > 0. Suurus sin(2 | ® > 0, kui2>® .

Seega, iselukustuva kiiluga on tegu, kui nur® < ®,,x =2' = 2arctanf . Vastasel korral
tuleb kiilu keha all hoidmiseks rakendada paremalt vasakule soatud jeudu j F, mis on
maAdratud avaldisega (105). Kui heerdetegurf = 0;3 (puit puidul), siis ®na = 33;40°
jakui f =0;6 (teras terasel), siiS®na = 61;93". Heerdeteguri vAdrtuse f = 0;9 puhul
oleks®ax = 83;97.
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13.4.2 Kruvid

Blesanne.

Vaatleme nn. ristkélikulist kruvi (vinti).Kui suurt j eupaari momenti M tuleb kruvile
rakendada, et bsta raskustW ? Kui suurt jeupaari momentiM tuleb kruvile rakendada,
et langetada raskustW ? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga? Herdetegur on
f, kruvisamm L ja kruvi (keskmine) raadiusr.

Joonis 48: Kruvi.

Lahendus.
1) Kui suurt jeupaari momentiM tuleb kruvile rakendada, etdsta raskustw ?

Joonis 49: Testmine (vasakul) ja langetamine.

Vaatleme kruvi Bhte keeret, kerime ta netteliselt sirgeks ja asendame momendil jeuga
F = M=r. Keerme kaldenurk® = arctan(L=2%ar) ja heerdenurk' = arctan f. Projektee-
rides tasakaaluwrrandi W + R + F = 0 kahele ristuvale teljele saame

W .
cos@+ ')’
F = Rsin(®+");
M = Wrtan(®+ ' ):

(106)
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2) Kui suurt jeupaari momentiM tuleb kruvile rakendada, et langetada raskug¥ ?
RaskuseW langetamise puhul muutuvad gududeR ja F suunad ning moment

M= Wrtan(' | ®): (207)

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga?

Iselukustuva kruviga on tegu juhul, kui raskusé&V toimel ei hakka kruvi ise langema, vaid
selleks tuleb rakendadagupaari momenti. Teisi®nu, avaldisega (107) dratud moment
peab olema positiivne. Kuna niW > 0 kui r > 0, siis onM > 0, kui

tan( i ®>0 ) ®<" (108)

Seega, iselukustuva kruvi puhu® < ®,x = ' = arctan f.

13.4.3 Niidi h eere vastu silindrilist pinda

Blesanne.

Vaatleme jAigalt kinnitatud silindrit, millel oleva niidi 8 harudes nejuvad tembejpud
T, < T,. Heerdetegur niidi ja silindri vahel onf . Leida niidi harudes nmejuvate jeudude
moodulite suheT,=T;.

Joonis 50: Niidi heere.

Lahendus.

Vaatleme kesknurgaled# vastava niidielemendi tasakaalu. Sellisele elemendilgamvad
jeudT; T +dT;dN jadF;. Arvestades, etdF; = fdN , saame tasakaalutingimuse F; =
0 projekteerimisel telgedele ja n

(
fdN = dT;

fTd# = dT: 1
dN = Td# ) d d (109)

8Niidi m eiste on siin kéllaltki lai. Niidina k Asitletakse méjteks kéisi, trosse, rihmasid ja muid painduvaid
kehasid.
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Eraldame muutujad ja integreerime:

Z Z -
2dT T,
—=f d# In —==1f": 110
T1 T 0 ) Tl ( )
Seegagudude moodulite suh&
T2 _ expf: (111)
Ta

M Arkused:

2 Valem (111) kehtib ka mitteringjoonelise ristbike puhul (naiteks kivid), sest tema
tuletamisel ei kasutatud silindri raadiustr.

2 Valemit (111) saab kasutada vaid juhul, kui niit libiseb silindil vei on just libisema
hakkamas. Viimane on nn. piirjuht.

2 Sjlinder ei pruugi olla jdigalt kinnitatud | teda v eib paigal hoida pupaari moment.

2 Kiilrihma puhul on normaalreaktsioondN = T d#=sin(0; 5®) (vt. joonist) ja valem
(111) saab kuju B

IE

T (112)

- P sin(0; 5®):

Joonis 51: Kiilrihma reaktsioonid.

2 Pehilised rakendused:

{ Jeudu T, tasakaalustava pu T, leidmine.
{ Lintpidurite arvutus.

{ Rihmilekande vedavas ja veetavas harusejuvate tembejpudude nédramine
vei maksimaalseflekantava momendi leidmine.

expx ~ €
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