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Eess~ona

KÄaesolev loengukonspekt on m~oeldud kasutamiseks Tallinna TehnikaÄulikooli tehnilise
fÄuÄusika eriala Äuli~opilastele staatika kursuse EMR0010~oppimisel (sobib ka vana~oppeka-
va samanimelisele ainele koodiga EMR3020). Kursuse programm |¿ Staatika EMR0010
laiendatud programmÀ (vt. http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html ) | kujutab en-
dast antud loengukonspekti lahutamatut lisa. Seal on esitatud~oppeaine eesmÄargid, maht,
eeldusained ja soovitatav kirjandus ning kirjeldatud tÄoÄokorraldust.

Loengukonspekti koostamisel oli mul algseks eesmÄargiks vabastadaÄuli~opilased keskaegse
munga tasemel tÄoÄost, st. de¯nitsioonide ja teoreemide jÄarjekordsestÄumberkirjutamisest.
Kuigi loengukonspekti kÄaesolev versioon sisaldab palju jooniseid, valemite tuletuskÄaike ja
teoreemide t~oestusi, pole minu eesmÄargiks olnud mitte uue ~opiku, vaid loengukonspekti
kirjutamine. Sellise loengukonspekti olemasolu korral saab loengutes ja harjutustundi-
des pÄoÄorata p~ohitÄahelepanu de¯nitsioonide ja teoreemide sisu avamisele, valemite tule-
tuskÄaikudele, teoreemide t~oestustele ning nÄaiteÄulesannetele. Teisis~onu, kÄaesolev loengu-
konspekt annab vaid koos loengutes ja harjutustundides kirjapanduga tervikliku kÄasitluse
~oppeainest staatika (ja sedagi vaid programmi ulatuses).

Loengukonspekti koostamisel on kasutatud praktiliselt k~oiki Äulalnimetatud ¿ Staatika
programmiÀ kirjanduse loetelus esitatud~opikuid ja ~oppevahendeid. KursuseÄulesehitus
tugineb Tallinna TehnikaÄulikoolis teoreetilise mehaanika~opetamisel vÄaljakujunenud tra-
ditsioonidele ja minu enda ligi kahekÄumneaastasele~opetamiskogemusele Tallinna Tehni-
kaÄulikoolis. P~ohi~opikuna soovitan kasutadaÄUlo Lepiku ja Lembit Rootsi ~opikut ¿ Teoree-
tiline mehaanikaÀ , mida pean parimaks eestikeelseks~opikuks selles valdkonnas. De¯nit-
sioonid ja teoreemid on seal s~onastatud lÄuhidalt ja selgelt ning kÄasitletavate probleemide
olemus on avatud p~ohjalikult. Teised eestikeelsed~opikud ja ~oppevahendid jÄaÄavad selles
osas Lepiku ja Rootsi~opikust kaugele maha. Selguse poolest jÄargmine on minu arvamuse
jÄargi vene keelest t~olgitud teoreetilise mehaanika~opik, mille autoriks on Semjon Targ.

Harjutustundides lahendatavad Äulesanded on valdavas osas esitatud
Äulesannetekogus | A. Salupere. Staatika Äulesanded. Tallinn 2006,
http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html . NÄaiteÄulesandeid on loengukonspekti
kÄaesolevas versioonis suhteliselt vÄahe. Seet~ottu tuleks kontrollt ÄoÄodeks ja eksamiks
~oppimisel ning kodutÄoÄode tegemisel kasutada loengu ja harjutustundide materjale
ning ¿ Staatika ProgrammiÀ kirjanduse loetelus metoodiliste abimaterjalidena esitatud
~oppevahendeid.

Andrus Salupere
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1 Sissejuhatus

Kursuse alguseks avame m~onede p~ohim~oistete sisu.

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside liikumist, selle
liikumise p~ohjusi ja tagajÄargi.

Teoreetiline mehaanika ehk absoluutselt j Äaiga keha mehaanika ehk klassikaline
mehaanika uurib absoluutselt jÄaikade kehade liikumist ja paigalseisu neile rakendatud
j~oudude toimel.

Absoluutselt j Äaiga keha mis tahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne. K~oik
kehad, mida me antud kursuses vaatleme, loeme absoluutselt jÄaikadeks. Tegelikult on siin
loomulikult tegu abstraktsiooniga | me loeme deformatsioonidvÄaikesteks ja ei v~ota neid
arvutuste tegemisel arvesse.

Laias laastus v~oib teoreetilise mehaanika jagadastaatikaksja dÄunaamikaks.

Staatika uurib:

1. kehade tasakaalu (tÄapsemaltÄoeldes kehadele rakendatud j~ousÄusteemide tasakaalu);

2. j~ousÄusteemide lihtsustamist ehk taandamist.

D Äunaamika v~oib omakorda jagada kolmeks osaks:

1. Kinemaatika , mis uurib liikumise geomeetrilisi seaduspÄarasusi.

2. Punktmasside ja j Äaikade kehade d Äunaamika ehk klassikaline d Äunaamika ,
mis uurib punktmasside ja jÄaikade kehade liikumist neile m~ojuvate j~oudude toimel.

3. Anal ÄuÄutiline mehaanika , mis baseerub integraal-, diferentsiaal- ja variatsioonar-
vutusel ning tegeleb mehaanikaÄulesanneteÄuldiste lahendusmeetodite leidmisega.
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2 J~oud ja j ~ousÄusteem

2.1 J~ou m ~oiste

Klassikalistes mehaanikakursustes kÄasitletaksej~oudukui kehade vastastikuse m~oju m~o~otu.
Selline lÄahenemisviis on tÄaiesti piisav nii kÄaesoleva staatika kui ka jÄargneva dÄunaamika
kursuse puhul. Seega kasutame jÄargnevat j~ou de¯nitsiooni:

J~oud on kehade vastastikuse m~oju m~o~oduks.

² Vastastikune m~oju v~oib olla nii otsene (kehad on omavahel konaktis) kui kaudne
(nÄaiteks gravitatsioonij~oud).

² J~ou pÄaritolu v~oib olla vÄaga erinev. NÄaiteks elastsusj~oud, grvitatsioonij~oud, elektro-
magnetj~oud jne. Tavaliselt uuritakse mehaanikas vaid j~ou m~oju vaadeldavale kehale
ning ei tunta j~ou fÄuÄusikalise olemuse v~oi pÄaritolu vastu huvi.

² J~ou toimel v~oib keha kas deformeeruda v~oi omandada kiirenduse.

² J~oud on vektor (vektoriaalne suurus)! Teda iseloomustavad: 1) moodul ehk arvÄaÄartus
ehk suurus; 2) suund (siht); 3) rakenduspunkt. TrÄukikirjas t Äahistatakse j~ouvektoreid
tavaliselt F; P; G jne., kÄasitsi kirjutades aga tehakse vastava tÄahe kohale kriips v~oi
nool.

J~ou m ~ojusirgeks nimetatakse sirget, mille sihis antud j~oud m~ojub. Teisis~onu, j~ou m~oju-
sirge on sirge, millel on antud j~ouvektoriga rohkem kuiÄuks Äuhine punkt.

V Äalisj ~oud ja sisej ~oud

V Äalisj ~oud | j ~oud, millega teised kehade m~ojuvad vaadeldavale kehale.

Sisej~oud | vaadeldava keha osade vahel m~ojuvad j~oud.

2.2 J~ousÄusteemi m ~oiste

J~ousÄusteemiks nimetatakse kehale m~ojuvate j~oudude kogumit.

Jaotus:

Koonduv j ~ousÄusteem | koonduvasse j ~ousÄusteemi kuuluvate j~oudude m~ojusirged
l~oikuvad Äuhes ja samas punktis.

Paralleelj ~oudude s Äusteem | paralleelj ~oudude sÄusteemi kuuluvate j~oudude m~ojusirged
on paralleelsed.

ÄUldine j ~ousÄusteem | j ~ousÄusteemi, mis pole ei koonduv j~ousÄusteem ega paralleelj~oudu-
de sÄusteem, nimetatakseÄuldiseks j~ousÄusteemiks.

Tasapinnaline j ~ousÄusteem | tasapinnalisse j ~ousÄusteemi kuuluvate j~oudude m~ojusir-
ged asuvadÄuhel ja samal tasandil.
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Ruumiline j ~ousÄusteem | ruumilisse j ~ousÄusteemi kuuluvate j~oudude m~ojusirged ei asu
Äuhel ja samal tasandil.

ÄUlaltoodud j~ousÄusteemide liigid poleÄuksteist vÄalistavad. NÄaiteks v~oib koonduv j~ousÄusteem
olla nii ruumiline kui tasapinnaline.

2.3 J~ou projektsioon teljel, j ~ou komponendid ja j ~ou projekt-
sioon tasandil

Koordinaadid ja koordinaatteljed. ÄUldjuhul kasutame Descartes'i ristkoordinaate
(DRK). Koordinaatteljed peavad moodustama parema kÄae kolmiku(vt. joonis 1). ÄUmber
telje toimuva pÄoÄorde positiivne suund mÄaÄaratakse kruvireegliga | p ÄoÄorde suund on
positiivne, kui selle kÄaigus liigub parema kÄae kruvi telje positiivses suunas.

Joonis 1: Parema kÄae teljestikud ja pÄoÄorde positiivsed suunad.

J~ou projektsioon teljel on skalaar. Vastavalt de¯nitsioonile on vektori projektsioon
v~ordne teljesuunaliseÄuhikvektori ja selle vektori skalaarkorrutisega. Joonisel 2 kujutatud
juhtudel seega

Joonis 2: J~ouvektori projektsioonid ja j~ouvektori komponendid.

Fx = F ¢i; Fy = F ¢j ;

Qx = Q ¢i; Qy = Q ¢j ; Qz = Q ¢k:
(1)
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Samas on selge, et arvutuste teostamisel on mugavam kasutada valemeid

Fx = F cos® = F sin° ;

Fy = F cos̄ = ¡ F sin® = ¡ F cos° ;

Qx = Q cos®;

Qy = Q cos̄ ;

Qz = Q cos°:

(2)

J~ou komponent on vektor. Vaadaldaval juhul seega

F = Fx + Fy = Fx i + Fy j ;

Q = Qx + Qy + Qz = Qx i + Qy j + Qzk:
(3)

Valemis (3) on suurusedFx ; Fy , Qx ; Qy ja Qz j~oududeF ja Q koordinaattelgedex; y ja z
sihilised komponendid ning suurusedFx ; Fy, Qx ; Qy ja Qz j~oududeF ja Q projektsioonid
koordinaattelgedelx; y ja z.

J~ou projektsioon tasandil on vektor. Joonisel 3 kujutatud juhul on projektsiooniFxy

moodul Fxy = F coş .

Joonis 3: J~ou projektsioon tasandil.

J~oudude tÄahistamise puhul joonistel loobume edaspidiÄuldjuhul vektori m Äarkidest (rasva-
sest kirjast trÄukitud t ÄoÄo puhul) ja kirjutame j ~ouvektori juurde vaid tema pikkuse.

2.4 J~oudude liitmine

Kuna j~oud on vektor, siis toimub j~oudude liitmine tÄapselt samuti kui vektorite liitmine:

R =
nX

i =1

F i (4)

Geomeetriline liitmine. J~oudude geomeetriliseks liitmiseks tuleb konstrueerida
j~ourÄoÄopkÄulik v~oi j~ouhulknurk.
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Anal ÄuÄutiline liitmine. J~oudude analÄuÄutiliseks liitmiseks tuleb k~oik liidetavad j~oud
projekteerida koordinaattelgedele, liita saadud projektsioonid ning seejÄarel arvutada re-
sultandi moodul ja suunakoosinused.

Rx =
nX

i =1

Fix ; Ry =
nX

i =1

Fiy ; Rz =
nX

i =1

Fiz ;

R =
q

R2
x + R2

y + R2
z

cos® =
Rx

R
; cos̄ =

Ry

R
; cos° =

Rz

R
:

(5)
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3 Staatika aksioomid ja p ~ohi Äulesanded

I Tasakaalu aksioom: Kaks absoluutselt jÄaigale kehale rakendatud j~oudu on tasakaa-
lus siis ja ainult siis, kui neil onÄuhine m~ojusirge ja nad on v~ordvastupidised.

II Superpositsiooni aksioom: Tasakaalus olevate j~oudude lisamine v~oi ÄarajÄatmine
ei m~ojuta keha tasakaalu.

NÄaitame, et superpositsiooni aksioomi p~ohjal v~oib lugeda j~ou rakendatuks tema m~ojusirge
mis tahes punkti.

1. Algselt on punkti A rakendatud j~oud F1 (joonis 4 a).

2. Valime j~ou F1 m~ojusirgelt suvalise punktiB . Vastavalt superpositsiooni aksioomile
v~oime punkti B lisada tasakaalus olevad j~oud F2 ja F3 nii, et F2 = ¡ F3 = F1

(joonis 4 b).

3. Kuna j~oud F1 ja F3 on tasakaalus, siis v~oib nad Äara jÄatta. Seega olemegi asendanud
punkti A rakendatud j~ou F1 punkti B rakendatud j~ougaF2 = F1.

Joonis 4: JÄareldus superpositsiooni aksioomist.

JÄareldus: J~oud on libisev vektor | teda v ~oib lugeda rakendatuks oma m~ojusirge mis
tahes punkti.

III J ~our ÄoÄopk Äuliku aksioom: Kaks Äuhte punkti rakendatud j~oudu v~oib asendadaÄuhe
j~ouga, mis on rakendatud samasse punkti ja kujutab endast antud j~oududele ehitatud
rÄoÄopkÄuliku diagonaali.

J~oudu, millega saab asendada need kaks antud j~oudu, nimetatakseresultandiks .

IV M ~oju ja vastum ~oju aksioom (Newtoni III seadus): Kaks keha m~ojutavad
teineteist sama m~ojusirget omavate v~ordvastupidiste j~oududega.

V J Äaigastumisaksioom: Kui deformeeruv keha lugeda deformeerunud olekus abso-
luutselt jÄaigaks, siis antud j~ousÄusteemi puhul keha tasakaal ei muutu.

NÄaiteks rihm, ahel, nÄoÄor jne.
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VI Sidemete aksioom ehk sidemetest vabastatavuse printsii p: Iga seotud keha
v~oib vaadelda vaba kehana, kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega. (Sidemeid ja
sidemetest vabastamist vaadeldakse lÄahemalt jÄargmises paragrahvis.)

Tasakaalus olev j ~ousÄusteem. J~ousÄusteemi, mis m~ojudes paigalseisvale kehale ei kutsu
esile selle liikumist, nimetataksetasakaalus olevaks j~ousÄusteemiks.

Ekvivalentsed j ~ousÄusteemid. J~ousÄusteeme nimetatakseekvivalentseteks, kui neil on
sama m~oju vaadeldavale kehale v~oi nad on saadudÄuksteisest, kasutades staatika aksioome.

Newtoni seadused

I Punktmass on paigal v~oi liigub Äuhtlaselt ja sirgjooneliselt, kui talle m~ojuvad j~oud
on tasakaalus

II Punktmassi kiirendus on talle m~ojuva j~ouga v~ordeline ja samasuunaline:F = ma

III Vt. IV aksioom

Newtoni gravitatsiooniseadus:

F = G
Mm
r 2

; kus G = 6; 673¢10¡ 11 m3

kg ¢s2

Staatika p ~ohi Äulesanded:

1. Antud j~ousÄusteemi taandamine lihtsaimale kujule.

2. Antud j~ousÄusteemi tasakaalutingimuste mÄaÄaramine.
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4 Sidemed, sidemereaktsioonid ja
sidemetest vabastatavuse printsiip

Sidemeteks nimetatakse keha liikumist kitsendavaid tingimusi. Tavaliseltmoodustab
sideme mingi teine keha.NÄaited

Vabaks kehaks nimetatakse keha, mille liikumist ei piira mitte Äukski tingimus. Vaba
keha saab antud asendistÄule viia mis tahes uude asendisse.

Sidemereaktsioon ehk reaktsioonj ~oud on j~oud, millega sidet moodustav keha
m~ojub vaadeldavale kehale. Reaktsioonj~oudusid nimetatakse kapassiivseteks j ~oudu-
deks, k~oiki teisi j~oudusid agaaktiivseteks j ~oududeks .

InseneriÄulesannete puhul nimetatakse sidemeid tihti katugedeksja vastavaid reakt-
sioonj~oudusid toereaktsioonideks.

Sidemetest vabastatavuse printsiip: Iga seotud keha v~oib vaadelda vaba kehana,
kui asendada sidemed sidemereaktsioonidega.

Sidemete liigid. Selleks, et mÄaÄarata kehale m~ojuva j~ousÄusteemi tasakaalutingimusi,
see tÄahendab lahendadaÄuht kahest staatika p~ohiÄulesandest, tuleb vaadaldavale kehale
rakendada sidemetest vabastatavuse printsiipi. Viimase rakendamiseks on omakorda va-
ja teada millised reaktsioonj~oud vastavad konkreetsele sidemele. Allpool ongi esitatud
mehaanikaÄulesannetes sagedamini esinevad sidemed ja vastavad reaktsioonj~oud. Parema
loetavuse huvides on enamikel juhtudel joonistele 5{12 kantud vaid reaktsioonj~oud.

Joonis 5: Sileda pinna reaktsioon

Sile pind (joonis 5). Kui keha toetub siledale pinnale, siis h~o~ordej~oudu Äulesande la-
hendamise puhul arvesse ei v~oeta. JÄarelikult on keha liikumine takistatud vaid kok-
kupuutepunktis mÄaÄaratud Äuhise normaali sihis ja side tuleb asendada selleÄuhise
normaali sihilise j~ouga (joonis 5 a). Tihti nimetatakse sellist sidemereaktsiooni nor-
maalreaktsiooniks ja vastavat sidet vabaks toetuseks. Joonistel5 b) ja c) on kuju-
tatud m~oned sileda pinna reaktsiooni erijuhud.
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Joonis 6: Kareda pinna reaktsioon.

Kare pind (joonis 6). Kareda pinna puhul v~oetakse arvesse ka h~o~ordej~oud ja seet~ottu
on keha liikumine takistatud nii normaali, kui puutuja sihis. Summaarne reakt-
sioonj~oud (kareda pinna reaktsioon) on normaalreaktsiooniN A ja h~o~ordej~ou FAf

geomeetriline summa, st.FA = N A + FAf .

Joonis 7: Liikumatu liigend reaktsioon.

Liikumatu liigend 1 (joonis 7). Punktis, kus keha on kinnitatud liikumatu liigendi-
ga, on takistatud k~oik siirded (see tÄahendab, et see punkt peab jÄaÄama paigale),
kuid lubatud on keha pÄoÄorded Äumber kinnituspunkti. Liikumatu liigendi reakt-
siooni suund s~oltub aktiivsetest j~oududest ning poleÄuldjuhul ette teada. Seet~ottu
vÄaljendadakse ta tavaliselt koordinaattelgede sihiliste komponentide kaudu. Tasa-
pinnalise j~oususteemi puhul nÄaiteks FA = FAx + FAy (joonis 7 a) ja ruumilise puhul
FA = FAx + FAy + FAz (joonis 7 c). Vastavaid liigendeid nimetatakse silindril-
seks ja sfÄaÄariliseks. Kuna ka komponentideFAx ; FAy ja FAz suund pole Äuldjuhul
enneÄulesande lahendamist teada, siis mÄargitakse nad joonisele tavaliselt nii, kuidas
on mugavam. Kui Äulesande lahendamisel saadi vastavale projektsioonile positiivne
vÄaÄartus, siis on joonisel nÄaidatud suund ~oige. Kui aga projektsioonile saadi nega-
tiivne vÄaÄartus, siis on reaktsioonj~ou tegelik suund vastupidine joonisel nÄaidatule.
Liikumatu liigendi t Äahistamiseks kasutatakse vÄaga erinevaid tingmÄarke, m~oned nest
on esitatud joonisel 7 b).

1M~ones~opikus nimetatakse liigendit liigendtoeks ja m~ones·sarniiriks
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Joonis 8: Liigendi reaktsioon.

Liigend (joonis 8). Kui kaks keha on omavahel Äuhendatud liigendiga, siis tuleb
Äuhenduspunkti vaadelda kui liikumatut liigendit: Äuhenduspunktis m~ojuva reakt-
sioonj~ou suund pole teada ja joonisele mÄargitakse kaks koordinaattelgede sihilist
komponenti. Seejuures tuleb muidugi jÄalgida, et oleks rahuldatud Newtoni kolmas
seadus: kaks keha m~ojutavad teineteiset v~ordvastupidiste j~oududega.

Joonis 9: Liikuva liigendi, rulli, liuguri ja ratta reaktsioonid.

Liikuv liigend, rull (v ~oi kuul), liugur, ratas. Vastavad sidemed (toed) on kujuta-
tud joonistel 9 a){d). Selliste sidemete reaktsioonid on analoogsed sileda pinna
reaktsiooniga ning on suunatud piki toetuspinna normaali (joonis 9 e). Nagu liiku-
matu liigendi puhul, pole ka liikuva liigendi tÄahistamisel erinevate~opikute autorid
Äuksmeelel: joonistel 9 a), f), g) ja h) on toodud neli enamlevinud tÄahistust.

Kerge varras (joonis 10). Selliste sidemete puhul on m~olemas varda otsas liigendid,
kuid kuna kerge varda puhul ei v~oeta arvesse varda kaalu, siis tuleb reaktsioonj~ou
leidmisel vaadelda kahte juhtu.
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Joonis 10: Kerge varda reaktsioon.

1. Varda otspunktide vahel ei m~oju j~oudusid ega momente: vardadAB ja CD
joonisel 10. Antud juhul on reaktsioonj~oud suunatud piki varda otspunkte
Äuhendavat sirget, s~oltumata sellest, kas on tegu sirge v~oi k~overa vardaga.

2. Varda otspunktide vahel m~ojub j~oud v~oi moment: varras IJ joonisel 10. Sel
juhul on reaktsioonj~oud analoogne liikumatu liigendi reaktsiooniga.

Joonis 11: PainduvaÄuhenduse reaktsioon.

Painduv Äuhendus (n ÄoÄor, k Äois, tross jms. joonis 11). Nagu kerge varda puhul,
jÄaetakse ka siin sidet moodustava keha (trossi jms.) kaal tavaliselt arvesse v~otma-
ta. Erinevalt kergest vardast, mis v~oib tÄoÄotada nii survele kui t~ombele, saab pain-
duv Äuhendus tÄoÄotada vaid t~ombele. Reaktsioonj~oud on suunatud piki painduvat
Äuhendust.

JÄaik kinnitus 2 (joonis 12). Vaadeldava sideme puhul on takistatud nii kinnituspunkti
siirded kui keha pÄoÄorded Äumber kinnituspunkti. NÄaiteks on tala kas seina mÄuÄuritud
v~oi teise keha kÄulge keevitatud. Seega on tasapinnalise j~ousÄusteemi puhul reaktsioo-
nideks kaks j~ou komponenti ja Äuks moment: FAx , FAy ja M A (joonis 12 b) ning
ruumilise j~ousÄusteemi puhul kolm j~ou komponenti ja kolm momendi komponenti
FAx , FAy , FAz , M Ax , M Ay ja M Az (joonis 12 c).

2Kasutatakse ka terminit kinnistugi
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Joonis 12: JÄaiga kinnituse reaktsioon.

Joonis 13: JÄaiga kinnituse reaktsioon.

Joonkoormus. Tasapinnaliste staatikaÄulesannete puhul on sageli m~oistlik osa koor-
musi esitada nn. joonkoormusena. Joonkoormuse m~o~otÄuhikuks on N=m. Joonisel 13 on
esitatud kaks enamesinevat joonkoormust: ristkÄulikkoormus ja kolmnurkkoormus. Esime-
ne neist m~ojub l~oigul pikkusegaa ja tema intensiivsus onp, teine m~ojub l~oigul pikkusegab
ja tema maksimaalne intensiivsus onq. Nooled nÄaitavad koormuse m~ojumise suunda. Sel-
liseid joonkoormust iseloomustavaid diagramme (graa¯kuid) nimetatakse joonkoormuse
epÄuÄurideks. Staatika Äuleasnnete puhul asendatakse joonkoormusedÄuksikj~oududega, mis
m~ojuvad lÄabi epÄuÄuri pinnakeskme ja mille moodul on v~ordne epÄuÄuri pindalaga.

Kokkuv ~ottes tuleb Äoelda, et kuna erinevate riikide ja erinevate koolkondade autorid
kasutavad sidemete jaoks erinevaid tÄahistusi, siis tulebÄulesannete lahendamise puhul lu-
geda tÄahelepanelikultÄulesande teksti, et oleks v~oimalik otsustada, milline side on millises
keha punktis. Joonistel 14{16 on esitatud m~oned inglisekeelsest kirjandusest pÄarit nÄaited
sidemetest ja sidemereaktsioonidest.
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Joonis 14: NÄaiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest I
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Joonis 15: NÄaiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest II
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Joonis 16: NÄaiteid sidemetest ja sidemereaktsioonidest III
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N Äaide. 3 Vabastada nummerdatud kehad sidemetest ja mÄarkida neile m~ojuvad j~oud.
Kehad 1, 2, 3, 4 ja 7 on rasked,ÄulejÄaÄanud lugeda kergeteks4.

Joonis 17: NÄaide: j~oudude mÄarkimine

3 ÄUlesande lahendus esitatakse loengus.
4Raskete kehade puhul tuleb v~otta arvesse nende kaal, kuid kergete puhul mitte.
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5 Koonduva j ~ousÄusteemi tasakaal

K~oigepealt tuletame meelde koonduv j~ousÄusteemi ja j~ousÄusteemi resultandi de¯nitsioonid.

J~ousÄusteemi nimetatakse koonduvaks, kui k~oikide vaadeldavasse sÄusteemi kuuluvate
j~oudude m~ojusirged l~oikuvad Äuhes ja samas punktis.

J~ousÄusteemi resultanton (Äuks) j~oud, mis on ekvivalentne vaadeldava j~ousÄusteemiga. (Re-
sultandi m~oiste juurde tuleme tagasi 8. peatÄukis, kui kÄasitleme j~ousÄusteemi taandamist.)

Joonis 18: Koonduva j~ousÄusteemi asendamine resultandiga.

Teoreem. Koonduv j~ousÄusteem on ekvivalentne resultandiga, mis on rakendatud vaa-
deldava sÄusteemi j~oudude m~ojusirgete l~oikepunkti.

T ~oestus. Vaatlemen j~oust koosnevat koonduvat j~ousÄusteemi. LÄahtudes superpositsioo-
niaksioomist (tÄapsemaltÄoeldes jÄareldusest, et j~oud on libisev vektor) rakendame k~oik j~oud
nende m~ojusirgete l~oikepunkti O (joonis 18). SeejÄarel rakendame korduvalt j~ourÄoÄopkÄuliku
aksioomi:

R 12 = F1 + F2; R 123 = F3 + R 12; R 1234 = F4 + R 123; : : : R 1:::n = R =
nX

i =1

F i

Seega olemegi asendanudn j~oust koosneva koonduva j~ousÄusteemi Äuhe j~ouga, mis on ra-
kendatud punkti O.

||||| q.e.d.|||||

Teoreem. Koonduv j~ousÄusteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui tema resultant on
v~ordne nulliga (nullvektoriga)

R =
nX

i =1

F i = 0: (6)

T ~oestus. Antud juhul tuleb t ~oestada nii tarvilikkus kui piisavus.

Piisavuset~oestamiseks tuleb nÄaidata, et kui koonduv j~ousÄusteem on tasakaalus, siis on
tema resultant v~ordne nulliga.
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Kui t Äahistada

R ¤ =
n¡ 1X

i =1

F i ; (7)

siis avaldub j~ousÄusteemi resultant kujul

R = R ¤ + Fn ; (8)

st. kahe j~ou summana. Kuna j~ousÄusteem on tasakaalus, siis vastavalt tasakaalu aksioomile
peavad need kaks j~oudu olema v~ordvastupidised ja omama sama m~ojusirget. JÄarelikult
R = R ¤ + Fn = 0 ja piisavus on t~oestatud.

Tarvilikkuse t~oestamiseks nÄaitame, et kui koonduva j~ousÄusteemi resultant on v~ordne nul-
liga, siis on koonduv j~ousÄusteem tasakaalus.

Tuleme tagasi avaldiste (7) ja (8) juurde. KunaR = R ¤ + Fn = 0, siis vastavalt tasakaalu
aksioomile peavad j~oud R ¤ ja Fn olema tasakaalus.

||||| q.e.d.|||||

Joonis 19: Teoreem kolmest mitteparalleelsest j~oust.

Teoreem kolmest mitteparalleelsest j ~oust.5 Kui kolm mitteparalleelset j~oudu on
tasakaalus, siis nad moodustavad tasapinnalise koonduva j~ousÄusteemi.

T ~oestus. Vaatleme kolme j~oudu F1, F2 ja F3 (joonis 19 a), mis vastavalt eeldusele
moodustavad tasakaalus oleva j~ousÄusteemi. Seega peab nende j~ouvektorite summa olema
null. Teisis~onu, nende kolme j~ou geomeetrilisel liitmisel saame kolmnurga (joonis 19 b).
Kuna kolmnurk omakorda mÄaÄarab tasandi, siis on tegu tasapinnalise j~ousÄusteemiga.

TÄahistame j~oudude F1 ja F2 m~ojusirgete l~oikepunkti O (joonis 19 a). Vastavalt
j~ourÄoÄopkÄuliku aksioomile v~oime j~oud F1 ja F2 asendadaÄuhe j~ougaR ¤ = F1 + F2. Kuna
j~ousÄusteem on tasakaalus, siisR ¤ + F3 = 0. Tasakaaluaksioomi p~ohjal peavad seega j~oud
R ¤ ja F3 omama sama m~ojusirget ja olema v~ordvastupidised. JÄarelikult peab ka j~ou F3

m~ojusirge lÄabima punkti O. Seega moodustavad j~oud F1, F2 ja F3 tasapinnalise koonduva
j~ousÄusteemi.

||||| q.e.d.|||||

5Erinevad ~opikud annavad sellele teoreemile vÄaga erinevaid s~onastusi
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NB! Antud teoreemi pÄoÄordteoreem ei kehti!

Tasakaalu anal ÄuÄutilised tingimused. Projekteeritme koonduva j~ousÄusteemi tasakaa-
lutingimuse (6) kolmele koordinaatteljele, nÄaiteks Descartes'i ristkoordinaatidelex; y ja
z: 8

>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

nX

i =1

Fix = 0

nX

i =1

Fiy = 0

nX

i =1

Fiz = 0

(9)

Tulemuseks ongi koonduva j~ousÄusteemi tasakaalu analÄuÄutilised tingimused | koonduv
j~ousÄusteem on tasakaalus siis ja ainult siis, kui vaadeldavate j~oudude projektsioonide
summad k~oigil kolmel koordinaatteljel v~orduvad nulliga.

M Äarkus. Need kolm koordinaattelge ei pruugi ollaÄuksteisega risti, kuid nad ei tohi
asudaÄuhel ja samal tasandil jaÄukski paar kolmest ei tohi olla paralleelne telgede paar.
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6 Parallelj ~oudude liitmine, j ~oupaar

Paralleelj ~oud. Kui j ~oudude m~ojusirged on paralleelsed, siis nimetatakse neid paral-
lelseteks j~oududeks ehk paralleelj~oududeks. Eristatakse samasuunalisi ja vastassuunalisi
parallelj~oude. Viimaseid nimetatakse m~ones~opikus antiparalleelseteks j~oududeks.

6.1 Kahe samasuunalise paralleelj ~ou liitmine

Joonis 20: Samasuunaliste paralleelj~oudude liitmine.

Vaatleme keha, mille punktidesseA ja B on rakendatud kaks samasuunalist paralleelj~oudu
F1 ja F2 (joonis 20). Nende kahe j~ou liitmine toimub j Äargmiselt:

1. T~ombame lÄabi punktide A ja B sirge ning lisame superpositsiooniaksioomi p~ohjal
sirgeAB sihilise tasakaalus oleva j~ousÄusteemiF, ¡ F.

2. Asendame j~ousÄusteemiF1; F2; F; ¡ F j~oududegaF1 + F = R 1 ja F1 + ( ¡ F) = R 2 ,
mille m~ojusirged l~oikuvad punktis O.

3. Kanname j~oud R 1 ja R 2 piki nende m~ojusirgeid punkti O.

4. T~ombame lÄabi punkti O sirgegaAB paralleelse sirge ja lahutame j~oud R 1 ja R 2

algkomponentideks

5. Superpositsiooniaksioomi p~ohjal jÄatame Äara tasakaalus oleva j~ousÄusteemi F; ¡ F.
Alles jÄaÄavad punkti O rakendatud Äuhise m~ojusirgega j~oud F1 ja F2 . Nende summa
R = F1 + F2 (moodul R = F1 + F2 ).

6. J~ou R m~ojusirge l~oikab sirgetAB punktis C, mille asukoht on mÄaÄaratud avaldisega

F1

BC
=

F2

AC
=

R
AB

(10)

Viimase avaldise tuletamiseks vaatleme kahte sarnaste kolmnurkade paari |
4 AOC » 4 AJI ja 4 BOC » 4 BLK |

F1

CO
=

F
AC

) F ¢CO = F1 ¢AC

ja
F2

CO
=

F
BC

) F ¢CO = F2 ¢BC

9
>>>>=

>>>>;

) F1 ¢AC = F2 ¢BC:
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Teisendame saadud avaldist

F1 ¢AC = F2 ¢BC j + F2 ¢AC ) (F1 + F2)
| {z }

R

¢AC = F2 ¢(AC + BC)
| {z }

AB

)
F2

AC
=

R
AB

;

F1 ¢AC = F2 ¢BC j + F1 ¢BC ) F1 ¢(AC + BC)
| {z }

AB

= ( F1 + F2)
| {z }

R

¢BC )
F1

BC
=

R
AB

:

Kokku saame avaldise (10).

Kokku: Kahe samasuunalise paralleelj~ou F1 ja F2 resultant R on liidetavate j~oududega
samasuunaline vektor, mille moodulR = F1 + F2. ResultandiR m~ojusirge jaotab j~oudude
F1 ja F2 rakenduspunktide vahelise sirgl~oigu AB osadeksAC ja BC pÄoÄordv~ordeliselt
liidetavate j~oudude moodulitega, see tÄahendab vastavalt avaldisele (10).

6.2 Kahe vastassuunalise paralleelj ~ou liitmine

Kahe vastassuunalise paralleelj~ou liitmine liitmine toimub eelnevaga analoogse geomeet-
rilise konstruktsiooni abil. Valem (10) jÄaÄab kehtima, kuid R = jF1 ¡ F2j ja punkt C asub
vÄaljaspool l~oiku AB .

Joonis 21: Vastassuunaliste paralleelj~oudude liitmine.

Kokku: Kahe vastassuunalise paralleelj~ou F1 ja F2 resultant R on vektor, mis on
suunatud vektoritest F1 ja F2 suurema suunas. ResultandiR m~ojusirge l~oikab j~oudude
F1 ja F2 rakenduspunkte lÄabivat sirget punktis C vÄaljaspool l~oiku AB . L~oikude AC ja
BC pikkused on pÄoÄordv~ordelised liidetavate j~oudude moodulitegaF1 ja F2, see tÄahendab
kehtib valem (10).

Eelpool toodud tuletuskÄaiku saab kasutada ka juhtudel, kui on vaja lahutadaÄuhte j~oudu
kaheks temaga paralleelseks komponendiks.
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6.3 J~oupaar

Vaatleme, paralleelj~oudude erijuhtu F1 = ¡ F2. NÄuÄud on vek-
torite R 1 ja R 2 m~ojusirged paralleelsed jaR = 0. Kuna
aga j~oududeF1 ja F2 m~ojusirged eiÄuhti, siis pole vaadeldav
j~ousÄusteem tasakaalus. Samas ei saa neid kahte j~oudu asen-
dada Äuhe j~ouga. JÄarelikult on antud juhul tegu j~ousÄusteemi
elemendiga, mida ei saa lihtsustada.

J~oupaariks nimetatakse kahest mittekollineaarsest j~oust F
ja ¡ F koosnevat j~ousÄusteemi. TÄahistatakse (F; ¡ F).

J~oupaari ~olaks nimetatakse j~oududeF ja ¡ F m~ojusirgete vahelist kaugustd.

J~oupaari tasandiks nimetatakse tasandit, mis on mÄaÄaratud j~ouvektoritega F ja ¡ F.

Keha, millele m~ojub vaid j~oupaar hakkab pÄoÄorlemaÄumber j~oupaari tasandiga ristuva telje.
Seega, kuigi

P
Fix =

P
Fiy =

P
Fiz = 0, pole keha tasakaalus.
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7 J~ou moment. J ~oupaari moment

7.1 J~ou moment punkti suhtes

Joonis 22: J~ou moment punkti suhtes.

J~ou momendiks punkti suhtes nimetatakse vektorit, mis v~ordub j~ou rakenduspunkti
kohavektori ja j~ouvektori vektorkorrutisega.

M O = r £ F; MO ´ j M O j = F r sin# = Fd: (11)

J~ou moment iseloomustab j~ou pÄoÄoravat toimet. Momentvektori M O suurus (ehk moodul)
ja suund s~oltub punkti O valikust, kuid ei s~oltu punkti A valikust j~ou m~ojusirgel. Mo-
mentvektori M O m~ojusirge mÄaÄarab telje, mille Äumber j~oud F pÄuÄuab tekitada pÄoÄorlemist.
PÄoÄorde suund mÄaÄaratakse kruvireegliga | kui (parema k Äae) kruvi teljesihilise liikumise
suund Äuhtib momentvektori suunaga, siis keha pÄoÄorlemise suundÄuhtib kruvi p ÄoÄorlemise
suunaga. Ja vastupidi, kui kruvi pÄoÄorata keha pÄoÄorlemise suunas, siis tema teljesihilise
liikumise suund Äuhtib momentvektori suunaga.

Momentvektori projektsioonid ja momentvektori komponend id.
Kui F = ( Fx ; Fy; Fz) ja r = ( x; y; z), siis

M O = r £ F =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

i j k
x y z
Fx Fy Fz

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= : : : : : : : : : = M x i + M y j + M zk = M x + M y + M z: (12)

Siin M x ; M y ja M z on momentvektoriM O koordinaattelgedex; y; z sihilised komponendid
ning M x ; M y ja M z momentvektori M O projektsioonid koordinaattelgedelex; y; z. On
selge, et momentvektoriM O projektsioonid

M x = yFz ¡ zFy; M y = zFx ¡ xFz; M z = xFy ¡ yFx ; (13)
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moodul
MO =

q
M 2

x + M 2
y + M 2

z ; (14)

ja suunakoosinused

cos® =
M x

MO
; cos̄ =

M y

MO
; cos° =

M z

MO
: (15)

Momendid M x ; M y ja M z iseloomustavad j~ou F pÄoÄoravat toimet telgedex, y ja z suhtes.

7.2 J~ou moment telje suhtes

Joonis 23: J~ou moment telje suhtes.

Eelmises alajaotuses kÄasitletud momentvektori komponente (ja projektsioone) v~oib leida
suvaliste telgede jaoks. NÄaiteks M = M t + M s, kus momendidM t ja M s iseloomustavad
j~ou F pÄoÄoravat toimet vastavalt telgedet ja s suhtes (joon. 23 a).

Momente M t ja M s (samuti M x ; M y ja M z) nimetame j~ou momentideks telgedet ja s
(x; y ja z) suhtes.

JÄargnevalt nÄaitame, et j~ou moment telje suhtes v~ordub momendiga, mille annab selle j~ou
projektsioon vaadeldava teljega ristuval tasandil telje ja tasandi l~oikepunkti suhtes.

Vaatleme j~oudu F, mis on rakendatud punkti A (joon. 23 b). Paneme lÄabi punkti A
tasandi ¼? t ja lahutame j~ou F kaheks komponendiks:F = F t + F¼. Leiame momendi

M O(F) = r £ F = r £ (F t + F¼) = : : :

Seega momentM t (F) = M O(F¼),
||||| q.e.d.|||||

MehaanikaÄulesannete lahendamise puhul on peaasjalikult vaja leida momendi projektsioo-
ne koordinaattelgedel.ÄUldjuhul on need projektsioonid leitavad valemistM = § Fd, kus
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d on j~ou ~olg ja mÄark (¿ + À v~oi ¿ -À ) mÄaÄaratakse kruvireegli abil. Tavaliselt lihtsustub mo-
mentvektori projektsioonide leidmine, kui lahutada vaadeldav j~oud F (koordinaat)telgede
sihilisetks komponentideks. NÄaiteks,F = Fx + Fy + Fz. VÄaga tihti vaadeldaksegi momenti
telje suhtes kui skalaarset (mÄargiga) suurust.

Antud alajaotuse l~opetuseks nÄaitame, et telje t mis tahes punktiO suhtes leitud momendi
projektsioon vaadeldaval teljel on konstantne.

Vastavalt vektorkorrutise de¯nitsioonile on M 0 = 2S4 OAB , M 0 ? 4 OAB , M t = 2S4 OAB 0

ja M t ? S4 OAB 0 (joon. 23 b). Teiselt poolt, M t = M 0 cos° ja S4 OAB 0 = S4 OAB cos° (sest
° on nurk vaadeldavate kolmnurkadega mÄaÄaratud tasandite vahel). Kui muutub punkti O
asukoht vaadeldaval teljel, siis muutuvad nii nurk° kui moment M 0 (ning vastav S4 OAB ).
Samas jÄaÄab S4 OAB 0 konstantseks. JÄarelikult j ÄaÄab konstantseks ka vastav momentM t .

7.3 J~oupaari moment

J~oupaari moodustavad kaks v~ordvastupidist j~ouduF ja ¡ F , millel on erinev m~ojusirge.

Joonis 24: J~oupaari moment.

J~oupaari moodustavad j~ouvektorid F ja ¡ F mÄaÄaravad Äara j~oupaari tasandi .

Teoreem. J~oupaari moment v~ordub Äuhe j~oupaari moodustava j~ou momendiga teise ra-
kenduspunkti suhtes.

T ~oestus: Leiame j~oupaari momendi meelevaldse punktiO suhtes:

M O(F; ¡ F) = M O(F) + M O(¡ F) = r A £ F + r B £ (¡ F) = ( r A ¡ r B ) £ F = BA £ F:

See on j~ou F moment punkti B suhtes. Analoogselt nÄaitame, et

M O(F; ¡ F) = M O(F)+ M O(¡ F) = r A £ F+ r B £ (¡ F) = ¡ (r B ¡ r A )£ (¡ F) = AB £ (¡ F) :

Viimane on aga j~ou ¡ F moment punkti A suhtes. Kokku olemegi nÄaidanud, et j~oupaari
(F; ¡ F) moment suvalise punktiO suhtes

M O(F; ¡ F) = M A (¡ F) = M B (F): (16)

||||| q.e.d.|||||
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J~oupaari moment on vabavektor, mis on risti j~oupaari tasandiga ja teda v~oib lugeda
rakendatuks suvalisse punkti.

KÄaesoleva alajaotuse l~opuks on s~onastatud kolm teoreemi, mille t~oestused leiab lugejaÄUlo
Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanika~opikust.

Teoreem. J~oupaari v~oib tema tasandisÄulekanda teise asendisse ilma, et tema m~oju
vaadeldavale kehale muutuks.

Teoreem. J~oupaari m~oju kehale ei muutu, kui see j~oupaar kandaÄule mis tahes teise
tasapinda, mis on paralleelne antud tasapinnaga.

Teoreem. J~oupaarid, mille momentvektorid on v~ordsed, on ekvivalentsed.

Kokku: J~oupaari m~oju kehale on tÄaielikult mÄaÄaratud selle j~oupaari momentvektoriga.

J~oupaaride liitmine toimub nagu vektorite liitmine. Tulemuseks on samuti j~oupaar.
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8 J~ousÄusteemi taandamine

8.1 Lemma j ~ou paraleell Äukkest

Lemma. JÄaiga keha mis tahes punktisA rakendatud j~ou v~oib paralleelselt tema m~oju-
sirgegaÄule kanda uude rakenduspunktiB , kui lisada punktis A rakendatud j~ou moment
punkti B suhtes.

Joonis 25: Lemma j~ou paraleellÄukkest

T ~oestus: Algselt on keha punkti A rakendatud j~oud F1 (joonis 25). Lisame punktiB
tasakaalus olevad j~oud F2 = ¡ F3 = F1. NÄuÄud aga moodustavad j~oud F1 ja F3 j~oupaari,
mille moment M (F1; F3) = M B (F1). Seega oleme asendanud punktisA m~ojuva j~ou F1

punktis B m~ojuva j~ougaF2 = F1 ja momendigaM B (F1).
||||| q.e.d.|||||

8.2 J~ousÄusteemi peavektor ja peamoment

Staatika p ~ohiteoreem (Poinsot' teoreem): Iga jÄaigale kehale rakendatud
j~ousÄusteemi saab asendada taandamistsentrisse rakendatud j~ousÄusteemi peavektoriga ja
j~ousÄusteemi peamomendiga taandamistsentri suhtes.

Joonis 26: Staatika p~ohiteoreem
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T ~oestus: Vaatleme meelevaldset j~ousÄusteemiF1; : : : ; Fn . Viime k~oik needn j~oudu pa-
ralleellÄukkega suvalisse ruumipunktiO. Vastavalt eelnevale lemmale tuleb igale j~oule F i

lisada momentM O(F i ). Tulemuseks on, et punktisO on nÄuÄud rakendatud n j~ouvektorit
ja n momentvektorit ehk j~oupaari momenti. Liidame need j~oud ja momendid:

R =
nX

i =1

F i ; M O =
nX

i =1

M O(F i ): (17)

Siin ja edaspidi nimetame punktiO taandamistsentriks, vektorit R j~ousÄusteemi peavekto-
riks ja vektorit M O j~ousÄusteemi peamomendikstaandamistsentri (punkti O) suhtes.

Kuna nii vaadeldava j~ousÄusteemi, kui taandamistsentri valik oli meelevaldne, siis kehtib
Äulaltoodu iga j~ousÄusteemi korral.

||||| q.e.d.|||||

M Äarkus: Iga jÄaigale kehale rakendatud j~ousÄusteemi saab taandada ka kaheks kiiva m~oju-
sirgega j~ouks. T~oestust vaataÄUlo Lepiku ja Lembit Rootsi teoreetilise mehaanika~opikust.

Teoreem. K~oik j~ousÄusteemid, millel on sama peavektor ja sama peamoment ¯kseeritud
taandamistsentri suhtes, on ekvivalentsed.

T ~oestus: Vaatleme kahte j~ousÄusteemi F1; F2; : : : ; Fn ja F0
1; F0

2; : : : ; F0
m , mis m~olemad

taanduvad Äuheks ja samaks peavektoriksR ja peamomendiksM O taandamistsentri O
suhtes.

Kuna k~oik teisendused toimuvad staatika aksioomide p~ohjal, siis on nad pÄoÄoratavad. See
tÄahendab, et lÄabi peavektori R ja peamomendiM O on v~oimalik teisendada j~ousÄusteem
F1; F2; : : : ; Fn j~ousÄusteemiks F0

1; F0
2; : : : ; F0

m ja vastupidi. Kuna teisendused p~ohinevad
staatika aksioomidel, siis on need kaks j~ousÄusteemi ekvivalentsed.

||||| q.e.d.|||||

8.3 J~ousÄusteemi invariandid

PÄuÄuame leida kaks j~ousÄusteemi iseloomustavat suurust, mis ei s~oltu taandamistsentri va-
likust. Teisis~onu, meie eesmÄargiks on leida kaksj~ousÄusteemi invarianti.

Esimeseks invariandiks on j~ousÄusteemi peavektorR =
P n

i =1 F i . T~oepoolest, onÄuksk~oik,
kus ruumipunktis me liidame vektoridF i , tulemus on ikka sama.

Uurime, kuidas on lugu peamomendiga. Vaatleme kahte taandamistsentrit O ja O0 (joonis
27). Vastavad peamomendid

M O =
nX

i =1

r i £ F i ja M O0 =
nX

i =1

r 0
i £ F i : (18)

Kuna r 0
i = r i ¡ r , siis

M O0 =
nX

i =1

r i £ F i ¡
nX

i =1

r £ F i = M O ¡ r £
nX

i =1

F i = M O ¡ r £ R: (19)
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Joonis 27: PunktiA kohavektorid r ja r 0.

Seega on selge, etM O pole invariant. Korrutame avaldist (19) skalaarselt peavektoriga
R:

M O0 ¢R = M O ¢R ¡ (r £ R) ¢R
| {z }

=0 ; sest r £ R ? R

:

Seega
M O0 ¢R = M O ¢R (20)

ja suurus M O ¢R on invariantne suurus. Kuna vastavalt skalaarkorrutise de¯nitsioonile
M O ¢R = MOR cos(M O; R) ja R on invariant, siis ka peamomendi projektsioon peavektori
suunal MO cos(M O; R) on invariant.

Kokku: J~ousÄusteemi invariandid on peavektor ja peamomendi projektsioonpeavektori
suunal.

8.4 J~oukruvi ehk d Äunaam

Olgu j~ousÄusteem taandatud punkti O. ÄUldiselt pole peavektorR ja peamomentM O pa-
ralleelsed. Seame eesmÄargiks leida selline taandamistsenterO0, mille puhul j~ousÄusteemi
peavektor ja peamoment on paralleelsed (joonis 28 a).

Joonis 28: J~oukruvi ehk dÄunaam

TÄahistame peamomendi projektsiooni peavektori suunal

M ¤ = MO cos® =
M O ¢R

R
: (21)

Lahutame momendiM O kaheks

M O = M ¤ + M ; (22)
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kus M ¤ on invariant ja M ? R. Seega on eesmÄargiks leida taandamistsenterO0, mille pu-
hul M = 0 ja M O0 = M ¤. Selleks asendame k~oigepealt momendiM j~oupaariga (R 0; R 00),
kus R = R0 = R00. Tulemuseks on j~ousÄusteemR; R 0; R 00; M ¤. Punkti O rakendatud ta-
sakaalus olevad j~oud R; R 0 v~oib Äara jÄatta ja momendi M ¤ kui invariandi v~oib rakendada
punkti O0. Kuna M = R ¢OO0, siis punktide O ja O0 vaheline kaugus

OO0 =
M
R

: (23)

Kokkuv~ottes oleme taandanud vaadeldava j~ousÄusteemi punkti O0 rakendatud Äuheks j~ouks
R ja Äuheks j~oupaari momendiksM ¤, mis omab j~ouga R sama m~ojusirget. Seega on
j~oupaari tasand risti j~ousÄusteemi peavektorigaR. Tulemust nimetataksej~oukruviks ehk
dÄunaamiks.

Nii M ¤ kui R, rakendatuna punkti O0, mÄaÄaravad Äara sirge (nende m~ojusirge). Seda sir-
get nimetataksetsentraalteljeks. Igas selle sirge punktis taandub vaadeldav j~ousÄusteem
dÄunaamiks.

Teoreem: Peamoment M ¤ on minimaalne k~oikv~oimalikest j~ousÄusteemi peamomenti-
dest.

T ~oestus: Tsentraalteljel asuva punkti O0 puhul M O0 = M ¤. Suvalise punkti O00puhul,
mis ei asu tsentraalteljel,M O00 = M ¤ + M , kus M = O00O0£ R. Seega tsentraaltelje vÄalise
punkti O00korral M O00 > M ¤.

||||| q.e.d.|||||

JÄargnevalt leiame tsentraaltelje v~orrandi (joonis 28 b). Avaldise (19) p~ohjal M ¤ = M O0 =
M O ¡ r £ R. Kuna M ¤ k R, siis M ¤ = pR, kus konstanti p nimetatakse j~oukruvi para-
meetriks. Kokku seega

pR = M O ¡ r £ R: (24)

Arvestades, et 8
><

>:

R = Rx i + Ry j + Rzk;

M O = M x i + M y j + M zk;

r = xi + yj + zk;

(25)

saab avaldis (24) kuju

p(Rx i + Ry j + Rzk) = ( M x i + M y j + M zk) ¡

¯
¯
¯
¯
¯
¯

i j k
x y z

Rx Ry Rz

¯
¯
¯
¯
¯
¯

=

= [ M x ¡ (yRz ¡ zRy)]i + [ M y ¡ (zRx ¡ xRz)]j + [ M z ¡ (xRy ¡ yRx )]k: (26)

JÄargnevalt v~orrutame vektorite i , j ja k kordajad:
8
><

>:

pRx = M x ¡ (yRz ¡ zRy);

pRy = M y ¡ (zRx ¡ xRz);

pRz = M z ¡ (xRy ¡ yRx ):

(27)
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Viimaste p~ohjal saamegitsentraaltelje v~orrandi

M x ¡ (yRz ¡ zRy)
Rx

=
M y ¡ (zRx ¡ xRz)

Ry
=

M z ¡ (xRy ¡ yRx )
Rz

= p =
M ¤

R
: (28)

V~orrandist (28) saab tuletada kaks lineaarselt s~oltumatut tasandi v~orrandit. Nende ta-
sandite l~oikejoon ongi tsentraaltelg.

Kokkuv ~ote. ÄOeldakse, et j~ousÄusteem on taandatud lihtsaimale kujule, kui algnen j~oust
koosnev sÄusteem on taandatud peavektoriksR ja minimaalseks peamomendiksM ¤, mis
m~olemad m~ojuvad tsentraalteje sihis.

J~ousÄusteemi taandamine lihtsaimele kujule toimub jÄargmise skeemi p~ohjal.

1. J~ousÄusteem taandatakse suvalisse punktiO | saadakse j ~ousÄusteemi peavektorR
ja peamomentM O.

2. Leitakse vÄahim peamoment, see tÄahendab peamomendi projektsioon peavektori suu-
nal

M ¤ =
M O ¢R

R

3. V~orrandite (28) abil mÄaÄaratakse tsentraaltelg.

8.5 J~ousÄusteemi taandamise erijuhud

1. M O ¢R 6= 0 (see tÄahendab, etM O 6= 0, R 6= 0 ja M ¤ 6= 0) | j ~ousÄusteem taandub
dÄunaamiks.

2. M O ¢R = 0 | neli erijuhtu

(a) M O = R = 0 | j ~ousÄusteem on tasakaalus

(b) M O = 0, R 6= 0 | punkti O rakendatud resultant, kusjuuresR m~ojusirge
on tsentraalteljeks. Sama olukord, st.M O = 0, R 6= 0, on R m~ojusirge igas
punktis.

(c) M O 6= 0, R = 0 | j ~oupaar, tsentraaltelg puudub ja taandamistsentri valik on
vaba.

(d) M O 6= 0, R 6= 0, M O ? R ) M ¤ = 0 | resultant, mis m ~ojub tsentraalteljel
(28).

Resultanti ja peavektorit ei tohi Äara segada! J~ousÄusteemi peavektorleidub alati
ja ta on v~ordne k~oigi vaadeldavasse j~ousÄusteemi kuuluvate j~oudude geomeetrilise sum-
maga.J~ousÄusteemi resultanton Äuks j~oud, millega v~oib asendada vaadeldava j~ousÄusteemi.
J~ousÄusteemil saab olla resultant vaid siis, kuiM O ¢R = 0 (vt. juhud 2(b) ja2(d)).
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8.6 Erikujuliste j ~ousÄusteemide taandamine

Koonduv j ~ousÄusteem. Taandamistsentriks tuleb valida j~oudude m~ojusirgete l~oike-
punkt ning j~ousÄusteem on kas (a) tasakaalus v~oi (b) taandub resultandiks.

Tasapinnaline j ~ousÄusteem. Antud juhul asuvad k~oik j~oud Äuhel ja samal tasandil,
nÄaiteks tasandil¼(joonis 29 a). Seega ka peavektorR =

P n
i =1 F i asub samal tasandil ja

Joonis 29: Tasapinnalise j~ousÄusteemi ja paralleelj~oudude sÄusteemi taandamine

peamomentM O =
P n

i =1 M O(F i ) on risti vaadaldava tasandiga. JÄarelikult M O ¢R = 0
ja j~ousÄusteem ei taandu dÄunaamiks. Seega jÄaÄab kolm v~oimalust (vaata eelmise alajaotuse
juhtu 2):

(a) j~ousÄusteem on tasakaalus;

(b) j ~ousÄusteem taandub j~oupaariks;

(c) j~ousÄusteem taandub resultandiks.

Paralleelj ~oudude s Äusteem. Siin on tasapinnalise j~ousÄusteemiga analoogne olukord.
Olgu k~oik j~oud paralleelsedz-teljega (joonis 29 b). Seega on ka peavektorR paralleel-
ne z-teljega ning peamomentM O temaga risti. JÄarelikult skalaarkorrutis M O ¢R = 0,
j~ousÄusteem ei taandu dÄunaamiks ja jÄaÄavad samad v~oimalused, kui tasapinnalise
j~ousÄusteemi puhul.

8.7 Varignon'i teoreem

Teoreem. Kui j ~ousÄusteem taandub resultandiks, siis resultandi moment mingi ¯kseeri-
tud punkti suhtes v~ordub k~oigi vaadeldava j~ousÄusteemi j~oudude sama punkti suhtes leitud
momentide geomeetrilise summaga.

T ~oestus: Vaatleme j~ousÄusteemiF1; : : : Fn , mis taandub punktisC rakendatud resultan-
diks R. Kui viime R paralleellÄukkega punktiO (R ¤ joonisel 30), siis peame lisama momen-
di M O(R) = OC£ R. Teisest kÄuljest, kui taandame vaadeldava j~ousÄusteemi punkti O, siis
saame peavektoriR ja peamomendiM O =

P n
i =1 M O(F i ). Kuna k~oik kolm j~ousÄusteemi,

1) R punktis C, 2) R ¤ = R ja M O(R) punktis O ja 3) R ¤ = R ja M O =
P n

i =1 M O(F i )
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F1

F2

F3

Fn

bC

R

bO

R ¤

Joonis 30: Varignon'i teoreem

punktis O, on ekvivalentsed esialgse sÄusteemigaF1; : : : Fn , siis peavad neil olema ka samad
peamomendid punktiO suhtes, see tÄahendab

M O(R) =
nX

i =1

M O(F i ): (29)

||||| q.e.d.|||||

Rakendamise n Äaide. Vaatelme tala, millele on rakendatud kaks parallelest j~oudu joo-
nisel 31 nÄaidatud viisil. Leida nende kahe paralleelj~ou resultandi rakenduspunktix koor-
dinaat.

y

x
2 m 2 m 2 m

A B
bc bc

bc

7 kN

18 kN

Joonis 31: Varignon'i teoreemi rakendamine.

Varignon'i teoreemi p~ohjal MA (R) = ¡ Rx = ¡ 2 ¢7 ¡ 4 ¢18. Kust x = 86=25 ¼ 3; 44m.

On selge, et paralleelsete j~oudude liitmiseks tuletatud valemeid on tunduvalt tÄulikam
kasutada, kui Varignon'i teoreemi.
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9 J~ousÄusteemi tasakaal

9.1 J~ousÄusteemi tasakaalu tingimused

J~ousÄusteem on tasakaalus parajasti siis, kui peavektorR ja mingi punkti O suhtes leitud
peamomentM O on v~ordsed nulliga:

R =
X

i

F i = 0; M O =
X

i

M O(F i ) = 0 : (30)

AnalÄuÄutiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb (vektoriaalsed) tasakaalutingimused
(30) projekteerida kolmele koordinaatteljele (nÄaiteks DRK):

AnalÄuÄutiliste tasakaalutingimuste leidmiseks tuleb nii j~ousÄusteemi peavektor kui peamo-
ment projekteerida kolmele koordinaatteljele:

8
>><

>>:

X

i

Fix = 0;
X

i

Fiy = 0;
X

i

Fiz = 0;

X

i

M x (F i ) = 0 ;
X

i

M y(F i ) = 0 ;
X

i

M z(F i ) = 0 :
(31)

Tasakaalus olev keha ei pea ilmtingimata paigal seisma | ta v~oib liikuda Äuhtlaselt ja
sirgjooneliselt (inertsiaalselt).

Tasapinnaline j ~ousÄusteem. Valime z-telje nii, et k~oik j~oud asuvadx{ y-tasapinnas.
Sellisel juhul on osa tingimustest (31) automaatselt tÄaidetud ja jÄarele jÄaÄab kolm v~orrandit

X

i

Fix = 0;
X

i

Fiy = 0;
X

i

MOz(F i ) = 0 ; (32)

mis esitavad tasapinnalise j~ousÄusteemi tasakaalu tarvilikud ja piisavad tingimused. Tasa-
pinnaline j~ousÄusteem on tasakaalus parajasti siis, kui

(i) k ~oigi j~oudude projektsioonide summad koordinaattelgedel on v~ordsed nulliga ja

(ii) k ~oigi j~oudude momentide summa mingi punkti suhtes v~ordub nulliga.

Tasakaaluv~orrandite (32) asemel v~oib kasutada ka jÄargmisi v~orrandeid
X

i

Fix = 0;
X

i

MAz (F i ) = 0 ;
X

i

MBz (F i ) = 0 (33)

v~oi X

i

Fiy = 0;
X

i

MAz (F i ) = 0 ;
X

i

MBz (F i ) = 0 (34)

v~oi X

i

MAz (F i ) = 0 ;
X

i

MBz (F i ) = 0 ;
X

i

MCz(F i ) = 0 ; (35)

kus punktid A; B ja C ei asetse samal sirgel.MAz , MBz ja MCz tÄahistavad siin punktide
A; B ja C suhtes leitud momentide projektsioonez-teljel. ÄUlesannete lahendamise puhul
tÄahistatakse neid tavaliseltMA , MB ja MC ja Äoeldakse, et tegu on vastavalt momentidega
punktide A; B ja C suhtes. Momentide mÄarkide mÄaÄaramisel tuleb aga lÄahtuda kruvireeglist
ja eeldada, et pÄoÄore toimub Äumber z-telje.
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T ~oestus. 1) Tarvilikkus. Tingimuste (33){(35) tarvilikkus on ilmselge | kui vaadeldav
j~ousÄusteem on tasakaalus, siis on vaadeldavad tingimused tÄaidetud.

2) Piisavus. Oletame vastuvÄaiteliselt, et tingimused (33) on tÄaidetud, kuid j~ousÄusteem
pole tasakaalus ja taandub resultandiksR, mille m~ojusirge lÄabib punkte A ja B. Kuna
x-telje valik on vaba, siis valime ta mitte risti resultandiR m~ojusirgega. Sellisel juhul aga
Rx =

P
i Fix 6= 0, mis on vastuolus eeldusega, et tingimused (33) on tÄaidetud. Seega ei

saa selline j~ousÄusteem taanduda resultandiks ja peab olema tasakaalus.

Valemite (34) puhul on piisavuse t~oestus analoogne eelnenuga | nÄuÄud on vaid x-telje
asemel vaatluse ally-telg.

Valemite (35) piisavuse t~oestamise puhul oletame jÄallegi vastuvÄaiteliselt, et (35) on
tÄaidetud, kuid j~ousÄusteem pole tasakaalus ja taandub resultandiksR. R 6= 0 puhul saab
aga (35) olla tÄaidetud vaid juhul, kui punktid A; B ja C asuvadR m~ojusirgel. See on aga
vastuolus eeldusega, etA; B ja C ei asu Äuhel sirgel. Seega peabR = 0 ja j ~ousÄuseteem
seega olema tasakaalus.

||||| q.e.d.|||||

Paralleelj ~oudude s Äusteem. Valime z-telje kF i . Sel juhul on analÄuÄutilised tasakaalu
tingimused (31) esitatavad kujul

X

i

Fiz = 0;
X

i

M x (F i ) = 0 ;
X

i

M y(F i ) = 0 ; (36)

sestÄulejÄaÄanud kolm tingimust on automaatselt tÄaidetud.

Tsasapinnalise paralleelj~oudude sÄusteemi puhul vÄaheneb v~orrandite arv veel Äuhe v~orra.
NÄaiteks, kui k~oik j~oud asuvad x{ y-tasapinnas ja nende m~ojusirged on paralleelsedy-
teljega, siis saame analÄuÄutilised tasakaalutingimused esitada kujul

X

i

Fix = 0;
X

i

MAz (F i ) = 0 (37)

v~oi X

i

MAz (F i ) = 0 ;
X

i

MBz (F i ) = 0 : (38)

9.2 Staatiliselt m ÄaÄaratud ja staatiliselt m ÄaÄaramata Äulesanded

Kui on v~oimalik koostada nii sama palju tasakaaluv~orrandeid, kui palju on tundmatuid
toereaktsioone, siis on tegustaatiliselt mÄaÄaratud Äulesandega. Vastupidisel juhul on tegu
staatiliselt mÄaÄaramata Äulesandega.

M Äarkus. Mitmetes ~opikutes kasutatakse antud kontekstis ka termineidstaatikaga
mÄaÄaratud Äulesandedja staatikaga mÄaÄaramata Äulesanded.

Mittevajalikud sidemed

K ~olbmatud sidemed

Osaliselt seotud kehad, ebastabiilsus



10. Raskuskese 37

10 Raskuskese

10.1 Paralleelj ~oudude kese

Vaatleme j~ousÄusteemi, mis koosnebn paralleelsest j~oust F1; : : : ; Fn rakenduspunktidega
A1; : : : ; An . Teame, et selline j~ousÄusteem taandub resultandiks. Toome sisseÄuhikvektori

Joonis 32: Paralleelj~oudude kese

e k F i . NÄuÄud F i = § Fi e ja resultant R =
P

F i =
P

§ Fi e.

Kui n ÄuÄud pÄoÄorata k~oiki j~oudusid F i Äuhe ja sama nurga® v~orra, siis ka R pÄoÄordub sa-
ma nurga ® v~orra. JÄargnevalt nÄaitame, et erinevatele nurkadele® vastavate resultantide
m~ojusirged l~oikuvad Äuhes ja samas punktisC, mida nimetatakseparalleelj~oudude kesk-
meks. TÄahistame punktideA i kohavektorid r i ja rakendame Varignon'i teoreemi |

M O(R) = r C £ R =
X

r i £ F i ehk

r C £
X

(§ Fi )e =
X

r i £ (§ Fi )e ehk
hX

(§ Fi )
i

r C £ e =
hX

(§ Fi r i )
i

£ e:

(39)

Kui n ÄuÄud pÄoÄorata vektoreid e ja tahta, et valem (39) kehtiks igae puhul, siis peavad nii
vasakul kui paremal pool v~ordusmÄarki olema ka esimesed tegurid v~ordsed, see tÄahendab
[
P

(§ Fi )] r C = [
P

(§ Fi r i )] ehk

r C =
P

§ Fi r iP
§ Fi

: (40)

Kui projekteerida viimane avaldis koordinaattelgedele saame

xC =
P

§ Fi x iP
§ Fi

; yC =
P

§ Fi yiP
§ Fi

; zC =
P

§ Fi ziP
§ Fi

: (41)

Saadud punkti C ongi paralleelj~oudude kese.
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10.2 Raskuskese

JÄaiga keha raskuskeskme leidmiseks rakendame eelmises punktis saadud valemeid. Eelda-
me, et keha on homogeenne, st.½= const:. TÄahistame elementaarruumala ¢V. Elemen-
taarruumalale ¢Vi m~ojub raskusj~oud ¢ P i = ½g¢ Vi .

Joonis 33: Keha raskuskese

Raskusj~oud ¢ P i moodustavad paralleelj~oudude sÄusteemi, mille kese

r C =
P

r i ¢ PiP
¢ Pi

= : : : =
P

r i ¢ ViP
¢ Vi

: (42)

Kui minna piirile ¢ Vi ! 0, siis saame

r C =

R
V rdV

V
: (43)

Kui projekteerime saadud tulemuse koordinaattelgedele, saame

xC =

R
V xdV

V
; yC =

R
V ydV

V
; zC =

R
V zdV

V
: (44)

SÄummeetriateoreemid.

1. Kui kehal leidub sÄummeetriatasand, siis raskuskese asub sellel tasandil.

T ~oestus. Olgu x{ y-tasand keha sÄummeetriatasandiks. JÄarelikult vastab igale suu-
rusele zdV suurus ¡ zdV ja

R
V zdV = 0 ning valemite (44) p~ohjal zC = 0, see

tÄahendab raskuskese asubx{ y-tasandil.
||||| q.e.d.|||||

2. Kui kehal leidub sÄummeetriatelg, siis raskuskese asub sellel teljel.

T ~oestus. Olgu z-telg keha sÄummeetriateljeks. Seega vastavad igale suuruselexdV
ja ydV suurused¡ xdV ja ¡ ydV. Seega

R
V xdV = 0 ja

R
V ydV = 0 ning valemite

(44) p~ohjal xC = yC = 0 s.t., raskuskese asubz-teljel.
||||| q.e.d.|||||
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Joonis 34: Tasapinnalise kujundi raskuskese

Tasapinnalise kujundi raskuskese (pinnakese). Vaatleme konstantse paksusega ta-
sapinnalist kujundit, mille paksush on konstantne jax{ y-tasand on sÄummeetriatasand.
NÄuÄud V = Ah ja dV = dAh (A kujundi pindala) ja valemid (44) saavad kuju

xC =

R
A xdA

A
; yC =

R
A ydA

A
: (45)

Saadud punkti C nimetatakse tihti ka pinnakeskmeks (eeldades, eth ! 0).

Joone (kaare, k ~overa) raskuskese. VaatlemeÄuhtlase (konstantse) ristl~oikega traadist
k~overat. NÄuÄud V = Al ja dV = Adl (A traadi ristl ~oike pindala,l traadi pikkus) ja valemid

Joonis 35: Joone raskuskese

(44) saab esitada kujul

xC =

R
l xdl
l

; yC =

R
l ydl
l

; zC =

R
l zdl
l

: (46)

Siin dl2 = dx2 + dy2 + dz2. Kui y = y(x) ja z = z(x) siis saame viimasest avaldisest
dl =

p
1 + y02 + z02dx.

10.3 T Äukeldus- ja t Äaiendusmeetod

Sageli~onnestub jagada vaadeldav keha lihtsateks osakujundeiks, mille raskuskeskme koor-
dinaadid on teada. Vaatleme algul homogeenseid kehi. Kui tÄahistada i -nda osakujundi
ruumala Vi ja raskuskeskme koordinaati (xCi ; yCi ; zCi ), siis saab 3D keha raskuskeskme
mÄaÄarata valemeist

xC =
P

xCi ViP
Vi

; yC =
P

yCi ViP
Vi

; zC =
P

zCi ViP
Vi

: (47)

Seda nimetataksetÄukeldusmeetodiks.
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Tasapinnalise kujundi puhul kasutatakse valemeid

xC =
P

xCi A iP
A i

; yC =
P

yCi A iP
A i

; zC = 0 (48)

ja kaare puhul

xC =
P

xCi l iP
l i

; yC =
P

yCi l iP
l i

; zC =
P

zCi l iP
l i

: (49)

Kui kehal esineb vÄaljal~oikeid, siis valemeis (47){(49) loetakse vÄaljal~oigete ruumalad, pind-
alad v~oi pikkused negatiivseteks. Seda nimetataksetÄaiendusmeetodiks. Nimetatud meeto-
dite samaaegsel rakendamisel on aga tegutÄukeldus- ja tÄaiendusmeetodiga.

Mittehomogeensed kehad. Valemid (42){(49) kehtivad homogeensete kehade jaoks.
Kui vaadeldav keha koosneb aga erinevast materjalist osakujundeist, siis tuleb tÄukeldus-
ja tÄaiendusmeetodi puhul seda arvesse v~otta, st. valemites (47){(49) tuleb ruumalade,
pindalade ja pikkuste asemel kasutada kas masse v~oi kaale. NÄaiteks valemid (47) saavad
kuju

xC =
P

xCi miP
mi

; yC =
P

yCi miP
mi

; zC =
P

zCi miP
mi

: (50)

10.4 N Äaited

1. Leida ringjoone kaare raskuskeskme koordinaat, kui ringjoone raadius onR, vas-
tav kesknurk 2®, ringjoone keskpunkt asub koordinaatide alguses jax-telg on
sÄummeetriateljeks.

Joonis 36: Raskuskeskme leidmise nÄaited.

Lahendus. Kuna x-telg on sÄummeetriateljeks, siisyC = 0 ja vastavalt valemile
(46)

xC =

R
l xdl
l

: (51)
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Toome sisse polaarkoordinaadidr ja ' . NÄuÄud x = R cos' , dl = Rd' ja l = 2®R
ning

xC =
1

2®R

Z ®

¡ ®
R cos'Rd' = : : :

: : : =
R sin®

®
(52)

2. Leida ringi sektori ja poolringi raskuskeskme koordinaat, kui ringi raadius on
R, vastav kesknurk 2®, ringi keskpunkt asub koordinaatide alguses jax-telg on
sÄummeetriateljeks.

Lahendus. Jaotame vaadeldava sektori elementaarsektoriteks kesknurgaga d' .
Piiril d' ! 0 on need sektorid lÄahendatavad kolmnurkadega. Selliste kolmnurka-
de raskuskeskmed asuvad ringi keskpunktist kaugusel 2R=3. Rakendades eelmises
nÄaites tuletatud valemit ja v~ottes raadiuse v~ordseks 2R=3, saame nÄuÄud

xC =
2R sin®

3®
: (53)

SÄummeetria t~ottu yC = 0. Poolringi puhul ® = 0:5¼ja xC = 4R
3¼.

3. Leida poolkera raskuskeskme koordinaat, kui kera raadius onR, kera keskpunkt
asub koordinaatide alguses jaz-telg on sÄummeetriateljeks.

Lahendus. SÄummeetria t~ottu xC = yC = 0 ja valemist (44)

zC =

R
V zdV

V
: (54)

ElementaarruumalaksdV valime horisontaalse ketta, mille paksus ondz ja mis asub
x{ y-tasapinnast kauguselz. NÄuÄud

dV = ¼(R2 ¡ z2)dz (55)

zC =
1
V

Z R

0
z¼(R2 ¡ z2)dz = : : :

: : : =
3R
8

(56)

10.5 Pappus-Guldini teoreemid

Pappus-Guldini I teoreem: PÄoÄordpinna pindala on v~ordne teda genereerinud k~overa
kaarepikkuse ja selle k~overa raskuskeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.
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Joonis 37: Pappus-Guldini teoreemid

T ~oestus: Vaatleme pÄoÄordpinda, mille teljeks onx-telg ja mille on genereerinud k~over
pikkusega l (joonis 37). K~overa elemendidl poolt genereeritud pÄoÄordpinna pindala on
2¼ydlja kogu pÄoÄordpinna pindala

A = 2¼
Z

l
ydl: (57)

Kuna vastavalt valemitele (46) on joone raskuskeskmey koordinaat

yC =

R
l ydl
l

; (58)

siis
A = 2¼yC l: (59)

||||| q.e.d.|||||

Pappus-Guldini II teoreem: PÄoÄordkeha ruumala on v~ordne teda genereerinud pinna
pindala ja selle pinna raskuskeskme poolt joonistatud ringjoonepikkuse korrutisega.

T ~oestus: Vaatleme pÄoÄordkeha, mille teljeks onx-telg ja mille on genereerinud tasapin-
naline kujund pindalagaA (joonis 37). ElementaarpinnadA poolt genereeritud elemen-
taarr~onga ruumala on 2¼ydAja kogu pÄoÄordkeha ruumala

V = 2¼
Z

A
ydA: (60)

Kuna vastavalt valemitele (45) on pinna raskuskeskmey koordinaat

yC =

R
A ydA

A
; (61)

siis
V = 2¼yCA: (62)

||||| q.e.d.|||||



11. Pinnamomendid 43

11 Pinnamomendid

11.1 Sissejuhatus

Vaatleme tasapinnalist kujundit (joonis 38). Integraali
Z

A
xmyndA (63)

nimetataksetasapinnalise kujundim+ n astme pinnamomendiks. S~oltuvalt summa m+ n

Joonis 38: Tasapinnalise kujundi pinnamomendid.

vÄaÄartusest eristatakse 0-astme, 1. astme, 2. astme jne. pinnamomente. 0-astme pinnamo-
ment kujutab endast kujundi pindala, 1. astme pinnamomente nimetatakse sageli staa-
tilisteks momentideks ja 2. astme pinnamomente inertsimomentideks. K~orgemat jÄarku
pinnamomente kasutatakse vÄaga harva ja neid me ei kÄasitle.

11.2 Staatilised momendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38)staatilised momendidx- ja y-telje suhteson de¯neeritud
jÄargmiselt:

Sx =
Z

A
ydA; Sy =

Z

A
xdA: (64)

Staatilise momendi dimensioon: dimS = m3.

Arvestades valemit (64), saame anda tasapinnalise kujundi raskuskeskme valemeile (45)
kuju

xc =
Sy

A
ja yc =

Sx

A
; (65)

kust
Sy = xcA ja Sx = ycA: (66)

Viimaste valemite abil on mugav leida lihtsate geomeetriliste kujundite staatilisi momente.

Kui vaadeldavat kujundit on v~oimalik jagada osakujundeiks, nii etA = A1+ A2+ : : :+ An ,
siis 8

>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Sx =
Z

A
ydA =

Z

A 1

ydA + : : : +
Z

A n

ydA =

= S(1)
x + : : : + S(n)

x = yC1 A1 + : : : + yCn An ;

Sy =
Z

A
xdA =

Z

A 1

xdA + : : : +
Z

A n

xdA =

= S(1)
y + : : : + S(n)

y = xC1 A1 + : : : + xCn An :

(67)
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Nagu raskuskeskme leidmise puhul, nii ka siin, tuleb vÄaljal~oigetele vastavad pindalad
ja/v ~oi staatilised momendid lugeda negatiivseks.

Keskteljed. Valemite (64) ja (66) p~ohjal on selge, et staatilised momendid v~oivad olla
nii positiivsed, negatiivsed kui nullid. Mehaanikas omavad sageli suurt tÄahtsust teljed,
mis lÄabivad pinnakeset (v~oi raskuskeset). Neid telgi nimetataksekesktelgedeks. Valemeist
(66) jÄareldub, et kui x ja y on keskteljed, siisSx = Sy = 0, sest xC = yC = 0.

Staatilise momendi m~oistet saabÄuldistada ka tasapinnalise k~overa ja 3D keha jaoks, vas-
tavalt

Sx =
Z

l
ydl; Sy =

Z

l
xdl

ja

Sxy =
Z

V
zdV; Sxz =

Z

V
ydV; Syz =

Z

V
xdV:

(68)

11.3 Inertsimomendid

Tasapinnalise kujundi (joonis 38)inertsimomendid x- ja y-telje suhteson de¯neeritud
jÄargmiselt:

I x =
Z

A
y2dA; I y =

Z

A
x2dA: (69)

Inertsimomendi dimensioon: dimI = m4.

Peale nn. telginertsimomentide (69) on laialdaselt kasutatavad ka tsentrifugaalinertsimo-
ment (lÄuhidalt tsentrifugaalmoment)

I xy =
Z

A
xydA (70)

ja polaarinertsimoment

I ½ =
Z

A
½2dA: (71)

Kuna ½2 = x2 + y2, siis

I ½ =
Z

A
½2dA =

Z

A
(x2 + y2)dA = I x + I y: (72)

InertsimomendidI x ; I y ja I ½ on alati positiivsed, inertsimomentI xy v~oib olla nii positiivne
kui negatiivne.

Liitkujundi inertsimomentide leidmine toimub samuti, kui staatiliste momentide puhul |

I = I (1) + : : : + I (n) ; (73)

kusjuures vÄaljal~oigetele vastavad inertsimomendid loetakse negatiivseteks.
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Inertsiraadius. Suurusi

i x =

r
I x

A
; i y =

r
I y

A
; i½ =

r
I ½

A
(74)

nimetatakse kujundi inertsiraadiusteks. Seega esitab inertsiraadius pinnaelementide ruut-
keskmist kaugust vastavast teljest (i x ja i y puhul) v~oi koordinaatide algusest (i½ puhul).
Teisis~onu, kui kogu vaadeldav pind oleks jaotatud kitsa ribana inertsiraadiuse kaugusele
vastavast teljest v~oi koordinaatide algusest, siisI x = i 2

xA, I y = i 2
yA ja I ½ = i 2

½A.

11.4 Inertsimomendid keskteljega paralleelsete telgede su htes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalagaA. Kujundi pinnakese asugu punktisC ja x{ y-
teljed on keskteljed (joonis 39). Eeldame, et inertsimomendid I x ; I y ja I xy on teada. Leiame
inertsimomendidx{ y-telgedega paralleelsete telgede» = x ¡ xo ja ´ = y ¡ yo suhtes.

Joonis 39: Inertsimomendid keskteljega paralleelsete telgede suhtes.

I » =
Z

A
´ 2dA =

Z

A
(y ¡ yo)2dA =

Z

A
y2dA ¡ 2yo

Z

A
ydA +

Z

A
y2

odA = : : :

I ´ =
Z

A
»2dA = : : :

I »´ =
Z

A
»´dA = : : :

Seega 8
><

>:

I » = I x + y2
oA;

I ´ = I y + x2
oA;

I »´ = I xy + xoyoA:

(75)

Neis valemeis nimetatakse esimest liidetavat omainertsimomendiks ja teist
lÄukkemomendiks. Viimased valemid v~oib Äuldistatult kokku v ~otta kujul

I kp = I k + e2A; (76)

kusk tÄahistab kesktelge,kp keskteljega paralleelset telge, jaevaadeldavate telgede vahelist
kaugust.
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11.5 Inertsimomendid p ÄoÄoratud telgede suhtes

Vaatleme tasapinnalist kujundit pindalagaA. Eeldame, et inertsimomendidI x ; I y ja I xy

on teada. Leiame inertsimomendid telgede»{ ´ suhtes, mis omavad telgedegax{ y Äuhist
alguspunkti kuid on viimaste suhtes pÄoÄoratud nurga ® v~orra (joonis 40).

Joonis 40: Inertsimomendid pÄoÄoratud telgede suhtes.

Kuna (
» = x cos®+ y sin®;

´ = y cos®¡ x sin®;
(77)

siis

I » =
Z

A
´ 2dA =

Z

A
(y cos®¡ x sin®)2dA =

cos2 ®
Z

A
y2dA ¡ 2 sin®cos®

Z

A
yxdA + sin2 ®

Z

A
x2dA = : : :

I ´ =
Z

A
»2dA = : : :

I »´ =
Z

A
»´dA = : : :

Seega 8
>><

>>:

I » = I x cos2 ®+ I y sin2 ®¡ I xy sin 2®;

I ´ = I x sin2 ®+ I y cos2 ®+ I xy sin 2®;

I »´ =
I x ¡ I y

2
sin 2®+ I xy cos 2®:

(78)

Kui tuua sisse abisuurused
8
>><

>>:

I o =
I x + I y

2
; I ¤ =

I x ¡ I y

2
;

Do =
q

I 2
¤ + I 2

xy ; ®1 = arctan
I ¤ ¡ Do

I xy
= arctan

I x ¡ I 1

I xy
;

(79)

mida kasutame ka jÄargmises alajaotuses, siis saame anda valemitele (78) kuju
8
><

>:

I » = I o + Do cos 2(®¡ ®1);

I ´ = I o ¡ Do cos 2(®¡ ®1);

I »´ = Do sin 2(®¡ ®1):

(80)
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Valemeist (80) v~oi (78) jÄareldub, et

I » + I ´ = I x + I y = 2I o; (81)

see tÄahendabI o on telgede pÄoÄoramise suhtes invariantne suurus. Telgede pÄoÄoramise suhtes
invariantseks osutub ka suurusDo. Seega omavadDo ja I o suvalise ristteljestiku puhul
Äuht ja sama vÄaÄartust.

11.6 Peateljed ja peainertsimomendid

Valemite (80) ja (78) p~ohjal on selge, et® muutudes muutuvad ka inertsimomentideI », I ´

ja I »´ vÄaÄartused ning et kui ® = ®1, siis omabI » maksimaalset vÄaÄartust, I ´ minimaalset
vÄaÄartust ja I »´ = 0.

Teljepaari, mille puhul telginertsimomendidI » ja I ´ omavad ekstremaalseid vÄaÄartusi ning
tsentrifugaalinertsimoment I »´ = 0, nimetatakse peatelgedeks. Vastavaid telginertsimo-
mente nimetatakse agapeainertsimomentideks.

Tavaliselt tÄahistatakseI 1 = max I ja I 2 = min I . Vastavaid peatelgi tÄahistatakse numb-
ritega 1 ja 2. Peatelgede tunnus onI »´ = 0. Keskpeateljedon peateljed, mis lÄabivad
pinnakeset.

Keskpeatelgede ja peainertsimomentide leidmine. Praktikas pakuvad huvi
eeskÄatt keskpeateljed ja neile vastavad peainertsimomendid. Seet~ottu vaatlemegi allpool
eeskÄatt nende leidmist.

SÄummeetriline kujund. Olgu x-telg sÄummeetriateljeks. Sel juhul leiduvad muutujax
iga vÄaÄartuse jaoks suurusedxydA ja ¡ xydA. JÄarelikult, I xy =

R
A xydA = 0 ja peatelgedeks

on sÄummeetriatelg ning iga temaga ristuv telg.Keskpeatelgedekson aga sÄummeetriatelg
ja temaga ristuv pinnakeset lÄabiv telg.

Kui kujundil on rohkem kui 2 mitteristuvat s Äummeetriatelge (nÄaiteks ruut, ring v~oi
v~ordkÄulgne kolmnurk), siis on inertsimomendid k~oigi kesktelgede suhtes v~ordsed ja
k~oik keskteljed on keskpeateljed. Olgu teljed»i ; i = 1; 2; : : : kujundi mitteristuvad
sÄummeetriateljed ja ´ i ; i = 1; 2; : : : nendega vastavalt ristuvad keskteljed. TÄahistame nur-
ga, mille moodustab»i { ´ i -teljestik x{ y-tejestikuga, ®s

i . SÄummeetrilise kujundi tsentrifu-
gaalinertsimomendidI »i ´ i = 0. Valemi (80)3 p~ohjal peab seegaDo sin 2(® ¡ ®1) = 0 iga
® = ®s

i puhul. See on aga v~oimalik vaid siis, kui Do = 0. Viimasest jÄareldub omakorda, et
I » = I ´ = I o suvalise nurga® puhul. Seega v~oib antud juhul t ~oesti valida keskpeateljeks
suvalise kesktelje, omavahel ristuvaks keskpeatelje paariks aga suvalise ristuva kesktelje
paari.

Mittes Äummeetriline kujund. 1) MÄaÄaratakse pinnakeskme koordinaadid mingis sobi-
vas teljestukus»{ ´ . 2) Tuuakse sisse keskteljedx{ y, leitakse inertsimomendidI x , I y ja
I xy ning abisuurusedI o, I ¤, Do ja ®1. 3) PÄoÄorates kesktelgix{ y nurga ®1 v~orra saadakse
keskpeateljed 1 ja 2. 4) Leitakse (kesk)peainertsimomendid kasutades valemit

I p = I o § Do; p = 1; 2: (82)
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11.7 Massiinertsimomendid

DÄunaamika- ja fÄuÄusikakursustes on samuti kasutusel inertsimomendid. Erinevus on vaid
selles, et dÄunaamikas onÄuldjuhul uurimisobjektiks kolmem~o~otmelised kehad, elementaar-
pinna asemel vaadeldekse elementaarmasse ja integreeritakse samuti Äule massi. Kui on
vaja neil kahel suurusel vahet teha, siis nimetatakse massiga seotud inertsimomente mas-
siinertsimomentideks ja pinnaga seotuid pinnainertsimomentideks v~oi teist jÄarku pinna-
momentideks.

Kui t Äahistada elementaarmassidm kaugust x-teljest r x , y-teljest r y, z-teljest r z ja koor-
dinaatide algusest½, siis on telg- ja polaarinertsimomendid de¯neeritud jÄargmiselt:

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

I x =
Z

m
r 2

xdm =
Z

m
(y2 + z2)dm;

I y =
Z

m
r 2

xdm =
Z

m
(x2 + z2)dm;

I z =
Z

m
r 2

xdm =
Z

m
(x2 + y2)dm;

I ½ =
Z

m
½2dm =

Z

m
(x2 + y2 + z2)dm:

(83)

Inertsiraadius, inertsimomendid paralleelsete telgede, inertsimomendid pÄoÄoratud telgede
suhtes ja liitkeha inertsimomendid on masssiinertsimomentide korral leitavad pinnainert-
simomentidega analoogselt.

11.8 N Äaide

Leida joonisel 41 kujutatud viirutatud kujundi keskpeateljed ja keskpeainertsimomendid.
K~oik m~o~otmed on antud sentimeetrites.

Lahendus.Kuna tegu on mittesÄummeetrilise kujundiga, siis toimub peainertsimomentide
leidmine vastavalt lehekÄuljel 47 esitatud skeemile. Vaadeldav liitkujund koosneb kolmest
osakujundist: ristkÄulikust (1), kolmnurgast (2) ja poolringist (3).

1. Pinnakeskme leidmiseks kasutame joonisel esitatud koordinaate» ja ´ . Leiame osa-
kujundite pinnakeskmete koordinaadid

8
>>>><

>>>>:

»C1 = 4; ´ C1 = 2;

»C2 = 4 +
2 ¢4

3
= 6; 667; ´ C2 = 1 +

2 ¢3
3

= 3;

»C3 =
2 ¢3
3¼

= 0; 212¢3 = 0; 636; ´ C3 = 1; 5;

(84)

pindalad A i ja liitkujundi pindala A

A1 = 32; A2 = 6; A3 = 3; 534; A = 22; 466: (85)

Liitkujundi pinnakese

»C =
P 3

i =1 »Ci A i

A
= 3; 817; ´ C =

P 3
i =1 ´ Ci A i

A
= 1; 812: (86)



11. Pinnamomendid 49

Joonis 41: MittesÄummeetrilise kujundi peainertsimomentide leidmine.

2. T~ombame lÄabi pinnakeskmeC keskteljed x k » ja y k ´ ning lÄabi osakujundite
pinnakeseteCi omakeskteljedx i k » ja yi k ´ . Edaspidistes arvutustes kasutame vaid
kesktelgedele ja omakesktelgedele vastavaid koordinaatex, y, x i ja yi . JÄargnevalt leiame
osakujundite pinnakeskmete koordinaadidxCi = »Ci ¡ »C ja yCi = ´ Ci ¡ ´ C :

8
><

>:

xC1 = 0; 183; yC1 = 0; 188;

xC2 = 2; 850; yC2 = 1; 188;

xC3 = ¡ 3; 181; yC3 = ¡ 0; 312:

(87)

On selge, etjxCi j on v~ordne telgedeyi ja y vahelise kaugusega ningjyCi j telgedex i ja x
vahelise kaugusega. Kanname vastavad kaugused joonisele.

3. Inertsimomendid kesktelgede suhtes
8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

I x =
3X

i =1

I (i )
x =

3X

i =1

¡
I (i )

x i
+ y2

Ci
A i

¢
= : : : = 43; 803¡ 11; 474¡ 2; 331 = 29; 998;

I y =
3X

i =1

I (i )
y =

3X

i =1

¡
I (i )

yi
+ x2

Ci
A i

¢
= : : : = 171; 738¡ 54; 056¡ 36; 319 = 81; 363;

I xy =
3X

i =1

I (i )
xy =

3X

i =1

¡
I (i )

x i yi
+ xCi yCi A i

¢
= : : : = 1; 103¡ 18; 319¡ 3; 503 = ¡ 20; 719:

(88)
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4. Peainertsimomentide mÄaÄaramiseks tuleb leida abisuurused
8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

I o =
I x + I y

2
= 55; 680;

I ¤ =
I x ¡ I y

2
= ¡ 25; 683;

Do =
q

I 2
¤ + I 2

xy = 32; 998;

®1 = arctan
I ¤ ¡ Do

I xy
= 70; 553±:

(89)

Neist viimane, st. ®1 = 70; 553± ¼ 71± mÄaÄarab nurga, mille v~orra tuleb pÄoÄorata kesktelgi
x ¡ y, et saada keskpeateljed 1¡ 2.

Keskpeainertsimomendid (inertsimomendid keskpeatelgede suhtes) I p = I o § Do; p =
1; 2. Seega

I 1 = I o + Do = 88; 679 ja I 2 = I o ¡ Do = 22; 682: (90)

Kontrolliks leiame nurga, mille v~orra tuleb pÄoÄorata kesktelgi x ¡ y, et nad Äuhtiks kesk-
peatelgedega teise valemi abil (vt. avaldisi (79)):®1 = arctan I x ¡ I 1

I xy
= 70; 553±. Kuna

tulemused langevad kokku, siis on lootust arvata, etÄulesande lahendus on~oige.

Vastus6: Vaadeldava kujundi pinnakese asub punktisC, mille koordinaadid on »C =
3; 8 cm ja ´ C = 1; 8 cm. Keskpeateljed 1¡ 2 on kesktelgedex ¡ y suhtes pÄoÄoratud
nurga ®1 = 71± v~orra. KeskpeainertsimomendidI 1 = 88; 7 cm4 ja I 2 = 22; 7 cm4.

6KÄaesolevas nÄaites on vastused esitatud tÄapsusegaÄuks koht peale koma ja vahearvutuste tulemused
tÄapsusega kolm kohta peale koma. Kodu- ja kontrolltÄoÄodes piisab vahearvutuste puhul tÄapsusest kaks
kohta peale koma.
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12 J~ouv Äali

Kasutatakse ka termineid jaotatud koormus, lauskoormus, lausj~oud.

V~oib eristada kolme juhtu

1. Ruumj~ouvÄali ehk ruumkoormus - intensiivsusp(x; y; z) | dim p = N=m3. NÄait.
raskusj~oudu p~ohjustav gravitatsioonivÄali.

2. Pindj~ouvÄali ehk pindkoormus - intensiivsusp(x; y) | dim p = N=m2. NÄait.
hÄudrostaatiline surve.

3. Joonj~ouvÄali ehk joonkoormus - abstraktsioon, mida kasutatakse varraste puhul
- intensiivsus p(x) - dim p = N=m. NÄaiteks ka selles kursuses kasutatud nn.
ristkÄulikkoormus v~oi kolmnurkkormus.

Joonkoormus. Vaatleme vardale rakendatud joonkoormust (joonis esitatakseloengus),
mille intensiivsus on esitatud kujulp = p(x) ja mis m~ojub risti varda teljega, see tÄahendab
varras on koormatud j~ouga, mille intensiivsus s~oltub vaid koordinaadist x. Vastavat joo-
nist nimetatakse joonkoormuse epÄuÄuriks. Tegu on paralleelj~oudude sÄusteemiga, seega on
vaadeldav j~ousÄusteem taandatav resultandiks. Leiame selle resultandi suuruse (mooduli)
ja m~ojusirge asukoha. TÄahistades epÄuÄuri elementaarpindaladA = p(x)dx, on vaadeldava
joonkoormuse resultant

R =
Z b

0
p(x)dx =

Z

A
dA = A; (91)

kus b on varda pikkus ja A on epÄuÄuri pindala. Vastavalt Varignoni teoreemile peabRb
0 M O[p(x)]dx = M O(R). Seega

MO =
Z b

0
xp(x)dx = xRR ehk MO =

Z

A
xdA = xRA; (92)

kust resultandi R m~ojusirget mÄaÄarav koordinaat

xR =

R
A xdA

A
=

Sy

A
(93)

avaldub kui epÄuÄuri pinnakeskmex koordinaat.

Pindkoormus. Analoogselt joonkoormusega saab leda ka pindkoormusep(x; y) resul-
tanti ja tema m~ojusirge asukohta:

8
>>>>>><

>>>>>>:

R =
Z

A
p(x; y)dA =

Z

V
dV = V;

xR =

R
V xdV

V
;

yR =

R
V ydV

V
:

(94)

N Äaited. Pinged paindel ja vÄaÄandel; vedeliku surve anuma otstele.
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13 H ~o~ore

13.1 Liugeh ~o~ore

Senini oleme staatikaÄulesannete pÄustitamisel tihti lisanud lause: \H~o~oret mitte arvesta-
da!" Seega oleme eeldanud, et kokkupuutuvad pinnad on ideaalselt siledad. Selline eeldus
pole aga tegelikult mitte kunagi tÄaidetud ja paljudel juhtudel tuleb h~o~oret arvesse v~otta.
Vaatleme karedale pinnale asetatud keha, millele on rakendatud horisontaalne j~oud F
(joonis esitatakse loengus). Kui kokkupuutuvad pinnad oleks ideaalselt siledad, st. mitte
midagi ei takistaks libisemist, siis hakkaks keha liikuma mistahes F > 0 puhul. Kuid
kuna tegelikkuses on tegu karedate pindadega, siis nii ei juhtu. JÄarelikult m~ojub j~ouga
F vastassuunaline j~oud, mida nimetatakse h~o~ordej~ouks ja mida on soovitatav tÄahistada
F f . Kui keha on paigal, siisF = F f . Kuna teatud suurusega j~ou F puhul hakkab keha
liikuma, siis jÄarelikult leidub max F f .

Joonis 42: Liugeh~o~ore

StaatikaÄulesannete puhul, kus arvestatakse h~o~oret, lÄahtutakse Coulomb'i h~o~ordeseadus-
test:

1. H~o~ordej~ou maksimaalne vÄaÄartus ei s~oltu kokkupuutuvate pindade suurusest, vaid
ainult nende pindade iseloomust (siledus, karedus) ja materjalist.

2. H~o~ordej~ou maksimaalne vÄaÄartus on v~ordeline normaalreaktsiooniga, st.

maxFf = fN; (95)

kus f on h~o~ordetegur(mida tihti t Äahistatakse ka¹ ). Tasakaalu puhul

Ff · maxFf = fN (96)

H~o~ordej~ou suund on alati vastupidine v~oimaliku liikumissuunaga.

Eristatakse

² kuivh~o~oret ja mÄargh~o~oret;

² paigalseisu- ehk staatilist h~o~oret ja kinemaatilist h~o~oret. Kinemaatiline h~o~ordetegur
on kuni 25% vÄaiksem kui staatiline h~o~ordetegur ja tema vÄaÄartus s~oltub ka keha
kiirusest.
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KÄaesolevas punktis kÄasitletud h~o~oret nimetatakse tÄapsemalt liugeh~o~ordeks ja vastavat
tegurit liugeh~o~ordeteguriks.

TÄapsemad uuringud on nÄaidanud, et (liuge)h~o~ordetegur ja seega ka (liuge)h~o~ordej~oud v~oib
lisaks kokkupuutuvate pindade iseloomule s~oltuda

² molekulaarse pÄaritoluga j~oududest;

² k~orgetest lokaalsetest temperatuuridest (kleepuvus, libedus);

² kokkupuutuvate pindade relatiivsest k~ovadusest;

² kokkupuutuvate pindade suurusest.

KÄaesoleva kursuse raames kÄasitletavate staatikaÄulesannete lahendamisel viimaseid efekte
aga ei arvestata ning lÄahtutakse vaid Coulomb'i h~o~ordeseadustest.

N Äaiteid h ~o~ordeteguri v ÄaÄartustest. JÄargnevas tabelis on toodud staatilise h~o~orde-
teguri vÄaÄartused m~onede enamlevinud materjalide jaoks. Toodud arvud on pÄarit kahest
~opikust: 1) R.C. Hibbeler, Engineering Mechanics, Statics; 2) F.P. Beer, E.R. Johnston,
Mechanics For Engineers, Statics.

Materjalid Staatiline h~o~ordetegur
metall jÄaÄal 0:03¡ 0:05
puit puidul 0 :3 ¡ 0:7
nahk puidul 0:2 ¡ 0:5
nahk metallil 0:3 ¡ 0:6
metall metallil 0:15¡ 0:6
metall puidul 0:2 ¡ 0:6
metall kivil 0 :3 ¡ 0:7
kummi betoonil 0:6 ¡ 0:9

Nagu on tabelist nÄaha, k~oiguvad toodud vÄaÄartused kÄullaltki suures vahemikus. Enamgi
veel, teistes~opikutes v~oi teatmeteostes esitatud staatilise h~o~ordeteguri vÄaÄartused v~oivad
erineda alltoodutest. Praktikas tuleks igal konkreetsel juhul valmistada kasutatavatest
materjalides katsekehad ning mÄaÄarata h~o~ordeteguri vÄaÄartus katseliselt.

13.2 H ~o~ordenurk ja h ~o~ordekoonus

Staatikas eristatakse kahte tÄuÄupi pinnareaktsioone, mida nimetatakse vastavalt sileda pin-
na reaktsiooniks ja kareda pinna reaktsiooniks.

Joonis 43: Sileda (vasakul) ja kareda pinna reaktsioon.
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Sileda pinna reaktsioon koosneb vaid normaalreaktsioonist, mis on risti kehade kok-
kupuutepunktis leitud Äuhise puutujaga.

Kareda pinna reaktsioon koosneb normaalreaktsioonist ja h~o~ordej~oust ning on v~ord-
ne nende kahe j~ou (geomeetrilise) summaga, st.R = F f + N .

Joonis 44: H~o~ordenurk

H ~o~ordenurk. Vaatleme karedale pinnale toetuvat keha, millele m~ojub j~oud F. J~oud
F kujutab endast k~oigi kehale m~ojuvate aktiivsete j~oudude (kaasa arvatud keha kaal)
summat. H~o~ordetegur keha ja pinna vahel onf ja j~ou F m~ojusirge moodustab puutepinna
normaaliga nurga® . Tahame teada, millise nurga® puhul jÄaÄab keha tasakaalu.

On selge, et tasakaalu puhul

N = F cos® ja Ff = F sin®: (97)

Teisest kÄuljest, on h~o~ordej~ou maksimaalne vÄaÄartus maxFf = fN , st.

Ff · maxFf = fN: (98)

Viimaste avaldiste p~ohjal on tasakaalu korral

F sin® · fF cos® ja tan ® · f: (99)

Et anda viimasele mugavamat kuju, tÄahistame tan' = f , kus nurka' nimetatakseh~o~orde-
nurgaks. Keha on tasakaalus, kui

® · ': (100)

H ~o~ordekoonus on koonus mille tipp asub punktisA, teljeks on puutepinna normaal ja
tipunurgaks kahekordne h~o~ordenurk 2' .

13.3 Veereh ~o~ore ehk veeretakistus

Vaatleme horisontaalsele pinnale toetuvat silindrit kaalugaP ja raadiusegar , mille tsent-
risse on rakendatud horisontaalne j~oud Q. Kogemusest on teada, et silinder ei hakka
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Joonis 45: Veereh~o~ore

veerema mis tahesQ > 0 puhul. Takistust, mida silinder avaldab veeremisele, nimeta-
takse veereh~o~ordeks. Erinevalt liugeh~o~ordest on veereh~o~ore p~ohjustatud veereva keha ja
aluspinna deformeerumisest.

Silinder hakkab veerema, kuijMA (Q)j > jMA (P)j. Kuna momendid jMA (Q)j = Q ¢OC
ja jMA (P)j = P ¢AC, siis saab viimane tingimus kujuQ ¢OC > P ¢AC.

TÄahistame deformatsiooni iseloomustava pikkuseAC = { . Kuna ®on vÄaike, siis cos® » 1,
OC » r ja P » N . Seega silinder hakkab veerema, kui

Q > {
P

OC
» {

N
r

= Fr : (101)

Suurust { nimetatakseveereh~o~ordeteguriks(dim { = m) ja j ~ou dimensiooni omavat suu-
rust F r veereh~o~ordej~ouks.
ÄUlesannete lahendamisel on otstarbekas kasutada veereh~o~ordej~ou asemelveereh~o~ordemo-
menti, mille moodul

M r = rF r = { N: (102)

Sarnaselt liugeh~o~ordega on ka veereh~o~ordej~oud ja veereh~o~ordemoment suunatud vastupi-
diselt v~oimalikule liikumisele.

M Äarkused:

² Sageli kasutatakse termini veereh~o~orde asemel terminitveeretakistus. Vastavalt ka-
sutatakse siis ka termineidveeretakistustegur, veeretakistusj~oud ja veeretakistusmo-
ment.

² Veeretakistustegur{ iseloomustab veereva keha ja aluspinna deformatsiooni suu-
rust.

² Tegelikult mÄaÄaravad avaldised (101) ja (102) vastavalt veereh~o~ordej~ou ja vee-
reh~o~ordemomendi maksimaalsed vÄaÄartused ning analoogselt liugeh~o~ordega kehitvad
veereh~o~orde puhul v~orratused 0· M r · maxM r = { N ja 0 · Fr · maxFr = { N

r .

² Peale liugeh~o~orde ja veereh~o~orde eristatakse ka pÄoÄordeh~o~oret ehk keerlemish~o~oret,
kuid kÄaesolevas kursuses seda ei kÄasitleta (Vt. Lepik & Roots, TM lk. 79-80).
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13.4 H ~o~orde rakendusi

13.4.1 Kiilud

ÄUlesanne.
Vaatleme keha kaalugaP, mille all on kerge kiil7 kaldenurgaga®. H~o~ordetegur kiilu m~ole-

Joonis 46: Keha ja kiil(vasakul). Kiilu liikumine keha alla (paremal).

mal pinnal on f . Kui suurt horisontaalset j~oudu F tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem
keha alla liiguks? Kui suurt horisontaalset j~oudu F tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha
alt vÄalja t~ommata? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga (kiiluga, mis ei libise
ise keha alt vÄalja)?

Lahendus.
1) Kui suurt horisontaalset j~oudu F tuleks rakendada kiilule, et kiil rohkem keha alla
liiguks?

Tasakaalu korral moodustavad kehale m~ojuvad kolm j~oudu P; N ja R 2 tÄaisnurkse
j~oukolmnurga (' = arctan f on h~o~ordenurk), kust leiame

R2 =
P

cos(®+ ' )
: (103)

Kiilule m ~ojuvad j~oud R 1; R 2 ja F. Vaatleme kiilu tasakaalu ja moodustame vastava
j~oukolmnurga. Siinusteoreemi ja avaldise (103) p~ohjal

R2

sin(90± ¡ ' )
=

F
sin(2' + ®)

) F =
R2 sin(2' + ®)

cos'
=

P sin(2' + ®)
cos' cos(®+ ' )

: (104)

2) Kui suurt horisontaalset j~ouduF tuleks rakendada kiilule, et kiilu keha alt vÄalja t~omma-
ta?

7St. kiilu kaalu ei arvesta.
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Joonis 47: Kiilu liikumine keha alt vÄalja (vasakul). Iselukustuv kiil: maksimaalse kalde-
nurga s~oltuvus h~o~ordetegurist (paremal).

V~orreldes eelnevalt kÄasitletud juhuga on kiilu vÄalja t~ombamise puhul (eeldatav) liikumise
suund vastupidine. Vaatleme keha ja kiilu tasakaalu, moodustame kaks j~oukolmnurka,
rakendame siinusteoreemi ja saame

R2 =
P

cos(' ¡ ®)
;

R2

sin(90± ¡ ' )
=

F
sin(2' ¡ ®)

;

F =
R2 sin(2' ¡ ®)

cos'
=

P sin(2' ¡ ®)
cos' cos(' ¡ ®)

:

(105)

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kiiluga?

Iselukustuva kiilu puhul hakkab kiil keha alt vÄalja liikuma vaid vasakult paremale suuna-
tud j ~ou F toimel. Teisis~onu, avaldisega (105)3 esitatud j~oud peab olema positiivne. Uurime
seda avaldist. Kui h~o~ordetegur 0· f · 1, siis h~o~ordenurk 0· ' · 45± ja cos' > 0. Kui
kiilu nurk 0 · ® · 90±, siis ka cos(' ¡ ®) > 0. Suurus sin(2' ¡ ®) > 0, kui 2' > ® .

Seega, iselukustuva kiiluga on tegu, kui nurk® < ®max = 2' = 2 arctan f . Vastasel korral
tuleb kiilu keha all hoidmiseks rakendada paremalt vasakule suunatud j~oudu ¡ F, mis on
mÄaÄaratud avaldisega (105)3. Kui h~o~ordetegur f = 0; 3 (puit puidul), siis ®max = 33; 40±

ja kui f = 0; 6 (teras terasel), siis®max = 61; 93±. H~o~ordeteguri vÄaÄartuse f = 0; 9 puhul
oleks®max = 83; 97±.
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13.4.2 Kruvid

ÄUlesanne.
Vaatleme nn. ristkÄulikulist kruvi (vinti).Kui suurt j ~oupaari momenti M tuleb kruvile
rakendada, et t~osta raskustW ? Kui suurt j~oupaari momentiM tuleb kruvile rakendada,
et langetada raskustW ? Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga? H~o~ordetegur on
f , kruvisamm L ja kruvi (keskmine) raadiusr .

Joonis 48: Kruvi.

Lahendus.
1) Kui suurt j ~oupaari momenti M tuleb kruvile rakendada, et t~osta raskustW ?

Joonis 49: T~ostmine (vasakul) ja langetamine.

Vaatleme kruvi Äuhte keeret, kerime ta m~otteliselt sirgeks ja asendame momendiM j~ouga
F = M=r . Keerme kaldenurk® = arctan( L=2¼r) ja h~o~ordenurk ' = arctan f . Projektee-
rides tasakaaluv~orrandi W + R + F = 0 kahele ristuvale teljele saame

R =
W

cos(®+ ' )
;

F = R sin(®+ ' );

M = Wr tan(®+ ' ):

(106)
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2) Kui suurt j ~oupaari momenti M tuleb kruvile rakendada, et langetada raskustW ?

RaskuseW langetamise puhul muutuvad j~oududeR ja F suunad ning moment

M = Wr tan(' ¡ ®): (107)

3) Millisel juhul on tegu nn. iselukustuva kruviga?

Iselukustuva kruviga on tegu juhul, kui raskuseW toimel ei hakka kruvi ise langema, vaid
selleks tuleb rakendada j~oupaari momenti. Teisis~onu, avaldisega (107) mÄaÄaratud moment
peab olema positiivne. Kuna niiW > 0 kui r > 0, siis onM > 0, kui

tan(' ¡ ®) > 0 ) ® < ': (108)

Seega, iselukustuva kruvi puhul® < ®max = ' = arctan f .

13.4.3 Niidi h ~o~ore vastu silindrilist pinda

ÄUlesanne.
Vaatleme jÄaigalt kinnitatud silindrit, millel oleva niidi 8 harudes m~ojuvad t~ombej~oud
T 1 < T 2. H~o~ordetegur niidi ja silindri vahel on f . Leida niidi harudes m~ojuvate j~oudude
moodulite suheT2=T1.

Joonis 50: Niidi h~o~ore.

Lahendus.
Vaatleme kesknurgaled# vastava niidielemendi tasakaalu. Sellisele elemendile m~ojuvad
j~oud T ; T + dT ; dN ja dF f . Arvestades, etdFf = fdN , saame tasakaalutingimuse

P
F i =

0 projekteerimisel telgedelet ja n
(

fdN = dT;

dN = Td#;
) fTd# = dT: (109)

8Niidi m ~oiste on siin kÄullaltki lai. Niidina k Äasitletakse nÄaiteks kÄoisi, trosse, rihmasid ja muid painduvaid
kehasid.



13. H~o~ore 60

Eraldame muutujad ja integreerime:
Z T2

T1

dT
T

= f
Z ¯

0
d# ) ln

T2

T1
= f¯: (110)

Seega j~oudude moodulite suhe9
T2

T1
= exp f¯: (111)

M Äarkused:

² Valem (111) kehtib ka mitteringjoonelise ristl~oike puhul (nÄaiteks kivid), sest tema
tuletamisel ei kasutatud silindri raadiust r .

² Valemit (111) saab kasutada vaid juhul, kui niit libiseb silindril v~oi on just libisema
hakkamas. Viimane on nn. piirjuht.

² Silinder ei pruugi olla jÄaigalt kinnitatud | teda v ~oib paigal hoida j~oupaari moment.

² Kiilrihma puhul on normaalreaktsioon dN = Td#=sin(0; 5®) (vt. joonist) ja valem
(111) saab kuju

T2

T1
= exp

f¯
sin(0; 5®)

: (112)

Joonis 51: Kiilrihma reaktsioonid.

² P~ohilised rakendused:

{ J~oudu T2 tasakaalustava j~ou T1 leidmine.

{ Lintpidurite arvutus.

{ RihmÄulekande vedavas ja veetavas harus m~ojuvate t~ombej~oudude mÄaÄaramine
v~oi maksimaalseÄulekantava momendi leidmine.

9expx ´ ex
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