Tallinna Tehnikaiilikool
Mehaanikainstituut
Rakendusmehaanika oppetool

Andrus Salupere

DUNAAMIKA

/EMRO0020/

Loengukonspekt

Tallinn 2006



Eessona

Kéesolev loengukonspekt on moeldud kasutamiseks Tallinna Tehnikaiilikooli tehni-
lise fiiisika eriala iiliopilastele diinaamika (EMRO0020) kursuse oOppimisel. Oppe-
aine laiendatud programm, <Diinaamika, EMR0020 laiendatud programms (vt.
http://cens.ioc.ee/ salupere/loko.html), kujutab endast antud loengukonspekti la-
hutamatut lisa. Seal on esitatud oppeaine eesmérgid, maht, eeldusained ja soovitatav
kirjandus ning kirjeldatud tockorraldust.

Loengukonspekti koostamisel oli mul algseks eesmérgiks vabastada iiliopilased keskaegse
munga tasemel t60st, st. definitsioonide ja teoreemide jarjekordsest iimberkirjutamisest.
Kuigi loengukonspekti kdesolev versioon sisaldab palju jooniseid, valemite tuletuskaike ja
teoreemide toestusi, pole minu eesmérgiks olnud mitte uue opiku, vaid loengukonspekti
kirjutamine. Sellise loengukonspekti olemasolu korral saab loengutes ja harjutustundi-
des poorata pohitdhelepanu definitsioonide ja teoreemide sisu avamisele, valemite tule-
tuskéikudele, teoreemide toestustele ning néiteiilesannetele. Teisisonu, kiesolev loengu-
konspekt annab vaid koos loengutes ja harjutustundides kirjapanduga tervikliku késitluse
oppeainest diinaamika (ja sedagi vaid programmi ulatuses).

Loengukonspekti koostamisel on kasutatud praktiliselt koiki iilalnimetatud laiendatud
programm kirjanduse loetelus esitatud opikuid ja oppevahendeid. Kursuse iilesehitus tu-
gineb Tallinna Tehnikaiilikoolis teoreetilise mehaanika Gpetamisel valjakujunenud tra-
ditsioonidele ja minu enda ligi kahekiimneaastasele opetamiskogemusele Tallinna Tehni-
kaiilikoolis. Kahjuks puudub sellele struktuurile vastav viga hea eestikeelne opik. Seetottu
on pohiopikuna soovitatud kasutada Ulo Lepiku ja Lembit Rootsi opikut <Teoreetiline
mehaanika>. Pean seda parimaks eestikeelseks opikuks antud valdkonnas, sest definit-
sioonid ja teoreemid on seal sonastatud lithidalt ja selgelt ning késitletavate probleemide
olemus on avatud pohjalikult. Teised eestikeelsed 6pikud ja Gppevahendid jadvad selles
osas Lepiku ja Rootsi opikust kaugele maha. Selguse poolest jérgmine on minu arvamuse
jargi vene keelest tolgitud teoreetilise mehaanika 6pik, mille autoriks on Semjon Targ.

Néiteiilesandeid on loengukonspekti kdesolevas versioonis moned iiksikud. Seetottu tu-
leks kontrolltoddeks ja eksamiks Sppimisel ning kodutoode tegemisel kasutada harju-
tustundide materjali ning laiendatud programmi kirjanduse loetelus metoodiliste abima-
terjalidena esitatud oppevahendeid. Harjutustundides lahendatavad iilesanded on valda-
vas osas esitatud iilesannete kogus — A. Salupere. Diinaamika iilesanded. Tallinn 2006,
http://cens.ioc.ee/ salupere/loko.html.

Andrus Salupere



Sissejuhatus

Mehaanika on teadus, mis uurib tahkete kehade, vedelike ja gaaside liikumist, selle
liikumise pohjusi ja tagajérgi.

Liikumisena ehk mehaanikalise liikumisena moistetakse vaadeldava keha asendi muu-
tust teiste kehade suhtes. Selleks valitakse tavaliselt iiks keha, mille suhtes uuri-
takse liikumist ja seotakse sellega jdigalt koordinaatsiisteem. Tulemust nimetatakse
taustsiisteemiks.

Teoreetiline mehaanika ehk absoluutselt jdiga keha mehaanika ehk klassikaline me-
haanika uurib absoluutselt jdikade kehade liitkumist ja paigalseisu neile rakendatud joudu-
de toimel. Laias laastus voib teoreetilise mehaanika jagada staatikaks ja dinaamikaks.

Absoluutselt jaiga keha mistahes kahe punkti vaheline kaugus on konstantne. Koik
kehad, mida me antud kursuses vaatleme, loeme absoluutselt jaikadeks.

Staatika uurib: 1) kehade tasakaalu (tdpsemalt Geldes kehadele rakendatud
jousiisteemide tasakaalu) ja 2) jousiisteemide lihtsustamist ehk taandamist.

Diinaamika Kiesolev diinaamika kursus koosneb kolmest osast: 1) kinemaatika; 2) klas-
sikaline diinaamika (punktmasside ja jaikade kehade diinaamika); 3) analiiitiline mehaa-
nika

Kinemaatika uurib liikumise geomeetrilisi seaduspérasusi.

Klassikaline diinaamika uurib punktmasside ja jidikade kehade liikumist neile moju-
vate joudude toimel.

Analiiiitiline mehaanika baseerub integraal- ja diferentsiaalarvutusel ning tegeleb
mehaanikaiilesannete iildiste lahendusmeetodite leidmisega. Selliste meetodite saamiseks
rakendatakse tihti variatsioonarvutust.

Punktmassiks nimetatakse materiaalset keha, mille mo6tmeid tema liikumise uurimis-
el ei arvestata.

Aeg loetakse universaalseks, st., iihtviisi kulgevaks koigis taustsiisteemides.
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Kinemaatika

1.1 Punkti liikumise maiaramisviisid

Trajektoor. Punkti trajektooriks nimetatakse pidevat joont, mille joonistab liikuv
punkt taustsiisteemi suhtes (joonis 1.1).

Joonis 1.1: Punkti kohavektor ja Descartes’i ristkoordinaadid.

Punkti liikkumisseaduseks nimetatakse eeskirja, mis médrab punkti asukoha igal aja-
hetkel.

Kolm viisi punkti liikkumise méaaramiseks.

Vektoriaalne viis. Punkti asukoht ruumis méératakse tema kohavektoriga (joonis 1.1)

r=r(t). (1.1)
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Koordinaatviis. Punkti asukoht ruumis méératakse tema kolme koordinaadiga (joonis
1.1). Niiteks Descartes’i ristkoordinaatide (DRK) puhul

x = x(t),
=y(t), (1.2)
z = z(t).

On ilmselge, et punkti kohavektor ja tema moodul avalduvad labi DRK kujul

r =i+ yj+ 2k, r=+at+y?+ 22 (1.3)

ning kohavektori suunakoosinused kujul

cosa = E, cos 3 = g, cosy = : (1.4)
r r r

Loomulik viis. Punkti asukoht ruumis méaratakse tema loomuliku koordinaadiga (joo-
nis 1.2) —

s = s(t). (1.5)
Loomuliku viisi puhul peab punkti trajektoor teada olema. Punkti loomulik koordinaat
ja tema poolt hetkeks ¢ labitud teepikkus iildjuhul ei iihti.

Joonis 1.2: Loomilik koordinaat.

Elementaarkaare pikkuse ruut ds? = da?+dy?+dz?. Korrutame ja jagame viimase vorduse
parema poole suurusega dt?, votame ruutjuure, integreerime ning saame seose loomuliku
koordinaadi ja DRK vahel:

t
5= :I:/ Va2 4 g2+ 22t (1.6)
0
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1.2 Punkti kiirus ja kiirendus

1.2.1 Punkti kiirus

Vaatleme litkuvat punktmassi (joonis 1.3), mis asub hetkel ¢ ruumipunktis P ja hetkel
t + At ruumipunktis P;. Vastavaid kohavektoreid téhistame r ja r;. Seega on masspunkti
siire ajavahemikus At méaératud siirdevektoriga Ar.

Joonis 1.3: Punkti kiirus.

Suhet Ar/At nimetatakse punkti keskmiseks kiiruseks ajavahemikus At. Minnes piirile

At — 0 saame punkti kiiruse hetkel t —
. Ar .
v = Alirilo - F (1.7)

Kuna vaadeldavas piirprotsessis muutub trajektoori 16ikaja PP, trajektoori puutujaks
punktis P, siis on kiirusvektor suunatud piki trajektoori puutujat liitkumise suunas.

Kokkuvote

Punkti kiiruseks nimetatakse tema kohavektori esimest tuletist aja jargi.

V=r (1.8)

Kiirus on vektor, mis
e on suunatud piki trajektoori puutujat litkumise suunas;

e iseloomustab nii kohavektori pikkuse kui suuna muutumist.

1.2.2 Punkti kiirendus

Vaatleme jéllegi litkuvat punktmassi (joonis 1.4), mis asub hetkel ¢ ruumipunktis P ja

hetkel ¢ + At ruumipunktis P;. Vastavaid kiirusvektoreid tdhistame v ja vi. Seega kiiruse

muut ajavahemikus At on Av = v; — v. Suhet Av/At nimetatakse punkti keskmiseks

kitrenduseks ajavahemikus At. Minnes piirile At — 0 saame punkti kitrenduse hetkel t —
Av

a:Al?—r}oE =V =r. (1.9)
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Joonis 1.4: Punkti kiirendus.

Kokkuvote

Punkti kiirenduseks nimetatakse kiirusvektori esimest tuletist aja jargi ehk tema ko-

havektori teist tuletist aja jérgi.
a=v=rt (1.10)

Kuirendus on vektor, mis

e on suunatud trajektoori sisse (v.a. sirgjooneline litkumine);

e iseloomustab kiiruse muutumist (nii kiirusvektori pikkuse kui suuna muutumist).

1.2.3 Kiirus ja kiirendus Descartes’i ristkoordinaatides
Liahtume seosest (1.3) ning kiiruse ja kiirenduse definitsioonidest (1.8) ja (1.10). Seega
v=r=2ai+yj+zk (1.11)
ja
a=v=rt=2ai+7yj+ k. (1.12)
Viimase kahe valemi pohjal toome sisse jargmised moisted (joonis 1.5):
kiirusvektori projektsioonid: v, =2 v, =y v, =%;
kiirusvektori komponendid: v, =&i v, =79j v, =zk;
kiirendusvektori projektsioonid: a, =& a, =9 a,=%;

kiirendusvektori komponendid: a, =71 a,=¢j a,=zk.

Analoogselt alajaotusega 1.1 saame niiiid seosed kiirus- ja kiirendusvektorite moodulite
ning nende DRK-s esitatud projektsioonide vahel kujul

V=V, +V,+V,, v:\/vz2—|—vy2+vz2=\/i2+1)2+732, (1.13)

ja

a=a,+a,+a,, a=/a,2+ a2+ a2 =\/i? +§? + 32, (1.14)

Vastavad suunakoosinused (joonis 1.5)
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Joonis 1.5: Kiirus- ja kiirendusvektori komponendid Descartes’i ristkoordinaatides

. . P
cosa = —, cos B = g, cosy; = — (1.15)
v v
ja
. i P
cos g = —, cos By = =, COSYp = —. (1.16)
a a

1.2.4 Kiirus ja kiirendus loomulikes koordinaatides

Loomulik teljestik. Toome sisse parema kée teljestiku t —n — b, kus telg ¢ on puutuja,
n peanormaali ja b binormaali sihis (joonis 1.6). Vastavaid iihikvektoreid tahistatakse
tavaliselt 7, v ja B. Loomulik teljestik liigub koos vaadeldava punktiga.

Joonis 1.6: Loomulik teljestik.

Koordinaattasandid: t — n — kooldumistasand, ¢t — b — sirgestumistasand, b — n —
normaaltasand.

Kiirus. Lahtudes kiiruse definitsioonist

. dr g ds dr

V=r= = — — .
dt dt s
"~

S T

Seega,
v = §T. (1.17)
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Viimase valemi pohjal on kiirusvektori moodul ja projektsioon t teljel vastavalt

v=13] jav =3 (1.18)

Kiirendus. Valemi (1.17) pohjal
a=vVv=35T+ sT.

Viimase avaldise pp. esimese liikmega on koik selge — s on kiirenduse projektsioon t-teljel.
Teise liilkmega on lugu pisut keerukam. Saab niidatal, et 7 = sv/p, kus p on trajektoori
koverusraadius.

3'2

a=38t+—v (1.19)
p

Vastavaid kiirendusvektori komponente

52
a,=5Tjaa,=—v (1.20)

nimetatakse puutekiirenduseks (tangentsiaalkiirenduseks) ja normaalkiiren-
duseks. Vastavad projektsioonid

2 P

a=8=10 ja a, =— = —. (1.21)
p
Puutekiirendus a; iseloomustab kiirusvektori mooduli muutumist ja normaalkiirendus a,,

kiirusvektori suuna muutumist.

Kuna kiirenduse projektsioon b-teljel (binormaalil) on null, siis kiirenduse moodul

a=+/a} + a2. (1.22)

Seos DRK-ga Jargneva valemi tuletamise puhul eeldatakse, et kiirusvektor v ja baasi-
vektor 7 on samasuunalised, st., et kiiruse projektsioon puutujal on positiivne ja v; = v.
Sellisel juhul vastab positiivne puutekiirendus kiirenevale liikumisele ja negatiivne puute-
kiirendus aeglustuvale litkumisele. Valemi (1.21) pohjal

b R )

v

Kokku oleme saanud valemi i 5
o = SELIIH (1.23)
v
mis koos valemiga (1.22) seob kiirenduse projektsioonid loomulikel koordinaatidel DRK-

ga.

Nurk kiirus- ja kiirendusvektori ning kiirendusvektori ja trajektoori koverus-
raadiuse vahel. Tihistame nurga kiirus- ja kiirendusvektori vahel A (joonis 1.7). Kii-

reneva liikumise puhul
-2
s

=5 (1.24)

Qp

Qy

tan A\ =

1Vt. niiteks Ulo Lepik ja Lembit Roots ” Teoreetiline mehaanika”
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Joonis 1.7: Kiirus- ja kiirendusvektori vaheline nurk.

ja aeglustuva litkumise puhul

52

an, $

tan(180° — \) = = —. 1.25
(1507 - ) = || = = (1.25)
Nurk kiirendusvektori ja trajektoori koverusraadiuse vahel 6 on leitav valemist
ay o3|
tan |f| = |[—| = ——. 1.26
an 6] = |24 = 2 (1.26)

1.2.5 Erijuhud

Liikumisi voib eristada trajektoori kuju voi litkumise iseloomu jérgi.

Trajektoori jargi: e Sirgjooneline liikumine
e Kdoverjooneline liikumine
e Tasapinnaline liikumine
e Ruumiline liikumine

Liikumise iseloomu jirgi: ® Uhtlane liifkumine
e Uhtlaselt muutuv liikumine
e Kiirenev liikumine
e Aeglustuv litkkumine

1.2.6 Kokkuvote

e Liikumisseadus.
e Kiiruse muutumise seadus.

Kiirenduse muutumise seadus.

Kiirus ja kiirendus on vektoriaalsed suurused.

Thiiipilised {ilesanded pohinevad diferentseerimisel ja integreerimisel.
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1.3 Jaiga keha roopliikumine

Roopliikumiseks nimetatakse jiiga keha sellist liikumist, mille puhul iga kehaga muu-
tumatult seotud sirge jaab kogu liikumise kestel oma algsihiga paralleelseks.

Teoreem: Roopliikumisel liiguvad koik keha punktid vordse kiirusega ja vordse kiiren-
dusega.

A

X

Joonis 1.8: Keha rooplitkumine.

Toestus: Vaatleme keha kahte meelevaldset punkti A ja B kohavektoritega ry ja rp
(joonis 1.8). Kui tahistame vektori AB = p, siis

rg=rs+ p. (1.27)

Kuna tegu on jdiga keha rooplitkumisega, siis p = 0 ja

fp o= iy .
~— =~
VB VA
Seega
VB =V, ja ag = ay. (1.28)

Teoreem on toestatud, sest valem (1.28) kehtib suvaliste punktide A ja B puhul.

Jareldus: Rooplitkumise puhul kirjeldab {ihe punkti liikumine kogu keha liikumise.
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1.4 Jiiga keha poorlemine

1.4.1 Nurkkiirus ja nurkkiirendus

Poorlemiseks nimetatakse jdiga keha sellist liitkumist, mille puhul kaks kehaga muutu-
matult seotud punkti jadvad kogu liikumise kestel paigale.

Joonis 1.9: Jdiga keha nurkkiirus ja nurkkiirendus ning poorleva keha punktide kiirus ja
kiirendus.

Need kaks liikumatut punkti médravad poorlemistelje. Poorlemistelg ei pruugi labida
vaadeldavat keha.

Koik vaadeldava keha punktid, mis asuvad véljaspool poorlemistelge liiguvad tasapin-
dades, mis on risti poorlemisteljega. Nende trajektoorideks on ringjooned keskpunktiga
poorlemisteljel.

Keha asendi poorlemisel médrab dra poordenurk (poordenurga vektor) ¢. Vektor ¢
médrab seega nii poorde suuruse kui suuna (joonis 1.9).

Keha poorlemisseaduseks nimetatakse poordenurga muutumise eeskirja ¢ = ¢(t) .
Kui poorlemine toimub imber z telje, siis voib poorlemisseaduse esitada kujul

o =p(t) =p.(t)k (1.29)
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Nurkkiiruseks nimetatakse podrdenurga vektori esimest tuletist aja jéargi.
w=¢ (1.30)

Kuna tegu on vektoriga, siis médrab nurkkiirus nii péorlemise suuna kui selle kui kiiresti
keha poorleb (joonis 1.9).

Nurkkiirenduseks nimetatakse nurkkiiruse vektori esimest tuletist aja jérgi ehk
poordenurga vektori teist tuletist aja jérgi (joonis 1.9).

a=w=¢ (1.31)

Erijuhud. Analoogselt punkti liitkumisega saab eristada

e iihtlast poorlemist,

e iihtlaselt muutuvat poorlemist,
e kiirenevat poorlemist,

e acglustuvat poorlemist.

1.4.2 Poorleva keha punktide kiirused

Vaatleme poorleva keha meelevaldset punkti P (joonis 1.9). Selle punkti trajektooriks
on ringjoon, mille keskpunkt C' asub poorlemisteljel z. Vaatleme vaid seda keha tasa-
pinda, kus asub punkti P trajektoor. Valime poorlemistelje suvalise punkti O koordi-
naatide alguseks ja tombame sealt punkti P kohavaktori r. Téhistame punkti P kau-
guse poorlemisteljest C'P = h. Poorlemise suund on méaratud nurkkiirusvektoriga w.
Eesmérgiks on leida punkti P kiirus v.

Ajavahemikus At teeb keha elementaarpoorde Ay, ja punkt P ldbib trajektooril teepik-
kuse As. Kiiruse projektsioon loomulikul teljel ¢ avaldub seega kujul

As . Ap.h

= A T A Ay T 32
ning kiirusvektor
v =¢.hT = w.hT. (1.33)

Vaatleme niiiid vektorkorrutist w x r (joonised 1.10 ja 1.9). Osutub, et w X r ja kiirus v
on samasuunalised ning vektorkorrutise moodul

|w X r| =wrsiny = wh = v. (1.34)

Seega, punkti kiirus
V=w,hT =w Xxr, (1.35)
kiiruse projektsioon loomulikul teljel ¢
vy =w.h = ¢p.h (1.36)
ja kiiruse moodul

v=wh=|wxr|. (1.37)

Paoérleva keha punkti kitrus on risti trajektoori raadiusega ja on vordeline punkti kaugu-
sega poorlemisteljest (joonis 1.10).
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Joonis 1.10: Poorleva keha punktide kiirused (vasakul). Keha nurkkiiruse ja punkti koha-
vektori vektorkorrutis (paremal).

1.4.3 Poorleva keha punktide kiirendused

Léhtume valemist (1.35) —

_4d
Cdt

a=v (WXTr)=wXr+wxr=axr+wxv. (1.38)

Viimase avaldise esimene liidetav kujutab endast punkti P puutekiirendust (joonised 1.11
ja 1.9) —
a=aXr, la¢| = arsiny, (1.39)

kus v on nurk punkti kohavaktori ja nurkkiirendusvektori vahel.
i ®]

& L A
G X

"\é/“?

Joonis 1.11: Keha nurkkiirenduse ja punkti kohavektori vektorkorrutis (vasakul). Keha
nurkkkiruse ja punkti kiiruse vektorkorrutis (paremal).

Teine liiddetav avaldises (1.38) esitab aga punkti normaalkiirendust, sest w x v on suunatud
punktist P punkti C' (joonised 1.11 ja 1.9) ja

|w X v| = wvsin90° = wv = w?h. (1.40)

Kokku oleme saanud valemid

A=aXr+wxyv,
a;=a Xr, (1.41)

a, =w XV
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poorleva keha punkti kiirenduse, puutekiirenduse ja normaalkiirenduse leidmiseks. Vasta-

vad moodulid
a=vVa?+ wh,
lail = ah, (1.42)
a, = w?h

Seega, podrleva keha punkti kiirenduse moodul on vordeline punkti kaugusega
poorlemisteljest (joonis 1.12).

Nurk kiirenduse ja trajektoori raadiuse vahel.

| o

Poérleva keha punktide kiirendusvektorid moodustavad trajektoori raadiusega vordse nur-
ga p (joonis 1.12).

|
|
e

P

Joonis 1.12: Nurk punkti kiirenduse ja kohavektori vahel (vasakul ja keskel). Poorleva
keha punktide kiirendused (paremal).

1.4.4 Kokkuvote

e Poorlemine.

e Keha poorlemisseadus.

e Keha nurkkiiruse muutumise seadus.

e Keha nurkkiirenduse muutumise seadus.

e Poordenurk, nurkkiirus ja nurkkiirendus on vektoriaalsed suurused.
e Keha punktide kiirused ja kiirendused.

e Tiiiipilised iilesanded pohinevad diferentseerimisel ja integreerimisel.
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1.5 Jiiga keha tasapinnaline liitkumine

1.5.1 Tasapinnalise liikumise olemus

Tasapinnaliseks litkumiseks nimetatakse jdiga keha sellist liikumist, mille puhul kéik
keha punktid liiguvad tasapindades, mis on paralleelsed iihe paigalseisva tasapinnaga.

Joonis 1.13: Tasapinnalise kujundi asendi médramine (vasakul). Loigu viimine asendist
AB asendisse A;B; (paremal).

Seega piisab tasapinnalise liikumise uurimse puhul sellest, kui uurida iihe tasapinnalise
kujundi liitkumist. On ilmselge, et vaadeldav kujund peab olema paraleelne eelpool nime-
tatud paigalseisva tasapinnaga. Tasapinnalise kujundi asendi voib méérata sellel kujundil
asuva suvalise sirgloigu AB asendiga. Viimast saab omakorda mééirata néiteks punkti A
koordinaatide (x4 ja ya) ning ldigu AB kaldenurgaga z—telje suhtes (¢) (joonis 1.13).
Seda suvalist punkti A nimetatakse seejuures pooluseks. Soltuvusi

Tra = fl(t),
ya = fo(t), (1.44)
= f3(t)

nimetatakse jdaiga keha tasapinnalise litkumise vorrandeiks.

Jargnevalt vaatleme kuidas viia 16ik AB uude asendisse A;B; (joonis 1.13). Vaatleme
kahte voimalust. 1) Loik AB viiakse paralleelliilkkega asendisse A;Bs ning poordega ¢q
asendisse A;B;. 2) Loik AB viiakse paralleelliikkega asendisse A;B; ning poordega oo
asendisse A1 B;. On selge, et p; = p,.

Jarelikult, tasapinnalise litkumise voib lahutada tasapinnaliseks réoplitkumiseks koos
vabalt wvalitud poolusega ja pdoorlemiseks tmber selle pooluse (tépsemalt oeldes kiill
poorlemiseks iimber seda poolust ldbiva ja vaadeldava tasandiga ristuva telje).
Roédplitkumine soltub pooluse valikust, péorlemine aga mitte. Jaiga keha tasapinnalist lii-
kumist iseloomustavad suurused on rdoplitkumise kiirus ja kivrendus ning imber pooluse
paorlemise nurkkiirus ja nurkkiirendus. Kuna pooluse valik on vaba, siis nimetatud nurk-
kvirus ja nurkkitrendus on litkumistasandiga ristuvad vabavektorid.
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1.5.2 Tasapinnaliselt litkuva keha punktide kiirused

Vaatleme tasapinnaliselt liikuvat keha. Liikugu koik vaadeldava keha punktid paralleelselt
xy tasandiga. Seega piisab kui uurime keha loikamisel xy tasanduga tekkinud kujundi
litkumist (joonis 1.14). Kasutame jargmisi tahistusi:

e 1y — paigalseisev teljestik;

e A ja B — vaadeldava kujundi suvalised punktid, kusjuures A on poolus ja p :/E ;

e 1'y — liikuv teljestik, mis liigub koos punktiga A jiddes paralleelseks teljestikuga
xy).

Joonis 1.14: Tasapinnaliselt liikuv kujund (vasakul). Punkti B kiirus pooluse A suhtes
(paremal).

Punkti B kohavektor rz = r4 + p (joonis 1.14) ja kiirus

VB:I"B: I"A + ﬁ . (145)
VA VBA

Vaadeldavas protsessis vektori p pikkus ei muutu, muutub vaid tema orientatsioon. Kui
vaatleja (silm) asuks punktis A, siis néieks ta , et punkt B liigub iimber tema modda ring-
joont. Seega poorleb vektor p iimber punkti A labiva kujutletava poorlemistelje. Lithidalt
oeldes, vektor p poorleb timber pooluse A. Kiirus p = v on seega punkti B kiirus
pooluse A suhtes (joonis 1.14) ning poorleva keha punkti kiiruse valemite pohjal

VA =w X p, UBA = wp. (1.46)

Siin p = |p| = )AB‘ ja w on nurkkiirus, millega keha poorleb timber pooluse A.

Kokkuvottes: Tasapinnaliselt litkuva keha mistahes punkti kitruse leidmiseks tuleb poo-
luseks valitud punkti kitrusele liita vaadeldava punkti kiirus pooluse suhtes, st.,

Vp =Va+Vpa. (1.47)
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Teoreem tasapinnaliselt liikuva keha punktide kiiruste projektsioonidest: 2
Tasapinnaliselt liikuva keha kahe punkti kiiruste projektsioonid neid punkte labival teljel
(sirgel) on vordsed.

Joonis 1.15: Teoreem tasapinnaliselt liikuva keha punktide kiiruste projektsioonidest.

Toestus: Teatavasti vg = v4 + vpa (joonis 1.15). Kuna vps L AB, siis vgae = 0 ja
vpe = Va¢ ehk v4 cosa = vp cos B.

Hetkeliseks kiiruste tsentriks nimetatakse sellist tasapinnalise kujundiga seotud
punkti, mille kiirus antud hetkel on null. Téhistatakse tavaliselt C\,.

Mg

Joonis 1.16: Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimine.

Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimine (joonis 1.16).

1. On vaja teada keha kahe punkti kiiruste sihte.

2. Tombame 1ibi nende kahe punkti ristsirged kiirusvektoritele. Uldjuhul pole saadud
sirged paralleelsed, vaid 16ikuvad punktis C,.

2Msrkus: Antud teoreemi nimetatakse tihti teoreemiks tasapinnaliselt liikuva keha punktide kiirus-
test. Oigem oleks siiski nimetada teda teoreemiks tasapinnaliselt liikuva keha punktide kiiruste projekt-
sioonidest.
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Néitame, selliselt leitud punkti kiirus on tdepoolest null. Tdestuseks oletame vas-
tuviiteliselt, et saadud punkti C, kiirus ve, # 0. Vaatleme sirget AC,. Punkti A kii-
ruse projektsioon sellel sirgel on null, sest vy L AC,. Vastavalt teoreemile tasapinnaliselt
liikkuva keha punktide kiiruste projektsioonidest peab ka punkti C), kiiruse projektsioon
vaadeldaval sirgel olema null. See on voimalik kahel juhul — kiirus on kas null v6i on
kiirusvektor risti vaadeldava sirgega. Kuna eeldasime ve, # 0, siis peab v, L AC,.
Niiiid vaatleme sirget BC,,. Eelnevaga analoogilise mottekédigu pohjal peab niiiid kiirus
ve, L BC,. Kuna aga vektor ei saa olla korraga risti kahe 16ikuva sirgega, siis oli tehtud
oletus véar. Seega peab punkti C, kiirus olema null.

Kui valida pooluseks hetkeline kiiruste tsenter, siis

4
VAo = Vg, +Vac, = Vac,,
~—~
0

§ VB = V¢, +VBeo, = Vie, (1.48)
~—
0
\
ja
VA UB
ACU—BOU—...—W (1.49)

Kokkuvottes: Tasapinnaliselt litkuva keha punktide kiiruste moodulid on wvordelised
nende punktide kaugustega hetkelisest kiiruste tsentrist. Vordeteguriks on nurkkiirus w.
Seetottu nimetatakse seda punkti ka hetkeliseks poorlemistsentriks.

Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimise erijuhud.

1. Keha veereb ilma libisemata moéoda litkumatut pinda (joonis 1.17). Kahe keha kok-
kupuutepunktis peavad libisemata veeremise korral olema neil vordsed kiirused.
Seega asub hetkeline kiiruste tsenter (kehaga seotud punkt, mille kiirus on null)
C, kehade kokkupuutepunktis.

Cw

Joonis 1.17: Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimise 1. erijuht.

2. Punktide A ja B kiirused on risti sirgega AB, kuid moodulilt ja/v6i suunalt eri-
nevad (va || vg L AB ja va # vp, joonis 1.18). Selliselt liigub silinder, mis asub
kahe paralleelselt liikuva tasandi vahel. Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimiseks
tuleb tommata kaks sirget: iiks ldbi punktide A ja B ning teine labi kiirusvektorite
1opppunktide. Nende kahe sirge 16ikepunkt ongi hetkeliseks kiiruste tsentriks C,.
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Joonis 1.18: Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimise 2. erijuht.

3. Tasapinnaliselt liikkuva keha kahel punktil on vordsed kiirused (va

| vs ja

v4 = vpg, joonis 1.19). Antud juhul on keha nurkkiirus null ja tegu on (het-
kelise) rooplitkumisega ning koik keha punktid liiguvad vordse kiirusega. Kuna
w = va/AC, = 0, siis eldakse ka, et hetkeline kiiruste tsenter asub kéesoleval

juhul lopmatuses.

Joonis 1.19: Hetkelise kiiruste tsentri konstrueerimise 3. erijuht.

1.5.3 Tasapinnaliselt litkuva keha punktide kiirendused

Léahtume valemist (1.47). Seega

ap=Vp= Vs + w Xpt+wXx g
K Xp P

«

ap VBA

Tahistame

t t

agy=a X p, apy=0aAB

Ui
n o _ n __, 2 _
apy = w X Vpy, aBA—wAB—E
At n o t 2 2

aga =ap, +akpy, aBA—\/(aBA) + (a4)" = Va2 +w'AB

ja saame

agp = ay +apy.

(1.50)

(1.51)

(1.52)
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Joonis 1.20: Punkti B kiirendus pooluse A suhtes.

Seega, tasapinnaliselt liikuva keha mistahes punkti kiirenduse leidmiseks tuleb pooluseks
valitud punkti kiirendusele liita vaadeldava punkti kiirendus pooluse suhtes (joonis 1.20).

Uldjuhul koosnevad kaik need kolm kiirendust kahest komponendist, st.

aly +ah =aly +a’y +alh, +ah,. (1.53)

Hetkeliseks kiirenduste tsentriks nimetatakse sellist tasapinnalise kujundiga seotud
punkti, mille kiirendus antud hetkel on null. Téhistatakse C, .

a-CaA

Joonis 1.21: Hetkelise kiirenduste tsentri konstrueerimine (vasakul). Hetkeline kiirenduste
tsenter ja punktide kiirendused (paremal).

Hetkelise kiirenduste tsentri konstrueerimine (joonis 1.21).

1. Teada peab olema «, w = |w| ja ithe punkti, niiteks A, kiirendus a,.
2. Moodame vektorist as nurkkiirendusega o méifiratud suunas nurga y: tan u = a/w?.

3. Moodame saadud nurga haarale 16igu AC, = as/vVa? + w?.
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Naitame, et ac, = 0. Selleks leiame ac, = a4 + ac, 4, st., lelame punkti C, kiirenduse
labi punkti A kui pooluse kiirenduse. Kiirendus a4 on teada, ac,4 aga mitte. Vastavalt
teostatud konstruktsioonile on moodul ac, 4 = va? + w*AC, = as. Kuna vektori ac, 4 ja
sirge AC, vaheline nurk on p = arctan o/w?, siis ac,4 = —ax ja ac, = 0.

Kui valida pooluseks hetkeline kiirenduste tsenter, siis

p
ay = ag, tasc, = aac,
~—~
0
ap = ac, —i—cha = apg, (154)
~—~

0

ja

ax o ap o o 5 1
Aca—BOa—...—\/oz +w (1.55)

Tasapinnaliselt litkuva keha punktide kitrenduste moodulid on vordelised nende punktide
kaugustega hetkelisest kiirenduste tsentrist. Vordeteguriks on suurus va? + w?* . Suva-
lise punkti kiirendus moodustab seda punkti hetkelise kiirenduste tsentriga iithendava
sirgloiguga nurga p (joonis 1.21):

tan p = a/w’. (1.56)

Mirkus: Hetkeline kuiruste tsenter ja hetkeline kitrenduste tsenter ei lange tldjuhul
kokku.

1.5.4 Kokkuvote

e Tasapinnaline liikumine kui réopliikumise ja poorlemise summa. Poolus.

Roopliikumise kiirus ja kiirendus — soltub pooluse valikust.
Umber pooluse poéorlemise nurkkiirus ja nurkkiirendus — vabavektorid.

Suvalise punkti kiiruse ja kiirenduse avaldamine pooluse 1dbi pooluse kiiruse
ja kiirenduse.

Hetkeline kiiruste tsenter. Hetkeline kiirenduste tsenter.

Ulesannete lahendamise puhul leitakse kiirusi tavaliselt hetkelise kiiruste tsentri abil
ja kiirendusi labi pooluse kiirenduse.
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1.6 Liitlitkumine

1.6.1 Liitliikumise moiste

Vaatleme liikumist, kus masspunkt voi keha liigub mingis taustsiisteemis, mis ise liigub
mingi paigalseisva taustsiisteemi suhtes. Néiteks inimene liigub rongis (liikkuv taustsiisteem
on seotud rongiga) ja rong ise liigub maapinna suhtes (litkumatu taustsiisteem on seotud
Maaga). Kui uuritakse liikumisi, mis mis toimuvad Maa suhtes, siis tavaliselt seotaksegi
nn. liikkumatu taustsiisteem Maaga (kuigi Maa ise liigub). Kui aga uuritakse néiteks pla-
neetide litkumist péikesesiisteemis, siis seotakse litkumatu taustsiisteem Paikesega (kuigi
ka péikesesiisteem liigub) jne.

Sellisel juhul:

e absoluutseks liikumiseks nimetatakse punkti (keha) liikumist litkumatu
taustsiisteemi suhtes;

e relatiivseks liikkumiseks nimetatakse punkti (keha) liikumist liikuva
taustsiisteemi suhtes;

e kaasaliikumiseks?® nimetatakse liikuva taustsiisteemiga muutumatult seotud punk-
tide liikumist litkumatu taustsiisteemi suhtes.

e Vastavalt eristatakse ka trajektoore — absoluutne, relatitvne ja kaasalitkumise tra-
jektoor.

1.6.2 Kiiruste liitmise teoreem

Joonis 1.22: Punkti P kohavektorid litkuvas ja litkumatus taustsiisteemis (vastavalt p ja
r ning litkuva taustsiisteemi alguspunkti O; kohavektor rg

Vaatleme punkti P, mis liigub liikuva taustsiisteemi O1£n( suhtes. Viimane liigub oma-
korda litkumatu taustsiisteemi Oxyz suhtes (joonis 1.22). Kasutame jargnevaid tahistusi:

e v — absoluutne kiirus (moodetakse Ozyz suhtes);

3Eesti keeles on samas tihenduses kasutusel ka termin iilekandeliikumine.
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e v, — relatiivne kiirus (moddetakse O1£n();
e v, — kaasaliikumise kiirus (moodetakse Oxyz suhtes).
Punkti P kohavektor r = rq + p, kus p = &i + nj + (k. Seega
r=ry+ &+ nj+ Ck, (1.57)
kust punkti P kiirus
v:f:...:(fo+§i+nj+d<>+<£i+7‘7j+ék). (1.58)

e Oletame, et relatiivne litkumine puudub ning ainukeseks liikumiseks on kaasaliiku-

mine. Seega koordinaadid &, n ja ¢ ei muutu (§ =7 = ¢ = 0) ja punkti kiirus
V=v,= <f0+§i+nj+Ck> . (1.59)

e Oletame, et kaasaliikumine puudub, st. liikkuv taustsiisteem on paigal. Seega 1y =
i = j = k = 0 ning punkti kiirus

v=v, = (si+ﬁj+¢k). (1.60)

Kokku saime kiiruste liitmise teoreemi: Absoluutne kiirus vordub relatiivse kiiruse ja
kaasaliikumise kiiruse geomeetrilise summaga,

V=v,+ V.. (1.61)

1.6.3 Kiirenduste liitmise teoreem

Lahtume kiiruse avaldisest (1.58):
P <i=0+§‘£+n}+cii) +2<5i+7’7j+4’“1’<) + <§i+ﬁj+ék). (1.62)

e Oletame, et relatiivne liikumine puudub ning ainukeseks litkumiseks on kaasaliiku-
mine. Seega koordinaadid &, n ja ¢ ei muutu (€ =7 = ¢ =£& =7 = ¢ = 0) ja punkti
kiirendus o

a=a, = (i + &+ nj + Ck) (1.63)

e Oletame, et kaasalilkumine puudub , st. litkkuv taustsiisteem on paigal. Seega ¥y =
i=j=k=1i=j=k =0 ning punkti kiirendus

a—a, = (&i+ijj+ (k). (1.64)

e Jirele jadnud liige saab esineda vaid juhul kui korraga esinevad nii relatiivne liiku-
mine kui kaasaliilkumine ja seda nimetatakse Coriolise kiirenduseks*

ac = 2 (éi +j + g‘k) . (1.65)

4Gaspard Gustave Coriolis [21.05.1792-19.04.1842], Prantsuse fiiiisik ja matemaatik, L’Ecole Polytec-
nique professor, Prantsuse TA liige (1836), ac — 1816.
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Arvestades, et i = w, X1, j = w, xjjak = w. xk (Vt. U. Lepik & L. Roots, Teoreetiline
mehaanika, 1k.156) saame

ac =2 [f(we 1)+ fw, x j) + C(we x k)] -

. . . : (1.66)
:2(% X Ei 4 we X Nj + we X Ck) — 2w, X (5i+ﬁj+§k> — 2w, X V.
N
i L)
e
Joonis 1.23: Coriolise kiirendus.
Kui w, ja v, vaheline nurk on 7 (joonis 1.23), siis moodul
ac = 2w, sin 7. (1.67)

Seega on Coriolise kiirendus ac = 0 kui w, = 0 voi v, = 0 voi w, || v,

Kokku olema saanud kiirenduste liitmise teoreemi: absoluutne kiirendus vordub rela-
tiivse kiirenduse, kaasalitkumise kiirenduse ja Coriolise kiirenduse geomeetrilise summaga,

a=a,+a.+ac. (1.68)

Joonis 1.24: Baeri-Babinet’ seadus.
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1.6.4 Kokkuvote

e Relatiivne liikumine, kaasaliikumine, absoluutne liikumine
e Kiiruste liitmise teoreem

e Kiirenduste liitmise teoreem

e Coriolise kiirendus

e Baeri-Babinet” seadus: Pdhjapoolkeral uhuvad lounast pdhja voolavad joed pare-
mat kallast rohkem kui vasakut. Taoline uhtmine toimub nn. Coriolise inertsjou @
toimel (joonis 1.24).
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1.7 Paralleelsete telgede iimber toimuvate
poOorlemiste liitmine
Vaatleme keha, mis poorleb timber telje ¢ (joonis 1.25). Telg ¢ poorleb omakorda timber

paigalseisva ja temaga paralleelse telje z. Kasutame paigalseisvat teljestikku zyz ja liiku-
vat teljestikku &nc.

Joonis 1.25: Paralleelsete telgede iimber toimuvate podrlemiste liitmine. Samasuunaliste
nurkkiiruste juht.

Keha relatiivseks liikumiseks on sel juhul liitkumine teljestiku £n¢ suhtes ja see toimub
relatiivse nurkkiirusega w, . Kaasaliikumiseks on teljestiku &n(¢ liikumine paigalseisva
teljestiku xyz suhtes. See toimub kaasalitkumise nurkkiirusega w.. Absoluutne liikumine
toimub nurkkiirusega w = w. + w, ja selleks on keha liitkumine paigalseisva teljestiku zyz
suhtes. Koik kolm nurkkiirust w, , w. ja w on omavahel paralleelsed ning relatiivse ja
kaasalitkumise nurkkiiruse liitmine toimub analoogiliselt paralleelsete joudude liitmisega.
Absoluutse nurkkiiruse mojusirge madrab dra hetkelise podrlemistelje.

Toestame eeldeldu. Nurkiiruse w, mojusirge ldbib punkti A ja w. mdojusirge punkti B.
Seega osaleb A vaid kaasaliikumises (sest asub relatiivse poorlemise teljel) ja B vaid
relatiivses litkumises (sest asub kaasapoorlemise teljel) ning kiirused

v = w,AB ja v = w,AB. (1.69)
Teisest kiiljest on ilmselge, et tegu on tasapinnalise liikumisega. Vaatleme kahte juhtu:

1) Olgu vaadeldavad poorlemised samasuunalised (joonis 1.25). Vastavalt tasapinnalise
lilkumise teooriale

VA vB VA + VB VA UB
p— p— g s — e T 1.
“=Ac, T BC,  AB _AB TaB ¢ (1.70)
Kasutades avaldisi (1.69) saab viimasele valemile anda kuju
Yo Ye _ W (1.71)

AB ~ AC, BC,
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2) Olgu vaadeldavad poorlemised vastassuunalised (joonis 1.26) ja w, > w.. Valem (1.70)

Joonis 1.26: Paralleelsete telgede iimber toimuvate poorlemiste liitmine. Vastassuunaliste
nurkkiiruste juht.

saab niiiid kuju
W= Wy — We (1.72)

(1.71) jadab aga kehtima. Kokkuvottes tuleb delda, et
W =W, + w,. (1.73)

Mélemal juhul on meil tegu (hetkelise) poorlemisega iimber hetkelise kiiruste tsentri. An-
tud kontekstis kasutatakse seetottu tihti ka termineid hetkeline poorlemistsenter ja het-
keline poorlemistelg.

g ) N
Jua m?

B A
Joonis 1.27: Podrlemispaar.

Poorlemispaariks nimetatakse erijuhtu, kus w, = —w, (joonis 1.27). Sel juhul on keha
litkkumiseks roopliikumine voi hetkeline roopliikumine. Naiteks jalgratta pedaali liitkumine
jalgratta raami suhtes.

Willise meetod

Willise meetodit kasutatakse tavaliselt iilesannete puhul, kus mingi véant voi raam kannab
omavahel hambuvaid hammasrattaid (joonis 1.28). Selliste iilesannetega tuleb tegelda
néiteks reduktorite arvutamise puhul.

Téahistame vénda I (absoluutse) nurkkiiruse wy, k-nda hammasratta absoluutse nurkkii-
ruse wy ja relatiivse nurkkiiruse vinda I suhtes wy;. Antud kontekstis moistetakse koiki
neid kolme nurkiirust kui mérgiga suurust, st., rangelt vottes on tegu vastavate nurkiirus-
vektorite projektsioondega iihele ja samale teljele. Kuna rataste teljed on vdnda suhtes
liikumatud, siis on relatiivsed nurkkiirused seotud jérgmiselt:

wir Ty . Wor r3
2 e 2= (1.74)
War 1 wsr ]
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Joonis 1.28: Willise meetod. Vélishambumine (vasakul) ja sischambumine (paremal).

Uleminekul 1. hammasrattalt 3. hammasrattale saame aga seose

Wiy Wwar T2 ( T3
War Wsar 1 T2
Kuna k-nda hammasratta absoluutne nurkkiirus
W = Wr + WET
siis iileminekul 1. hammasrattalt k-ndale
W1 —Wwr .
= (_1)mz7
WE — Wy

(1.75)

(1.76)

(1.77)

kus m on vilishambumiste arv® ja i iilekandearv. Ulekandearvu leidmisel voib raadiuste

asemel kasutada ka hammaste arvu.

Néited: 1) A.A. Jablonski jt., Teoreetilise mehaanika kursusetoode iilesannete kogu,

tilesanne K10; 2) E. Topnik, Kinemaatika iilesannetest.

5 e . oo e . .
°Vilishambumises olevad hammasrattad podrlevad vastas suundades, siseshambumises olevad aga sa-

mas suunas.
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1.8 Jiiga keha sfdiriline liikkumine

1.8.1 Sfaiarilise liikkumise olemus

Sfadriliseks liikumiseks nimetatakse jdiga keha sellist liikumist, mille puhul {iks ke-
haga muutumatult seotud punkt jadb liitkumatuks. Seda liikumatut punkti nimetatak-
se kinnispunktiks®. Seega liiguvad koik vaadeldava keha punktid mooda kontsentrilisi
sfadre.

Teoreem: Sfiariliselt litkuva keha asend on téielikult méaratud tema kahe punktiga,
mis ei asetse kinnispunktiga samal sirgel.

Joonis 1.29: Sfaariliselt liikuva keha asendi méaaramine.

Toestus: 1) Valime kaks meelevaldset punkti A ja B nii, et sirge AB ei ldbi kinnispunkti
O. Uhendame nad omavahel ja kinnispunktiga O — saame kolmnurga ABO. Kuna tegu
on jdiga kehaga, siis jadvad keha liikumisel A 4po kiiljepikkused konstantseks. 2) Vali-
me neljanda (meelevaldse) punkti C' ja tthendame ta kolmnurga ABO tippudega. Jaiga
keha definitsiooni pohjal on 1dikude CO, C'A ja C'B pikkused konstantsed. Jérelikult on
punkt C' ithendatud kolmnurgaga ABO muutumatult ning tema liikumine on téielikult
médratud selle kolmnurga litkumisega. Kuna vaadeldav kolmnurk on omakorda méaratud
punktidega A ja B, siis on teoreem toestaud.

Euleri-D’Alembert’i teoreem: Jiiga keha sfédrilisel liikumisel saab keha iga asendi-
muutust teostada iithe podrdega iimber telje, mis 14bib kinnispunkti.”

Toestus: 1) Moodustame kinnispunkti O iimber suvalise raadiusega sfaéri (joonis 1.30).
2) Valime sellel sfadril kaks meelevaldset punkti A ja B. 3) Liikugu need kaks punkti
ajavahemiku At jooksul uude asendisse A; ja B;. Teoreemi toestuseks on vaja néidata,
et kaare AB saab viia asendisse A;B; iihe pocrdega.

Uhendame omavahel punktid A ja A; ning B ja By suurringi kaartega. Téhistame nende
kaarte keskpunktid C' ja D ning tombame lidbi saadud punktide kaared, mis on vastavalt

6Siit tuleneb ka uuritava liikumise teine nimetus — jiiga keha liikumine kinnispunkti iimber.

1) Seda teoreemi nimetatavad méned autorid Euleri-D’Alembert’i teoreemiks, moned aga
D’Alembert’i teoreemiks. 2) Siin iiksnes késitletakse véimalust muuta keha asendit iithe poérdega. See
ei pruugi kokku langeda tegeliku litkumisega.
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Joonis 1.30: Sfadriliselt litkuva keha asendimuutuse teostamine ithe péordega.

risti kaartega AA; ja BB;. Loikugu saadud kaared punktis E. Konstruktsiooni pohjal
AFE = A1F ja BE = B FE. Kuna tegu on jiiga kehaga, siis kaarepikkused AB = A;B;.
Jérelikult on kolmnurgad ABE ja A,B;FE kongruentsed. Seega, et viia AABFE asendisse
A1 B E tuleb teda poorata nurga AEA; vorra iimber telje OF. Teoreem on toestatud,
sest sfadrilise litkumise puhul on keha litkumine téielikult méaratud tema kahe punkti
lilkumisega.

Kui vaadelda keha liikumist antud hetkel, tuleb uurida keha kahte lopmata ldhedast asen-
dit ja konstrueerida hetkeline poorlemistelg (kasutades eelneva teoreemi toestust).

Liikumise kaigus kujundab hetkeline poorlemistelg koonilise pinna mida nimetatakse ak-
soidiks.

1.8.2 Euleri nurgad

Sfaariliselt litkuva keha asendi médramiseks on otstarbekas kasutada nn. Euleri nurki
(joonis 1.31). Vaatleme paigalseisvat teljestikku zyz ja kehaga jdigalt seotud liikuvat
teljestikku £n¢. Molema teljestiku alguspunktid olgu kinnispunktis O.

Tasandite xy ja £n 1oikejoont O N nimetatakse s6lmjooneks. Positiivne suund s6lmjoonel
médratakse kruvireegliga: kui poorata parema kée kruvi z telje poolt ( telje poole vihimat
nurka mdooda, siis méadarab kruvi lilkumise suund sélmjoone positiivse suuna.

Teljestiku xyz viimine asendisse {n¢ on voimalik kolme jérjestikuse poorde abil:

1. Teljestiku xyz poore iimber z telje nurga v vorra. Niiiid iihtib = telg solmjoonega
ON.

2. Saadud asendist podrame zyz teljestikku timber s6lmjoone ON nurga 6 vorra. Niitid
ithtib z telg ¢ teljega.

3. Saadud asendist poorame xyz teljestikku timber ¢ telje nurga ¢ vorra. Sellega ongi
viidud teljestiku xyz uude asendisse £nC.

Nurki ¢, 8 ja ¢ nimetatakse Euleri nurkadeks ja nad kannavad nimetusi, mis on périt
astronoomiast:

e © — omapdoodrdenurk (¢ telg — omapdorlemistelg)
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|
y
Joonis 1.31: Euleri nurgad
e 1) — pretsessiooninurk® (z telg — pretsessioonitelg)
e 0/ — nutatsiooninurk® (ON - nutatsioonitelg)
Seoseid
Y =1(t),
0=10(t), (1.78)
P =(t)

nimetatakse jaiga keha sfdadrilise litkumise vorrandeiks.

1.8.3 Loikuvate telgede iimber toimuvate poorlemiste liitmine

Vaatleme jiika keha, mis poorleb antud hetkel nurkkiirusega w; iimber telje [; (joonis
1.32). Telg l; poorleb omakorda nurkkiirusega ws timber telje ly. Kui l; ja Iy pole paral-
leelsed ega kiivad, siis 16ikuvad nad mingis punktis O, mis on paigal molema pdorlemise
puhul. Jarelikult on meil tegu sfadrilise liitkumisega. Vaatleme keha suvalist punkti A, ko-
havektoriga r. Selle punkti lilkumine on liitliikumine, mis koosneb relatiivsest poérlemisest
iimber telje [y ja kaasalitkumisest iimber telje 5 — vastavad kiirused vi = w; X r ja
Vo = wy X . Absoluutne kiirus

V=V +Vy=w; XT+ws Xr=(w +ws) XTr. (1.79)

8Pretsessioon — (lad. praecessio — etteminek) omapoorlemistelje poorlemine iimber mingi teise, pai-
galoleva telje. Koonilist pinda, mille see telg ruumis kujundab, nimetatakse pretsessioonikoonuseks.

9Nutatsioon — (lad. nutare — vonkuma) poorleva ning pretsesseeriva keha posrlemistelje vonkumine
pretsessioonikoonuse suhtes.
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Joonis 1.32: Telgede [; ja [ toimuvate péorlemiste liitmine.

Tahistades
w=wi + wy (1.80)

saame
V=wXTr. (1.81)

Kokkuvottes, antud hetkel on absoluutseks liikumiseks podrlemine {imber nurkkiirusvek-
toriga w madratud hetkelise poorlemistelje.

Saadud tulemus on tildistatav ka juhule, kus keha votab osa n poorlemisest (iimber 16iku-
vate telgede):

w = iwi. (1.82)
i=1

1.8.4 Euleri kinemaatilised vorrandid

Eelmise punkti valemi (1.82) pohjal
w=1+0+p. (1.83)

Siin 1,b nimetatakse pretsessioonikiiruseks, 6 nutatsioonikiiruseks ja @
omapoorlemiskiiruseks. Viimase vektorvalemi projekteerimisel telgedele zyz voi
énC saadud skalaarseid vorrandeid

wy = ¢ sinfsin + 0 cos 1, wgzd}sinﬁsingoJr@.cosgo,
w, = —@sinfcosty + fsingy,  voi wy = sin B cos o — Osin @, (1.84)
w, = ¢cosl + 1 we =P cosh + ¢

nimetatakse Euleri kinemaatilisteks vorranditeks. Nurkiiruse moodul

w = \/wg—i—wg—i—wg = \/wg—i—w%—i—wg = \/¢2+¢2+92+2¢¢0086. (1.85)

1.8.5 Sfiariliselt litkuva keha punktide kiirused ja kiirendused

Vaatleme sfadriliselt liikuvat keha. Kui see keha poorleb antud hetkel nurkkiirusega w
iimber hetkelise podrlemistelje, siis tema suvalise punkti kiirus

V=wxXr, (1.86)
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kus r on vaadeldava punkti kohavektor ja w = 1,b + 0+ . Kiirusvektori projektsioonid
koordinaattelgedele zyz voi {n( saadakse ldhtudes vektorkorrutise definitsioonist

i j k i j K
V=wp wy w, | =|we w, we |- (1.87)
r oy =z & n ¢

Viimases determinandis on i',j ja k' telgede £n( suunalised baasivektorid. Arendades
determinente valemites (1.87) esimese rea jirgi saame leida kiiruse projektsioonid zyz ja
Enc telgedel (v, = wyz — w,y jne.).

Kui on teada vektorite w ja r moodulid ning nende vaheline nurk A, siis absoluutse kiiruse
moodul v = wrsin A.

Kiirenduse leidmisel lahtume valemist (1.86):
A=V=WXr+wXxr=axr+wxv, (1.88)

kus a = 'l,b + 6+ . Stadarilise litkumise puhul pole vektorid w ja « iildjuhul paralleelsed
ning vektorid w, ¢ ja r komplanaarsed.

Esimest liidetavat valemis (1.88) tahistatakse
a*=axr, a”=arsind=ah (1.89)
ja nimetatakse p6orlemiskiirenduseks, teist tdhistatakse
a“=wxv, a=wv=uwh (1.90)

ning nimetatakse aksipetaalkiirenduseks (joonis 1.33). Uldjuhul pole a® ja a omavahel
risti.

Joonis 1.33: Sfaariliselt lilkuva keha punkti A kiirenduse komponendid — aksipetaalkii-
rendus a* ja poorlemiskiirendus a“

Nurkkiirendus a iseloomustab antud juhul nii nurkkiirusvektori mooduli kui suuna muu-
tust (jaiga keha poorlemise puhul iildjuhul vaid mooduli muutust). Nurkkiirendusvektor a
on suunatud médda nurkkiirusvektori w hodograafil® puutujat. Kui konstantse mooduliga
vektor w poorleb nurkkiirusega €2, siis (analoogiliselt poorleva keha punkti kiirusega)

o= xw. (1.91)

"Hodograaf — joon mille moodustab fikseeritud alguspunktiga muutuva vektori 16pp-punkt.
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1.8.6 Kokkuvote

e Sfddriline litkumine. Kinnispunkt. Hetkeline poorlemistelg.

Euleri nurgad. Sélmjoon. Pretsessiooninurk, nutatsiooninurk, omapdordenurk, vas-
tavad teljed ja kiirused.

Loikuvate telgede iimber toimuvate poorlemiste liitmine.

Euleri kinemaatilised vorrandid.

Sfaariliselt lilkuva keha punktide kiirused ja kiirendused. Péorlemiskiirendus. Aksi-
petaalkiirendus.



1. Kinemaatika 35

1.9 Vaba jiiga keha litkumine

Vaatleme sidemetest vaba jédika keha, mis liigub temale mojuvate vilisjpudude toimel.
Valime suvalise, kuid selle kehaga jdigalt seotud punkti A pooluseks (joonis 1.34). Niitid

X

Joonis 1.34: Punkti B kohavektorid liikuvas ja liikumatus taustsiisteemis (vastavalt p ja
rp ning liikkuva taustsiisteemi alguspunkti A kohavektor r4

on vaadeldava keha asend méaratud pooluse A kolme koordinaadi ja kolme Euleri nurgaga:

( T = fl(t)a
ya = fat),
ZA = f3(t);
Ya = fat), (1.92)
04 = f5(t),
( PA — fG(t)'

Viimaseid seoseid nimetatakse vaba jdiga keha liikumise vorrandeiks.

Teoreem: Vaba jdiga keha liikumine on lahutatav roopliikumiseks koos vabalt valitud
poolusega ja poordeks iimber poolust libiva poorlemistelje’!.

Eelnev teoreem kiisitleb 16pliku ajavahemiku At jooksul toimunud vaba jdiga keha asen-
dimuutust. Kui vaatleme lopmata véikest ajavahemikku dt, siis saame eelnevale teoree-
mile jargneva kuju: vaba jdiga keha elementaarsiire koosneb réopsest elementaarsiirdest
koos vabalt valitud poolusega ja elementaarpoordest iimber seda poolust labiva hetkelise
poorlemistelje. Viimane on tuntud ka Euleri teoreemina.

Vaba jiiga keha kiirused ja kiirendused. Vaatleme keha suvalist punkti B koha-
vektoriga rp = ra + p (joonis 1.34). Selle punkti kiirus

VB:f‘B:...ZVA+VBA. (193)

U T5estust vaata U. Lepik & L. Roots, Teoreetiline mehaanika lk. 348.
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Siin

Vpa =w X p. (1.94)
on punkti B kiirus punkti A suhtes keha sfairilisel liikumisel iimber kinnispunkti A (tel-
jestiku &n¢ suhtes).

Punkti B kiirendus
agp=Vp=ay+ags=ay+agj,+aj,. (1.95)
Siin
af,=axpjaag,=wxXvpga (1.96)

on vastavalt poorlemis- ja aksipetaalkiirenduseks keha sfaérilisel litkumisel timber kinnis-
punkti A (teljestiku £n¢ suhtes).
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1.10 Ro6opliikumise ja péorlemise liitmine

Poodrelgu vaadeldav keha imber z telje nurkkiirusega w ja liikugu telg z omakorda kiiru-
sega v. Vaatleme kolme erijuhtu:

1. v 1 w.

Joonis 1.35: Roopliikumise ja poorlemise liitmine — juht v L w.

Antud juhul on summaarseks liikumiseks tasapinnaline litkumine. Hetkelise kiiruste
tsentri asend on méadratud avaldisega AC, = v/w ning voib delda, et keha poorleb
antud hetkel nurkkiirusega w timber hetkelise poorlemistelje (. Telgede z ja ¢ vahe-
line kaugus on AC,

2. v w.

Joonis 1.36: Rooplitkumise ja poorlemise liitmine — juht v || w

Sellist litkumist nimetatakse kinemaatiliseks kruviks ehk kruviliikumiseks. Kui
v ja w on samasuunalised on tegu parema kéde kruviga, kui aga vastassuunalised,
siis vasaku kée kruviga.
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Kui v = const. ja w = const., siis on punkti trajektooriks kruvijoon. Teepikkust h,
mille labib kruvi teljel olev punkt {ihe tédispoorde jooksul nimetatakse kruvisam-
muks — 5

p="Y (1.97)

w
sest iihe téispoorde sooritamseks kulunud aeg t* = 27 /w.

Suvalise punkti P kiiruse moodul
vp = V2 + wr? (1.98)
kus r on vaadeldava punkti kaugus poorlemisteljest. Kruvijoone kaldenurk

v = arctan % (1.99)

. v ja w moodustavad suvalise nurga.

Keha summaarne liikumine on wvaba jdiga keha litkumine, mida voib taandada ka
hetkeliseks kruviliikumiseks timber hetkelise kruvitelje.

1.11 Esimese peatiiki kokkuvote

Esimene peatiikk késitleb punkti ja jaiga keha kinemaatikat. Teisisonu, siin uurisime punk-
ti ja jdiga keha liikumise geomeetrilisi seaduspérasusi tundmata huvi lilkumise pohjuste
vastu.

Téhtsad moisted ja valemid:

punkti kohavektor r, kiirus(vektor) v ja kiirendus(vektor) a;

jaiga keha poordevektor ¢, nurkkiirus(vektor) w, nurkkiirendus(vektor) a;
Vv=rjaa=v=r;

Ww=@plao=w=g;

rooplitkumine, poorlemine, tasapinnaline liikumine, liitliikumine, sfaériline litkumi-
ne, vaba jiiga keha liikumine.



Peatiikk 2

Punktmasside ja jiaikade kehade
diinaamika ehk klassikaline
diinaamika

2.1 Punktmassi diinaamika pohiseadused

2.1.1 Pohimaoisted

Inerts! on kehade voime piisida paigalseisus voi iihtlases ja sirgjoonelises litkumises kuni
mingi joud seda olekut ei muuda. Keha inertsi méoduks on tema mass.

Punktmassiks nimetatakse materiaalset keha, mille mootmeid tema litkumise uurimisel
ei arvestata.

2.1.2 Newtoni seadused (diinaamika aksioomid)

I (Inertsiseadus):Punktmass on paigal voi jiatkab tihtlast ja sirgjoonelist liikumist kui
talle mojuvate joudude resultant on null.

See seadus annab meile kriteeriumi, et otsustada kas kehale on rakendatud joudusid voi
ei ole.

Jiareldus (teine sonastus):Punktmassi kiirendus erineb nullist vaid siis kui talle on
rakendatud mingi joud.

Taustsiisteeme, kus kehtib inertsiseadus nimetatakse inertsiaalseteks taustsiisteemideks.
Iga inertsiaalne taustsiisteem liigub teise inertsiaalse taustsiisteemi suhtes iihtlaselt ja
sirgjooneliselt voi on paigal.

IT (Diinaamika pohiseadus): Punktmassi kiirendus on talle majuva jouga samasuuna-
line ja vordeline (vordeteguriks on keha mass) —

ma=F. (2.1)

See seadus voimaldab juba vastata kiisimusele, kuidas kehale rakendatud joud mojutab
tema litkumist. Erijuhul sisaldab teine seadus esimese.

Ykr. inertia - tegevusetus, loidus

39
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III (Moju ja vastumoju seadus): Kaks punktmassi mojuvad teineteisele piki neid
ithendavat sirget vordvastupidise jouga.

Markused:

1. Newtoni seadused pole matemaatiliselt toestatavad vaid nad pohinevad katsetel. See
annabki aluse nimetada neid ka aksioomideks. Neile seadustele on iilesehitatud kogu
klassikaline mehaanika (vastandina relativistlik mehaanika).

2. Praktikas loetakse paigalseisvaks taustsiisteemiks tavaliselt Maaga seotud
taustsiisteemi. Kui sellest ei piisa, seotakse lilkumatu taustsiisteem Péikesega.

3. Liikumise kirjeldamiseks peab olema kokkulepe kuidas moodetakse aega. Newton:
”Seadused kehtivad absoluutses ajas, millel pole mitte midagi iihist mitte millegagi
véiljaspool teda ja mis kulgeb iihtlaselt.” Praktikas ldhtutakse aja mootmisel ikkagi
mingist konkreetsest nihtusest (Maa pddrlemine, isotoobi ?3Cs kiirguse periood).

4. Praktikas maaratakse keha mass kaalumise teel —

m= —. (2.2)

2.1.3 Joudude moju séltumatuse printsiip

Newtoni II seadus kiisitleb juhtu, kus punktmassile méjub vaid iiks joud. Uldisemal juhul
tuleb koos Newtoni II seadusega rakendada joudude mdéju séltumatuse printsiipi.

Joudude moju s6ltumatuse printsiip: Jou moju punktmassi liikumisele ei soltu sellest,
kas punktile on rakendatud peale tema veel teisi joude voi ei ole.

Rakendame dsjasonastatud printsiipi. Mojugu punktmassile n joudu Fy, ..., F,,, mis eraldi
mojudes annaksid vaadeldavale punktmassile vastavalt kiirendused ay, ..., a,. Newtoni II
seaduse pohjal ma; = F; ...ma, = F,,. Vastavalt joudude moju soltumatuse printsiibile

=1 =1

Tahistades . .
a=>) a ja F=) F, (2.4)
i=1 i=1

saame viimasele valemile anda kuju

ma=F voi ma= ZFZ (2.5)
i=1
Jiareldus (teine s6nastus): Kui punktmassile on rakendatud n joudu Fy,... F,, siis

voib vaadeldavad joud asendada nende resultandiga F. Kiirendus, mille keha omandab
resultandi F' mojul on vordne iiksikute joudude F; poolt pohjustatud kiirenduste geo-
meetrilise summaga a.
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2.2 Punktmassi diinaamika kaks pohiiilesannet

Léahtudes diinaamika pohiseadusest (Newtoni II seadusest) ja joudude mdju séltumatuse
printsiibist

ma= Y F; (2.6)
i=1
saab lahendada kahte punktmassi diinaamika pohiiilesannet:

1. On antud punktmassi liikkumisseadus. Leida millised punktmassile rakendatud joud
pohjustavad sellise litkumise!

2. On teada punktmassile mojuvad joud. Leida selle punktmassi liikumisseadus!

2.2.1 Punktmassi liikkumise diferentsiaalvorrandid
Newtoni II seadus on esitatud vektorkujul. Kui vastav vektorvorrand projekteerida koordi-
naattelgedele saadakse skalaarsed vorrandid, mis seovad kiirenduste ja joudude projekt-

sioone. Descartes’i ristkoordinaatide puhul nimetatakse tulemust punktmassi litkumise
diferentsiaalvorranditeks ristkoordinaatides, sageli ka diinaamika pohivorrandeiks.

( mi = Z-Fm»
mij =3 Fiy, (2.7)
mz = ZFZZ

Kui on teada punkti trajektoor, on maistlik kasutada loomulikke koordinaate. Niiiid ni-
metatakse tulemust punktmassi liikumise loomulikeks diferentsiaalvorranditeks.

( ms = Z Fi,
52 i

0:2@,.
\ 7

Jareldus: Punktmassile rakendatud joudude resultant paikneb alati trajektoori kool-
dumistasapinnas.
2.2.2 Esimene pohiiilesanne

Esimene pohiiilesanne on lahendatav véga lihtsalt ja nouab matemaatiliselt vaid diferent-
seerimist. Olgu antud punktmassi liikumisseadus

z = f1(t), y = f2(t), z = f3(t). (2.9)
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Tahistades F, = > Fip, F,, =Y Fyy, ja F, = > Fj, ja diferentseerides kaks korda aja jargi
saamegi otsitavad jou projektsioonid koordinaattelgedel.

2 2 d2
PR S S

_ 2.10
a2 de iy (2.10)

2.2.3 Teine pohiiilesanne ja punktmassi liikumise diferent-
siaalvorrandite integreerimine

Uldiselt tuleb siin lahendada kolmest teist jirku diferentsiaalvorrandist koosnev siisteem
ning seega vajame litkumisseaduse leidmiseks ka liikumise algandmeid, st., punkti asu-
kohta ja kiirust mingil ajahetkel ¢t = tq5 —

T =100, Y="Yo, £ =20 ja T =T = Vo, Y= Yo = Voy, 2= 20 = V. (2.11)

Uldjuhul voivad joudude projektsioonid soltuda punkti koordinaadist punkti kiirusest ja
ajast ning saadud diferentsiaalvorrandite siisteemi

mi = Fx<l‘,y,2,jﬁ,y,2,t),
my = F,(z,y, 2, %,9, 2,1), (2.12)

mz = F,(x,y,z,&,9,2,t).

lahendamine véib osutuda kiillaltki keerukaks. Vaatleme jargnevalt kolme tiiiipilist eri-
juhtu (piirdudes vaid projektsioonidega x teljel). Liikumise algandmed: alghetkel ¢ = ¢,
on punkti koordinaat z = z( ja tema kiirus & = .

1) Joudude projektsioonid séltuvad vaid ajast, st.
mi = f(t). (2.13)

Viimase avaldise puhul on tegu eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga, mida saab
kohe integreerida —

dz

mE:f(t) = m/ida’v:/tf(t)dt = mx'—mjcoz/tf(t)dt,

kust saab avaldada
T = p(t). (2.14)

Teisisonu, oleme saanud kiiruse muutumise seaduse (kiiruse soltuvana ajast). Integreerides

viimast . .
/ dx = / o(t)dt
xo to

x = (1) (2.15)

saame litkumisseaduse —

Erijuht: f(t) = const.
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2) Joudude projektsioonid séltuvad vaid punkti koordinaadist, st.
mi = f(x). (2.16)

Viimase vorrandi puhul pole tegu eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiga Kui

teha aga asendus
dz
T =1— 2.17
T=z, (2.17)

siis teiseneb (2.16) eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandiks, mida saab integreeri-

T e [ o w(5-5)- o

Tulemusena saame kiiruse muutumise seaduse kujul

i = (), (2.18)

st. kiiruse soltuvana koordinaadist. Integreerides veel iiks kord saame litkumisseaduse

kujul (2.15):
dv ode tdt — it
I - - A U]

Erijuht: f(z) = const.

3) Joudude projektsioonid séltuvad vaid vastavast punkti kiiruse projektsioo-
nist, st.

mi = (). (2.19)
Niiiid on voimalik kaks ldhenemisviisi — kas kasutada asendust (2.17) voi ei. Molemal
juhul on voimalik integreerida diferentsiaalvorrandit (2.19) Kui kasutada asendust (2.17),
siis saame kiiruse soltuvana koordinaadist kujul (2.18):

mxd—w—f() = mx:%:/x:da: =  I=p().

Integreerides viimast saame litkumisseaduse kujul (2.14):

d Y d t
Goew = [ = fa = a=v

()
Kui aga integreerida ilma asendust tegemata, saame kiiruse soltuvana ajast kujul (2.14):

dx—f() = miﬂ:%:/t:dt = = (t).

Teistkordselt integreerides on tulemuseks jillegi iikumisseaduse kujul (2.14):

/I:dx:/t:ga(t)dt = = =1().

Diferentsiaalvorrandite lahendamisele peab loomulikult eelnema nende koostamine, mis
peab toimuma joonise pohjal. Selleks tuleb punktmass (keha) kujutada koordinaatteljes-
tikus ja kanda joonisele koik talle mojuvad joud. Joud mérgitakse joonisele tapselt samuti
kui staatikas — 1) kantakse joonisele koik aktiivsed joud ning 2) vaadeldeldes keha ab-
soluutselt vabana, asendatakse sidemed vastavate reaktsioonidega. Kui {ilesande tekstis
pole sitestatud teisiti, siis selleks, et lahendamist lihtsustada kujutatakse punktmass (ke-
ha) tavaliselt seal, kus tema koordinaadid oleksid positiivsed ja eeldatakse tema kiirusele
suund, mille puhul > 0, y > 0 ja z > 0.



2. Punktmasside ja jdikade kehade diinaamika 44

2.2.4 Kokkuvote

e Diinaamika esimene ja teine pohiiilesanne.
e Punktmassi liikumise diferentsiaalvorrandite koostamise pohimotted.

e Punktmassi liitkumise diferentsiaalvorrandite integreerimisvotted.

2.3 Punktmassi relatiivse litkumise pohivorrand

Vaatleme punktmassi massiga m, mis liigub taustsiisteemis O1&n(. Taustsiisteem O1EnC
liigub omakorda paigalseisva taustsiisteemi Oxyz suhtes. Seega on punkti liitkumine liiku-
va taustsiisteemi O;&n( suhtes relatiivne liitkumine, litkuva taustsiisteemi O;&n( litkumine
paigalseisva taustsiisteemi Oxyz suhtes kaasalitkumine ja punkti lilkumine paigalseisva
taustsiisteemi Oxyz suhtes absoluutne liikumine. Eesmérgiks on tuletada punktmassi re-
latitvse liskumise pohivorrand, mille abil saab leida punktmassi relatiivse litkumise seaduse.
Léhtume Newtoni teisest seadusest

ma=>» F; (2.20)

Kui taustsiisteem O£n( on inertsiaalne taustsiisteem, st. tema kiirendus liitkumisel
taustsiisteemi Oxyz suhtes on null, siis on punkti kiirendus nii taustsiisteemis O1&n¢
kui taustsiisteemis Oxyz sama, st., punkti absoluutne ja relatiivne kiirendus langevad
kokku (a = a,). Kui taustsiisteem O£n(¢ pole aga inertsiaalne taustsiisteem, siis tuleb
punkti absoluutne kiirendus leida valemiga

a=a,+a.+ac. (2.21)

Téhistades ®, = —ma, ja ®¢ = —mag, saame punktmassi relatiivse liikumise
pohivorrandi

ma, =» Fi+ &, + c. (2.22)

Vektoriaalseid suurusi ®. ja ®c nimetatakse vastavalt kaasalitkumise ja Coriolise
inertsjoududeks ning nad on vastavate kiirendustega vastassuunalised.

Kui nii kaasaliikumise kui Coriolise kiirendused on nullid, siis ka vastavad inertsjoud on
nullid ja tegu on inertsiaalse taustsiisteemiga. Sel juhul siilitab Newtoni teine seadus
sama kuju moélemas taustsiisteemis. Kuna Newtoni teine seadus on pohildhtekohaks me-
haanika probleemide lahendamisel, siis jarelikult kulgevad koéik mehaanikalised ndhtused
inertsiaalsetes taustsiisteemides samal viisil. Seda tulemust nimetatakse klassikalise me-
haanika relatiivsusprintsiibiks. Jarelikult pole inertsiaalses taustsiisteemis oleval vaatlejal
mitte mingit voimalust selle taustsiisteemi litkumise kindlaksmé&dramiseks.

Kui relatiivne liikumine puudub, siis deldakse, et punktmass on relatiivses paigalseisus.
Relatiivse paigalseisu tingimuseks on

Y Fit+® =0. (2.23)
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2.4 Punktmasside mehaanikaline siisteem

Punktmasside mehaanikaliseks siisteemiks nimetatakse sellist iiksteist mojutavate
punktmasside kogumit, kus iga punktmassi liikumine soltub teiste punktmasside liikumi-
sest ja asukohast. Néiteks, péikesesiisteem on aga linnuparv pole késitletav punktmasside
mehaanikalise siisteemina. Ka vedelikke, gaase ja tahkeid kehi vaadeldakse punktmasside
mehaanikalise siisteemina. Liihiduse mottes jaetakse terminis punktmasside mehaanika-
line siisteem sona mehaanikaline tihti dra ja piirdutakse vaid terminiga punktmasside
stisteem.

Vilisjoud on joud, millega sellesse siisteemi mittekuuluvad kehad mojutavad vaadeldava
siisteemi punkte.

Sisejoud on joud, millega vaadeldavasse siisteemi kuuluvad punktmassid mojutavad
tiksteist.

Teoreem 1: Punktmasside siisteemi koigi sisejoudude summa on
null.

Toestus: Vaatleme kahte suvalist punktmasssi, mis kuuluvad an-
tud punktmasside siisteemi. Tdhistame nad i ja k. Vastavalt New-
toni I1I seadusele méjutavad need punktmassid teineteist vordvas-
tupidiste joududega F; = —F, jarelikult

Kuna (2.24) kehtib suvalise kahe punkti korral, siis

> Fa=0. qed (2.25)
ik

Teoreem 2: Punktmasside siisteemi koigi sisejoudude momentide summa mistahes punkti
suhtes on null.

Toestus: Vaatleme jéllegi kahte suvalist punktmasssi ¢ ja k, mis kuuluvad antud punkt-
masside siisteemi. Joudude Fy; ja F;;, momendid punkti O suhtes on Mo (Fy;) = r; X Fy;
ja Mo(Fi) = ri X Fy.. Nende summa

MO(sz) -+ MO(sz) =TI; X sz +re X sz = (I'k — I'l') XFik = O, (226)
F
— ik Tik

sest vektorid ry, ja Fy on kollineaarsed. Kuna avaldis (2.26) kehtib suvalise kahe punkti
puhul, siis

> Mo(Fi) =0. qed. (2.27)
ik

Punktmasside siisteemi mass
m=>y_m (2.28)
Punktmasside siisteemi masskese

Uz 3 T i Y i iz
J LT 2T DT DT (2.29)
m m m m

1 ¥e;
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2.5 Masskeskme litkkumise teoreem

Teoreem: Punktmasside siisteemi masskese liigub nagu punktmass, mille mass vordub
siisteemi kogumassiga ja millele on rakendatud koik sellele siisteemile mojuvad valisjoud:

mac = ZFz (2.30)

Toestus: Vaatleme n punktmassist koosnevat punktmasside siisteemi. Selle siisteemi
liikumine on ma#ratud vorrandisiisteemiga

mia; = Fy + @4,
(2.31)
mpdy = Fn + @nu

kus F; ja ®; on vastavalt i-ndale punktmassile méjuv véilisjoud ja sisejoud. Kuna
>, ®i =0, siis

Masskeskme definitsiooni pohjal ). m;r; = mr.. Diferentseerides viimast avaldist kaks
korda aja jérgi, saame ) . m;a; = mac, mille asendamisel valemisse (2.32) saame mass-
keskme litkumise teoreemi (2.30).

Seega on siisteemi masskeskme litkumine méadratud vaid vélisjoududega. Vektorvorran-
di (2.30) projekteerimisel Descartes’i ristkoordinaatidele x,y,z saame kolm skalaarset

vorrandit
mic =Y Fa, mijc=Y F, mic=) Fp. (2.33)

Kui vaadeldava siisteemi vélisjoudude summa on null, siis on ka tema masskeskme Kkii-
rendus null. Jarelikult, sel juhul on masskese kas paigal voi jatkab iihtlast ja sirgjoonelist
litkumist. Kui avaldistes (2.33) néiteks vaid . Fi, = 0, siis kehtib eeloeldu vaid z telje
sihilise lilkumise kohta, st., antud juhul £ = 0 ja 2 = const. Kui siisteem seisis alghetkel
paigal, siis 2 = 0. Seega antud juhul siisteemi masskeskme asukoht z telje sihis ei muu-
tu. Tdhistame i-nda punktmassi asukoha hetkedel ¢ ja t’ vastavalt x; ja ;. Masskeskme
definitsiooni pohjal

Z m;T; = Z mir, = Z m; (2 — x;) = 0, (2.34)

ehk
> miAz; =0, (2.35)

kus Ax; = z} —x; on i-nda punktmassi asukoha muut x telje sihis ajavahemiku At = ¢/ —¢
jooksul. Sama kehtib loomulikult ka y ja z telje kohta.
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2.6 Liikumishulga teoreem

Punktmassi liikumishulgaks ? nimetatakse vektoriaalset suurust, mis vordub punkti
massi ja kiiruse korrutisega (mv).

Punktmasside siisteemi liikumishulgaks nimetatakse siisteemi koigi punktide lii-
kumishulkade geomeetrilist summat —

Lahtudes masskeskme definitsioonist saab nédidata, et punktmasside siisteemi litkumishulk
vordub siisteemi massi ja masskeskme kiiruse korrutisega —

K =mve. (2.37)

Jou F' elementaarimpulsiks nimetatakse korrutist F'dt, kus dt on elementaarajava-
hemik.

Jou impulsiks 16plikus ajavahemikus [tg,t;] nimetatakse integraali

t1
J= / Fdt. (2.38)
to

Liikumishulga teoreemi diferentsiaalkuju: Punktmasside siisteemi liikumishulga
tuletis aja jéargi vordub siisteemile mojuvate vélisjoudude geomeetrilise summaga —

K=>F. (2.39)

Toestus jireldub otse masskeskme litkumise teoreemist (2.30), sest K = mve = mac.

Vektorvalemi (2.39) projektsioonid Descartes’i ristkoordinaatidel on

K, = ZFQC K, = ZFy K. = ZF (2.40)

Liikumishulga teoreemi integraalkuju: Punktmasside siisteemi liikumishulga muu-
tus teatud ajavahemikus At vordub samas ajavahemikus siisteemile mojuvate viélisjoudu-
de impulsside geomeetrilise summaga —

K —Ko=)» 7T, (2.41)

kus Ky on siisteemi algne liikumishulk, K; tema liikumishulk vaadeldava ajavahemiku At
16puks ja J; on i-ndale punktmassile ajavahemikus At mojuvate vilisjoudude impulss.

Liikumishulga teoreemi integraalkuju saadakse liikumishulga teoreemi diferentsiaalkuju
(2.39) integreerimse teel. Avaldise (2.41) projektsioonid z,y, z telgedel:

Kip— Koo =Y Jiwy Kiy— Koy = iy, Kio— Koz =Y Je: (2.42)

2Liikumishulk ja impulss on iihe ja sama fiiiisikalise suuruse erinevad nimetused.
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Jareldus (liikumishulga jadvuse seadus): Vilisjoududest vaba siisteem liigub muu-
tumatu litkumishulgaga.

Toepoolest, kui siisteemile ei méju vilisjoude, siis K=0 = K=const. = K, =K,.

Liikumishulga teoreemi voib vaadelda otsese tuletusena masskeskme litkumise teoreemist.
Need kaks teoreemi on vaid iihe ja sama seaduspérasuse kaks eri viljendust — kui me
oleme iihe dra kasutanud, ei anna teine enam midagi uut.

2.7 Keha massiinertsimomendid

Keha massiinertsimomendid koordinaatelgede x, 1y, z suhtes on defineeritud analoogiliselt
pinna inertsimomentidega. Niiiid aga vaatleme elementaarpinna dA asemel elementaar-
massi dm ning integreerime iile massi m. Néiteks massiinertsimoment z telje suhtes

]z:/ thm:/(x2+y2)dm, (2.43)
m dl. m

kus h on elementaarmassi dm kaugus z teljest ja dI, elementaarinertsimoment z telje
suhtes (vastava elementaarmassi inertsimoment z telje suhtes). Analoogne on ka pohjus,
miks massiinertsimomendid sisse tuuakse — inertsimomentide kasutamise 14bi lihtsustub
teatavat tiiiipi iilesannete lahendamine. Kéesolevas kursuses on nendeks teatavat tiitipi
iilesanneteks poorlemisega seotud iilesanded.

Joonis 2.1:

Hygens-Steineri teoreem: Keha inertsimoment mingi telje 2’ suhtes vordub summa-
ga, milles esimene liidetav on inertsimoment antud teljega paralleelse ja masskeset ldbiva
telje z suhtes ning teine liidetav vordub keha massi ja telgedevahelise kauguse ruudu

korrutisega —
L, = I, +md*. (2.44)
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Allpool on toodud moningate lihtkujundite massiinertsimomendid® mida on vajalik teada
iilesannete lahendamisel.

y? y Uhtlene peenike varras
I =Lm?
C y 12 ’
X 2 2 2
. ~ Iy,=112ml * —Z—ml = T ml
Yy

Uhtlane ristkiilikuline plaat

1L 2 1 2
L =7 mb, l=7ma’

| b
1
l ¢ %=Em(a2+b2).
- a
y .
Uhtlane peenike rdngas

/\ I ] 2 mr' ’

X 2
&j [C mr

Uhtlane 8huke ketas

71 .2
X 1 2
I =%mr?,

v ,~ o

llz Uhtlane risttahukas
I
4
- L~fm(s'+<),
i Choo. N R ,
| FAee Y ]y=12 m(c?+a?),
/// 4
I 77 m(a +b2)

3Joonised ja valemid pé#rinevad &ppemetoodilisest viljaandest <Teoreetilise mehaanika pohivaras,
koostanud E. Topnik, Tallinn, 1988. Inertsimomentide arvutamisnéiteid vt. U. Lepiku ja L. Rootsi 6pikust
(Ik. 200202 ja 276-287) ja E. Topniku broziiiiridest (lehekiiljed soltuvad ilmumisaastast).
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Uhtlane silinder

=] =1, 2,4 2
j; y 4 ™M +42mh,
-1 .2
]z*Qm'ﬂ'

2+im/12, I =mr?*.

Y 80
Y
Tl G T
' _tTh z_fo Mr
z Uhtlane kera
] =7 =22
]x—'Iy"Iz—'s mr
»‘ Yy Unhtlane sfdsriline pind
X
Keha inertsiraadius (z telje suhtes)
1
=12 9.45
=y = (2.45)

Seega, teades keha inertsiraadiust 7, ja massi m saame leida tema inertsimomendi valemist
— ani2
I, = mi? (2.46)

s.t. vaadeldava keha mass oleks kui jaotunud {ihtlasesse peenikesse rongasse raadiusega
1.
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2.8 Kineetilise momendi teoreem

2.8.1 Kineetiline moment

Punktmassi liikumishulga momendiks punkti O suhtes nimetatakse vektorkorrutist
Lo(mv) =r x mv, (2.47)

kus r on punktmassi kohavektor ja mv tema liikumishulk.

Lo(ws) 12

Joonis 2.2:

Seega on punktmassi liikumishulga momendi ja jou momendi definitsioonid analoogilised.
Jarelikult on analoogiline ka kogu teooria, mis radgib momendist telje suhtes ja momendi
projektsioonist teljele.

Punktmasside siisteemi kineetiline moment * mingi punkti O suhtes on vérdne
siisteemi koigi punktide liikumishulkade momentide geomeetrilise summaga —

LO = ZLO(mzvl) = Zri X m;Vv; (248)

i

(Loomulikult peavad koik momendid olema leitud iihe ja sama punkti O suhtes.)
Konigi teljed on koordinaatteljed, mis liiguvad réopselt koos siisteemi masskeskmega.

Ko6nigi 1. teoreem: Punktmasside siisteemi kineetiline moment punkti O suhtes lei-

takse valemiga
LO =rc X mvg + Le, (249)

4Nii punktmassi liilkumishulga momendi kui punktmasside siisteemi kineetilise momendi puhul kasu-
tatakse ka termineid impulsi moment v6i poérdeimpulss.
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kus esimene liidetav kujutab endast masskeskme liikumishulga momenti punkti O suhtes
(eeldades, et kogu siisteemi mass on koondatud masskeskmesse). Teine liidetav on aga
siisteemi kineetiline moment masskeskme suhtes ning tema leidmise puhul vaadeldakse
vaid siisteemi relatiivset liikumist Konigi telgede suhtes.

Ulesannete lahendamise puhul on tavaliselt vaja leida (jdiga) keha kineetilist momenti
mingi telje (néiteks z) suhtes. Tdpsemalt Geldes, leitakse sel juhul kineetilise momendi
projektsioon mingil teljel. Projektsiooni mérk madratakse loomulikult kruvireegli pohjal
(parema kée kruvi). Vaatleme kolme erijuhtu.

1. Rooplitkumine (joonis 2.3 a): L, = muw.h, kus v, on keha masskeskme kiirus ja h
litkumishulga momendi 6lg (vektori v mojusirge kaugus z teljest).

2. Poorlemine iimber keha masskeset ldbiva telje z (joonis 2.3 b): L, = Lw,.

3. Tasapinnaline liikumine (joonis 2.3 ¢): L, = L,(mv¢) + Icw,. Selle valemi puhul
on rakendatud Konigi 1. teoreemi. Seega L.(mve) on masskeskme litkumishulga
moment z telje suhtes ning /- on inertsimoment masskeset C' lidbiva ja z teljega pa-
ralleelse Konigi telje suhtes. I leidmisel vaadeldakse vaid keha relatiivset poorlemist
timber selle (masskeset C' labiva ja z teljega paralleelse) Konigi telje.

\
% X Ol W0 éef'?
2 n . s

Joonis 2.3:

2.8.2 Kineetilise momendi teoreem

Teoreem: ®° Punktmasside siisteemi kineetilise momendi tuletis aja jirgi vordub vaadel-
davale siisteemile rakendatud vilisjoudude peamomendiga —

Lo=> Mo(F,). (2.50)
(Molemad momendid peavad olema leitud iihe ja sama punkti suhtes.)

Toestus on analoogiline liikumishulga teoreemi toestusele, niiiid on vaid joudude ja
litkumishulkade asemel vastavad momendid.

®Vaadeldav teoreem esitatakse diferentsiaalkujul. Voimalik on aga esitada teda ka integraalkujul.
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Jareldus (kineetilise momendi jddvuse seadus): Vilisjoududest vaba siisteem lii-
gub muutumatu kineetilise momendiga.

Toepoolest, kui vilisjpudude peamoment on null, siis Lo = 0 ja L = const. Seega, kui
L = const. puhul muutub keha inertsimoment, siis peab vastavalt muutuma ka tema
nurkkiirus.

2.9 Jou too ja voimsus

Jou elementaartooks nimetatakse jou ja tema rakenduspunkti elementaarsiirde ska-

laarkorrutist:
dW =F -dr. (2.51)

Jou t66 tema rakenduspunkti loplikul siirdel punktist Py punkti P; esitatakse

Joonis 2.4:
joonintegraalina
Py Py
W = / F . dr = / (Fpdx + Fydy + F.dz). (2.52)
Py Py

Joupaari elementaartd6é  (poordel timber z telje)
dW = M.dyp, (2.53)

ja joupaari t606 loplikul poordel asendist g asendisse ¢

1
W = / M.de.. (2.54)
©0

Jou voimsuseks nimetatakse ajaiihikus tehtavat t6od, st., t66 muutmise kiirust —

dw  F-d
P=—=— “=F.-v ¢hk P =Fu,+ Fu, + Fu.. (2.55)

Joupaari voimsus
P=M.uw.. (2.56)
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2.10 Kineetilise energia teoreem

Markus: Vaadeldavat teoreemi nimetatakse ka kineetilise energia muutumise teoree-
miks voi lihtsalt energiateoreemiks.

2.10.1 Kineetiline energia ja kineetilise energia teoreem punkt-
massi jaoks

Vaatleme iihte punktmassi massiga m, millele moéjub joud F ja mis liigub asendist 7
asendisse Py, suvalisele hetkele vastab asend P. Léhtume jou elementaartéo avaldisest

P4
e e
F

Po

Joonis 2.5:

(2.51) ja Newtoni II seadusest (2.1):

2 2
dW:F-dr:mZ—:-dr:mdv-%:mv-dvv'v::vzmd<v—> :d<ﬂ).

Sulgudes olevat suurust
T=—— (2.57)

nimetatakse punktmassi kineetiliseks energiaks. Seega jou elementaartoc dW = dT'.
Viimasest vordusest tuletataksegi kineetilise energia teoreem.

Kineetilise energia teoreemi diferentsiaalkuju punktmassi jaoks: Kineetilise
energia tuletis aja jargi vordub vaadeldavale punktmassile moéjuva jou voimsusega —

T=P (2.58)

Kineetilise energia teoreemi integraalkuju punktmassi jaoks: Integreerides
avaldist dW = dT' Py-st P;-ni, saame

T —Ty =W, (2.59)

st., kineetilise energia muutus punktmassi iileminekul asendist F, asendisse P; vordub
talle rakendatud jou poolt tehtava tooga sellel liikumisel.

Seega t60d nagu saadakse selle arvelt, et kineetiline energia muutub, annab osa endast
ara.
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2.10.2 Kineetilise energia teoreem punktmasside siisteemi jaoks

Vaatleme punktmasside siisteemi my, ..., m,. Vastavad kohavektorid on ry,...,r,. Olgu
k-ndale punktmassile rakendatud sisejoud F ja vilisjoud F¢ ning tema kineetiline energia

Tnkvz

2

Ty = (2.60)

Kogu siisteemi kineetiline energia

n

n 2
T="1=) o (2.61)
k=1 k=1

Leides nii sise kui ka viélisjoudude elementaartood ning arvestades eelmise punkti tulemu-
si, saame leida kineetilise energia teoreemi diferentsiaal ja integraalkujud punktmasside
siisteemi jaoks.

Kineetilise energia teoreemi diferentsiaalkuju punktmasside siisteemi jaoks:
Kineetilise energia tuletis aja jérgi vordub koigile siisteemi punktidele rakendatud sise- ja
vilisjoudude voimsuste summaga —

T=> Pi+) P (2.62)
k=1 k=1

Kineetilise energia teoreemi integraalkuju punktmasside siisteemi jaoks: Ki-
neetilise energia muutus punktmasside siisteemi liikumisel iihest asendist teise vordub
siisteemi punktidele rakendatud sise- ja vilisjoudude toode summaga sellel liikumisel —

Ty -To=) Wi+ Wi (2.63)
k=1 k=1

Nagu niha, tuleb kineetilise energia teoreemi puhul sisejoud arvesse votta (masskeskme,
liilkumishulga ja kineetilise momendi teoreemi puhul ei tulnud). Ulesannete lahendami-
se puhul vaatleme siiski peaasjalikult juhte, kus sisejoud t66d ei tee, st. muutumatute
siisteemide juhtu.

Siisteemi nimetatakse muutumatuks kui siisteemi liikumisel tema sisejoudude ra-
kenduspunktide vahelised kaugused ei muutu. Saab nédidata, et muutumatu siisteemi puhul
on siisteemi sisejoudude t66 null.

2.10.3 Siisteemi kineetilise energia leidmine

Konigi 2. teoreem: Punktmasside siisteemi kineetiline energia vordub masskeskme
kineetilise energia (eeldades, et siisteemi mass on koondatud masskeskmesse) ja Konigi
telgede suhtes toimuva relatiivse liitkumise kineetilise energia summaga —

T=To+T.. (2.64)

Vaatleme kolme erinevat tiiiipi litkumist (vordle kineetilise momendi leidmise valemitega
lk. 52).
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1. Roopliikumine

T = 5 (2.65)
2. Poorlemine timber z telje
Lw?
3. Tasapinnaline liikumine
2 I 2
7="0 v (2.67)

2 2
Viimase avaldise puhul leitakse inertsimoment /- masskeset ldbiva ja z teljega pa-
ralleelse telje suhtes.

2.11 Potentsiaalne energia. Mehaanikalise energia
jdavuse seadus.

2.11.1 Potentsiaalne energia

Kui jou t66 tema rakenduspunkti litkumisel asendist F, asendisse P; ei soltu trajektoori

kujust, siis nimetatakse sellist joudu konservatiivseks jouks (potentsiaalseks jouks).

Niiteks gravitatsioonijoud ja elastsusjoud. Kinnise trajektoori puhul on konservatiivse jou
t60 null. Mittekonservatiivseid joude nimetatakse dissipatiivseteks joududeks. Néiteks

Po

Joonis 2.6:
hoordejoud.
Vaatleme konservatiivset joudu F, mille t66 tema rakenduspunkti 16plikul siirdel punktist
Py punkti P; on
Py P
W = F.-dr= / (Fpde + F,dy + F.dz) .
Py Py

Konservatiivse jou puhul ei soltu tema t66 integreerimisteest. Matemaatilisest analiiiisist
on teada, et joonintegraal ei soltu integreerimisteest siis ja ainult siis kui integraalialune
avaldis on mingi funktsiooni tdisdiferentsiaal. Seega voime sisse tuua funktsiooni V' (z, y, 2)
kujul

—dV(z,y,2) = Fydx + F,dy + F.dz. (2.68)
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Tingimust (2.68) téitvat funktsiooni V' nimetatakse potentsiaalseks energiaks. Miinus
mérk on siin sisse toodud kokkuleppe tottu. Potentsiaalse energia definitsiooni (2.68)
pohjal avalduvad konservatiivse jou projektsioonid kujul

ov ov ov

F,=——, F,=——, F,=——. 2.69
ox v dy 0z ( )
Konservatiivse jou t66 on aga leitav valemiga
Py
W:—/ vV = -V |3 =V, — V. (2.70)
Po

kus Vj on siisteemi algasendile ja V; siisteemi l6ppasendile vastav potentsiaalne energia.
Seega, konservatiivse jou t66 vordub siisteemi alg- ja loppasendile vastavate potentsiaal-
sete energiate (potentsiaalide) vahega. Potentsiaalne energia iseloomustab keha voimet
teha tood ja ta soltub keha asendist (jouviljas). Kui keha potentsiaalne energia suureneb,
siis avaldise (2.70) pohjal W < 0 ja vastupidi, kui keha potentsiaalne energia viheneb, siis
W > 0. Teisisonu, keha potentsiaalse energia suurendamiseks on vaja teha tood, kuid ke-
ha potentsiaalse energia vihenemise arvelt voib <saadas t66d. Kui valemis (2.68) poleks
sisse toodud miinus mérki, saaks avaldis (2.70) kuju W =V} — V4.

2.11.2 Mehaanikalise energia jiadvuse seadus

Olgu koik muutumatule mehaanikalisele siisteemile mojuvad joud konservatiivsed. Sellisel
juhul nende joudude t66 siisteemi liikumisel algasendist loppasendisse avaldub potent-
siaalide vahena Vj — V) ja kineetilise energia teoreemist saame, et

Tov+Ww=T1+W ehk T +V = const. (2.71)
Kineetilise ja potentsiaalse energia summat nimetatakse mehaanikaliseks energiaks ja

tahistatakse E.

Mehaanikalise energia jadvuse seadus: Punktmasside siisteemi litkumisel konser-
vatiivsete joudude mojul jaab tema mehaanikaline energia (kineetilise ja potentsiaalse
energia summa) konstantseks —

E=T+V = const. (2.72)

Punktmasside siisteeme, kus kehtib mehaanikalise energia jadvuse seadus nimetatakse
konservatiivseteks siisteemideks.
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2.12 Diinaamika iildteoremid — kokkuvote

Paragrahvides 2.4-2.11 késitleti diinaamika tildteoreeme (masskeskme liikumise teoreem,
litkumishulga teoreem, kineetilise momendi teoreem ja kineetilise energia teoreem) ning
nendega piirnevat.

Masskeskme litkumise teoreemi (§2.5) ja liikkumishulga teoreemi (§2.6) on mugav kasuta-
da roopliikumise uurimisel ning kineetilise momendi teoreemi (§2.8) poorlemise uurimisel.
Kineetilise energia teoreem (§2.10) on lihtsalt rakendatav suvalist tiitipi liikumiste uuri-
miseks.

Téhtsad moisted ja teoreemid:

e Punktmasside mehaanikaline siisteem, vilisjoud, sisejoud, teoreemid sisejoudude
summast ja sisejoudude momentide summast.

e Masskeskme liikumise teoreem.
e Liikumishulk, jou impulss, liikumishulga teoreem, liitkumishulga jadvuse seadus.
e Keha massiinertsimomendid, Hygens-Steineri teoreem.

e Punktmassi litkumishulga moment, punktmasside siisteemi kineetiline moment,
Konigi teljed, Konigi 1. teoreem, kineetilise momendi teoreem.

e Jou t60 ja voimsus, joupaari t60 ja voimsus, kineetiline energia, kineetilise energia
teoreem, Konigi 2. teoreem.

e Konservatiivsed joud, dissipatiivsed joud, potentsiaalne energia, mehaanikaline ener-
gia, mehaanikalise energia jadvuse seadus.
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2.13 Porge

2.13.1 Porketeooria pohimoisted ja hiipoteesid (lihtustused ja
aksioomid)

Seni oleme tegelenud litkumistega, kus lopmata véikestele ajavahemikele vastavad kiiruste
muudud on kas lopmata viikesed voi vordsed nulliga. Sellise lihenemisega ei saa aga
kirjeldada néiteks palli porget vastu seina voi porandat.

Porkeks ¢ nimetatakse nihtust, mille puhul keha punktide kiirused muutuvad viga
lithikese ajavahemiku jooksul lopliku suuruse vorra. Porke moiste on viga lai. Niiteks
piljardikuuli 166mine kiiga, piljardikuulide porkumine, raua sepistamine, vaiade rammi-
mine, Srapnelli I6hkemine jne. jne. Siia kuuluvad ka juhud kui liikuvale kehale pannakse
I6pmata lithikese ajavahemiku dt jooksul (st. praktiliselt hetkeliselt) peale tdiendavad si-
demed, voi vastupidi, vabastatakse ta monest olemasolevast sidemest. Néiteks rocpselt
litkkuva keha iiks punkt kinnitatakse voi matemaatilise pendli niit 16igatakse 1dbi.

)
L
. Amen :

il o

o) £)

Joonis 2.7:

Porkel ilmnevaid joude nimetatakse porkejoududeks. Niiteks palli porgatamisel ilmnev
survejoud (olemuselt elastsusjoud), mis muudab palli kiiruse praktiliselt hetkeliselt 16pliku
suuruse vorra.

Vaadeldavasse mehaanikalisse siisteemi kuuluvate kehade (punktmasside) omavahelisi
porkeid nimetatakse siseporgeteks.

Vaadeldavasse mehaanikalisse siisteemi mittekuuluva keha (punktmassi) porget vaadelda-
vasse siisteemi kuuluva kehaga (punktmassiga) nimetatakse vilisporkeks.

Porkejooneks nimetatakse kehade kokkupuutepunktis méératud iihist normaali, st. sir-
get, mis ldbib porkuvate kehade kokkupuutepunkti ja on risti nende iihise puutujatasan-
diga.

Kui porkuvad kehad liikusid enne porget mooda porkejoont, siis nimetatakse porget ot-
seporkeks, vastasel juhul aga kaldporkeks.

Kui porkejoon ldbib kehade masskeskmeid, siis nimetatakse porget tsentraalseks
porkeks.

Kuna porkejoud on tavaliselt viga suured (vorreldes teiste kehadele majuvate joududega,
niiteks keha kaaluga) ja porkekestus 7 on viga viike, siis on porkejou ja aja vahe-
lise soltuvuse tdpne médramine kiillaltki keerukas. Tavaliselt kasutatakse porketeoorias

SInglise keeles impact, collision. Eesti keeles kasutatakse teatud juhtudel ka terminit 166k.
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ligikaudset porkejou ja aja vahelist soltuvust (graafikut) ja arvestatakse porkejoudude
summaarset moju, st. porkeimpulssi (tdpsemalt Geldes porkejoudude impulssi):

S = / R (2.73)

See integraal, st. impulss S on 16plik suurus ka siis kui 7 — 0 ja F' — oo.

Joonis 2.8:

Matemaatilisest analiiiisist teame, et 16igul [t,¢ + 7| integreeruva funktsiooni F(¢) jaoks
saab leida nn. keskmise vaértuse

t+7
Fr = —/ F(t)dt. (2.74)
t
Avaldistest (2.73) ja (2.74) saame, et

Seega, teades porkeimpulssi ja porkekestust, saame méérata keskmise porkejou Fj. Kuna
porkejou maksimaalne vaartus Fi.. > 2F}), siis saab porkel ilmnevaid maksimaalseid
joudusid hinnata teades porkeimpulssi ja porkekestust —

25
P 2 (2.76)

Porketeooria kaks pohihiipoteesi. Kuna porkekestus 7 on viga viike, siis

(i) on véga viikesed ka porkuvate kehade masskesete siirded ajavahemiku 7 jooksul ja
neid ei pruugi arvestada ning kehad loetakse porke viltel liitkumatuks;

(ii) on viga viikesed ka teiste joudude (st. mitteporkejoudude) impulsid ajavahemiku
7 jooksul ning need loetakse porketeoorias vordseks nulliga.
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2.13.2 Elastne ja mitteelastne porge. Porketegur

Vaatleme vertikaalselt langeva kuulikese porget liikumatult horisontaalselt pinnalt. Enne
porget on kuulikesel kiirus v ja kineetiline energia T, = 0, 5mv?. Jagame porke kaheks
faasiks.

4 4 L&f
W

| oliloitsilt oty bt @ |
- ddoios ( £ @

Ay tercte fenagel  febeonil 2

Fipia R ¥ u
i L. :
£) c)
Joonis 2.9:

1. faas algab hetkel kui kuulike puudutab pinda ja lopeb kui tema kiirus saab vordseks
nulliga. Selle faasi kiigus toimub kuulikese ja pinna teatav deformeerumine (nii elastne kui
plastne). Faasi 16puks on osa kineetilisest energiast 7, muutunud elastse deformatsiooni
potentsiaalseks energiaks, osa aga kulunud plastseteks deformatsioonideks ja soojuseks.

2. faas algab vahetult peale 1. faasi 16ppu ning kestab kuni kuulikese ja pinna vaheline
kontakt kaob. Selle faasi kdigus muutub elastse deformatsiooni potentsiaalne energia taas
kineetiliseks energiaks ja faasi 16puks porkab kuulike tagasi kiirusega u. Vastav kineetiline
energia Ty = 0, 5mu? .

Kui Ty =T} , st. u = v, siis nimetatakse porget absoluutselt elastseks. See on loomuli-
kult abstraktsioon (alati muutub osa kineetilisest energiast plastseteks deformatsioonideks
ja soojuseks). Seega tegelikult alati Ty > T} ja jérelikult u < v. Kui 77 > 0, st. ka u > 0,
siis nimetatakse porget elastseks (monikord ka pooleldi elastseks). Kui 77 = 0, st. ka
u = 0, siis on tegu mitteelastse ehk plastse porkega.

Suhet

=" (2.77)

nimetatakse porketeguriks” (v ja wu tiihistavad siin kiiruse mooduleid enne ja pérast
porget). On selge, et 0 < e < 1. Porketeguri vadrtused soltuvad nii kehade materjalist,
geomeetriast kui algkiirusest. Kui v — 0, siis e — 1.

Porketeguri katseliseks méadramiseks tuleb keha lasta kukkuda korguselt h; ja modta
korgus hs, milleni ta peale porget touseb. Kineetilise energia teoreemist saame leida kii-

rused v = v/2ghy ja u = \/2ghy. Seega porketegur e = /hy/hy.

"Inglise keeles coefficient of restitution, eesti keeles ka taastumistegur
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2.13.3 Liikumishulga teoreem ja kineetilise momendi teoreem
porkel

Vaatleme punktmasside siisteemi m;(i = 1,...,n). Analoogselt eelnevate paragrahvi-

dega saab niidata, et siseporkejoud ei mojuta siisteemi masskeskme liikumist ega ki-

neetilise momendi muutust. Siisteemi punktidele méjuvad viélisjoud jaotame kaheks —

(viilis)porkejoud F; ja pidevalt mojuvad vilisjoud F;. Lihtume lilkumishulga teoreemi

diferentsiaalkujust K =Y. Ff 4+ > . F;, ning integreerime viimast iile porkekestuse 7 —

t+7 t+7
K|, — K|, = / Frdt + / F, dt.
S %)
1 0 N J/ N J/

=~0, sest 7—0 S;

Siin Ko = ), m;v; = mve ja Ky =) . m;u; = mue on siisteemi litkumishulgad enne ja
peale porget ning S; on vilisporkejoudude impulss.

Kokku olemegi saanud liikumishulga teoreemi porkel: siisteemi liikumishulga muutus
porkel vordub koigi siisteemile mojuvate vélisporke impulsside geomeetrilise summaga —

Z m;u; — Z m;v; = Z S; ehk m(ue — ve) = Z S.. (2.78)

Samalaadselt saab tuletada kineetilise momendi teoreemi porkel. Kuna porketeoorias on
kasulik opereerida joudude asemel porkeimpulssidega, siis esitame ka selle teoreemi integ-
raalkujul (algselt oli ta esitatud vaid diferentsiaalkujul).

Kineetilise momendi teoreem porkel: siisteemi kineetilise momendi muutus porkel
vordub koigi siisteemile mojuvate vélisporke impulsside momentide geomeetrilise summa-
ga —
Lol — Lol, = > 1 xS;. (2.79)
i

Vektor Lo esitab siin siisteemi kineetilist momenti punkti O suhtes ja avaldise parem
pool kujutab endast punkti O suhtes leitud valisporke impulsside momentide geomeetrilist
summat.

2.13.4 Kaldporge liikumatult pinnalt

Vaatleme kuulikese kaldporget liitkumatult pinnalt. Kuulikese kiirus enne porget on v ja
see moodustab porkejoonega (porkekohas tommatud pinnanormaaliga n) nurga «. Loe-
me kuulikese massi m, kiiruse v ja porketeguri e tuntud suurusteks. Seame eesmérgiks
méirata 1) kiirus u millega kuulike liigub peale porget; 2) nurk 4 mille moodustab vektor
u porkejoonega ja 3) porkeimpulss.

Lahtume porketeooria pohihiipoteesidest — seega ei arvesta me hoordejou moju ja eel-
dame, et nii porkejoud F kui porkeimpulss (porkejoudude impulss) S on suunatud piki
porkejoont. Seega saab kuulikese liikumishulgal K muutuda vaid normaalkomponent K,,.
Jarelikult jaab kiiruse projektsioon puutuja sihis konstantseks:

sin «

vy =u; ehk wvsina=wusinf ehk ¢_ane (2.80)
v sinf
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Joonis 2.10:

Muutuda saab vaid kiiruse projektsioon normaalil (porkejoonel). Seda muutust viljendab
porketegur, mis antud juhul avaldub kujul

o= |Un| _ weosh (2.81)
v, |  vcosa
Avaldiste (2.80) ja (2.81) pohjal saame
1
tan f = —tan a,
e
(2.82)

u =/ (usin $)2 4 (ucos 3)2 = vV/sin® o + €2 cos? o,

S =S, =mu, —muv, =...=m(l+e)vcosa.

Viimastes avaldistes tdhistavad S, v ja u vastavalt porkeimpulsi, porke eelse kiiruse ning
porke jargse kiiruse mooduleid.

2.13.5 Kahe keha tsentraalne porge
Tsentraalne otseporge

Vaatleme olukorda, kus kaks keha liiguvad vahetult enne porget kiirustega v; ja vy ning
vahetult peale porget kiirustega u; ja us, porkejoon labib porkuvate kehade masskeskmeid
ja kehad (tdpsemalt Geldes kehade masskeskmed) liiguvad enne porget méoda porkejoont.
Uhitame z telje porkejoonega. Elastse porke toimumise eelduseks on, et vy, > sy ja
Uz > Ulg-

Kahe keha tsentraalse otseporke puhul viljendab porketegur relatiivsete kiiruste suhet,

st.,
Uy — U2y U2z — Uty

(2.83)

e =

U1z — V2g Vig — V2

Vaatleme neid kahte keha iihe siisteemina. Seega on tegu siseporkega ja siisteemi liiku-
mishulk ei saa muutuda, st., K; = Ky, ehk

Klm = Kox ja Kly = KOy = 0. (284)

Teades kehade masse, kiirusi enne porget ja porketegurit, saab valemite (2.83) ja (2.84)
pohjal leida kehade kiirused peale porget.
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Joonis 2.11:

Tsentraalne kaldporge

Liikugu kehad vahetult enne porget kiirustega vy ja vy , mis moodustavad porkejoone-
ga nurgad oy ja as ning vahetult peale porget kiirustega u; ja us, mis moodustavad
porkejoonega nurgad (1 ja (5. Porkel votame arvesse vaid porkejoudusid. Kuna viimased
on porkejoone (n-telje) sihilised, siis kehade kiirustel saavad muutuda vaid porkejoone
sihilised komponendid. Puutujasihilised komponendid jadvad muutumatuks:

{ Uy = U1y ohk { uq sin 31 = vy sin oy (2.85)

Uop = Voy Us SIN By = Vg SIN (vg.

Seega on ka liikumishulga projektsioon puutujal K; = const..

Vaadeldes neid kahte keha iihtse siisteemina, on tegu siseporkega. Jarelikult peab siisteemi
liikumishulk K jadma muutumatuks. Kuna liikumishulga puutuja sihiline komponent ei
muutunud, siis ei saa muutuda ka tema porkejoone sihiline komponent K, ja porkejoone
sihis peab kehtima vordus

Ky, = Ky, ehk myvi, + move, = miuy, + motia,. (2.86)

Porketegur on antud juhul defineeritud 1dbi porkejoone sihiliste relatiivsete kiiruste moo-
dulite:

rel

Up,

rel
U,

|U1n - UQn’ ' ‘

Avaldiste (2.85)—(2.87) pohjal saab mé&édrata kehade kiirused vahetult peale porget,
u; ja us.

e =
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2.13.6 Kineetilise energia kadu tsentraalsel otseporkel

Vaatleme jallegi kahe keha tsentraalset otseporget. Kehade massid olgu m; ja ms. Liikugu
kehad vahetult enne porget kiirustega vy ja vy ning vahetult peale porget kiirustega uy
ja us. Kineetilise energia kadu avaldub kujul

1
AT =Ty-Ti =3 [ma (vf — uf) +ma (v —u3)] . (2.88)

Vaatleme jargnevalt iihte tdhtsat erijuhtu, mille puhul keha massiga mqy oli enne porget
paigal (naiteks vaiade rammimine, naelutamine, sepistamine jms.). Arvestades porketeguri
definitsiooni, litkumishulga jéivust porkel ning et vy = 0 ja Ty = m v?/2 saame valemist
(2.88)

ma

AT = (1 — 62) —(m1 )

T. (2.89)

Viimase avaldise pohjal on selge, et kui m; kasvab, siis AT kahaneb ja vastupidi, kui m,
kahaneb, siis AT kasvab. Vaiade rammimisel, néiteks, on vaja AT minimeerida, metalli
sepistamisel aga maksimeerida.

2.13.7 Kokkuvote
e Porge, siseporge, vélisporge, porkejoud.
e Porkejoon, otseporge, kaldporge, tsentraalne porge.
e Porkekestus, porkeimpulss.
e Porketeooria kaks pohihiipoteesi.
e Porketegur, elastne porge, mitteelastne porge.
e Liikumishulga teoreem porkel.

e Kinetilise momendi teoreem porkel.
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2.14 Teise peatiiki kokkuvote

Teine peatiikk késitleb punktmasside ja punkmasside siisteemide (kaasa arvatud jiikade
kehade) litkumist neile mojuvate joudude toimel. Kui uuritakse iithe punktmassi litkumist
siis saame otseselt rakendada Newtoni seadusi. Kui aga uuritakse punkmasside siisteemi
lilkumist, siis peavad Newtoni seadused kehtima iga punktmassi jaoks. Sel juhul on mu-
gav kasutada diinaamika {ildteoreeme, mis sisuliselt kujutavad endast Newtoni seadus-
te iildistust punktmassilt punktmasside siisteemile. Teisonu, kui punkmasside siisteemi
lilkumise uurimisel rakendadakse diinaamika iildteoreeme on tagatud noue, et Newtoni
seadused kehtivad iga uuritavasse siisteemi kuuluva punktmassi jaoks.

Téhtsad moisted, seadused ja teoreemid.
e Newtoni seadused.
e Diinaamika pohiiilesanded.
e Punkmasside mehaanikaline siisteem, sisejoud, vélisjoud.

e Liikumishulk, kineetiline moment, jou ja joupaari t60, jou ja joupaari voimsus, ki-
neetiline energia, potentsiaalne energia, massiinertsimomendid.

e Diinaamika {ildteoreemid: masskeskme liikumise teoreem, liikumishulga teoreem,
kineetilise momendi teoreem, kineetilise energia teoreem, mehaanikalise energia
jadvuse seadus.

e Porge: porketeooria pohimoisted ja hiipoteesid, elastne ja mitteelastne porge,porke-
tegur, liikkumishulga ja kineetilise momendi teoreemide rakendamine porkel.



Peatiikk 3

Analiiiitiline mehaanika

3.1 Sissejuhatus analiiiitilisse mehaanikasse

Peale Newtonit (1643-1727) kujunes mehaanikas vilja kaks arengusuunda — geomeetri-
line ja analiiiitiline. Geomeetrilise suuna rajajaks oli Newtoni kaasaegne Pierre Varignon
(1654-1722) ja peamiseks esindajaks Louis Poinsot (1777-1859). Neil oli suur osa staatika
16plikul, valjakujunemisel.

Analiiiitilise suuna viljakujunemiseks 16i eelduse Newtoni ja Leibnizi poolt kasutuse-
le voetud infinitesimaalarvutus!. Selle suuna varasemad esindajad olid Leonhard Euler
(1707-1783) ja Jean le Rond d’Alembert (1717-1783). Analiiiitilise suuna véljakujundaja
ja suurim esindaja oli Joseph Louis Lagrange? (1736-1813) ning iiks viljakaimatest edasi-
arendajatest William Rowan Hamilton (1805-1865). Tanapéeval kasutatakse diinaamika
probleemide lahendamiseks peamiselt analiiiitilisi meetodeid, mis rajanevad Lagrange’i ja
Hamiltoni poolt loodud teoorial.

3.2 Sidemed ehk seosed

Mehaanikalise siisteemi asendit ja litkumist piiravaid tingimusi nimetatakse sidemeteks.

Matemaatiliselt avalduvad sidemed vorrandite ja vorratustena.

e Vorrandi puhul on tegu kahepoolse ehk mittevabastatava sidemega (side ei
soltu jou suunast). Néiteks, matemaatiline pendel jdiga varda otsas (joonis 3.1):

12_"3/2:[2

e Vorratuse puhul aga iihepoolse ehk vabastatava sidemega (side soltub jou suu-
nast). Néiteks, matemaatiline pendel niidi otsas (joonis 3.1):

2?47 < [P

Peale eelmainitud jaotuse voib sidemeid klassifitseerida veel mitmete tunnuste jéargi:

Hnfinitesimaalarvutus (lad. infinitas "lopmatus’) — diferentsiaal- ja integraalarvutus

20ma peateose “Analiiiitiline mehaanika” (1788) eessdnas miirkis Lagrange uhkusega, et tema teoses
pole iihtegi joonist ega geomeetrilist konstruktsiooni ning mehaanika on muudetud matemaatilise analiiiisi
iitheks uueks haruks.

67
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#

G
Vaies

Joonis 3.1: Kahepoolne ehk mittevabastatav ja ithepoolne ehk vabastatav side.

1. Statsionaarsed ja mittestatsionaarsed sidemed. Mittestatsionaarsele sidemele
(joonis 3.2) vastav vorrand (vorratus) sisaldab aega ilmutatud kujul (V(z,y, z,t) =
0), statsionaarsele sidemele (joonis 3.1) vastav aga ei sisalda (U(z,y, z) = 0).

2. Kinemaatilised (diferentsiaalsed) ja geomeetrilised sidemed. Kinemaatili-
sele sidemele vastav vorrand (vorratus) sisaldab kiirusi (V(z,y, z, &,7, 2,t) = 0),
geomeetrilisele sidemele vastav aga ei sisalda(V(x,y, z,t) = 0).

3. Holonoomsed (ehk integreeruvad) ja mitteholonoomsed (ehk mitteinteg-
reeruvad) sidemed. Holonoomsele sidemele vastavat vorrandit voi vorratust on
integreerimise teel voimalik viia kujule, kus ei esine kiirusi. Teisisonu, holonoomsed
sidemed on geomeetrilised sidemed (neis ei esine kiirusi) ja integreeruvad kinemaa-
tilised sidemed.

v

Joonis 3.2: Mittestatsionaarne side.

Toodud sidemete jaotused pole iiksteist vilistavad (néiteks: ithepoolne geomeetriline mit-
testatsionaarne side).

Kiesoleva kursuse raames vaatleme edaspidi vaid holonoomseid sidemeid.?

$Mitteholonoomsete sidemete niidet vt. U. Lepiku ja L. Rootsi opikust (lk. 369-370), kus vaadel-
dakse kera veeremist mooda liikumatut tasapinda ning esitatakse kera ja tasapinna kokkupuutepunkti
koordinaadid 14bi Euleri kinemaatiliste vorrandite.
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3.3 Virtuaalsiirete printsiip

3.3.1 Virtuaalsiirde moiste

Punktmassi virtuaalsiirdeks? nimetatakse tema niisugust 16pmata viikest siiret, mis
on kooskolas antud hetkel eksisteerivate sidemetega. Antud hetk viitab siin ajaolule, et
side voib aja jooksul muutuda - meie loeme sidemed antud hetkel ”tardunuks”. Kui
punktmassi kohavaktor on r = (x,y,2), siis tema virtuaalsiiret tdhistatakse tavaliselt
or = (0x, 0y, 0z).

Punktmasside siisteemi virtuaalsiirde all moistame koigi tema punktide virtuaalsii-
rete kompleksi.

Néited: (i) Punktmass (keha) mingil pinnal.

(ii) Matemaatiline pendel.

(iii) Hooratas.

Vaatleme punktmasside siisteemi my, ..., m,. Vastavad kohavektorid on ry,...,r,. Selgi-
tame vélja millises vahekorras on punktmasside virtuaalsiirded Jr; tegelike siiretega dr;.

Olgu sellele siisteemile rakendatud k& holonoomset sidet
\Ifj(rl,...,rn,t):(), jzl,,k (31)

Seega on 3n virtuaalsiirde projektsiooni vahel k£ soltuvust ja suvaliselt on voimalik ette
anda vaid 3n — k virtuaalsiirde projektsiooni, iilejaanud k& on médratud seostega (3.1).
Arvu

l=3n—k (3.2)
nimetatakse siisteemi vabadusastmeks®.

Kuna virtuaalsiirded peavad olema kooskdlas antud hetkel eksisteerivate sidemetega, siis
peavad ka vektorid r; + dr; rahuldama sidemevorrandeid (3.1), kus aeg ¢ on séilitanud
oma endise véirtuse, st.,

U,(ry 4+ 0ry,...,r, +6r,,t) =0, j=1,... k. (3.3)

Arendame viimase vasaku poole Taylori ritta, séilitades vaid dr; suhtes 1. jarku véikesed
litkmed.

\Ifj(rl,...,rn,t)juzaar?(sri:o, j=1,... .k (3.4)
(3;1’)0 i=1 t
Saame
N7
ori=0, j=1,... k. .
;3%’ =0, (3.5)
ehk
~ (0, oV, oV,
Sx; + —2Loy; 162 ) = i=1,.... k. )
Z(E)xix—i_@yiy—i_ﬁzi z> 0, j e (3.6)

=1

4Kasutatakse ka nimetust virtuaalne nihutis.
Virtuaalne — 1) tegutsemisvoimeline; 2) voimalik kuid tegelikkuses mittetoimuv.
5Kasutatakse ka terminit vabadusastmete arv



3. Analiititiline mehaanika 70

Ka tegelikele siiretele vastavad vektorid r;+dr; peavad rahuldama sidemevorrandeid (3.1),
mille Taylori ritta arendus annab seekord

OV SN ¥ ,
9% gt Sgr, =0, j=1.... .k 3.7
ot +; ar, o J (3.7)

kus dt on ajavahemik mille jooksul tegelik siire toimub. Selle viltel voib ka side ise muu-
tuda.

Kui sidemed on statsionaarsed, siis %dt = 0 jarelikult langevad avaldised (3.5) ja (3.7)
kujult kokku. Seega teeme jirelduse: statsionaarsete sidemete puhul on tegelik siire fiks
wvirtuaalseist, mittestatsionaarsete sidemete puhul aga ei pruugi tegelik siire olla fikski
virtuaalseist.

Naited:

1. Liikuval tasapinnal asuva keha puhul on sidemed mittestatsionaarsed — keha liigub
koos sidet moodustava tasapinnaga (joonis 3.3). Lisaks voib ta ka litkuda vaadeldaval
tasapinnal. Vastavalt virtuaalsiirde definitsioonile loetakse side hetkel ¢ tardunuks.
Jarelikult koik asuvad virtuaalsiirded vaadeldaval tasapinnal. Kuna keha tegelik
liikumine on seotud sidet moodustava tasapinnaga, siis ei pruugi tegelik siire olla
tikski virtuaalseist (tegelik siire on iiks virtuaalseist vaid juhul kui tasand liigub risti
oma normaaliga.

2. Kui keha asub liikkumatul tasapinnal, siis on tegu statsionaarse sidemega ning nii
virtuaalsed kui tegelikud siirded jétavad keha sellele liikumatule tasapinnale — vas-
tavad vektorid asuvad vaadeldaval tasapinnal.

Joonis 3.3: Tegelik siire ja virtuaalsed siirded mittestatsionaarsete sidemete puhul.

3.3.2 Virtuaalsiirete printsiip
Jou virtuaaltooks nimetatakse skalaarkorrutist
W =F - or = F,ox + F,0y + F,0z = Fércos \. (3.8)

Joupaari virtuaaltoo
oW =M"-dp =M p,. (3.9)
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Ideaalseteks sidemeteks nimetatakse sidemeid, mille reaktsioonjoudude summaarne
t60 punktmasside siisteemi mistahes virtuaalsiirdel on null —

> R;-6r; =0. (3.10)
=1

Ideaalseteks sidemeteks on 1) toetus siledale (hoordevabale) pinnale, 2) jdik varras,
3) hoordevaba liigend ja 4) veeremine libisemata.

Jérgnevalt vaatleme statsionaarsete sidemetega siisteeme.

Virtuaalsiirete printsiip: punktmasside siisteem on antud asendis tasakaalus siis ja
ainult siis kui siisteemile rakendatud koéigi joudude virtuaaltéode summa siisteemi mista-
hes virtuaalsiirdel on null —

n

> (Fi+Ry)-or; = 0. (3.11)

=1

Viimases avaldises tahistab F; i-ndale punktmassile rakendatud aktiivset joudu ja R;
reaktsioonjoudu.

Toestus:

1) Tarvilikkus. Eeldame, et siisteem on tasakaalus ja vaidame, et sel juhul kehtib vordus
(3.11), st., siisteemile rakendatud koéigi joudude virtuaaltéode summa siisteemi mistahes
virtuaalsiirdel on null.

Kuna siisteem on tasakaalus, siis iga punkti puhul on talle rakendatud aktiivse jou ja
reaktsioonjou summa F; + R; = 0. Seega iga punkti puhul (F; + R;) - dr; = 0 ja vordus
(3.11) kehtib.

g.e.d.

2) Piisavuse toestamiseks eeldame vastuvaiteliselt, et tingimus (3.11) on tédidetud, kuid
siisteem pole tasakaalus.

Olgu néaiteks Fj + Ry # 0. Jarelikult hakkab see punkt liikuma ja tema tegelik siire dry
toimub jou Fj; + Ry suunas. Kuna siisteemile on rakendatud statsionaarsed sidemed, siis
voime valida drj = dry. Kui koik iilejdénud virtuaalsiirded ér; = 0, j # k, siis

n

> (Fi+Ry) - 0r; = (Fi + Ry) - o1 > 0, (3.12)

i=1

sest tegu on kahe samasuunalise vektori skalaarkorrutisega. See tulemus on vastuolus
véitega, et vordus (3.11) kehtib. Seega oli oletus, et siisteem pole tasakaalus vaar.

q.e.d.

Kui koik sidemed on ideaalsed, siis . | R; - dr; = 0 ja avaldis (3.11) saab kuju

> F;-or; =0. (3.13)
i=1
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Tavaliselt esitataksegi virtuaalsiirete printsiip kujul (3.13) ning arvestatakse mitteideaal-
sed sidemete reaktsioonid aktiivsete joudude F; hulka. Koordinaatkujul saame vorrandist
(3.13)

Z (Figbx; + Fiyoy; + Fiz0z;) =0 (3.14)
i=1

Viimane vorrand on tuntud ka kui staatika dldvorrand.

Virtuaalsiirete printsiibi rakendamine sidemereaktsioonide leidmiseks. Staa-
tika kursuses kasutati toerektsioonide leidmiseks tasakaalu tingimusi » . | F; = 0 ja
>or  Mo(F;) = 0. Uldjuhul pole aga nii voimalik leida iiksikuid reaktsioonjoude, vaid
tuleb lahendada n voérrandist koosnev n tundmatuga vorrandisiisteem. Virtuaalsiirete
printsiip, vastupidi, voimaldab iildjuhul leida reaktsioonjoude iikshaaval. Selleks tuleb
siisteem vabastada vaadeldavast sidemest, lugeda vastav reaktsioonjoud aktiivsete joudu-
de hulka ning rakendades virtuaalsiirete printsiipi méérata selle reaktsioonjou vaartus.

3.3.3 Kokkuvote

e Punktmassi virtuaalsiire, punktmasside siisteemi virtuaalsiire.

Siisteemi vabadusaste.

Tegelike ja virtuaalsete siirete vaheline seos.

Jou virtuaaltoo, joupaari virtuaaltoo.

Ideaalne side.

Virtuaalsiirete printsiip.

Virtuaalsiirete printsiibi rakendamine sidemereaktsioonide leidmiseks.
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3.4 D’Alembert’i printsiip

3.4.1 D’Alembert’i printsiip ithe punktmassi jaoks

Vaatleme punktmassi massiga m, millele on rakendatud joud F. Newtoni II seaduse jargi
on selle punktmassi kiirendus @ méaératud vorrandiga

ma=F, ehk F 4 (—ma)=0. (3.15)

Sulgudes olevat vektoriaalset suurust —ma voib késitleda jouna (tal on jou dimensioon).
Kui punktmassile oleks lisaks joule F rakendatud veel selline joud, siis oleks talle raken-
datud joudude resultant null ja jarelikult olek see punktmass tasakaalus.

Suurust

® = —ma (3.16)

nimetatakse mehaanikas inertsjouks. Seega, inertsjou moodul on vordne massi ja kiiren-
duse korrutisega ning suund vastupidine kiirenduse suunale. Arvestades inertsjou definit-
siooni (3.16) saame anda avaldisele (3.15) kuju

F+&=0. (3.17)

Viimane avaldis viljendabki d’Alembert’i® printsiipi iihe punktmassi jaoks: punkt-
massile tegelikult rakendatud joud on alati tasakaalus inertsjouga.

D’Alembert’i printsiip on formaalne mehaanika printsiip, st., ta ei ava uuritava niahtuse
uusi kiilgi. Sisuliselt kujutab vorrand (3.17) ikkagi Newtoni IT seadust. Antud juhul on
aga diinaamika iilesanne formaalselt asendatud staatika iilesandega. Seetottu nimetatak-
se antud meetodit ka kinetostaatikaks (formaalselt uurime niiiid liikumise asemel ta-
sakaalutingimusi). Olulist efekti annab vaadeldava printsiibi rakendamine punktmasside
stisteemi puhul (ithe punktmassi litkumise uurimisel d’Alembert’i printsiibi rakendamine
praktilist kasu ei anna).

D’Alembert’i printsiibi rakendamise puhul tuleb silmas pidada, et avaldises (3.17) esi-
nev inertsjoud ® on fiktitvne joud, mida tegelikult rakendatud pole. Tegelikult rakendatud
joudude” hulka kuuluvad aktiivsed joud ja reaktsioonjoud.

Niide: Vaatleme matmaatilist pendlit, mis koosneb raskest kehast ja kergest niidist (joo-
nis 3.4). Kehale rakendatud aktiivseks jouks on tema kaal P ja ainsaks reaktsioonjouks
niidi tomme T. Vastavalt definitsioonile on inertsjoud ® = —ma. Kuna vaadeldava ke-
ha kiirendus a = a,, + a;, siis saab ka inertsjou lahutada normaali ja puutuja sihilisteks
komponentideks, st. ® = &, + ®,. Normaalisihilist inertsjoudu ®, nimetatakse tihti
tsentrifugaaljouks.

6Jean Baptiste le Rond d’Alembert (16.11.1717 - 29.10.1783), prantsuse valgustusfilosoof ja matemaa-
tik. Andis koos D.Diderot’ga vilja esimest prantsuse entsiiklopeediat. Printsiip oma algkujul sisaldus
esmakordselt J.d’Alembert’i teoses " Traité de Dynamique”, 1743.

"Punktmassile v&i kehale tegelikult rakendatud joud jaotatakse aktiivseteks joududeks ja reakt-
sioonjoududeks (passiivsed joud). Reaktsioonjoud on joud, millega sidet (tuge) moodustav keha mojub
vaadeldavale punktmassile voi kehale. Koiki teisi tegelikult rakendatud joudusid nimetatakse aktiivseteks
joududeks.
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Joonis 3.4: Matemaatilisele pendlile mojuvad aktiivsed-, passiivsed- ja inertsjoud.

3.4.2 D’Alembert’i printsiip punktmasside siisteemi jaoks

Vaatleme n punktmassist koosnevat siisteemi. D’Alembert’i printsiibi pohjal on igale
siisteemi punktile tegelikult rakendatud joud tasakaalus selle punkti inertsjouga, st.,

Fl—i—q)Z:O, Z':l,...,n
{ (3.18)

¢i = —m;a;.

Viimases avaldises tdhistab ®; i-nda punktmassi inertsjoudu, m; tema massi, a; kiirendust
ning F; talle tegelikult rakendatud joudu. Selle pohjal sonastame d’Alembert’i print-
siibi punktmasside siisteemi jaoks: punktmasside siisteemile tegelikult rakendatud
joud ja inertsjoud moodustavad tasakaalus oleva jousiisteemi.

Staatika kursusest on teada, et jousiisteem on tasakaalus siis ja ainult siis kui tema pea-
vektor ja peamoment (suvalise punkti O suhtes) on vordsed nulliga. Antud juhul moodus-
tavad jousiisteemi tegelikult rakendatud joud F; koos inertsjoududega ®;. Seega peavad
tasakaalu puhul olema tédidetud tingimused

n

> (Fi+®;)=0
= (3.19)

n

Z Mo (F;) + Mo (®;)] =0

i=1

Projekteerides vektorvorrandid (3.19) koordinaattelgedele x,y, z on véimalik saada kuus
skalaarset tasakaaluvorrandit (mida saab kasutada konkreetsete iilesannete lahendami-
seks).

Jérgnevalt niitame, et vorrandid (3.19), ja (3.19), on sisuliselt samavddrsed vastavalt
litkumishulga teoreemiga ja kineetilise momendi teoreemiga.

Toestused: 1. Liikumishulga teoreemi pohjal K = Y27 F,;, kus K = Y7 m;v; on
siisteemi liikumishulk. Kuna

i=1 i=1 i=1 i=1

siis véljendab avaldis (3.19), lilkumishulga teoreemi.



3. Analiititiline mehaanika 75

2. Kineetilise momendi teoreemi pohjal Ly = Yo Mo (F;), kus Lo = Y Mo (m;v;)
on siisteemi kineetiline moment punkti O suhtes. Kuna

n

ZMO Zrl X B, = Zrz —m;a;) = %Z (r; X —m;v;) = Lo, (3.21)

i=1

siis ongi (3.19), samavéirne kineetilise momendi teoreemiga. Viimase avaldise tuletamise
juures on arvestatud, et

Vi a;

d ~= /=
% (I’i X —mivi) = r; X —m;V; —|—I'i X —m; V; =1T; X —M;aq;. (322)
——— ——

=0

g.e.d.

D’Alembert’i printsiibi rakendamise puhul on otstarbekas taandada siisteemi inertsjoud
inertsjoudude peavektoriks ja inertsjoudude peamomendiks

= 2”: ®, = —mag,
=1
Mg = i Mo (@
=1

Valemi (3.23), puhul on arvestatud, et ® = —K = —mac. Teatavasti jousiisteemi pea-
vektor ei soltu taandamistsentri valikust, peamoment aga soltub.

(3.23)

Vaatleme inertsjoudude taandamist erinevate litkumistiiiipide puhul (taandamistsentriks
on valitud siisteemi masskese).

i '\ “ 0 0
Me

@'61 & M¢
o) 4) ¢)

Joonis 3.5: Inertsjoudude taandamine.

4

1. Rooplitkumine (joonis 3.5 a)—

® = —mac, (3.24)
M2 = 0. '
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2. Poorlemine iimber kesktelje z (joonis 3.5 b)—

$ =0,
ME — O (3.25)

Siinjuures inertsjsudude peamomendi moodul Mg = ‘M%| = I%a, kus « on nurk-
kiirenduse moodul.

3. Tasapinnaline liikumine (joonis 3.5 ¢) —

{ ® = —mag,

3.26
M¢ = —I%a. (3.26)

Viimastes valemites on inertsjoudude peamomentide avaldiste leidmise juures arvestatud,
et ME = —L¢ ja Lo = ISw. Kuna jiikadel kehadel IS = const., siis Lo = [Cw = ICa.

3.4.3 Kokkuvote

e Inertsjoud.
e D’Alembert’i printsiip ithe punktmassi jaoks.
e D’Alembert’i printsiip punktmasside siisteemi jaoks.

e D’Alembert’i printsiibi seos litkumishulga teoreemiga ja kineetilise momendi teoree-
miga.

e Inertsjoudude peavaktori ja inertsjoudude peamomendi leidmine erinevate liiku-
mistiitipide puhul.
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3.5 Diinaamika iildvorrand

Selles paragrahvis seotakse omavahel d’Alembert’i printsiip ja virtuaalsiirete printsiip.
Vaatleme n punktmassist koosnevat siisteemi. D’Alembert’i printsiibi pohjal on igale
punktmassile mojuvad aktiivsed ja passiivsed joud tasakaalustatud inertsjoududega, st.,

Fl—f-Rl—f-(I)Z:O, i:17...,n,
@i:—miai.

Teisisonu, aktiivsed joud F;, reaktsioonjoud R; ja inertsjoud ®; moodustavad tasakaalus
oleva jousiisteemi. Virtuaalsiirete printsiibi pohjal on punktmasside siisteem antud asendis
tasakaalus siis ja ainult siis kui koigi tema punktidele rakendatud joudude virtuaaltoode
summa siisteemi mistahes virtuaalsiirdel on null. Antud juhul seega

n

> (Fi+Ri+®)-6r;=0.

=1

Kui sidemed on ideaalsed, siis saame anda viimasele vorrandile kuju

n

=1

ehk

i=1
Vorrandit (3.27) nimetataksegi diinaamika iildvorrandiks. Kuna vorrand (3.27)
ithendab endas d’Alembert’i printsiibi ja virtuaalsiirete printsiibi, siis on tulemuseks
diinaamika koige {iildisem vorrand, mis voimaldab lisaks koikvoimalikele diinaamika
iilesannetele lahendada ka koikvoimalikke staatika iilesandeid.

Kui aktiivsed joud F;, kiirendus a; ja virtuaalsiire dr; on avaldtud Descartes’i ristkoordi-
naatides, saame anda diinaamika iildvorrandile (3.27) kuju

i=1

Niiteid diinaamika iildvorrandi rakendamise kohta voib leida U. Lepiku ja L. Rootsi
teoreetilise mehaanika opikust, lk. 389-396.
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3.6 Uldistatud koordinaadid ja iildistatud jéud

3.6.1 Uldistatud koordinaadi moiste

Vaatleme n punktmassist koosnevat mehaanikalist siisteemi. Olgu siisteemile rakendatud
k holonoomset sidet

\Ifj(rl-,t):(), izl,...,n, ]:1,,]{7 (329)

Uldiselt on n punkti asukoha médramiseks kolmemdootmelises ruumis vaja teada 3n pa-
rameetrit. Kuna meil on siisteemile rakendatud k sidet, siis on séltumatute parameetrite
arv

I =3n—k. (3.30)

Ulejaénud k parameetrit on avaldatavad teiste kaudu. Jarelikult on siisteemi asend kirjel-
datav [ soltumatu parameetri abil. Seda arvu [ nimetatakse siisteemi vabadusastmeks®.
Teisisonu — siisteemi vabadusaste on siisteemi asendi kirjeldamiseks vajalike soltuma-
tute parameetrite arv.

Kui piirduda mingi konkreetse koordinaatsiisteemiga, néiteks Descartes’i ristkoordinaa-
tidega (DRK) voi silindriliste koordinaatidega (SK), siis voib osutuda végagi tiilikaks k
soltuva koordinaadi avaldamine [ soltumatu koordinaadi kaudu. Seetottu on otstarbekas
sisse tuua iildistatud koordinaadid

qi,---,q (331>

kus [ on siisteemi vabadusaste.

Uldistatud koordinaatideks® nimetatakse iiksteisest soltumatuid parameetreid, mis
midravad itheselt siisteemi asendi. Uldistatud koordinaatide arv vordub siisteemi vaba-
dusastmega. Fiitisikaliselt voib neil olla mistahes sisu (pikkus, nurk, pindala, trigonomeet-
riline funktsioon jne. jne.).

Suvalise punkti kohavektori saab niiiid avaldada iildistatud koordinaatide kaudu kujul
ri=ri(q,....,q,t), i=1,...,n (3.32)

Teisest kiiljest on kohavektorid endiselt avaldatavad mingis konkreetses koordinaadistikus
(néiteks DRK voi SK).

Uldistatud koordinaatide kasutamise pohieelis seisneb selles, et nendega koos pole vaja
kasutada sidemevorrandeid (3.29).

Niide: Vaatleme kahte punkti x,y tasapinnal (joonis 3.6). Nende asukoha kirjeldami-
seks vaadeldaval tasandil on vaja nelja koordinaati x1,y1, 22 ja yo. Olgu punktide vahe-
kaugus L fikseeritud. Seega on meil lisaks neljale koordinaadile sidemevérrand

(21 — 372)2 + (y1 — 92)2 = L%

Kuna siisteemi vabadusaste [ = 4 —1 = 3, siis on siisteemi asened iiheselt méaratud kolme
tildistatud koordinaadi (soltumatu parameetri) abil. Néiteks ¢; = x1, ¢2 = y1 ja q3 = a.

8Kasutatakse ka terminit vabadusastmete arv
9Mbnes 6pikus nimetatakse neid ka Lagrange’i koordinaatideks ja mones iildistatud Lagrange’i koor-
dinaatideks.
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L (e \Y42)

.._....."
(deﬁ‘n

-
X
Joonis 3.6: Uldistatud koordinaatide niide.

3.6.2 Uldistatud joud

Mb6jugu vaadeldava siisteemi punktidele joud F;, i =1,... n (aktiivsed joud koos mitte-
ideaalsete sidemereaktsioonidega). Anname siisteemile virtuaalsiirde dr; ja leiame vastava
virtuaaltoo

oW => Fior;. (3.33)
i=1
Avaldame selle iildistatud koordinaatides. Selleks tuleb avaldada virtuaalsiirded iilistatud
koordinaatide kaudu. Avaldise (3.32) pohjal

or; = gr’aq], i=1,....n (3.34)

Asendame saadud virtuaalsiirete avaldised (3.34) virtuaaltoo avaldisse (3.33), teisendame,
muudame summeerimisjéarjekorda ja saame

W=3E (Z ) ZZFGPZ —Z(ZFg_q>5q (3.35)

= =1 j=1
Téahistame
" Or;
Q=Y Fi—, j=1,...,1L 3.36
=2 Fig, (3.36)
Seega
!
oW =" Qg (3.37)
j=1

Uldistatud koordinaadile q; vastavaks iildistatud jouks (); nimetatakse variatsioo-
ni d¢; kordajat siisteemi virtuaaltoo avaldises (3.35). Teisisonu, iildistatud koordinaatidele
q; vastavateks iildistatud joududeks nimetatakse avaldisega (3.36) esitatud suurusi Q).

Uldistatud jou dimensioon on médratud iildistatud koordinaadi dimensiooniga, st.
tildistatud jou dimensioon tuleb valida nii, et [dim @] - [dim ¢;] = dim W. Néiteks kui
dim ¢; = m, siis dim @; = N, kuid dim ¢; = rad puhul dim ¢); = Nm.
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Naiide (iildistatud jou leidmine). Vaatleme neljast kehast koosnevat iihe vabadus-
astmega siisteemi (joonis 3.7). Kehade kaalud on P, ... P, ja raadiused ry ja 3. Uldistatud
koordinaadiks valime teise keha poordenurgal® | st., ¢ = ¢y. Andes siisteemile virtuaal-
siirde dqg = 0y iildistatud koordinaadi ¢ kasvamise suunas, saame virtuaaltoo avaldise
kujul

0par2

r
5W:—P159027‘2—|— (P3—|—P4):(P3—|—P4—2P1)§25g02

'
=Qypy

Vastavalt definitsioonile on iildistatud koordinaadile yy vastav iilditatud joud

.
Qu, = (Ps + Py — 2P,) 52

4

Joonis 3.7: Uldistatud joudude leidmine

3.6.3 Lagrange’i tasakaalutingimused

Virtuaalsiirete printsiibi pohjal on punktmasside siisteem antud asendis tasakaalus siis ja
ainult siis kui koigi tema punktidele rakendatud joudude virtuaaltoode summa siisteemi
mistahes virtuaalsiirdel on null. Uldistatud koordinaatide puhul tdhendab see, et

!
ZQ;‘&U = 0. (3.38)
j=1

Kuna iildistatud koordinaadid on iiksteisest séltumatud, siis saab nende muute vabalt
ette anda. Valime dg¢; # 0 ja dga = ...,0q = 0. Et kehtiks vordus (3.38) peab Q) = 0.
Kui korrata vaadeldavat protseduuri iilejaédnud iildistatud koordinaatide jaoks, siis saame,
et (3.38) kehtib suvalise virtuaalsiirde puhul kui

Qi=...=Q =0. (3.39)

See tulemus on tuntud kui Lagrange’i tasakaalutingimus: siisteem on antud asendis
tasakaalus parajasti siis kui koik antud asendile vastavad iildistatud joud vérduvad nulliga.

10Gee pole ainuvoimalik valik.
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3.6.4 Uldistatud joudude ja potentsiaalse energia vaheline seos

Alajaotuses 2.11.1 defineeriti potentsiaalne energia kujul —dV (z,y, z) = F,dx + F,dy +
F.dz, kus F on konservatiivne joud. Seega, kui on teada potentsiaalse energia avaldis, siis
jou projektsioonid

oV ov oV
F,=— F,=—, F,=——. 3.40
ox v dy 0z ( )
Vaatleme niiiid juhtu, kus koik siisteemi punktidele rakendatud joud on konservatiivsed,
st., siisteemi potentsiaalne energia V' = V/(ry,...,r,) . Seega avalduvad joud niiiid 14bi
potentsiaalse energia kujul (3.40) ehk vektorkujul
ov
F,=———. 3.41
o, (3.41)
Leiame osatuletise
v oV or (341) P or (3.42)

3_qj N i1 8I'i 6qj l@qj '

i=1
Avaldise (3.42) paremal poolel olev summa téhistab iildistatud joudu @), jéarelikult

ov

. j=1,...,L 3.43
dq; (3.43)

Q; =
Seega iildistatud joudude ja potentsiaalse energia vaheline seos on analoogiline

joudude ja potentsiaalse energia vahelise seosega DRK-s.

3.6.5 Kineetilise energia avaldamine iildistatud koordinaatide
kaudu

Siisteemi kineetiline energia

1 & A
T=: ; miv? = - ; mgt?. (3.44)

Statsionaarsete sidemete puhul on punktide kohavektorid avaldatavad iildistatud koor-
dinaatide kaudu seostega r; = r;(q1,...,q), kus el esine aega ilmutatud kujul. Seega
punktide kiirused

. or;

Suurusi ¢; nimetatakse tildistatud kiirusteks. Teisisonu, iildistatud kiiruseks nimeta-
takse iildistatud koordinaadi esimest tuletist aja jéirgi. Arvestades avaldist (3.45) saame
niitid kineetilise energia esitada kujul

] — l or; ’ ] — L or; Or;
T:_E . LG :_§ . § § Y60 4
2 2 [ 8%%] g £ [ dq; 0qkq]q'“] (3.46)

i=1 j=1

Tuues sisse tahistuse
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saame D
1 .
= 5 Z Z Ajkqjqk. (348)
Jj=1 k=1
Seega, statsionaarsete sidemete puhul on sisteemi kineetiline energia homogeenne ruut-

funktsioon'Viildistatud kiiruste suhtes.

Mittestatsionaarsete sidemete puhul avalduvad punktide kohavektorid iildistatud koor-
dinaatide kaudu seostega r; = r;(qy,...,q,t), kus vorreldes mittestatsionaarse juhuga
esineb ka aeg t ilmutatud kujul. Niiiid punktide kiirused

l

ja kineetiline energia

2
1 u 81‘7; : Ori .

2 o = g,
N, '(8“)12% | %N(l @q.>2 :
2|\ ot Ot <= 0g;"  \“= 9g¢; (3.50)
n n n ! 2
() S () e ()
— . : g )

Seega voib viimase avaldise esitada kujul
T = T0+T1 +T2, (351)

kus Tj ei sisalda iildistatud kiirusi, 7} on (esimese astme) homogeenne funktsioon ja T
homogeenne ruutfunktsioon ildistatud kiiruste ¢; suhtes.

Joonis 3.8: Siisteemi kineetilise energia avaldamine iildistatud koordinaatide abil.

Hf(\x) = Af(z) — homogeenne funktsioon, f(Ax) = A" f(z) — n astme homogeenne funktsioon
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Naiide (kineetilise energia avaldamine iildistatud koordinaatide abil). Vaatle-
me statsionaarsete sidemetega siisteemi, mis koosneb neljast kehast (joonis 3.8). Kehade
massid on my, . ..,m4 ja raadiused r; ja 7. Siisteemi vabadusaste [ = 2. Uldistatud koor-
dinaatideks valime esimese ja teise keha poordenurgad. Seega ¢1 = ¢1 ja ¢o = o ning
tildistatud kiirusteks ¢; = ¢1 = wy ja ¢ = @2 = wy on esimese ja teise keha nurkkiirused.
Siisteemi kineetiline energia

T_IAw% movy  Ipwi  mavi  myv?
2 2 2 2 2

Niiiid tuleb kehade nurkkiirused ja punktide kiirused avaldada 1abi iildistatud kiiruste ¢
ja g —
W1 =1, We =g, Up=P1T1, Vo = P1r1 — Palz,  Up = P1T1 + Pata.

Niiiid ongi voimalik anda kineetilise energia avaldisele kuju (3.48):

T =

IASb% m2(gb1r1)2 ]Béb% m3(@17”1—¢27‘2)2 m4(¢17“1+@27’2)2
2 2 + 2 + 2 + 2

(Ansb% + A + 2A12¢1¢2> .

o=+

3.6.6 Kokkuvote

e Mehaanikalise siisteemi vabadusaste

e Uldistatud koordinaadi mdiste

e Uldistatud jou maiste

e Lagrange tasakaalu tingimused

e Uldistatud joudude ja potentsiaalse energia vaheline seos

e Kineetilise energia avaldamine iildistatud koordinaatide kaudu — statsionaarsete ja
mittestatsionaarsete sidemete juht
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3.7 Lagrange’i teist liiki vorrandid

Vaatleme n punktmassist koosnevat mehaanikalist siisteemi millele on rakendatud k

holonoomset sidet U;(r;,t) = 0, ¢ = 1,...,n, j = 1,..., k. Siisteemi vabadusaste
[ = 3n — k. Siisteemi asendi kirjeldamiseks kasutame iildistatud koordinaate ning avalda-
me nende kaudu siisteemi punktide kohavektorid r; = r;(qq,. .., q,t) ja kiirused
!
(91"2- 8I'i
v, =1; = + —qj- 3.52
o £ by, @ (3:52)

Suurusi ¢; nimetatakse teatavasti ildistatud kiirusteks. Avaldame niiiid siisteemi kineeti-

lise energia
1 — S
T = 5 izgl m;v; = 5 i:E 1 m;r;. (353)

Diferentseerime viimast avaldist iildistatud koordinaatide g; ja iildistatud kiiruste ¢; jérgi:

T OF;
dq; ; 9q; (354
ja
T OF;
dq; ; 94, (3.55)
Avaldises (3.55) esinevad osatuletised méadratakse vordusest (3.52), seega
or; _ 0Or;
o (3.56)
8qj an

(otsitavad osatuletised O1;/0¢; vorduvad iildistatud kiiruste kordajatega avaldises (3.52))
ja avaldis (3.55) saab kuju

aT - 81'1'
u | 357

i=1

Diferentseerime viimast aja jargi.

AT T mirti—— | = mry ~—— + mir; — —— =
dt dq;  dt (Z 8q<> —~~ 0q; Z dt Oq;
J i=1 J 1=1 =F; J i=1 \ J,
Newtoni II seadus Muudame diferentseerimise jirjekorda
- m;r;, —.
= 04 o 0q;
e g

Kokku saame seega jirgmise diferentsiaalvorrandite siisteemi

dor or
S =@, =1L :
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Neid diferentsiaalvérrandeid nimetatakse Lagrange’i teist liiki vorrandeiks ja nende
arv vordub siisteemi vabadusastmega 12,

Lagrange’i teist liiki vorrandite koostamiseks tuleb valida iildistatud koordinaadid ja
médrata 14bi nende iildistatud joud ning siisteemi kineetiline energia. Kui siisteemile ra-
kendatud sidemed pole ideaalsed, siis tuleb iildistatud joudude médramisel arvesse votta
ka mitteideaalsed sidemereaktsioonid, st., mitteideaalsed sidemereaktsioonid tuleb lugeda
aktiivsete joudude hulka.

Saadud diferentsiaalvorrandite tiiiip soltub konkreetsest iilesandest. Koige lihtsamal juhul
on tulemuseks lineaarne vorrandisiisteem iildistatud kiirenduste ¢; suhtes. Keerukamatel
juhtudel aga on tegu diferentsiaalvorrandite siisteemiga, mis sisaldab nii iildistatud koor-
dinaate g;, kiirusi ¢; kui kiirendusi ¢;. Sellise siisteemi analiiiitiline lahendamine vo6ib
osutuda iipris keerukaks, kuid ka hoopistiikkis voimatuks. Sel juhul tuleb kasutada numb-
rilisi meetodeid. Igal juhul on aga lahendamiseks vaja teada liikumise algandmeid —
punktmasside algkoordinaate ja algkiirusi.

12Peale Lagrange’i teist liiki vorrandite on tuntud ka Lagrange’i esimest liiki vorrandid. Nende arv
on aga 3n + k, st., 2k vorra suurem kui Lagrange’i teist liiki vorrandite arv. Lagrange’i esimest liiki
vorrandite tuletamiseks kasutatakse diinaamika iildvorrandit, millega liidetakse Lagrange’i médramata
kordajate meetod. Siit saadakse 3n vorrandit. Kuna siin ei kasutata iildistatud koordinaate, siis tuleb
koos saadud 3n vorrandiga kasutada ka sidemevorrandeid, mida on k tiikki. Nii saadaksegi vorrandite
koguarvuks 3n + k.

Kuna Lagrange’i esimest liiki vorrandeid tavaliselt ei kasutata, siis nimetatakse Lagrange’i teist liiki
vorrandeid tihti lihtsalt Lagrange’i vorranditeks.
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3.8 Mehaanikalise suuruse variatsioon

3.8.1 Isokroonne variatsioon

Vaatleme punktmassi, mille liitkumisseadus on antud kujul
= x(t), (3.60)

st., punkti litkumisel saab muutuda vaid iiks tema kolmest koordinaadist. Antud juhul v6ib
ka Gelda, et punkti liitkumise vabadusaste on iiks. Litkumisseadust (3.60) diferentseerides
saame leida koordinaadi x diferentsiaali dr = @dt. Viimane iseloomustab kui palju muutub
punkti koordinaat x aja dt jooksul. Vaatleme niiiid olukorda, kus aeg t on fikseeritud, st.,
aeg el muutu, ja muutub hoopis litkumisseadus (3.60), saades kuju

" =x(t) +eg(t), (3.61)

kus € on lopmata viike konstant ja g¢(t) on iildiselt suvaline funktsioon ajast (joonis
3.9). Kehtib vaid noue, et korrutis £g(t) oleks samuti 16pmata véike. Seega saab punkti

Joonis 3.9: Isokroonne variatsioon.

koordinaat hetkel ¢ muudu
dr =z — x. (3.62)

Suurust dx nimetatakse koordinaadi x variatsiooniks, tdpsemalt Geldes isokroonseks va-
riatsiooniks!.

Koordinaadi z(t) isokroonne variatsioon dx on muut, mille koordinaat saab seetottu,
et muutub liikumisseaduse kuju.

Kui liikumisseaduse muutmine kujul (3.61) toimub kooskolas eksisteerivate sidemetega,
siis voib isokroonset variatsiooni tolgendada punkti virtuaalsiirdena ja vastupidi (vordle
virtuaalsiirde definitsiooniga).

Kui punkti koordinaat muutub suuruse dx vorra (sest muutus liitkumisseadus), siis
tildjuhul muutub ka tema kiirus, st., algne kiirus & muutub kiiruse variatsiooni 04 vorra.
Uus kiirus saadakse kui diferentseeritakse muutunud litkumisseadust (koordinaati) x+dz.
Seega muutunud kiirus

: . d . d
T+t = 7 (x+dz) =0+ aéx. (3.63)

IBKr. isos — sama, vordne; chronos — aeg. Isokroonsust tuleb siin méista kui fikseeritud ajal toimuvat.
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Jarelikult on kiiruse variatsioon vordne koordinaadi isokroonse variatsiooni tuletisega aja
jargi
04 d 0 (3.64)
T = —or. )
dt

Teisisonu, isokroonne varieerimine ja diferentseerimine aja jérgi on kommutatiivsed ope-
ratsioonid. Sama kehtib ka poordoperatsiooni, integreerimise, kohta:

/ Sxdt =6 / adt. (3.65)

Kui koordinaat x saab muudu dz, siis ka temast soltuv funktsioon f(x) saab muudu 6 f(x),
mida nimetatakse funktsiooni f variatsiooniks. Kuna variatsioon dx on lopmata viike,
siis saab funktsioon f variatsiooni leidmiseks kasutada tema tuletist ja avaldada

df(x) = f'(z)dx. (3.66)

Saadud eeskiri on analoogiline funktsiooni diferentsiaali leidmiseks kasutatava eeskirjaga.

Naide.

e j(sinx) (59 (cosx)dx = cosxix

o §(2?) B9 42360

[sokroonse variatsiooni sisus ei muutu mitte midagi kui punkti lilkumise vabadusaste on
suurem kui iiks (st. voivad muutuda ka teised kaks koordinaati) voi on tegu punktmassi-
de siisteemiga — niiiid on meil vaid iihe koordinaadi variatsiooni asemel vabadusastmega
vordne arv koordinaatide variatsioone. Valemid (3.64) ja (3.65) siilitavad oma kuju, kuid
mitme muutuja funktsiooni f(z1,y1, 21, ..., Tn, Yn, 2,) variatsioon leidmiseks tuleb kasu-
tada valemit

N 0 9,
df(z) = Z (6—9{51’1 + 8_;-5% + 8_55'21) (3.67)

i=1

kus dx;, d0y; ja dz; on koordinaatide variatsioonid.

3.8.2 Taisvariatsioon

Peale isokroonse variatsiooni on mehaanikas kasutusel ka taisvariatsioon.

Funktsiooni tiisvariatsioon on muut, mille funktsioon saab kui nii funktsiooni (funkt-
sionaalse soltuvuse) kuju kui ka tema argument muutuvad.

Vaatleme mingit funktsiooni
¥ = (t). (3.68)
Tema téaisvariatsioon A leitakse valemist

A = §ip + )AL, (3.69)

Esimene liidetav on siin funktsiooni 1) isokroonne variatsioon, teine aga argumendi muu-
dule At vastav funktsiooni muut.
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0y A S ,*('”'f 5’*

),
At

T
+£ £+t £
Joonis 3.10: Taisvariatsioon.

Leiame niiiid téisvariatsioon tuletise aja jérgi (3.69):
d (369) o - - dAt - dAt
—AyY =79 At+yp—— = A —_— 3.70
A wﬂﬂ Ho— Y+ (3.70)
A

Seega, erinevalt isokroonsest variatsioonist, pole aja jérgi diferentseerimine ja
taisvariatsiooni leidmine kommutatiivsed operatsioonid.

Sama kehtib ka integreerimise kohta'4:

A ( / wdt> _ / Adsdt + / wd(A) (3.71)

3.8.3 Kokkuvote

e Isokroonne variatsioon.
e Taisvariatsioon.

e [sokroonse variatsiooni ja téisvariatsiooni omadused.

4 Avaldise (3.69) pohjal A ([ wdt) =6 ([ vdt) + YAt
Teisest kiiljest, sama avaldise (3.69) pohjal
[ Agdt = [ dpdt + [pAtdt =6 ([ dt) + At — [d (At)
Integraal f&Atdt leitakse siin ositi integreerides (u = At = du = d(At) ja dv = Ydt = v = 1)).
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3.9 Hamiltoni printsiip

Vaatleme n punktmassist koosnevat mehaanikalist siisteemi. Olgu meil teada koigi punkti-
de asendid hetkedel j ja t;. Eesmérgiks on leida kuidas siisteem liigub hetkele ¢, vastavast
algasendist hetkele t; vastavasse 16ppasendisse. Siisteemi punktide liikumine ei saa tege-
likkuses toimuda suvalisi trajektoore pidi, vaid peab olema kooskolas neile rakendatud
sidemetega.

Kinemaatiliselt voimalikeks liikumisteks nimetatakse liikumisi, mida lubavad
siisteemile rakendatud sidemed.

Uldiselt on ka kinemaatiliselt voimalikke liikumisi viiga palju. Kinemaatilislt voimalike
lilkkumiste vahelised erinevused voivad ilmneda nii trajektoori kujus kui liikumisseaduses
(ka sama trajektoori pidi on voimalik liikuda erinava litkumisseadiuse jérgi).

Joonis 3.11: Kinemaatiliselt voimalikud litkumised.

Naide. Joonisel 3.11 on kujutatud neli erinevat trajektoori, mida méoda punkt saab lii-
kuda asendist A asendisse B. Kui vaadeldavale punktile rakendatud sidemed voimaldavad
lilkuda mooda neid trajektoore, siis on koigi nende trjektooride puhul tegu kinemaatiliselt
voimalike liitkumistega.

Tegelikkuses saab realiseeruda aga vaid iiks liikumine. Selle tegeliku liikumise méaramiseks
annabki kriteeriumi Hamiltoni printsiip, mille tuletamiseks ldhtume diinaamika iilldvorran-
dist

> (F; — myiy) or; = 0. (3.72)
i=1
Eeldame, et 1) liikumise aeg on antud, 2) liikkumise alg- ja 1oppasendid on fikseeritud.
Seega vordleme vaid litkumisi, mille trajektoorid algavad iihes ja lopevad teises fikseeritud
punktis ning mis toimuvad sama ajaga.

Kuna litkumise aeg on fikseeritud, siis voime vorrandis (3.72) esinevaid suurusi or; tolgen-
dada kui kohavektorite isokroonseid variatsioone (vt. joonis 3.12).

Asume niiiid teisendama vorrandit (3.72). Selleks leiame koigepealt tuletise

d
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4 / Emwfoebw
F o (vrardectifangd)
- 'ffzwj;.bl'm
Zo
Joonis 3.12: Hamiltoni printsiip.
Kasutades viimast, saame vorrandile (3.72) kuju
- d . .
i=1
Sulgavaldise viimane liige
| 2
ja seega
n d ‘ n

6T =" | 0T; on siin siisteemi kineetilise energia variatsioon. Korrutame viimast avaldist

diferentsiaaliga dt ja integreerime 16igul [tg, ¢;]:

t1 n t1 n t1
/ 5Tdt—Zmi/ d(l’“idri)—i—Z/ F;or;dt = 0.
to i=1 b , =171

. t1
:ri6r¢|t0:0

(3.77)

Avaldise (3.77) teine liige on null, sest siisteemi alg- ja 1oppasend on fikseeritud ning seega

or; = 0 nii ty kui ¢; puhul.

Kokku saame )

t1 n
/ <5T + Z Fiéri> dt =0,
to

i=1

ehk {ildistatud koordinaatide puhul

t1 l
to j=1

\

(3.78)

Tingimus (3.78) on tegeliku liikumise puhul alati tdidetud ja seda nimetatakse Hamil-
toni printsiibiks. Kuna vastupidises suunas minnes saame vorrandist (3.78) diinaamika

iildvorrandi, siis on meil tegu tarviliku ja piisava tingimusega.
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Seega, Hamiltoni printsiip (3.78) esitab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et eristada
tegelikku litkumist koigist kinemaatiliselt voimalikest liikumistest.

Kui meil on tegu vaid konservatiivsete joududega, siis

oV
ZQjéqJ -2 g = —6V (3.79)

kus V on siisteemi potentsiaalne energia. Arvestades isokroonse variatsiooni omadust
6 [ Fdt = [ §Fdt saab Hamiltoni printsiip niitid kuju

5 / T Vydi—o. (3.80)

Tuues sisse Lagrange’i funktsiooni ehk kineetilise potentsiaali
L=T-V (3.81)

saab Hamiltoni printsiibi esitada kujul

t1 t1
5/ Ldt:/ SLdt = 0. (3.82)
to to

Kui aga defineerida lisaks veel méjufunktsioon

t1
S = / Ldt (3.83)
to

saame anda avaldisele (3.82) kuju

5S = 0. (3.84)

Variatsioonarvutuses tdhendab viimane tingimus, et S omab statsionaarset vadrtust
(iildjuhul minimaalset).

Mirkused: (Vt. ka U. Lepik, L. Roots " Teoreetiline mehaanika”lk. 420-421.)

e Fnamikel juhtudel voetakse mehaanikas aluseks Newtoni seadused ja ehitatakse
neile iiles kogu teooria (joudes mingil ajal vilja nditeks Hamiltoni printsiibini).

e Hamiltoni printsiip on aga osutunud nii iildiseks, et tema pohjal on voimalik iiles
ehitada kogu mehaanika. Iseasi on aga sellise lahenemisviisi otstarbekus.

e Kuigi tegu on véga téhelepanuvéaérse printsiibiga, véaljendab ta vaid iiht looduses
kehtivatest seaduspéaradest ega osuta iileloomulike joudude eksisteerimisele.

Niide. Punktmass liigub raskusjou viljas ajavahemiku [0,¢;] jooksul punktist A =
(0,) punkti B = (b,0). Millist trajektoori pidi punkt liigub ja milline peab olema tema
algkiirus? Ohutakistust mitte arvestada.

Lahendus. Valime iildistatud koordinaatideks z ja y ning rakendame Hamiltoni printsiipi
§ [ Lt = 0.

ov

L=T-YV, T—Q(x +y) V:mgy<:>Py:—8—y

= —myg. (3.85)
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Seega

m t1 m t1
L= 5 (* + 9> —2g9y) ja 5/ Ldt = 5 / (203 + 290y — 2g0y) dt.  (3.86)
to

to

Leiame tuletised

c(lit (T0x) = Zdx + £dT  ja % (ydy) = yoy + ydy, (3.87)
kust p p
T = 7 (ox) — &dx ja @Yoy = pr (ydy) — yoy. (3.88)

Asendades saadud tulemused vorrandisse (3.86) saame

11 t1 t1 t1 t1 t1
(5/ Ldt =m / d(i’éx)—/ iéwdt+/ d(y'&y)—/ yéydt—/ goydt | =
to to to to to to

———
=0 =0

:—m/jl [Zox + (§+ g) oy dt =0
i (3.89)

Kuna vorrand (3.89) peab kehtima suvaliste 0z # 0 ja 0y # 0 puhul, siis peab & = 0 ja
i = —g. Seega avaldub liikumisseadus kujul
gt*

Viimane on iihtlasi ka trajektoori parameetriliseks vorrandiks. Otsitavad algkiirused aval-
duvad tingimustest = |,=bjay [;,= 0 —

. b gt? —2h (3.91)
Tg=— Jja — : -
0 tl J yO 2t1 10 t =2
ja trajektoori parameetrilised vorrandid g { =18
saavad kuju
ol t =1
b 1 —2h t? > >
v=—t y=h+I I N
t]_ Qtl 2 4t
(3.92)
Trajektoori ilmutatud vorrand )l
gti — 2h Qtl 2
- h — . 393 I I I I L
4 N 2b o2 (3.93) % 1 2 3 4 5 6

3.9.1 Kokkuvote

e Kinemaatiliselt voimalikud liikumised.
e Lagrange funktsioon ehk kineetiline potentsiaal, mojufunktsioon.

e Hamiltoni printsiip.
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3.10 Hamiltoni kanoonilised vorrandid

3.10.1 Uldistatud liikumishulk

Punktmassi liitkumishulk

K =mv (3.94)
ja tema projektsioonid DRK telgedele
K, =maxz,
K, =my, (3.95)
K, =mz.
Punktmassi kineetiline energia
2
T="- =2 @+ +2) (3.96)
On selge, et
(0T
o "
dr orT
o =V = K ehk 7 =K, (3.97)
orT
— =K,.
( 0z

Seega, valemite (3.97) pohjal saab Gelda, et kineetilise energia tuletis kiiruse jérgi on
vordne liikumishulgaga ning kineetilise energia osatuletis kiiruse projektsiooni jérgi on
vordne liikumishulga vastava projektsiooniga.

Kui vaatleme punktmasside siisteemi, mille vabadusaste on [, siis selle siisteemi asend on
méadratud iildistatud koordinaatidega ¢y, ..., ¢, ning kineetiline energia iildistatud kiirus-
tega q1,...,q.

Defineerime niitid valemite (3.97) eeskujul iildistatud liikumishulga kui kineetilise ene-
ria tuletise iildistatud kiiruse jargi —

oT
pi=—. 3.98
J aqj ( )
Kuna potentsiaalne energia ei soltu iildistatud kiirustest, siis
oL OT
—_— — - g p »7 3'99
dq; 04 (3.99)

kus L =T — V on Lagrange’i funktsioon.

Seega voib dldistatud litkumishulka defineerida ka kui tuletist Lagrange’i funktsioonist
tildistatud kiiruse jérgi (sisuliselt on ikka tegu kineetilise energia osatuletisega iildistatud
kiiruse jargi).
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3.10.2 Kanoonilised muutujad

Lagrange’i teist liiki vorrandite puhul kirjeldati siisteemi asendit ja liikumist {ildistatud
koordinaatide ¢; ja iildistatud kiiruste ¢; abil. Hamiltoni kanooniliste vorrandite puhul
aga kasutatakse iildistatud kiiruste asemel {ildistatud litkumishulki p;. Saab néidata, et
statsionaarsete sidemete puhul

Lol 11
=52 Awdyin = % > Bipip- (3.100)

j=1 k=1 j=1 k=1

l\')l»—l

Seega pole vahet, kas avaldada siisteemi kineetiline energia ldbi {ildistatud kiiruste voi
tildistatud liikumishulkade (igal juhul on tegu homogeense ruutfunktsiooniga). Suurusi ¢;
ja p; nimetatakse analiiiitilises mehaanikas kanoonilisteks muutujateks'®

3.10.3 Hamiltoni kanoonilised vorrandid

Vaatleme siisteemi, kus koik joud on konservatiivsed, st.,

ov

o=-Y -1 3.101
T 0g 00

Lagrange’i teist liiki vorrandid saavad sel juhul kuju

dor T 9V

A Y S T | 3.102
dtaC]j 8%‘ aq]‘ J ( )

Kasutades Lagrange’i funktsiooni L =T — V| saame viimasest
——— —— =0, j=1,...,L (3.103)
Veelgi enam, kui kasutada iildistatud liikumishulga definitsiooni (3.99), teisenevad Lag-

range’i teist liiki vorrandid (3.103) kujule

oL

N =1,....1 3.104
D; Ja, J=1..., ( )

Saadud teist jarku diferentsiaalvorrandite siisteem (3.103) voi (3.104) on taandatav esi-
mest jarku diferentsiaalvorrandite siisteemiks, kus on loomulikult kaks korda rohkem
vorrandeid.

Toome sisse Hamiltoni funktsiooni
!
H = ij%' - L, (3.105)
=1

kusjuures siin eeldatakse, et iildistatud kiirused ¢; on avaldatud l&bi ildistatud litkumis-
hulkade p; ja iildistatud koordinaatide g;. Teisisonu, Hamiltoni funktsiooni argumentideks

15Kanooniline — normiks voetu
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on iildistatud koordinaadid ja iildistatud liikumishulgad: H = H(g;,p;). Seetottu saame
Hamiltoni funktsiooni variatsioon esitada kujul

oH oH
0H = g ) —p,; | . 1
=1 <8qJ G Ip; pj) (3.106)

Teisest kiiljest on Lagrange’i funktsiooni argumentideks iildistatud koordinaadid ja
tildistatud kiirused: L = L(gj,q;). Jarelikult voime avaldada Hamiltoni funktsiooni va-
riatsioon kujul

l l

. . oL . .
0H = Z pjoq; + q;op; — 90 0g; — 8 Z (¢;0p; — Pj0;) - (3.107)
j=1 45, - qj/ j=1
P Pj

Kahe viimase avaldise pohjal

OH : ,
Z (aq 0q; + ) > (45005 — pidg;) (3.108)

J

Jj=1 Jj=1
Selleks, et vordus (3.108) kehtiks iga dp; ja d¢; korral, peab
. OH
95 = 75>
oD
p(;H =1, (3.109)
Dj=—%,
J aqj

Saadud diferentsiaalvorrandid ongi Hamiltoni kanoonilised vorrandid.

Vorreldes Lagrange’i teist liiki vorranditega on neid kiill kaks korda rohkem, kuid tegu
on esimest jarku diferentsiaalvorrandite siisteemiga kus tuletised on ilmutatud. Seetottu
on seda siisteemi lihtsam lahendada (tosi kiill keerukam koostada).

3.10.4 Hamiltoni funktsiooni fiiiisikaline sisu

Definitsiooni pohjal

oL 0T !
L= = H = g, — L. 3.110
Seega
!
oT
=1 U

Statsionaarsete sidemete puhul on kineetiline energia homogeenne ruutfunktsioon
tildistatud kiirustest (vt. valem (3.48)). Rakendame niitid Euleri teoreemi homogeense-
te funktsioonide kohta'® ning saame, et

or

——g; =2T. 3.112
— aqj J ( )

6Kui f(x) on n—astme homogeenne funktsioon, st. f(Ax) = A" f(x), siis #f'(x) = nf(x). Niiteks
homogeense kuupfunktsiooni f(x) = 2 puhul zf’(z) = z - 322 = 3f(z)
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Seega
H=2T-T+V=T+V. (3.113)

Seega statsionaarsete sidemete puhul kujutab Hamiltoni funktsioon endast vaadeldava
siisteemi mehaanikalist energiat, mis on avaldatud fildistatud koordinaatide ja iildistatud
linkumishulkade kaudu.

3.10.5 Naited

Naide 1. Punktmass massiga m liigub raskusjou véljas. Koostada tema jaoks Hamiltoni
funktsioon.

Lahendus. Uldistatud koordinaatideks sobivad antud juhul Descartes’i ristkoordinaadid.

Uldjuhul Hamiltoni funktsioon H = Zézlqu'j — L ja statsionaarsete sidemete puhul
H=T+V.

Punktmassi kineetiline energia T' = 0, 5mv? = 0, 5m/(i? + % + 2?) ja potentsiaalne energia
V' = mgz (nullnivoo: z = 0).

Leiame iildistatud liikumishulgad

ja avaldame iildistatud kiirused iildistatud liikumishulkade kaudu —
g=Pz 5B _P (3.115)
m m m
Seega
po W)y WA (3.116)

2m

2m

Naiaide 2. Horisontaalne ketas saab poorelda timber tema keskpunkti labiva vertikaalse
telje z (inertsimoment I, = I). Ketta diameetril olevas kanalis liigub kuulike, millele méjub
vedru elastsusjoud. Kuulikese mass on m ja vedru deformeerumata oleku puhul asub ta
ketta tsentris. Vedru jiikus on k Leida selle siisteemi litkumist kirjeldavad Hamiltoni
kanoonilised vorrandid.

Lahendus. Valime iildistatud koordinaatideks polaarkoordinaadid r ja ¢.
Kuna sidemed on statsionaarsed siis Hamiltoni funktsioon H =7+ V.
Elastsusjou projektsioon F, = —kr ja vastav potentsiaalne energia V = kr?/2.

Siisteemi kineetiline energia T = 0,5 (Ip? + mv?), kus kuulikese kiiruse ruut v? = 72 +
©?r?. Seega

1
T=3 [mi? + (I +mr?) ¢ (3.117)
Leiame iildistatud liikumishulgad ja avaldame nende kaudu iildistatud kiirused:
orT i orT i
pcp:T: ......... :(I+mr2)<p, przﬁzmr
¥ (3.118)
. _Pr . Py

r m’ (10:(
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Seega
1 [p? 2
H=- Py e g (3.119)

21m I+ mr?

ja Hamiltoni kanoonilised vorrandid

oH o0H
N = ——— = — 3.120
Pk qu’ 3 Ok ( )
saavad kuju
4 aH 2
g OH _ _mrmy
or (I +mr?)?
) oH
p<,0 = —% = O’
3.121
. OH p, ( )
r = = —
op, m’
. _OH _ p,
\90_ Ipy T+ mr?

Vordluse mottes tuletame ka Lagrange’i II liiki vorrandid.

Kuna tegu on konservatiivse kahe vabadusastmega siisteemiga, siis saab Lagrange’i II liiki
vorrandid avaldada Lagrange’i funktsiooni L = T — V' abil kujul

d OL 0L
- — ——=10 =1,2. 3.122
—~~
A p]
Bj
Leiame Lagrange’i funktsiooni
1
L= [mi? + (I +mr?) ¢* — kr?] (3.123)
ja vajalikud osatuletised
oL oL
— = mre?® — kr, — =0,
or ¢ (3.124)
doL . . doL . i+ (I +mr?) '
_— = T:m’]"7 — = = — mrr mr .
ator ? dtop  P¢ 7 7

Kokku saame seega kahest teist jarku diferentsiaalvorandist koosneva siisteemi

.. )
mi —mro® + kr =0,
e ) (3.125)
2mrro + (I +mr)p = 0.

3.10.6 Kokkuvote

e Uldistatud liikumishulk
e Kanoonilised muutujad
e Hamiltoni funktsioon ja tema fiiiisikaline sisu

e Hamiltoni kanoonilised vorrandid
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3.11 Kolmanda peatiiki kokkuvote

Kolmas peatiikk — pealkirjaga analiiiitiline mehaanika — on piihendatud mehaa-
nikaiilesannete {ildistele lahendusmeetoditele. Eelmises peatiikis késitletud diinaamika
iildteoreemid on eeskitt rakendatavad iithe vabadusastmega siisteemide liikumise uuri-
miseks. Kéesolevas peatiikis vaadeldavad Lagrange’i ja Hamiltoni vorrandid on méeldud
aga kahe v6i enama vabadusastmega siisteemide jaoks.

Téhtsad moisted, seadused ja teoreemid.
e Sidemed ja nende liigid.
e Virtuaalsiire ja virtuaalsiirete printsiip.
e D’Alembert’i printsiip, inertsjoud.

e Uldistatud koordinaadid, iildistatud joud, iildistatud liikumishulk ja ildistatud kii-
rus.

e Mehaanikalise suuruse variatsioon.

e Lagrange’i funktsioon, Hamiltoni funktsioon, mojufunktsioon.
e Lagrange’i vorrandid.

e Hamiltoni printsiip.

e Hamiltoni kanoonilised vorrandid.
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