Peatiikk 3

Deformatsioon ja olekuvorrandid

3.1. Suire ja deformatsioon 3-2

3.1 Siire ja deformatsioon

3.1.1 Cauchy seosed

Vaatleme deformeeruva keha meelevaldset punkti A. Algolekus on tema koor-
dinaadid =z, vy, z. Vilisjoudude toimel liigub ta asendisse A’ koordinaatidega
2y, 2. Vektorit AA’ nimetatakse punkti A siirdeks ehk siirdevektoriks'.

Eristame kahte liiki siirded:
e keha kui terviku siirded (toimuvad ilma deformatsioonideta) — selliste
siiretega tegeleb jdiga keha mehaanika?:

e siirded, mis on seotud keha deformatsiooniga — kéesolevas kursuses vaa-
deldakse just selliseid siirdeid.

Siirdevektori koordinaattelgede x, v, z sihilisi komponente téhistatakse u, v, w,

t.
i u=zx —u, v=1y —y, w=2z -z (3.1)

Tavaliselt nimetatakse neid lithidalt siirdekomponentideks.

ISiirde siinoniiiim (mehaanikas) on paigutis. Fiiiisikud kasutavad samas tihenduses terminit nihe, mis on
aga mehaanika seisukohast eksitav.
2Mitmed pideva keskkonna mehaanika &pikud nimetavad selliseid siirdeid jdigaks deformatsiooniks.
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Joonis 3.1: Normaal- ja nihkedeformatsioon.
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3.1. Sure ja deformatsioon

Kui keha deformeerub, siis peavad erinevate punktide siirded olema erinevad,

st.,
u=u(z,y,2), v=uv(z,Y,2), w=w(x,y,z2). (3.2)

Vaatleme lopmata véikese risttahuka kahe serva kditumist z,y tasandil (joon.

3.1). Enne deformatsiooni:
e AB=dz ||z ja AC =dy || vy;
e Punktide koordinaadid: A : (z,y); B : (z +dx,y); C: (z,y + dy).
Peale deformatsiooni: A — A’; B — B’ ja C — (. Vastavad siirded:
e Punkt A: u ja v;

e Punkt B: u + w:&& ja v+ @e&@.

e Punkt C: u + 2 &@E@IT @“
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Kuna lineaarses elastsusteoorias on koik muutused véikesed, siis on viikesed ka
servade AB ja AC poordenurgad, st., cos 3 ~ 1, sinf ~ (3 ja tan (3 ~ 3.
Seetottu loikude AB ja AC suhtelised pikenemised ehk koordinaatide x ja y
sihilised normaaldeformatsioonid

( _AB-AB _AB'—AB _ (dv+u+Fdr—u)—dv _Sdr du
" AB AB dx dr Ox’
A v v
__AC—AC  AC'-AC _(ytvtgdy—v)—dy  gdy o
YA T AC dy dy Oy
\

(3.3)

3.1. Siire ja deformatsioon 3-6
ja poorded
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Nihe ehk nihkedeformatsioon on defineeritud kui algse tdaisnurga muutus, st. nihe

xy tasandil
Oou  Ov
Vay H\%HlTQm — @|@+% Awmv
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Analoogiliselt saab leida normaaldeformatsioonid (suhtelised pikenemised) ja
nihkedeformatsioonid (ehk nihked) teistel koordinaattasanditel. Kokku saame
kuus seost deformatsioonikomponentide e, €y, €2, Vay, Vyz, Yoz ja siirdekompo-
nentide u, v, w vahel:

Lo
T ox Yoy’ 0z
g (3.6)
ou  Ov ov  Ow ou Ow
rﬁ@”®|@+%“ Q@w”%#ngv Q&m”%nT%

Saadud seoseid nimetatakse tihti Cauchy vorranditeks voi Cauchy seosteks .

Mairgireeglid:
e pikenemisele vastav normaaldeformatsioon on positiivne;

e koordinaattelgede positiivsete suundade vahelisele taisnurga vihenemisele
vastav nihe on positiivne.

Jareldus: Positiivsed pinged pohjustavad positiivseid deformatsioone.
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3.1.2 Orienteeritud 16igu pikenemine

Vaatleme kahte lopmata ldhedast punkti A ja B, kusjuures vektor
AB = dr = (dw, dy, dz). Siinjuures on vektori dr suunakoosinused

] dx dy dz
= — m = — n = —.
dr’ dr’ dr
by 5 \m
/7
/7
dr/ A
/7 |dy
4’ d x
A
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Joonis 3.2: Loigu AB deformatsioon
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Vastava joonelemendi AB normaaldeformatsioon (ehk suhteline pikenemine)

A'B"— AB
&= g (3.7)
Siin
( AB = \/da? + dy? + dz? = dr,
u  \> o\’ ow . \°
A'B' = dr + —d dy + —d dz + —d = ...
\ &._.@ﬁﬁ i @._.mﬁﬁ i N.T@ﬁ " (3.8)

ou ov ow
dry[1+2 N%+§%+3%

Q

\
Kombineerides kahte viimast avaldist ning hinnates liikkmete suurusjédrke saame

ou ov ow

Teisendades osatuletised r jirgi osatuletisteks koordinaatide x, y, z jérgi, saame?

e, = l%e, + Swm@ +n’e, + Imzy + mnyy. + nvy,.. (3.10)

3Detailset tuletuskiiku vt. R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, Valgus, 1967 lk. 279-282.
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Rakendus tensomeetrias®. Olgu vaja midrata ry tasandi meelevaldses punktis
normaaldeformatsioonid (suhtelised pikenemised) ¢, ja €, ning nihe ~,,. Kuna
antud juhul on n = 0, siis saame valemile (3.10) kuju

g, = e, + Swm.@ + ImYzy. (3.11)
Kaks lahendust:

1. Vaadeldava punkti iimbrusse asetatakse kolm suvaliselt orienteeritud ten-
someetrit ° (joon. 3.3). Tensomeetrite lugemid esitavad valemi (3.11) va-
sakut poolt kolme erineva orientatsiooniga 16igu jaoks. Kuna tensomeet-
rite orientatsioon on teada (s.o. méaaratud sihikoosinustega [, m,n) saa-
dakse kolmest lugemist kolm vorrandit otsitavate suuruste e,, €, ja vy
méaaramiseks.

2. Kui orienteerida kaks tensomeetrit telgede x ja y sihis, siis saame deformat-
sioonid €, ja €, otse tensomeetrite lugemitest, v,, aga avaldame vorrandist
(3.11)

4Tensomeetria on kehades (tarindites) koormamisel tekkinud deformatsioonide (ja pingete) katseline
méadramine.

®Tensomeeter on seade deformatsioonide mésramiseks. Tanapieval on enamkasutatav elektriline tensomee-
ter.
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Yoy = Im AwHMv

Uldjuhul on kolmas tensomeeter koordinaattelgede suhtes 45° nurga all.
Seega | = m = v/2/2 ja

Yoy = 267 — €z — €y, (3.13)
Ay a u Ay b)
Er, 45°
/
N.\.q ﬁ.k
A X
- .
Joonis 3.3: Tensomeetria néide.
3.2. Deformatsioonitensor 3-12

3.2 Deformatsioonitensor

Normaal- ja nihkedeformatsioonidest (ehk nihetest) saab moodustada defor-
matsioonitensori

1 1 .
€z 3ay 37z

E= 5% & 3% (3.14)

|WQN& WQN@ €z |
Erinevalt pingetensorist on siin nihete kordajaks 0, 5. Ilma selliste kordajateta
ei alluks deformatsioonitensor tensorarvutuste reeglitele. Analoogiliselt pinge-
tensoriga saab leida ka deformatsioonitensori invariandid:

( 7c
I =&, + &y t+ ez,

1 1
1 1 1 Ex mg\@&. MQN&
A 72 €x  3Vay €y 2yz o a2 e — |1 1
+ + = 157z € Yz
1 1 1 3 2 1Ty Y 2 17y
3 Vzy Ey 3 Vyz oy 9 Vzz oy 1 1
3 Vzz 5Vyz oy
(3.15)
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3.3 Ruumdeformatsioon ehk suhteline mahumuutus
Uldjuhul muutub keha ruumala ehk maht deformatsiooni kiigus®. Vaat-
leme l6pmata véikest risttahukat, mille ruumala enne deformatsiooni oli
dV = dxdydz. Serva AB pikkus enne deformatsiooni (vt. joon. 3.1) on dzx ja
peale deformatsiooni dzy = dx(1 +¢,). Analoogiliselt dy — dy; = dy(1 +¢,) ja
dz — dz = dz(1 +¢,).

Keha ruumala peale deformatsiooni leiame ldhtudes eeldusest, et normaalde-
formatsioonid ja nihked on véiikesed. Parast moningaid teisendusi, mille kaigus
hiiljatakse teist ja kolmandat jarku vakesed liikmed, saame deformeerunud ele-
mentaarristkiiliku mahuks dV) = dxi1dy1dz; = dV (1 + €, + ¢, + €,). Ruumde-
formatsioon ehk suhteline mahumuutus’ avaldub seega kujul

avy —dV
av
Seega on ruumdeformatsioon vordne deformatsioonitensori esimese invariandi-

ga.

6Mitmetel ainetel on see mahumuutus hiiljatavalt viike, viiteks vesi voi kummi.
1. k. dilatation, volumetric change

0 =&, + €&y + €5 (3.16)
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Teisest kiiljest, arvestades deformatsioonide ¢,, €, ja ¢, definitsioone (3.4) on
ruumdeformatsioon siirde divergents:

ou Ov Ow
0=—+—+—=divu=V-u
o — Iy — P divu=V-u

3.4 Pidevustingimused

Cauchy  vorrandid — (3.4) seovad  kuus  deformatsioonikomponenti
ExsEys €25 Vays Vyz J& Var kolme siirdekomponendiga u, v, w jargmisel viisil:

(o o _ou
Ex = @Hv MQ| @@v €z = @NV
g
_ou e Qv 0w _Ou, Ouw
\ ey = oy 0z’ Tyz = 0z 0Oy’ Yoz = 0z Ox

e Kui on antud kolm siirdekomponenti w,v,w, siis vorrandite (3.4)
abil on voimalik iiheselt méédrata kuus deformatsioonikomponenti

E€xyEyy €2y Vays Vyzr Vaz-
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e Kui on antud kuus deformatsioonikomponenti e, €y, ., Vay, Vyzs Va2, Siis
pole vorrandite (3.4) abil voimalik kolme siirdekomponenti u, v, w iiheselt
médrata. Uhese lahendi saamiseks tuleb sisse tuua kuut deformatsiooni-
komponenti siduvad lisatingimused (lisavorrandid). Neid lisatingimusi ni-
metatakse eestikeelses kirjanduses tavaliselt pidevustingimusteks®.

8Ingl. k. compatibility conditions. Eesti keeles kasutatakse ka termineid pidevusvorrandid véi sobivustingi-

mused.
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Alternatiivne pohjendus pidevustingimuste sissetoomiseks.

a) b) j ¢) N

L

Joonis 3.4: Pidevustingimused

Oletame, et vaadeldav keha on algolekus loigatud viikesteks kuupideks (joon.
3.4 a). Kui iga kuupi on seejirel eraldi deformeeritud, siis on nende uuesti
ithendamine selliselt, et tekkiks pidev keha iildjuhul véimatu (joon. 3.4 b).
Selleks, et peale deformatsiooni oleks meil endiselt tegu pideva kehaga (joon.
3.4 ¢), peavad kuupide deformatsioonid rahuldama pidevustingimusi ehk pide-

vusvorrandeid.
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Pidevusvorrandite tuletamine. Diferentseerime vorrandit (3.4); kaks korda
koordinaadi y jirgi ja vorrandit (3.4), kaks korda koordinaadi x jérgi ning
liidame saadud tulemused.

d*e, 0%, u v 0? A@: @@v 0* Yy

u u ou vy _ . 1
Oy? o ox?  O0xdy? - 0x20y  Ox0y \ Oy o ox 0x0y (3.17)

"

Vay

Kombineerides vorrandeid Aw.bTw saame veel kaks analoogilist pidevusvorran-
dit.
Neist aga ei piisa. Selleks, et saada veel kolm vorrandit, leiame vorrandeist

(3.4),_ ¢ osatuletised <puuduva koordinaadi» jérgi, liidame (3.4), . ja lahutame
saadud summast (3.4),. Seejérel votame saadud tulemusest osatuletise y jargi:

@@Q@@Qﬁ@Qi @w@ mwme @mm@
. — =9 =2 — | =2 : 1
oy A 0z i Ox Jy 0x0y0z 0xdz \ Oy 0x0z (3.18)

Analoogiliselt saab tuletada veel kaks pidevusvorrandit.
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Kokku oleme saanud kuus pidevusvorrandit (pidevustingimust), mis on tuntud
ka Saint-Venant’i pidevusvorranditena:

( 0%, N D%, _ 0* Yy

oy?2  Ox2  Oxdy’

d%e, N 0%c. _ 0%,

022 0y? Oyoz’

0%, 0%, 0*vy.

) Ox? - 022 010z’ (3.19)
0 A@ﬁs L Oy mqsv . &%e, .
Oxr \ Oy 0z ox 0y0z
o A@g@ T mﬁwv _ 0%

Oy \ 0z Ox oy 0x0z

@&Lﬁmwlmm

0 A@Qﬁ OVas @Q@V . 0%
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Saadud kuuel pidevusvorrandil ehk pidevustingimusel on viga selge fiiiisikaline
sisu.

1. Esimesed kolm: kui on antud normaaldeformatsioonid (suhtelised pikene-
mised) kolmes ristuvas sihis, siis nende sihtidega méératud tasandites ei
saa nihkedeformatsiooni meelevaldselt ette anda, vaid nad on mé&aratud
avaldistega (3.19), .

2. Viimased kolm: kui on antud nihkedeformatsioonid kolmes ristuvas tasa-
pinnas, siis ei saa normaaldeformatsioone meelevaldselt ette anda, vaid nad

on méadratud avaldistega (3.19),

3.5. Olekuvorrandid 3 - 20

3.5 Olekuvorrandid

Vilisjoudude toimel kehad (keskkonnad) deformeeruvad. On selge, et iihe ja
sama vilisjou toimel voivad erinevad materjalid deformeeruda viga erinevalt
— jarelikult on vaja vorrandeid, mis méédraksid kuidas iiks voi teine materjal
koormamisel kéaitub.

o Vorrandeid, mis seovad omavahel deformatsioonid ja pinged, nimetatakse
olekuvorranditeks.

e Linecaarses e. klassikalises elastsusteoorias on olekuvorrandid esitatud
tldistatud Hooket seadusena, mis esitab lineaarse seose pinge- ja defor-
matsioonitensori vahel.

e Kui on vaja arvestada ka temperatuuri moéju kehade deformatsioonidele,
siis tuuakse sisse termoelastsus tegurid ning lisatakse vorranditesse vasta-
vad lisaliikmed. Sel juhul 6eldakse tihti, et tegu on termoelastsusteooriaga.
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3.5.1 Uldistatud Hooke’i seadus

Klassikalises (ehk lineaarses) elastsusteoorias (k.a. elementaarteooria) kehtib
tldistatud Hooket seadus: deformatsioonitensori komponendid on lineaarsed
funktsioonid pingetensori komponentidest. Koige iildisemal juhul saab vasta-
vad seosed esitada jargmisel kujul:

(e, = Ciioy + Craoy + Ci30, + CraTuy + Ci57y2 + Ci6Ten
gy = Ca10, + Cop0y + Co30, + CouTyy + CosTy + CopToy
e, = Us10, + Csp0y + Cs30, + CayTyy + Cs57y2 + C36T2

Yoy = C110y + Cu0y + Cu30, + CaaTyy + Cus7yz + CapTan

Vyz = Cs10, + Cso0y + Cs30. + CsyTpy + Css7y. + CspTo

( Vew = C6102 + Coo0y + Co30 + CeaTyy + Co5Tyz + CopTon

(3.20)

Viimased avaldised sisaldavad 36 elastsuskonstanti — seda on paljul!

Kui eeldada, et keha on ideaalselt elastne (st. peale koormuse korvaldamist
taastub algne kuju), homogeenne ja isotroopne, siis jaib jirele vaid kaks soltu-
matut elastsuskonstanti (Youngi moodul F ja Poissoni koefitsent v), mis on
madratavad vaga lihtsate eksperimentide abil.

3.5. Olekuvorrandid 3 - 22

e Tomme—surve (z-telje sihis).

— Elastsuskonstant ehk Youngi moodul E: ¢, = 0, /F

— Poissoni koefitsent (Poissoni tegur) v: ¢, = —ve,
e Nihe (zy tasandis).
— Nihkeelastsusmoodul G: v, = 7, /G, kus

E
G=———. 3.21
2(1+v) (3:21)
Kuna nihkeelastsusmoodul G on avaldatav E ja v kaudu, siis ei saa
teda pidada iseseisvaks elastsuskonstandiks.
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Uldistatud Hooke’i seaduse tuletamiseks vaatleme 1opmata viikest isotroopset
risttahukat, milles mojuvad vaid normaalpinged o, 0y, 0. Pinge o, > 0 pohjus-
tab pikenemist x-telje sihis ja lithenemist y- ja z-telje sihis. Analoogiline toime
on normaalpingetel o, > 0 ja o, > 0. Seega on summaarne suhteline pikenemine
x-telje sihis ehk normaaldeformatsioon

€y =—7—V—=—Vv—=—o, —Vv(o,+0,)]. (3.22)

Nihkepingete ja nihkedeformatsioonide vahelised seosed on ma#ratud Hooke’i
seadusega iga koordinaattasandi jaoks soltumatult, s.t., 7,,, pohjustab vaid nihet
Yay, jne. (vrd. normaaldeformatsioonidega).

Kokku saame kuus vorrandit, mis esitavad tldistatud Hooke’t seadust isotroopse
ideaalselt elastse keha jaoks:

4 H H
Cx = I [0 — v(oy +0.)], Yoy = mﬂam:
1 1
§ &y = I o, —v(o. + 03)], Yy = T (3.23)
[0, — vlo, +0,)] :
€= 710, —V(0g o ) 2z — ~Tzx-
3.5. Olekuvorrandid 3 -2/

Paljudes opikutes’ esitatakse valemitega (3.20) analoogilised pingete ja de-
formatsioonide vahelised seosed natuke teisel kujul. Esiteks tuuakse sisse
tahistused

01 =0g, 02 =0y, 03=0z 04=Tyz, O05=Tgz, 06 = Tyy Aww%v
ja
€1 =&z, &2=C&y, €&3=¢&z &4 = MQ.@N“ €5 = wg\am“ €6 = MQ&@. Awwmv

Seejérel esitatakse pinge séltuvana deformatsioonist kujul

[01] (C11 Cio Ciz Cuy Ci5 Cis|  [ei]
op) Co1 Cop Chs Coy Cos Oy €2
o3| _ |Cs Csp Oy Cyy Cs5 Cse| €3 (3.26)
o4 Cn Cp Cuz Cu Cus Cyg €4 .
o5 Cs1 Csa Cs3 Csy Css Csg Ep

06 Q@ Q@w Qo,w Qmﬁ Q@m Q@@ €6

9Vt. niiteks J. N. Reddy, Theory and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999
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ja deformatsioon soltuvana pingest kujul

(1] [S11 S12 S13 S Sis Sig| [o1]
€9 Sa1 Sz Sag S Sy S op)
€3 S31 S32 O3z Sza S35 Ssp o3

= : : 3.27
co| T [Su S Su Su Se S| |od (327

€5 Ss1 S5z S5z Ssa O55  Ss6 05

g6l LSer Se2 Sez Sea Ses Sel Lo
Elastsuskoefitsentidest =~ moodustatud — maatriksit ~ [C;;]  nimetatakse

jaskusmaatriksiks'®. Maatriksit [S;;] = [Cy;]~! voib eesti keeles seega nimetada
pdordjiaikusmaatriksiks’! voi paindlikkusmaatriksiks voi vetruvusmaatriksiks.

101, k. stiffness matric
1T, k. compliance matriz. Tehnikasonastikus on ingliskeelse sona compliance eestikeelseks vasteks pakutud ka
vetruvus.

3.5. Olekuvorrandid 3 - 26

Kasutades niiiid téhistusi (3.24) ja (3.25) saavad valemid (3.23) kuju

1 v v
o ¥ £ 5 000 -
1 v 1 v 1
N EoEE 0.0 0] |,
€4 0 0 0 & 0 0| [0
= 0 0 0 0L o] |7
[ £6 |06
0 0 0 00 &]
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3.5.2 Hooke’i seadus ruumdeformatsiooni jaoks

Vastavalt iildistatud Hooke’i seadusele (3.23)

1—-2
> 7
Seega,
(1—20)I7
0= —". 3.30
= (3.30)

Suurust 0 = ¢, + ¢, + €. nimetatakse ruumdeformatsiooniks (vt. ka (3.16)) ja
ta on iihtlasi ka deformatsioonitensori esimene invariant. Tuues sisse ruumpai-
sumismoodult K ja keskmise pinge oy,

E Oy +0y+o, Iy

31—20) 7" 3 3’ (3:31)

saame lineaarse seose keskmise pinge ja ruumdeformatsiooni vahel kujul

3.5. Olekuvorrandid 3 - 28

3.5.3 Pingete avaldamine deformatsioonide kaudu

Liidame avaldise (3.23), paremale poolele ja lahutame avaldise (3.23), paremast

poolest suuruse Wt@”

1 1
Er = m ?.alTTQ.& — VOg — N\AQ.@lTQ.Nz - M :H |_|~\vQ.& o N\NW_ ) Awwwv

Avaldades (3.30)-st invariandi I{ = E6/(1 — 2v), saame

(1+v)o, vl Evf Ee,
L= _ . kust o, = 3.34
© E A—m)y X =0 Tir, O

Tuues sisse Lamé koefitsiendid'?

Ev E
ynﬂf+53|@5“ :nmﬂHMMHQu (3:35)

saame valemist (3.34), 0, = A0 + 2pu¢,.

12 Alternatiivne lineaarse teooria elastsuskonstantide paar.
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Leides analoogilised avaldised o, ja o, jaoks ning avaldades seostest (3.23) nih-
kepinged, olemegi saanud Hooket seaduse alternatiivse kuju

oy = N0 + 2ue,, Ty = WYay,
oy = A0 + 2y, Tyz = Hyz; (3.36)
0, = N0+ 2ue,, Tow = Yoz

Kasutades viimaseid valemeid leiame seose pingetensori ja deformatsiooniten-
sori esimese invariandi vahel

Op+0y+0, =30 +2u(e, +ey+¢e.), kust I7 =@BA+2p)0.  (3.37)

19 0
Kui tahistada keskmist normaaldeformatsiooni

€r+eyt+e, 0
— = — 3.38
w MW“ A v

siis saame seose keskmise pinge ja keskmise normaaldeformatsiooni vahel

€0

og = vaf + wtvmo. Awwwv

3.5. Olekuvorrandid 3 - 380

3.5.4 Anisotroopsed kehad

Eelmistes alajaotustes vaatlesime isotroopseid materjale ning seal oli pingete
ja deformatsioonide vaheliste seoste kirjeldamiseks vaja vaid kahte soltumatut
elastsuskoefitsenti. Anisotroopse keha puhul on elastsuskonstantide arv loomu-
likult suurem. Kuna anisotroopseid materjale on mitut liiki, siis tuleb vajalik
elastsuskonstantide arv méérata iga liigi jaoks eraldi.

Ortotroopsed materjalid, néiteks vineer, on iiks sagedamini esinevaid anisot-
roopse materjali liike. Sellisest materjalist kehade jaoks on voimalik médrata
3 omavahel ristuvat telge (peasuunada), mille sihis rakendatud normaalpinged
ei pohjusta telgedevaheliste nurkade muutumist. Ortotroopse materjali elastsed
omadused ei muutu telgede pééramisel 180° vorra, kuid muutuvad iga teistsu-
guse poorde korral. Ortotroopse materjali iseloomustamiseks on vaja iitheksat
elastsuskonstanti. Valemid (3.27) saavad selliste materjalide korral kuju
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Konstandid Ei, Es, E3, 119, 113, 103, G2, G13 ja Gag on vastavalt Youngi moo-
dulid, Poissoni tegurid ja nihkeelastsusmoodulid peatelgedega 1, 2,3 méaratud

sihtides!?.

13V, lisaks J. N. Reddy, Theory and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999 §1.4.6
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3.6 Deformatsiooni potentsiaalne energia
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Joonis 3.5: Elementaarristtahukas

Vaatleme lopmata viikest risttahukat
(joon. 3.5). Nagu on jooniselt niha, ei eel-
da me antud juhul enam homogeenset pin-
gust. Arvestame aga klassikalise elastsus-
teooria eeldusi ja hiipoteese, mille koha-
sel on materjal ideaalselt elastne, defor-
matsioonid on véikesed ja kehtib super-
positsiooni printsiip. Eesméargiks on leida
deformatsiooni potentsiaalne energia, mis
kehas on salvestunud. Selleks tuleb koige-
pealt leida t66, mida tehakse deformat-
siooni muutumisel (suurenemisel) elemen-
taarristtahukas.

e Vaatleme tahke, mis on risti x teljega. Eeldame, et normaalpingete toimel
suureneb deformatsioon de, ja tahkude vaheline kaugus de,dx vorra.

— Vastav elastsusjou elementaarto6 (hiiljates korgemat jarku véikesed

suurused): o, dydzde, dz.
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e Vaatleme tahke, mis on risti x teljega ja tahke, mis on risti y teljega.
Eeldame, et nihkepingete toimel muutub nurk = ja y telje vahel vaikese
suuruse dvy,, vorra.

— Vastav elastsusjou elementaart6o (hiiljates korgemat jarku véikesed
suurused): 7., dydzdry,,dz. *

e Analoogiliselt saab leida pingetele o, 0, 7, ja 7., vastavad t66d.

Rakendame superpositsiooni printsiipi ja saame summaarse elementaart6o
dA" = (0,de, + oydey + 0.de, + ToydYey + Tydryy: + Toxdry,.) dedydz.  (3.42)

Jagades viimase elementaarruumalaga dV = dxdydz, saame elementaartéo ti-
heduse dA = dA*/dV. Kuna eelduse pohjal on materjal ideaalselt elastne, siis
on tehtud t60 tottu suurendatud elementaarristahuka potentsiaalset energiat
dW* = dA* vorra ning potentsiaalse energia tihedus suureneb dW = dW* /dV
vorra. T
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Edaspidi vaatleme seega suurust dW, st. potentsiaalse energia juurdekasvu
iithikruumala kohta:

AW = o,de, + oydey + 0.de, + Toydyey + Tyadyy: + Toadya.. (3.43)

Asendame saadud avaldisse pinged o, ... iildistatud Hooke’i seadusest (3.36)
ja saame
dW = (N0 + 2pue,) dey + (N0 4 2puey) dey + (N0 + 2pe,) de .+

+ KQ&@&Q&@ =+ \&Q\@N&Q\@N =+ IQ\N&&Q\@& -
= N0dO + 2 (e,dey, + €ydey + €.de.,) +

+ i 3@&3@ + Q@N&Qﬁ + QS&S\.NV .

(3.44)

Viimast avaldist integreerides leiame potentsiaalse energia tiheduse séltuvana
deformatsioonidest

1
W =2 A 2 (3 + ey +e2) + (3, + 5. +75)] (3.45)

Kuna Lamé koefitsiendid (3.35) on positiivsed, siis peab ka potentsiaalne energia
olema positiivne (voi null) igas ideaalselt elastse keha punktis.
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Kasutades taas Hooke’i seadust kujul (3.36) saame viimasest Clapeyroni valemi i

1
W = M AQ.&m,H + Q.w\m@ + 0., + Tay Yy + TyzVyz + ﬂw,&\v\wav . AW%QV

Viimasest saab omakorda avaldada W 1dbi pingete ja elastsuskonstantide F ja
v kui kasutada Hooke’i seadust kujul (3.23)

1
W=_——=lo2+0. 40, —2w(0,0y+ 0,0 +0,0.) +2(1+v) (1, + 7. + 72)] -

2F
(3.47)

Kuna W on potentsiaalne energia, siis peab avaldis (3.43) olema funktsiooni W
taisdiferentsiaal, mis omakorda tdhendab, et

oW ow oW
QaH®|mg“ q@H®|@u QNH©|m\
oW oW oW (348)
Ty = gg Ty = g“ Tog = o
Viimased avaldised on tuntud Castigliano valemitena.
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Eeltoodu kontrolliks leiame avaldistest (3.45) osatuletised
Wﬂ&\ = N+ 2ue, = oy,
@Sa\ (3.49)
g = WYzy = Tay,

Et leida kehas salvestunud summaarne potentsiaalne energia ¥V tuleb potent-
siaalse energia tihedust integreerida iile kogu keha ruumala V', st.

S\H\S\%\H\\ W dx dy dz. (3.50)
Vv 1

Rakendes Clapeyroni valemit avaldub summaarne potentsiaalne energia kujul

1
W = M \\\ AQ.Hma + OyEy + 062 + TayVay T TyzVyz T ﬁm&Q\NHv dx &@ dz. AWWHV
Vv



