Peatiikk 4

Peapinged ja peadeformatsioonid
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4.1 Pinged kaldpinnal
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Joonis 4.1: Pinged kaldpinnal. Kaldpinnal normaaliga v mojuv pingevektor p, on esitatud labi
tema projektsioonide p,., puy ja Do



4.1. Pinged kaldpinnal 4 -3

Selleks, et uurida pingeseisundit suvalises keha punktis on vaja osata leida pin-
geid meelevaldse orientatsiooniga kaldpinnal. Joonisel 4.1 kujutatud kaldpinna
abc orientatsioon koordinaattelgede suhtes on méadratud pinnanormaali v suu-
nakoosinustega

[ = cos(v,x), m = cos(V,y), n = cos(v, z). (4.1)

Koos koordinaatpindadega moodustub [opmta wiike tetraeeder Qabc.
Téahistame kaldpinna abc pindala dA. Tetraeedri teiste kiilgede pindalad aval-
duvad niiiid 1dbi vektori v suunakoosinuste!:

\PQ% = dA - Nv \w@g = dA - m, \QOQQ = dA - n. A%.Mv

Koostame tetraeedri jaoks tasakaalu vorrandid. Peale joonisel 4.1 nédidatud pin-
gete mojuvad tetraeedrile veel mahujoud X, Y, Z, mida pole joonisel naidatud.
Projekteerime tetraecedrile mojuvad joud z-teljele:

%N\H&\w - Q.&.KQQ% - ﬂ@&\w@wq - ﬂm&\w@@q + XdV =

4.3
'Nurgad tetraeedri tahkude ja vastavate normaalide vahel on vérdsed.
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Jagame viimase avaldise pindalaga dA, hiillgame viimase liikme kui korgemat
jarku viikese? ja saame avaldise

Pvz = Q.aN + TyxTI + ToaM. A%%v

Korrates sama protseduuri teiste telgedega saame avaldised pingevektori p,
iilejadnud kahe projektsiooni leidmiseks. Kokku saame

Praz = O.&N + Ty + oo,
Pvy = ﬂa@N + Oym + TzyT, A%wv

Pvz = Tyl + Tyom + on.

Tegelikult oleme sellise protseduuriga lahendanud vaadeldava kaldpinna punk-
tile O ja leitud valemid esitavad seega punkti O ldbival kaldpinnal normaaliga
v mojuva pingevektori p, projektsioone koordinaattelgedel. Suunakoosinuste
kordajad viimases valemis on aga pingetensori komponendid punktis O.

Valemid (4.5) voimaldavad leida mistahes punkti labival mistahes kaldpinnal
mojuva pingevektori p, komponente kui on teada pinnanormaal v ja pingeten-
sori komponendid o4, ..., Ty, ... vaadeldavas punktis.

2Arvestades, et tegu on 16pmata viiikese tetracedriga piirviidirtus limga .o(dV/dA) = 0
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Kui pinnanormaal v = (I,m,n) on nn. reavektor ja pingetensor on t#histatud
S, siis vaame valemid (4.5) esitada kujul

p,=v-S. (4.6)

Kui pind abc iihtib keha vilispinnaga, siis esitavad vorrandid (4.5) rajatingimusi
ehk ddretingimusi keha pinnal. Teisisonu, sellisel juhul seovad avaldised (4.5)
keha pinnal mojuvad pindjoud pingetensori komponentidega.

4.2 Peapinged

Me néitasime dsja, et valemid (4.5) voimaldavad méédrata pingeid keha mistahes
punkti labival mistahes kaldpinnal kui on teada pinnanormaal v ja pingetensori
komponendid o, 0y, 0., Tay, Tyz, To» (pinged seda punkti ldbivatel koordinaatta-
sanditel).

Pinnal normaaliga v mdjuva pinge saab omakorda jagada normaalpingeks o,
ja nihkepingeks 7,. Kui on teada pingevektori p, komponendid ja normaali v
suunakoosinused, siis saame leida pingevektori p, projektsiooni normaalil v:

Oy =Dy V = Pzl + puym + pyon. (4.7)
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On selge, et o, = o,v. Kasutades valemeid (4.5) saab 0, omakorda avaldada
koordinaattasandeil méjuvate pingete kaudu. Nihkepinge 7, kujutab endast
pingevektori p, projektsiooni vaadeldaval pinnal ja tema moodul

2 =p — ol (4.8)

Nii p,, kui o, ja T, sdltuvad pinna orientatsioonist. Saab néidata, et igas punk-
tis leidub vahemalt kolm omavahel ristuvat pinda, millel nihkepinge 7, = 0 ja
normaalpinge o, = p,. Selliseid pindasid nimetatakse peapindadeks, neil pinda-
del moéjuvaid normaalpingeid peapingeteks ja neid pindu méaravaid pinnanor-
maale peasuundadeks.
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4.2.1 Peapingete ja peasuundede leidmise protseduur.

e Tidhistame otsitava peapinge o ja talle vastava pinnanormaali v suunakoo-
sinused [, m,n. Seega on meil neli tundmatut.

e Nende nelja tundmatu méaramiseks on vorrandsiisteem

(0p — o)l + Tyym + Tyon = 0,
Tyl + (0 — 0)m + 7.0 = 0, (4.9)
Toxl + Toym + (0, —o)n =0

koos lisatingimusega *
?+m?+n®=1. (4.10)

e Meid huvitab selle VS-i mittetriviaalne lahend (I, m, n pole korraga nullid).
See tingimus on tédidetud kui karakteristlik determinant
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e Viimasest saadakse omakorda karakteristlik vorrand

3 o 2 o o __
o' —I[o"+ 1o — I3 =0, (4.12)
kus suurused
( o, T o, T o, T
X X A X Tz
I =0,+0,+0.,, IJ= 17 T+ :
Tyx Oy Tzy Oz Tzx O
A O Tey Ta: (4.13)
ag
I3 =Ty 0y Ty
Tzx Tzy O

\

on pinge invariandid ehk pingetensor: invariandid.

e Uuritaval juhul (st. siimmeetrilise pingetensori korral) on kuupvorrandil
(4.12) kolm reaalarvulist lahendit, mis jirjestatakse kahanevas jarjekorras
01 > 09 > 03. Siinjuures on ¢y suurim voimalik normaalpinge koikvoimali-
kel vaadeldavat punkti labivatel pindadel méjuvate normaalpingete hulgas
ja o3 vahim voimalik normaalpinge selles hulgas.
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e Neile vastava kolme peasuuna médramiseks asendatakse saadud kolm pea-
pinget kordamooda vorrandisiisteemi (4.9), (4.10). Tulemusena saame igale
peapingele o; vastava peasuuna suunakoosinused [;, m;,n;, 1 = 1,2, 3.

— Mirkus. Kuna vorrandisiisteemis (4.9) osutuvad vaid 2 vorrandit kol-
mest lineaarselt soltumatuteks, siis erineb saadud vorrandisiisteemi
lahendamine tavapérasest. Nimelt saame iihe suunakoosinuse vabalt
ette anda.

e Kui koordinaadid on valitud peasuundades, siis on pingetensoris nullist
erinevad vaid normaalpinged o1, 09, 03, st.

Or Tay Taz op 0 O
Tye Oy Tyz| = |0 02 0 (4.14)
Tox Tzy O 0 0 o3

e Peasuundade praktilise leidmise juurde tuleme tagasi naites 4.2.

Soltuvalt kuupvorrandi lahendite vaartustest, saab eristada kolme juhtu:

1. Kui kdik kolm peapinget on erinevad, siis saadakse vorrandisiisteemi (4.9),
(4.10) lahendamisel kolm ristuvat iihikvektorit.
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2. Kui koik kolm peapinget on vordsed, siis sobib peapinnaks iga vaadelda-
vat punkti labiv pind. Praktilistel kaalutustel valitakse tavalistelt ristuva-
te pindade kolmik, mis omakorda méarab omavahel ristuvate peasuundade
kolmiku.

3. Kui kaks peapinget on vordsed ja kolmas neist erinev, siis saame maérata
sellele kolmandale peapingele vastava peasuuna, mis omakorda méarab
peapinna. Ulejainud kaheks peasuunaks sobib mistahes ristuvate suunade
paar, mis on omakorda risti kolmanda peasuunaga.

Kasutades peapingeid saame pinge invariandid kujul

N%HQ~|_|QM+QMV:
I3

Nw! — 0109203.

0109 + 0903 + 0103, (4.15)

e Kuna invariandid on soltumatud koordinaatide valikust, tuleb neid vaa-
delda kui pohilisi suurusi, mis iseloomustavad pingust ehk pingeseisundit
vaadeldavas punktis — koik pingekomponendid on méaratavad labi inva-
riantide.
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Pinguste liigid. Soltuvalt sellest, mitu peapinget on nullist erinevad, erista-
takse kolme pinguse liiki:

o ruumpingus — koik kolm peapinget on nullist erinevad;
e tasandpingus — iiks peapinge on null, kaks nullist erinevad;
e joonpingus — kaks peapinget on nullid, {iks nullist erinev.

Naide 4.1. Pingus keha punktides on an-
tud pingetensoriga (Descartes’i ristkoordi-
naatides)

3zy 5y 0
S= |52 0 2z
0 2z O

Leida pinge(vektor), mis md&jub silind-
ri kiilgpinnal y?> + 2?2 = 4 punktides
P, Q,R,L ja M ning silindri otspindade
punktides () ja R. Lahutage pingevektor
normaal- ja nihkepingeks. Joonis 4.2: Silinder raadiusega r = 2.
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Lahendus. Lahendamisel tuleb kasutada valemeid (4.5), (4.6), (4.7) ja (4.8).
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Joonis 4.3: Pingevektorid silindri pinnal. Vasakpoolsel joonisel on kujutatud silindri kiilgpinnal

ja parempoolsel joonisel silindri otspinnal mojuvad pinged. Punased jooned néitavad pinnanor-
maale ja sinised pingeid.
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Naiide 4.2. Leida peapinged ja peasuunad pingetensorile

-1 —-16 -2
S=|-16 5 -—-14
-2 14 14

Lahendus. Antud iilesannet on voimalik lahendada kahel pohimotteliselt eri-
neval viisil — , késitsi” ja ,arvutiga”.

A. Kasitsi”.

1. Tuleb koostada vorrandisiisteem (4.9).
ﬁlquvm\ —dbw - 2w 0
46 L +(5-6)m =AY 0
2L =AY w4 (A4-68)n
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2. Vastava karakteristliku determinandi abil tuleb moodustada karakteristlik
vorrand ja leida selle lahendid.
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KerclAencstte b Kotofulery ol
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Viimased ongi peapinged, mis tuleb jérjestada kahanevas jarjekorras (o7 >
g9 > 03).
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3. Peapinged o; (i = 1,2, 3) tuleb asendada iikshaaval vorrandisiisteemi (4.9).

(a) Iga peapinge o; jaoks saate kolm vorrandit, millest peab vélja valima
suvalised kaks. Neisse tuleb asendada néiteks n; = 1 ja leida vasta-
vad [; ja m;. Tulemusena saate vektori N}
peapingele o; vastava peasuuna.

(I¥,m!, n}), mis méadrab
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e 01 =27— (4.9) —

- Mw? — HQSH — Mjﬁ =0
— H@? — MMS\S — H%SH =0 A%Hmv
— M? — H%SH — Hwﬁﬂ = 0.

— Neist on vaid kaks lineaarselt soltumatud:
0,5 * 1. vorrand + 3. vorrand = 2. vorrand.
e ny =1 — (4.16) ja hiillgame 3. vorrandi
— 145, —8my =1
Lo (4.17)
— mNH — HHSH = ﬂ
kust saame [y = 0,5 ja m; = —1, st. N} = (0,5; —1; 1)
(b) Jérgmise sammuna tuleb saadud vektor NI normeerida, s.t. leida vas-
tav tthikvektor N; = N7/ |IN7|.

e INj| =1,5 ja seega
2 (1 1 22
Ni==-(=-L1l|=(=z—=2]- 4.18
! wAwu v Aw“ qu (4.18)
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Kokku saame _

54 =RT > Ai - ZN_HT\W»;&\wu &%v
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4. Peale peasuundade leidmist tuleb kontrollida, kas nad moodustavad pare-
ma kéde kolmiku, s.t. kas N3 = N7 x No.

o Kui ZH = QTSTQ@HV u@ Zm = Q?Swvﬁwvv siis

ZHXZm“A

mip ny Uy I my

) )

W. (4.19)
Posttasme. hoe lolunsbnn bovroll : @wuﬂxmuumlﬁxlw\w»:\\ww

Seega tuleb peasuundadeks valida

1 2 2 21 2 2 2 1
Ni=(=-22), No=(-222), Ny=(-2 -2 ). (420
1 Aw“ w“ v“ 2 A wvw“ v“ 3 A w“ w“ rovv A v

mo Mo no o la mo
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B. ,,Arvutiga”

1. Sisestada pingetensori maatriks.
2. Leida peavaartused ja peasuunad.
e Harilikult on selleks kiisk eig (eigenvalues).
3. Jarjestada peavédrtused ja peasuunad {imber nii, et o1 > 09 > 03.

e Kuna peaviirtustega koos tuleb iimberjarjestada ka peavektorid, siis
tuleb tihti muuta arvutist saadud peavektori N3 orientatsioon selliseks,
et WAwHHHWAH X Héw.

Jargnevalt vaatleme, kuidas kéib peavéartuste ja peasuundade leidmine Matlabi
abil.

>> % Pingetensor S
S=[-1 -16 -2; -16 5 -14; -2 -14 14]

S =
-1 -16 -2
-16 5 -14
-2 -14 14
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Pea- ehk omavéaartusi saab leida nii ilma kui koos peasuundadega

>> % omavaartused
eig(s)
ans =
-18
9
27
>> % omavaartused ja omavektorid

[V,D]=eig(s)

V =
-2/3 -2/3 1/3
-2/3 1/3 -2/3
-1/3 2/3 2/3
D =
-18 7} 7]
7] 9 7]
7] 7] 27

Maatriksis V on peavektorid esitatud veergudes.
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Peaviaartused peavad olema jarjestatud kahanevalt:

>> % omavaartuste ja omavektorite iUmberjarjestamine, antud juhul 3<->1

D(1,1)=27; D(3,3)=-18;
NN=V(:,1); V(:,1)=V(:,3); V(:,3)=NN;

D,V
D =
27 7] 7]
7] 9 7]
7] 7] -18
V =
1/3 -2/3 -2/3
-2/3 1/3 -2/3
2/3 2/3 -1/3

Peasuunad peavad moodustama parema kée kolmiku:

>> % Kontroll: N3=N1xN2
cross(V(:,1),V(:,2))
ans =

-2/3

-2/3

-1/3

Antud juhul oli see tingimus automaatselt tdidetud.
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Peasuunad

Joonis 4.4: Peasuunad
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4.3 Peadeformatsioonid

Peasuundi ja peavaartusi saab leida mistahes teist jarku tensoritele. Kuna de-
formatsioonitensor ja pingetensor on siimmeetrilised tensorid, siis on peadefor-
matsioonide leidmise protseduur analoogiline peapingete omaga. Antud juhul
saame seega deformatsioonitensorile

[ &0 3Vay 37Ves]
€1 0 O

w\xﬁ Ey WQQN anda kuju 0 e 0], (4.21)
0 O £3

1 1

|MQ\N& MQ\N@ €z

misjérel deformatsioonitensori invariandid
NM.\, = &1 1+ €9 + €3, Nm, = £1€9 + €9€3 + €1€3, Nw = £1&9€3. A%va

Peadeformatsioonid jérjestatakse analoogiliselt peapingetele: €1 > g9 > e3.
Analoogiliselt pingusega saab ka siin eristada ruum-, tasand- ja ruumdefor-
matsiooni.



