Peatiikk 5

Elastsusteooria pohivorrandid,
nende lahendusmeetodid ja
lihtsamad ruumilised iilesanded

5.1.

Tasakaalu diferentsiaalvorrandid

5.1 Tasakaalu diferentsiaalvorrandid
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Joonis 5.1: Elementaarris

ttahukas
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Vilisjoudude toimel tahkes kehas
tekkivad pinged pole iildjuhul kons-
tantsed, vaid voivad omada igas ke-
ha punktis erinevaid vaartusi:

Oy = Q@A%v@“ Nv“
Tey — ﬂaﬁm.ﬁv Y, va .

(5.1)

Op = QHAH“QU Nv“

0, = QNAPJ@v va

Vaatleme vilisjoudude moju all tasa-
kaalus olevast kehast vélja loigatud
elementaarristtahukat (joon. 5.1).
Igal risttahuka tahul mojub 3 pinge-
komponenti, kokku seega 18 pinge-
komponenti.

Olgu punktis koordinaatidega x,y, z normaalpinge vairtus o,(x,y, z). Kasu-
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tades Taylori rittaarendust! (siilitades seejuures vaid esimest jirku viikesed
suurused) voime kirjutada

o +dry+dy, z+dz) =

Do.(x,y, 2) do.(x,y, 2)
d
Ox Sl dy

0oy (2,y,72) (5.2)
0z .

ox(x,y,2) + dy +

e Avaldise (5.2) pohjal o.(x 4+ dx,y, 2) = o.(x,y, 2) + mSwﬂF&&H.
e Teiste pingekomponentide jaoks saab tuletada analoogilised valemid.

e Kehale mojuvate mahujoudude projektsioonid téhistame X, Y, Z (NB! ma-
hujou dimensioon on 1 N/m?).

Keha on tasakaalus, jarelikult peab ka elementaarristtahukas olema tasakaalus
ja talle mojuvate joudude peavektor ja peamoment olema vordsed nulliga.

1Uhe muutuja funktsiooni korral f(z + dz) = Y po o f 7 (z)dzk
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Tasakaaluvorrandite koostamiseks liidame esiteks risttahukale mojuvate joudu-
de projektsioonid z-teljele ja vorrutame saadu nulliga:

do, OTys
o, + c dz | dydz — o,dydz + | Ty, + Ty dy | dedz — 7y, dxdz+
Aﬂ% + @@ﬁé &Nv dxdy — T,.dxdy + Xdxdydz =0
z

o 00, 0y Ty OTyy Tyo  Tox  OTop  Ta
el — — X =0.
&Hl_. or dx &@._. dy &@._'&N.T 0z &N.T

Peale koondamist saame iihe otsitavatest vorranditest

do, 01y  OTx
X=0 5.4
ox + oy * 0z - (54)
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Analoogiliselt saab tuletada veel kaks tasakaaluvorrandit kasutades joudude
projektsioone y- ja z-teljel:

(Do,  OTyp Oy
NH
ox * dy * 0z * ’
01y 0oy 0Ty
Y = .
X m&._.@@._'ww._. 0, (5.5)
01y, 071y,  Oo,
Z = 0.
( Oz * dy * 0z * 0

Saadud vorrandid ongi elastse keha tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid. Kui ma-
hujoudude projektsioonid sisaldavad inertsjoudusid, saab viimste abil lahenda-
da ka diinaamika iilesandeid.

Jargnevalt leiame momendid ristahuka keskpunkti labiva z-telje suhtes ja vorru-
tame tulemuse nulliga:

0Ty d d
Ty> + Ty dy &H&NL@ + @N&&&NL@I
dy 2 2
d dz dz (56)
Tz
Aﬂ@ + @N@ &Nv %&@M — @.@QW&&@W = 0.
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Avame sulud:
0Ty dy?> 0T, dz?
Ty.drdydz — T, drdydz + rmﬂw &&&m% — m.m@ &HQW@W\ = 0. (5.7)
korgemat jarku <mm8mmm liikmed —0
Parast korgemat jarku viikeste litkmete hiilgamist saame 7,, = 7,,. Leides
analoogiliselt momendid y- ja z-telje suhtes saame kokkuvottes
Toy = Tya; Tyz = Tay, Tus = Tap. (5.8)

mis on tuntud nihkepingete paarsuse seadusena.? Ténu nihkepingete paarsusele
vdheneb tundmatute pingekomponentide arv iiheksalt kuuele.

2Sama seadus oli homogeense pinguse jaoks tuletatud 2. peatiikis.



5.2.  Elastsusteooria pohivorrandid 5-7

5.2 Elastsusteooria pohivorrandid

1. Tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid (5.5) (3 vorrandit):

(o, 01y OTuy
X =0
Ox i oy - 0z i “
01y 0oy 0Ty
Y = :
\ 5 "oy T TY=0 (5.9)
01, 071y, 0o,
Z =0.
( Ox * oy * 0z * 0

2. Cauchy seosed (3.6) (6 vorrandit):

( ou ov ow
M&H%v m.@“®|@“ mmﬂwv
A (5.10)
ou  Ov ov  Ow ou Ow
rQ\a@“®|@+%v Q\@N“M+®|@u Q\aN“MnT%.
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3. Uldistatud Hooke’i seadus (6 vorrandit) nn. otsesel kujul (3.23):

( 1 1
Er = @ F.H - TAQ.@ + Q.NZ ) Yy — mﬁa@“
1 1
. Ey = M ﬁQw - TAQN + Qaz ) Yyz = m\@? AWHHV
0. — (o, +0,) H
€= 710, —V(0yg ) zr — ~lzz
r i oy + 0oy y el

voi nn. podrdkujul (3.51)

o, = AN + M.Qm? Tey = K2y,
oy = A+ 2ue,, Tyz = HYyzs (5.12)
0, = N0 + 2ue,, Tow = U YVaz-

Vorrandeid kokku 15.

Tundmatud kokku 15: 6 pingetensori komponenti + 6 deformatsioonitensori
komponenti + 3 siirdevektori komponenti.
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Rajatingimused ehk ddretingimused ehk servatingimused voivad olla kolme
pohitiiiipi.

1. Keha vdlispinnal on antud pindjoud. Sel juhul esitatakse rajatingimused
valemitega (4.5).
Pvz = O.aN + Ty + T,

Puy = Tayl + oym + 7y, (5.13)

NQN\N - \NIMH.NN |_| QIMQNB I_I Q‘NQ\@.

2. Keha vilispinnal on antud siirded. Pohimotteliselt tdhendab see seda, et
on antud keha vélispinna liikumisseadus, néiteks kujul

r = x(t), y =y(t), z = z(1). (5.14)

3. Osal keha pinnast on antud siirded ja osal pindjoud. See kujutab endast
kahe eelmise kombinatsiooni.

Vo6ib esineda veelgi komplitseeritumaid juhte, kus mingil osal keha pinnast on
antud néiteks iiks kolmest siirdekomponendist ja kaks pindjou komponenti.
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Pidevustingimused. Kui pohimuutujateks on valitud deformatsioonid voi pin-
ged, siis on tarvis arvestada ka pidevustingimusi (3.19):

( D%, N 0%y _ Oy

oy2  0xr  Oxdy’

%, 0% Oy

022 * oy Oydz’

e, 0%, 0%y

A Ox? * 022 020z’ (5.15)
0 Amgs L Oy m§v 5 D%,
ox \ Oy 0z ox Oy0z’
o A@Qg I mgsv _ 0%,
oy \ 0z Ox dy 0x0z’
0 AS@N L O @QSV _ O¢.
| 0z \ Oz Oy 0z Oxdy
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5.3 Elastsusteooria iilesannete lahendusmeetodid

Elastsusteooria pohivorrandeid voib lahendada mitmel erineval moel, soltuvalt
sellest millised suurused on valitud pohimuutujateks.

1. Lahendamine siiretes — tundmatuteks on valitud siirdevektori kompone-
nedid u(w,y, 2), v(v,y,2) ja w(z,y, 2).

2. Lahendamine pingetes — tundmatuteks on valitud pingetensori kompo-
nendid o, (z,y, 2), ..., Tay(, 9, 2), .

3. Lahendamine deformatsioonides — tundmatuteks on valitud deformatsioo-
nitensori komponendid e, (z,y, 2), ..., V(2 Y, 2), .

4. Nn. segalahendi leidmine — eelmise kolme kombinatsioonid.

Jargmises alajaotuses vaatleme kahte esimest juhtu.

Teoreem: Kui keha olek on iiheselt méaratud ja kehtib joudude moju soltu-
matuse printsiip (ehk superpositsiooni printsiip), siis omab elastsusteooria
iilesanne iihest lahendit.
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5.3.1 Elastsusteooria iilesannete lahendamine siiretes

Otsitavad: siirdekomponendid u(x,y, 2), v(x,y, 2) ja w(z,y, 2).

1. Tasakaaluvorrandites (5.9) olevad pingetensori komponendid asendatakse
tildistatud Hooke’i seduse (5.12) abil deformatsioonitensori komponentide-

ga:
06 @ma @q\a @Q&N
A—+2 Y X =0. 5.16
@&+t@&+t®@ +tmw+ (5.16)

2. Kasutades Cauchy seoseid (5.10) saame

2 2 2 2 2 2
yﬁl_.tA@z 0*u @:v._.tAwﬁ 0*v QSV.TNHP

Ox Ox? i oy? i 022 Ox? i 0x0y i 0x0z
v ~H(rhi) -2
(5.17)
kus V? on Laplace’i operaator. Kokku saime vorrandi
00 5
A+ pu)— 4+ uVu+ X =0. (5.18)

ox
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3. Korrates sama protseduuri viimasele kahele vorranditest (5.9) saame Lamé

vorrandid: 90
9+E©|&+t<w:+um =0,
06 5
A 9+Em|@+t< v+Y =0, (5.19)
00
, 9+E%+:4wg+mno.

Saadud vorrandid iithendavad endas koik eelpool vaadeldud seosed ja
vorrandid, st. nad sisaldavad endas tasakaaluvorrandeid, Cauchy seoseid
ning iildistatud Hooke’i seadust.

4. Rajatingimused (5.13) esitatatkse antud juhul samuti 14bi siirete kasutades
valemeid (5.12) ja (5.10) (nagu Lamé vorrandite tuletamisel):

5.3.1. Elastsusteooria tilesannete lahendamine siiretes 5-14

( du. v 9
§n§+z@|m+:ﬁlf+|@3+|gzy

0 ox ox ox
ov ou ov ow
_ ov ou, ov_ oW 2
3 Dy y%§+t©~\+tﬁ®@&+®@§+®@3v“ (5.20)

@tw”y%ﬁol_ut%n_l?

kus

ou Ou, Ou ou ov ow
— = ]+ — — — = ... — = .. 21
%t @&N * %@3 o 5z 9\ v 9\ (5:21)

5. Ulesande edasine lahendamine kéib jirgmiselt:

(i) Lamé vorrandid (5.19) integreeritakse rajatingimustel (5.20);
(ii) Cauchy seostest (5.10) méératakse deformatsioonitensori komponen-
did;
(iii) Uldistatud Hooke’i seadusest (5.12) mésratakse pingetensori kompo-
nenedid.

Mairkus: kahte viimast leitakse muidugi vaid juhul kui kiisitakse.
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5.3.2 Elastsusteooria iilesande lahendamine pingetes konstantsete
mahujoudude korral

Otsitavad: 6 pingetensori komponenti.

e Eeldame, et koik mahujoud on konstantsed igas keha punktis
=X = =0
X

e Alustame ruumdeformatsiooni # ja pingetensori esimese invariandi /{ oma-
duste uurimisega. Selleks teisendame Lamé vorrandeid (5.19) jargmiselt:

0 0 0
—(5.19 —(5.19 —(5.19
@HA VH+®W\A vwnTQNA vw“
0?0 0*0 0?0 0 0 0
\ U 2 92+ L) =0
(A + 1) A%w + o7 + %wv + 4 Am&q u+ @@4 v+ @Nq gv :
V20 ﬂ@\ﬁw\mw\wvnﬂm
(A +21) V30 = 0. (5.22)
5.3.2. Elastsusteooria tilesande lahendamine pingetes 5-16

Viimane on samavéadrne vorrandiga
V20 = 0. (5.23)
— Funktsiooni, mis rahuldab Laplace’i vorrandit (5.23) nimetatakse har-
mooniliseks funktsiooniks.

— Kui rakendada Hooke’i seadust ruumdeformatsioonil (3.25)3, siis saa-
me vorrandile (5.23) kuju

VA = 0. (5.24)

e Kuue tundmatu méidramiseks peame antud juhul kasutama tasakaa-
luvorrandeid koos pidevustingimustega (5.15). Need kuus pidevusvorrandit
tuleb aga viljendada pingetes.

— Asendame Hooke’i seadusest (5.11) deformatsioonitensori komponen-
did esimesse pidevusvorrandisse (5.15);:

0%c, mm@ 0%c. mm@ 00, 0?0, mwdé
0y? ItAmw\w i @@war Ox? IN\AQ&M i @va IwAHLﬂtv@H@@ =0
(5.25)

39 — U=20)17
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— Viimasest ellimineerime nihkepinge 7,,. Selleks

0 0 0
01 0o 0o (5.24)
—2— = 5 (525)+ —— +—2 £V, ...
Oxdy (5:25) 02277 0227 Ve ~
O%I¢
2 1
(1+v)Vio, + 52 = 0.

e Kokku saame analoogiliselt toimides kuus vorrandit, mis on tuntud
Beltrami—Michelli vorranditena ning mis véljendavad pidevustingimusi
pingetes (juhul kui mahujoud on konstantsed) —

¢ QMNQ QMNQ
1 2 . 1 — O 1 2 . 1 — O
( +54Q+®&w : ( +tv4ﬂ@+®&®w\ :
02I° 0*I°
P 1 P 1
\ 1+v)V, + e =0, (1+v)Vor, + 990 =0, (5.26)
O*I7 017
, (1+ EQNQN + @Nw =0, (1+ tvﬂwﬁg + @&@M = 0.
H-18

5.3.2. Elastsusteooria tilesande lahendamine pingetes

Kokkuvaote.
Antud juhul, st., elastsusteooria iilesande lahendamisel pingetes tuleb:

(i) lahendada tasakaaluvorrandid (5.9) koos pingetes esitatud pidevustingi-
mustega (5.26) ja rajatingimustega (5.13);

(ii) médrata iildistatud Hooke’i seadusest (5.11) deformatsioonitensori kompo-

nendid;

(iii) médrata Cauchy seostest (5.10) siirdevektori komponendid.

Mirkus: Kahte viimast leitakse jéllegi vaid juhul kui kiisitakse.
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5.4 Lihtsamad ruumilised iilesanded

Kéesolevas alajaotuses waatleme moningate lihtsamate elastsusteooria
tlesannete lahendamist pingetes.

e Vaadeldavate iilesannete lihtsus seisneb eeskétt selles, et pingekomponendid
on konstantsed voi lineaarfunktsioonid koordinaatidest (z,vy,z).

— Sellisel juhul on Beltrami-Michelli vorrandid (5.26), st. pidevusvorran-
did pingetes, automaatselt rahuldatud.

e Vaatleme elementaarteooriast, st. tugevusopetusest (tehnilisest mehaani-
kast), tuntud lahendeid ja nditame, et nad rahuldavad elastsusteooria tasa-
kaaluvorrandeid (5.9) ja rajatingimusi (5.13).

e Leiame keha punktide siirded ldbi iildistatud Hooke’i seaduse (5.11) ja
Cauchy seoste (5.10). Elementaarteoorias piirdutakse peaasjalikult vaid
varda telje siirete méa#dramisega.

5.4.1. Konstantse ristloikega timarvarraste vidne 5-20

5.4.1 Konstantse ristloikega iimarvarraste viine

z Y Vaatleme  konstantse  ristlotkega
e il timarvarrast, mille otstesse on ra-
. kendatud péérdemomendid. Vastavalt
i 24 elementaarteooriale, st. tugevusope-
| ¢ tusest tuntud valemitele, avaldub

A >z,  nihkepinge varda viindel kujul

\4\

T = Gor, (5.27)

- kus G on nihkeelastsusmoodul, » —
polaarraadius ja 1 — vadndenurk var-
Joonis 5.2: Umarvarda vine. da pikkusiihiku kohta.

Pingevektor 7 on seejuures risti varda raadiusega r. Tuletame meelde, et
vaandenurk 9 < 1 ja et on tehtud terve rida katseandmetel pohinevaid lihtsus-
tavaid eeldusi: (i) ristloiked jadvad tasapinnalisteks; (ii) ristloigete vahekaugus
el muutu; (iii) ristldige 2z = const. poérdub nurga ¥, = ¥z vorra; (iv) raadiused
jaavad sirgeteks; (v) varda 1abimoot ei muutu; (vi) mahujoud on hiiljatud.
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Lahutame niiiid pingevektori T 2- ja y-telje sihiliseks komponendiks*:

@Nn@@n Q?.w ngﬁﬂsn@an |Q%w H|Q§. a.w@

Ulejadinud pinged on vastavalt tehtud eeldustele nullid, st.,
Op =0y =0, =Ty =0. (5.29)

Allpool néitame, et vaadeldav lahend rahuldab lineaarse elastsusteooria
pohivorrandeid.

Kuna pingekomponendid on kas nullid v6i lineaarfunktsioonid koordinaatidest
x ja y, siis on pidevustingimused pingetes (Beltrami—Michelli vorrandid) (5.26)
automaatselt rahuldatud:

( 0217 O I7

2 2
(1+v)Vio, + o 0, (14+v)Vir, + Doy 0,

e ey ceey

L

4Selleks on soovitatav kujutada pingevektor 7 koordinaattasandi esimeses veerandis, sest seal on nii = kui y
positiivsed ning seetottu on valemite tuletamine tunduvalt lihtsam. Vastav joonis esitatakse loengus.

5.4.1. Konstantse ristloikega timarvarraste vidne 5-22

Tasakaaluvorrandid (5.9) on rahuldatud kuna mahujoudud on hiiljatud:

(Do,  OTyy Oy

o Dy s + A =0,
01y 0oy 0Ty B
A or oy - ¥ =0,
m@wfj@mwfjwwfjmno.

\

Silindri kiilgpind on pingevaba. Seega, saavad rajatingimused (5.13) kuju
Ol + Typm + Topn = 0,
Toyl + oym + 7yn = 0,
Tyl + Tyom 4+ o.n = 0.

Kiilgpinna normaali suunakoosinused

| = cos(v,x) = m“ m = cos(V,y) = Mv n = cos(v, z) = 0. (5.30)
r r
Arvestades viimast, st. n = 0 ja avaldisi (5.29), jadb jaab rajatingimustest alles
vaid iiks vorrand

Tozl + Ty = 0, (5.31)
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mis on rahuldatud ringsilindri puhul, st. tingimustel Am.wovrw.

Siirete leidmine toimub iildistatud Hooke’i seaduse (5.11) ja Cauchy seoste
(5.10) abil. Arvestades pingekomponentide vaartusi:

(= L oyt =0, =L

mal@&l@@ Oy T O = Q@I@& @@IQ@@Iu
ov 1 ov Ow 1

AMQHMQHMF.@|TAQN+Q§¥”©“ Q\@N”%ng”mﬁ@w”%&v
ow 1 ow Ou 1

5= 5 ~p Tt A =0 qa = pn o = e =

Rajatingimused antakse punktis x = y = 2z = 0 kuyjul v = v = w = 0 ja
Ou/0z = 0v/0z = Ov/0x = 0, st. keelatud on nii poorded kui siirded. Sellistel

rajatingimustel saame
u=—"0yz, v=4"09rz, w=0. (5.32)

Seega osutub timarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et ristloiked jadvad
tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteks, oigeks.

5.4.1. Konstantse ristloikega timarvarraste vidne 5-24

Markused:

1. Kui viliskoormus on varda otsale antud tangentsiaalpingetega kujul (5.27)
siis on leitud lahend kehtiv varda suvalise ristloike jaoks. Kui véliskoormus
on aga antud mingil teisel kujul, siis tuleb otspindade ldhedal rakendada
Saint-Venant’i printsiipi.

2. Valemite (5.32) tuletamine on iiksikasjalikult esitatud opikus S.P. Timos-
henko, J.N. Goodier. Theory of Elasticity. McGraw-Hill, 1970. Venekeelne
tolge: Teoria uprugosti, Mir, Moskva, 1975..

3. Opikus <R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967> on vaa-
deldav {iilesanne lahendatud siiretes. Lopuks néidatakse, saadud lahend
sisaldab elementaarteooriast parit valemit (5.27).

4. On selge, et mittelimarvarda puhul elementaarteooria lahend ei sobi, sest
normaal pole enam antud avaldistega (5.30). Jarelikult sel juhul (5.31) ei
kehti varda kiilgpinnal.
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5.4.2 Prismaatiliste talade puhas paine

.N_..S

Joonis 5.3: Prismaatilise tala paine.

Vaatleme prismaatilist tala, mis paindub peatasandis xz tala otstesse rakendatud
vastassuunaliste ja suuruselt vordsete momentide toimel. Koordinaatide alguse
paneme tala vasakusse otsa ristldike pinnakeskmesse. Elementaarteooria pohjal

O, =—, Oy=0y3="Tyy =Tp: =Ty =0, (5.33)

kus R on painutatud tala koverusraadius. Lahend (5.33) rahuldab massjoudude
puudumisel tasakaaluvorrandeid (5.9) ja rajatingimusi (5.13) tala kiilgpinnal.

Sageli on selle iilesande puhul kasutatud termini ,tala” asemel terminit ,,varras”, kuigi definitsiooni pohjal
nimetatakse paindele tootavat varrast talaks.

5.4.2. Prismaatiliste talade puhas paine 5 - 26

Otspindadel on lahend tadpne kui viliskoormus jaotub vastavalt avaldisele
(5.33). Paindemoment méiratakse valemiga

Ea?dA  EI
M = \ o.xdA = \ S 5.34
: TR 7 (5.34)
Viimasest avaldisest saame leida tala telje koveruse
1 M
- = —. 5.35
R FEI, (5:35)

Siirete leidmiseks kasutame Hooke’i seadust (5.11) ja Cauchy seoseid (5.10)
(antud juhul on tala teljeks z-telg!)

ow ou v ov vx
MN”M”mv ma”g”|mu m@”%@”|mv Amwmv
_u ov_ o _Ouw Ow_ o _Ov Ow 0

Ty oy  Ox A I T g, oy .

Lahendame diferentsiaalvorrandite siisteem (5.36) samadel rajatingimustel, mis
alajaotuses 5.4.1. Teisisonu, punktis A on keelatud nii siirded kui péorded ehk
u=v=w=0jadu/0z=0v/0z=0v/0r=0kuiz=y=2=0.



5.4.2. Prismaatiliste talade puhas paine 5 - 27

Parast moningaid teisendusi saame (taielikku tuletuskdiku vaata Timoshenko
ja Goodier’i raamatust®)

Ly 2 2
u= -5z +re” -y,
2R
ULy . (5.37)
V= w=—.
R’ R
tala koverdunud telje vorrandi saame vottes viimases avaldises x = y = O:
22 M 22
YT Tor T T2Er, " (5.38)

See avaldis langeb kokku elementaarteooria ldbipainde avaldisega.
Vaatleme niiiid tala suvalist ristldiget z = ¢ (enne deformatsiooni). Peale defor-
matsiooni asuvad selle ristloike punktid tasandil

cr

= = — 5.39
z=cCc+w o+m“ ( )

st. puhtal paindel jadvad ristlotked tasapinnalisteks.

6S.P. Timoshenko, J.N. Goodier. Theory of Elasticity. McGraw-Hill, 1970. Venekeelne tolge: Teoria uprugosti,
Mir, Moskva, 1975.
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Et uurida ristldike deformatsioone tema tasandis, vaatleme kiilgi y = +b (vt.
joonis 5.3 b)). Pérast deformatsiooni

y=Eb+v=tb(1-=), (5.40)

st., peale deformatsiooni on kiiljed y = +b kaldu. Kaks iilejadnud kiilge x = +a
omavad peale deformatsiooni kuju

1
r=+a+u=+a— %TM + v(a® — %)), (5.41)
st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala pealmine ja

alumine pind pikisuunas nogus ja ristsuunas kumer, st. moodustab sadulpinna.
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5.4.3 Plaadi puhas paine

Joonis 5.4: Ristkiilikulise plaadi paine.

FEelmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstantse paksusega
plaatide paindetilesannete puhul. Kui pinged o, = Ez/R on rakendatud piki y-
teljega paralleelseid plaadi kiilgi (vt. joonis 5.4 a)), siis omab plaadi pind peale
deformatsiooni sadulpinna kuju, kusjuures tema koverus zz tasapinnas on 1/R
ning ristuvas suunas v/R. Siinjuures eeldatakse, et ldabipainded on vorreldes
plaadi paksusega viikesed. Té@histame plaadi paksuse h, paindemomendi plaa-
di y-telje sihilise serva pikkusiihiku kohta M; ja inertsimomendi pikkusiihiku
kohta I, = h?/12. Niiiid valemi (5.35) pohjal

1 M, 12M,

42
R EI, ER (5.42)
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Kui paindemomendid M; ja Ms mojuvad kahes ristuvas suunas, siis saadakse
elastse plaadi pinna koverus paindemomentidest My ja M, pohjustatud kove-
ruste superpositsioonina.

T#histame 1/Ry ja 1/Ry plaadi koverused xz ja yz tasandites. Momendid M,
ja M on endiselt méodetud serva pikkusiihiku kohta. Kasutades niiiid avaldist
(5.42) ja superpositsiooniprintsiipi saame

112 112
7= (MM, o My — v My). (5.43)

7~ B
M ja M loetakse positiivseteks kui nad pohjustavad positiivsete kiudude
tommet. (5.43) pohjal

m\@w H t mbw H N\
M =—2 (2 =2 () 54
P01 - 0?) AE i mwv T 12(1 - 0?) Amw i Ev (5.44)

Viikeste ldbipainete puhul voib kasutada aproksimatsiooni

1 dw 1 Jw (5.45)
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Tahistades

EhR?
D=—_ A4
1201 7 (5.46)
ja arvestades (5.45) saame avaldistele (5.44) kuju
0*w 0*w O*w O*w
M, =-D My =—-D : 5.47
=0 (G rge) M p(GpeegE) 6

Konstanti D nimetatakse plaadi paindejaikuseks.
Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne y-teljega), siis
0*w/dy* = 0 ja (5.47) saab kuju

O*w 0w
Mi=—-D—— My=—Dr——-. 5.48
! Ox?’ ’ oy (5.48)
Kui My = My = M, siis ka 1/R; = 1/Ry = 1/R ja plaat paindub sféériliseks
pinnaks, nii et (5.44) saab kuju

Er* 1 D(+v)
M-t -y 4
Hwﬁltvm m (5.49)
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5.4.4 Naiide talade ja plaatide puhta painde kohta

Tala (plaadi) dimensioonid (joon. 5.3): —a <z <a, -b<y <bja0<z<I.
Otstesse (servadesse) z = 0 ja z = [ on rakendatud momendid M. Leida (ala-
jaotuste 5.3.5 ja 5.3.4 pohjal) tala (plaadi) peatasandi xz ja loike z = [ defor-
meerunud kuju jargmistel juhtudel:

1. M =2kNm; [ =0,2m; a = 0,015m; b = 0,025m;
2. M = 10kNm; [ = 1m; a = 0,03m; b = 0, 05m;
3. M =10kNm; [ = 1Im; a = 0,015m; b = 0, bm;
4. M = 10kNm; [ = 0,5m; a = 0,015m; b = 0, 5m.
Vaadelda kolmest materjalist talasid (plaate):
1. teras: £ = 210GPa; v =0, 3;
2. alumiinium: £ = 70GPa; v = 0, 35;
3. vask: £ =110GPa; v =0, 32.
Hinnata  maksimaalse  vertikaalsiirde  ja  tala  paksuse suhet,

st. seda kas ldbipainded on védikesed voi ei. Lahendused @ vt.
http://cens.ioc.ee/ " salupere/loko.html .
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5.4.5 Varda tomme omakaalu maojul

Vaatleme dilemisest otsast jdigalt kinnitatud
ristkiilikulise ristlotkega varrast. Mahujoud

A

o ot
g
—

X=Y=0, Z=-—pg, (5.50)

— .I—l kus pg on varda erikaal. Varda igas ristloikes on
_ nullist erinev vaid temast allpool asuva osa kaalust
_ pohjustatud normaalpinge:
—
,

O, = pgz, Op=0y=Tpy = Ty, = Tzz = 0.

| (5.51)

‘ Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid var-

n ~ 4 da iilemisel vélispinnal — seal o, = pgl.
T Tasakaaluvorrandid (5.9) on sellise pingejaotuse

Joonis 5.5: Varda deformatsioon korral automaatselt rahuldatud.
omakaalu mojul.

Kuna pidevustingimused pingetes (vt. néiteks Beltrami-Michelli vorrandid
(5.26)) sisaldavad vaid teist jéarku osatuletisi pingekomponentidest, siis on ka
nemad antud juhul automaatselt rahuldatud.

5.4.5. Varda tomme omakaalu maojul 5-34

Siirded ja deformatsioonid méédrame Cauchy seoste ja Hooke’i seaduse abil

L _Ow_o._pgz  __Ou_ __Ov_  pgz

° 92 E E’ Yoo Y Oy E’ (5.52)
ou Ov ou Ow ov  Ow .

Q@H@|@+%HP %SHML'QHP S&HM+®|@H©.

Siirdekomponendid wu, v ja w leitakse avaldistest (5.52) integreerimise teel. In-
tegreerimiskonstandid méaratakse rajatingimustest punktis A. Jédiga kinnituse
tottu on seal keelatud nii siirded kui poorded, st., punktis x =y =0, z = [
onu=v=w=0jadu/0z = 0v/0z = 0v/dxr = 0. Tulemus on jérgmine
(tuletuskaiku vt. niit. Timoshenko & Goodier):

vpgrz vpgy?
u = —— —_

B " E
P9 1.2 2 2,2 (5.53)

SHmT{ — P+ v(z® +y7)]

On selge, et z-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:
P9 2 12

em0=—(2" =1 5.54
ul o= $2(2 - ) (5.54)

ja punktid, kus x # 0 voi y # 0, omavad ka horisontaaseid siirdeid.
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Kokkuvottes:

e sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleelsed z-teljega on peale defor-
matsiooni z suhtes kaldu;

e tala Ioiked, mis olid enne deformatsiooni risti z-teljega, moodustavad
parast deformatsiooni paraboolse pinna.

Naiteks punktid, mis olid enne deformatsiooni tasandil z = ¢ asuvad peale de-
formatsiooni pinnal z = c4w|,—.. See pind on risti koigi nende varda kiududega,
mis enne deformatsiooni olid vertikaalsed.



