Peatiikk 2
Sisejoud ja pinged

Kéesolevas peatiikis rakendatakse varrastes ja talades tekkivate pinge-
te analiiisimiseks tugevusopetuses (ja tehnilises mehaanikas) kasutatavaid
hiipoteese, printsiipe ja meetodeid. Teisisonu, kéiesolevas peatiikis on vaatluse
all nn. elementaarteooriale vastavad lahendid.
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2.1 Vilisjoud

2.1.1 Vilisjou moiste

Deformeeruvat keha voib vaadelda koosnevana punktmassidest ja seega on te-
gu punktmasside (mehaanikalise) siisteemigal. Sise- ja vilisjoudusid kisitleti ka
jaiga keha mehaanika kursuses. Koigepealt tuli méaratleda vaadeldav keha (voi
punktmasside siisteem) ning seejérel defineeriti sise- ja vélisjoud jargmiselt:
sisejoud on joud, millega vaadeldavasse siisteemi kuuluvad punktmassid
mojutavad iiksteist ja wvdilisjoud on joud, millega vaadeldavasse siisteemi mit-
tekuuluvad punktmassid mojutavad vaadeldavasse siisteemi kuuluvaid punkt-
masse. Analoogiliselt defineeritakse sise- ja vilisjoud ka pideva keskkonna me-
haanikas (k.a. elastsusteoorias):

o Sisejoududeks nimetatakse joudusid, millega vaadeldava keha (voi keskkon-
na) punktid (vaadeldavasse siisteemi kuuluvad punktmassid) méjutavad
iksteist.

1Vt. ka ,,Diinaamika” kursusest.
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o Vilisjoududeks nimetatakse joudusid, millega teised kehad, keskkonnad ja
punktmassid mojutavad vaadeldavat keha (keskkonda).

2.1.2 Vailisjoudude liigid
Vilisjoud jagunevad pind- ja mahujoududeks.

e Pind- ehk kontaktjoud mojuvad vaadeldavale kehale ldbi véalispinna.
Naiteks hiidrostaatiline surve.

o Mahu- ehk massjoud mojuvad igale vaadeldavat keha moodustavale punkt-
massile. Néiteks gravitatsioonijoud.

Pindjoud mojub alati 14bi mingi pinna ja seetottu on tema dimensioon tavaliselt
sama, mis pingel, s.t. N/m?. Piirjuhul, kui pind millel koormus mdjub on viiga
viike, asendatakse pindjoud sellel pinnal méjuva pindjoudude resultandiga, s.t.
iithe jouga, mida nimetatakse punktjouks ehk koondatud jouks. Koondatud jou
dimensioon on loomulikult N. Kaks vordvastupidist koondatud joudu, millel on
erinevad mojusirged, moodustavad koondatud momend:. Mahujoudude dimen-
sioon on N/m? ja massijoududel N /kg. v
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Toereaktsioonid kuuluvad vélisjoudude hulka. Tugevusopetuse (ja elastsusteoo-
ria) seisukohast olulisemad tugede tiiiibid?:

e 2D liikuv liigendtugi e. liigend — 1 joud,
e 2D litkumatu liigendtugi e. liigend — 2 joudu,
e 2D jaik kinnitus — 2 joudu ja 1 moment,

e 3D jdik kinnitus — 3 joudu ja 3 momenti.

Staatikaga mddratud ja staatikaga mddramata konstruktsioonid.

e Staatikaga méa#dratud konstruktsioonide toereaktsioonide leidmine toimub
staatika tasakaaluvorrandite, printsiipide ja aksioomide abil, s.t. tadpselt
samuti kui seda tehti staatika kursuses.

— Tasapinnalised iilesanded — kuni 3 tundmatut ja sama palju
vorrandeid.

2Vaata lisaks staatika kursusest.
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— 3D (ruumilised iilesanded) — kuni 6 tundmatut ja sama palju
vorrandeid.

— Konstruktsioon loetakse jédigaks.
— Jaotatud koormused asendatajkse iiksikjoududega.
— Joudu voib késitleda libiseva vektorina.
— Jne., vaata lisaks staatika kursusest.
e Staatikaga médramata konstruktsioonide toereaktsioonide leidmise meeto-

deid késitletakse tugevusopetuse ja ehitusmehaanika kursustes. Sel juhul
tuleb arvesse votta kuidas konstruktsioon deformeerub.
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2.2 Sisejoud

2.2.1 Loikemeetod

Vastavalt Newtoni III seadusele mojutavad kaks punktmassi teineteist
vordvastupidiste joududega. Vilisjoudude puudumisel mojuvad tahke keha
punktmasside vahel molekulaarse péritoluga joud, mis tagavad talle nn. kuju-
ja mahupiisivuse. Seda sorti joud (mis oma olemuselt on samuti sisejoud) elast-
susteooria ja tugevusopetuse seisukohalt iildjuhul huvi ei paku ja neid arvesse
ei voeta. Teisisonu:

e kuna algolekus (vilisjoudude puudumisel) loeme me kehad pingetest ja de-
formatsioonidest vabadeks, siis eeldatakse, et algolekus sisejoud puuduvad;

e meid huvitavad vaid sellised sisejoud, mis ilmnevad kehale rakendatud
vilisjoudude tulemusena.

Keha sisejoudude ja pingete méadramise juures méangib tahtsat rolli l1oikemeetod,
mille idee on jargmine.
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e Vaatleme tasakaalus olevat keha ja loikame ta motteliselt kaheks osaks.

e Selleks, et molemad osad oleksid ka parast (mottelist) tiikeldamist tasa-
kaalus tuleb draldigatud osa moéju asendada joududega. Neid joudusid ni-
metataksegi (vaadeldavas keha 16ikes mojuvateks) sisejoududeks.

Kuna enne (mottelist) 16iget olid vaadeldava keha osad omavahel jdigalt
ithendatud, siis me toimime sisejoudude méadramise juures analoogiliselt jdigale
kinnitusele vastavate toereaktsioonide leidmisele staatika kursuses. Viimased
peavad viélistama nii 16ikepinna punktide siirded kui poorded. Staatika kur-
susest on teada, et tasapinnalise jousiisteemi korral on sellisteks reaktsiooni-
deks kaks joudu ja iiks moment ning 3D jousiisteemi korral kolm joudu ja kolm
momenti.

Rangemalt 6eldes on jaiga kinnituse reaktsioonideks siiski iiks joud ja iiks mo-
ment — reaktsioonjoudude peavektor ja peamoment. Toereaktsioonide leidmise
korral médratakse tavaliselt nende kahe vektori projektsioonid koordinaattelge-
del. Viimaste abil saab omakorda méérata toereaktsioonide koordinaattelgede
sihilised komponendid. Tasapinnalisel juhul on neist kuuest komponendist kolm
samaselt nullid. Tépselt sama loogika kehtib sisejoudude méaaramise korral.
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Joonis 2.1: Loikemeetod ja sisejoud: 16ikepinnal on kujutatud sisejoudude peavektor ja peamo-
ment.

Sisejoudude méadramiseks tuleb vaadelda keha kumbagi poolt eraldi ning koosta-
da staatikast tuntud meetodeid kasutades tasakaaluvorrandid, kust méaéaratakse
otsitavad sisejoud. Ettevaatlik tuleb siin olla juhtudel, kui 16ige on tehtud jaota-
tud koormuse mojumise piirkonnas. Sellisel juhul ei saa kogu jaotatud koormust
asendada iihe jouga nagu staatikas tehti. (Ndide 2-1. Tala sisejoud. Lahenda-
takse loengus, vt. ka fail NAIDE2-1.pdf)
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2.2.2 Sisejoudude liigid

Varraste ja talade (ka plaatide) korral eristatakse sisejoududena pikijoudu,
vadandemomenti, poikjoudu ja paindemomenti. Pikijoud mojub piki varda telge.
Ta saab tekkida sellisel juhul, kui vélisjoududel on varda telje sihilisi kompo-
nente (joon. 2.2).

Joonis 2.2: Pikijoud

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Vidndemoment saab vardas tekkida siis, kui valisjoududel on komponente, mis
annavad momente varda telje suhtes voi talle on rakendatud péérdemoment,
st. valismoment varda telje suhtes (joon. 2.3). Vddndemoment poorab varda
ristldikeid timber varda telje.

-

g “ s ! M=Fua

. .~

Taandades viilisjou F varda x-teljele saame viilisjou F’ ja

poordemomendi M.

Joonis 2.3: Vadndemoment
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Poikjoud mojub risti varda teljega ja "{iritab varrast labi 16igata”. Paindemo-
mend: toimel varras koverdub. Need kaks sisejoudu saavad vardas tekkida siis
kui talle moéjuvad vélisjoud omavad varda teljega ristuvaid komponente. Lisaks
voib paindemoment tekkida juhul kui vardale méjub painet tekitav moment.
Selliseid valiskoormusi on kujutatud joonisel 2.4. P6ikjou siinoniiiimina kasuta-
takse ka terminit ldikejoud.

Joonis 2.4: Péikjoud ja paindemoment
(Joonis on péarit prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

2.2. Sisejoud 2-12

Joonisel 2.5 on kujutatud kasitletud sisejoudusid tasapinnalisel (2D) juhul ja
joonistel 2.6 ning 2.7 3D juhul. Neil joonistel on kasutatud sisejoudude ta-
vapéraseid tédhistusi: pikijoud — N, vddndemoment — 7', pdikjoud — () ja pain-
demoment — T.

- ¥ Pikijdud
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R h v ol Chq | Poikjoud
: _<_,,,. M, Ny |
¥ e R e > Paindemoment
vz
T T ,

c e e Viaandemoment

Joonis 2.5: Sisejoudude liigid — 2D juht.

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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sisepinnad

v
A

Joonis 2.6: Sisejoudude liigid ja positiivsed suunad — piki- ja poikjoud 3D juhul.

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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sisepinnad

I'— vaindemoment
M,, M_— paindemomendid

v
z

Joonis 2.7: Sisejoudude liigid ja positiivsed suunad — vidnde- ja paindemomendid 3D juhul.
NB! M., on siin negatiivne, teised positiivsed.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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2.2.3 Sisejoudude mirgireeglid

Sisejoudude positiivsetele ja negatiivsetele suundadele on kehtestatud suhte-
liselt ranged mirgireeglid®. Enne nende juurde asumist tuleb aga téipsustada
koordinaattelgede asend ja tuua sisse moned maoisted.

Tugevusopetuses, ehitusmehaanikas ja mones muus mehaanika osas, kus
késitletakse varraste, plaatide ja koorikute mehaanikalist kéditumist, on tih-
ti kombeks suunata vertikaalne koordinaattelg alla. Kuna péorde positiivne
suund on seotud telgede asendiga, siis loetakse niiiid positiivseks tavapéarasega
vorreldes vastupidist pooret (vt. 1. peatiikk lk. 8). Selline telgede asend oli
eelmises alajaotuses juba kasutuses.

Mbottelisel 16ikel tekkivat pinda nimetatakse sisepinnaks (vt. joon. 2.6 ja 2.7).
Tavaliselt tehakse 16iked risti telgedega. Sel juhul saab defineerida positiivsed
ning negatiivsed sisepinnad. Sisepinda nimetatakse positiivseks sisepinnaks kui
tema normaal on suunatud koordinaattelje positiivses suunas ja negatiivseks
sisepinnaks kui tema normaal on suunatud koordinaattelje negatiivses suunas.

3Tasi kiill, erinevte autorite dpikutes ja teatmeteostes voib kohata viga erinevaid mirgireegleid.
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Joonistel 2.6 ja 2.7 kujutatud juhtudel on l6ikamise kéigus tekkinud tagumisel
vardaosal positiivne sisepind ja eesmisel vardaosal negatiivne sisepind. Joonisel
2.5 kujutatud 2D juhul on positiivne sisepind tekkinud varda vasakpoolsel osal
ja negatiivne parempoolsel osal.

Tala painde uurimisel osutuvad tahtsateks nn. posititvsed ja negatiivsed kiud.
Varda mottelisi kiudusid nimetatakse positiivseteks kui z-koordinaat on selles
tala osas positiivne. Ja vastupidi, varda mottelisi kiudusid nimetatakse negatiiv-
seteks kui z-koordinaat on selles tala osas negatiivne. Selline méa&ratlus kehtib
juhul kui tala paindub = — z tasapinnas (joon. 2.4). Kui paine toimub aga = —y
tasapinnas, siis on positiivsed ja negatiivsed kiud maaratud y-telje abil.

Graafiliselt on sisejoudude positiivsed suunad 2D juhu jaoks kujutatud joonisel
2.8 ning 3D juhu jaoks joonistel 2.6 ja 2.7 (vilja arvatud M., mis on joonisel
2.7 negatiivne). Sonastatult on sisejoudude mérgireeglid jargmised.

e Positinvne pikijoud vastab varda tombele ja negatiivne pikijoud survele.

— Positiivne pikijoud mojub positiivsel sisepinnal telje positiivses suunas.
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e Vidndemomend: posititune suund on méadratud kruvireegliga: positiivsel
sisepinnal mojuv vadndemoment on positiivne kui vidndemomendi suunas
poorates, hakkab kruvi liikuma telje positiivses suunas ning negatiivsel
sisepinnal telje negatiivses suunas.

e Positinvne potkjoud (), mojub positiivsel sisepinnal z-telje positiivses suu-
nas ja negatiivsel sisepinnal z-telje negatiivses suunas.
— Analoogiline margireegel kehtib ka pdikjou @), jaoks.
— Tasapinnalise juhu jaoks on kasutusel ka nn. tooreegel: Positiivne
poikjoud poorab talaosa péripdeva (vt. joon. 2.8).

e Positiivne paindemoment tekitab tombe tala positiivsetes kiududes.

— Kaesolevas kursuses kasutatava telgede orientatsiooni korral pole pain-
demomendi méargireeglil mitte midagi iihist jou momendi juures kasu-
tatava mérgireegliga.

Mdrkus: Piki- ja poikjou mérgireeglite osas on erinevad autorid véga
iiksmeelsed, kuid painde- ja eriti vidndemomentide puhul on véimalikud végagi
erinevad ldhenemisviisid.
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Varda sisejou mirgireeglid (sisejoudude positiivsed suunad).

N N %

ta

Qa = 0, x
M, b M :
z M, M, M, M, )
................ uq (=)
¥ 2

Joonis 2.8: Sisejoudude mérgireeglid.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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Sisejoudusid on tavaliselt kasulik teada igas varda ristloikes ning seetottu on
osutunud otstarbekaks esitada neid graafiliselt. Vastavaid graafikuid nimeta-
takse eesti keeles epiiiirideks*. Enam vihem analoogiliselt, st. epiiiiride abil,
esitati staatika kursuses lauskoormusi ehk jaotatud koormusi. Epiiiiri korvale
kirjutatakse tema nimi ja iihikud. Naiteks N-epiiiir kN, voi lithidalt N kN.

Epiiiiride koostamist selgitame jargnevate néidete abil, millest néited 2.2 — 2.7
on eraldi failides:

e pikijoud ja vaddndemoment — NAITED 2.2-5.pdf
e poikjoud ja paindemoment — NAITED 2.6-7.pdf

Kolm néidet, mis périnevad emeriitprofessor Jaan Metsaveere oppemater-
jalidest, on esitatud jargmise alajaotuse 1opus.

4Inglise keeles on epiiiiri vaste diagram, niiteks poikjou epiiiir on inglise keeles shear-force diagram
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2.2.4 Diferentsiaal- ja integraalseosed lauskoormuse intensiivsuse
ja sisejoudude vahel

Vaatleme varda osa, kus piki telge mojub lauskoormus intensiivsusega p, ja risti
teljega lauskoormus intensiivsusega p,. Koordinaadil x on vardast ristloigete
abil eraldatud lopmata lithike element pikkusega dx (joon. 2.9). Koostame selle
elemendi jaoks tasakaaluvorrandid, projekteerides koik talle mojuvad joud z-
ja z-teljele ning leides momendid punkti B suhtes.

+dM,
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| N q —uLmew
.\
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X dx x dx

Joonis 2.9: Diferentsiaal- ja integraalseosed — lauskoormuse intensiivsus
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)
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> Mp(Fi) = =M, — Q. - dv + M, + dM, + p. - dz - (0,5dx) =0,

Parast lihtsustamist, diferentsiaaliga dz ldbijagamist, ning viimasest vorrandist
korgemat jarku vaikese liikme hiilgamist, saame kolm diferentsiaalseost:

dN dQ), dM,

kA = —p,, =Q,. 2.1
dx b dx b dx ¢ (2.1)

Integraalseoste saamiseks korrutame viimaseid diferentsiaaliga dxr ning integ-

reerime 16igul [a, ]:

Q:(z) = Q-(a) — \ p-(x)dz, (2.2)
My(z) = Myfa) + | Qu(x)dz.
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Asjatuletatud seosed voimaldavad teha olulisi jareldusi sisejoudude epiiiiride
kuju (kaitumise) kohta.

1. Piirkondades, kus lauskoormus puudub, on piki- ja poikjoud konstantsed,
aga paindemoment on lineaarfunktsioon koordinaadist x.

2. Piirkonnas, kus véline lauskoormus on konstantne, on poik- ja pikijoud
lineaarsed funktsioonid koordinaadist x. Paindemoment on sellisel juhul
aga ruutfunktsioon.

3. Koondatud vélisjou rakenduspunktis toimub vastava sisejou epiiiiris hiipe,
mis on arvuliselt vordne mojuva vilisjou suurusega.

4. Koondatud valismomendi rakenduspunktis toimub painde- voi vadndemo-
mendi epiiiiris hiipe, mis on arvuliselt vordne mojuva momendi suurusega.

5. Paindemomendi epiiiiri téus on vordne poikjouga. Kohas, kus poikjoud on
null, on paindemomendil ekstremaalne vaartus.

6. Kohas, kus poikjou epiiiiris on hiipe, on paindemomendi epiiiiris murdekoht
(epiitiri tous muutub hiippeliselt). Erijuhul, kui hiippe kdigus muutub ka
poikjou méark, on paindemomendil selles kohas ekstreemum.



2.2. Sisejoud 2-23

7. Epiiiiride joonistamisel on otstarbekas meeles pidada, et méératud integ-
raal esitab intgreeritava funktsiooni graafiku ja x-telje vahele jaava kujundi

pindala (16igul [a, z]).

Niide 2-8. Olgu teada, et kohal z = a on poikjoul vadrtus Q(a) ja painde-
momendil M (a). Loigul [a, b] m&jub vertikaalne lauskoormus intensiivsusega p.
Leida po6ikjou ja paindemomendi vaédrtused kohal = b ning paindemomendi
maksimaalne véértus 16igul [a, b] kasutades diferentsiaal- ja integraalseoseid.

p
RN ERY

@m“ QN |@A®v ,\BNAHVQW& a b X

M, (z) = \ Q-(x 0()

Q:(7) = Q.(a) —p(r —a), Q.(b) =Q.(a) —pb—a) M(a
Tm = Q:(a)/p

Mypaw = My(a) +0,52,Q.(a) = M,(a) + 0,5 ENA@V_M /D

M. (b) = Mipaz — 0,5(b — a — 2 [Q(D)]

&&
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Naiide 2-9. Koostada tasandraami sisejoudude epiiiirid.
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Naiide 2-10. Koostada murtud varda sisejoudude epiiiirid.

e —————
P ———
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2.3 Pinge moiste

On lihtne taibata, et eelmistes alajaotustes késitletud 16ikemeetodi korral on
sisejoud tegelikult jaotunud iile kogu 16ikepinna (joon. 2.10) ja vaadeldud kuus
sisejoudu kujutavad endast selle lauskoormuse peavektori ja peamomendi pro-
jektsioone koordinaattelgedel.

Loikepinnal moéjuva lauskoormuse intensiivsust nimetamegi pingeks. Tema
mootithik 1Pa = 1N/1m? langeb kokku rohu iihikuga.

Koige lihtsam on pinget arvutada juhul kui vardas mojub vaid pikijoud. Siin
eeldatakse, et pikijoud N on jaotunud {ihtlaselt iile kogu loikepinna A (joon.
2.11) ja seega pinge

N

Oma olemuselt on vaadeldav pinge normaalpinge, sest ta mojub risti vaadelda-
va pinnaga. Kéesolevas kursuses tdhistatakse normaalpingeid kreeka tdhega o ja
vajadusel lisatakse indeks, mis osutab pinnanormaali sihile. Eestikeelsetes tuge-
vusopetuse ja tehnilise mehaanika opikutes nimetatakse pikijoust pohjustatud
normaalpingeid ka pikkepingeteks.
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Joonis 2.10: Loikemeetod ja pinged varda ristloikes
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

Alajaotustes 2.2-2.6 kasutatud ldhenemisviis, kus sisejoud jaotakse vastavalt
sellele, kuidas nad on orienteeritud koordinaattelgde suhtes® ja pinged saavad
oma nime selle jargi, millise sisejouga on neil pohjuslik seos, on iseloomulik just
tugevusopetusele (tehnilisele mehaanikale). Sama ldhenemisviisi on aga otstar-

®Koordinaatteljed orienteeritakse omakorda uuritava keha geomeetriast lihtudes.
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Joonis 2.11: Pikkepinge

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

bekas rakendada ka elastsusteooria iilesannete korral kui uuritavateks objekti-
deks on vardad (talad), plaadid ja koorikud.

Jargmises alajaotuses selgitame pinge moistet pisut iildisemalt ning
iilejargmises tuleme tagasi tugevusopetuses kasutatava ldhenemisviisi juurde
ja hakkame uurima pingeid varda ristloike punktis.
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2.4 Pingevektor, tema projektsioonid ja margireeglid

Vaatleme meelevaldse kujuga keha, millele méjuv pind- ja mahujoududest koos-
nev (vélis)joudude siisteem on tasakaalus.

Rakendame l6ikemeetodit: jagame keha maotteliselt osadeks 1 ja 2; hiilgame osa
2 ja vaatleme osa 1 (joon. 2.12).

Y%

Joonis 2.12: Pingevektor p, ja tema koordinaatelgede xyz sihilised komponendid.
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e Selleks, et osa 1 oleks ka peale osa 2 eraldamist tasakaalus tuleb
loikepinnale rakendada osa 2 asendavad joud, st. sisejoud, mis on jaotunud
iile kogu 16ikepinna.

e Loikepind osal 1 on médratud vélisnormaaliga v. Mojugu vaikesel pinnal
AA sisejoud AS. Suhet AS/AA v&ib nimetada keskmiseks pingeks pinnal
AA. v

e Kui minna piirile AA — 0, saame (tegeliku) pinge pinnal normaaliga v

AS
, = lim —. 2.4
s Y (24)
e Uldjuhul vektorite v ja p, suunad ei iihti.
e Edaspidi on tihti otstarbekas kasutada pingevektori asemel tema projekt-

sioone koordinaattelgedel p,., puy, pv., mis omakorda méédravad dra pin-
gevektori p, koordinaatelgede xyz sihilised komponendid (vt. joon. 2.12).
Siin ja edaspidi mérgib esimene indeks pinnanormaali sihti ja teine pinge-
komponendi mojumise sihti.
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Z

Joonis 2.13: Pingevektori p, lahutamine normaal- ja nihkepingeks.

e Teisest kiiljest saab pinnal normaaliga v moéjuva pingevektori lahutada
normaal- ja nihkepingeks: p, = o, + 7,. Nihkepinge 7, lahutatakse tava-
liselt veelkord kaheks komponendiks: 7, = 7,5 + 7,: (vt. joon. 2.13, kus

Puvv = O, Pus = Tus Ja Put = ﬂiv.
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Kui loike pind on paralleelne koordinaattasanditega, siis kasutatakse indeksi v
asemel l6ikepinnale normaaliks oleva koordinaattelje nime, néiteks .
Margireeglid: joonis 2.14.
¢ #m:.» e Positiivne ja negatitvne sisepind on
defineeritud tapselt samuti kui si-
sejoudude puhul.

e Positiiune normaalpinge mojub
positiivsel ~ sisepinnal  koordi-
naattelje positiivses suunas ja
negatiivsel sisepinnal koordinaadi

negatiivses suunas. Positiivne
normaalpinge vastab tombele.

e Positiiune nihkepinge mojub po-
sitiivsel sisepinnal koordinaattel-

je positiivses suunas ja negatiivsel

Joonis 2.14: Normaal- ja nihkepingete sisepinnal koordinaadi negatiivses

positiivsed suunad.
suulas.
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2.5 Pingetensor

Vaatleme keha meelevaldset punkti. Seda punkti 1dbib kolm koordinaattasan-
dit, millel m&juvad kolm normaalpinget o,,0,, 0. ja kuus nihkepinget 7,, =
Tyzs Tyz = Tay, Taz = T2z Moodustavad pingetensori

Or Ty Txz
Tyr Oy Tyz| - AM . mv
Tzx Tzy Oz

Pingetensor on teist jirku tensor ja teda saab esitada 3 x 3 (tasandiilesannete
korral 2 x 2) tabelina nagu maatrikseid.

Pingetensor iseloomustab téielikult pingust (pingeseisundit) antud punktis ning
tema abil saab mésrata pingevektori suvalisel seda punkti léibival pinnal®.

6Selle juurde tuleme tagasi 4. peatiikis, kui hakkame kisitlema pingeid kaldpindadel, peapingeid jms.
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2.5.1 Skalaar, vektor, tensor

Kéesolevas kursuses vaatleme kolme liiki fiiiisikalisi suurusi — skalaare, vekto-
reid ja (teist jarku) tensoreid.
Skalaar pole seotud suunaga, teda iseloomustab vaid (arv)véértus.

e Uks arv, mille viidirtus ei séltu koordinaatsiisteemi (baasi) valikust

e Tiiiipiline nédide — temperatuur
Vektorit iseloomustab lisaks moodulile (arvvidrtusele) ka suund.

e 3D juhul esitatav arvukolmikuna — 3 x 1 v6i 1 X 3 maatriksina.

— Arvud arvukolmikus séltuvad koordinaatsiisteemi (baasi) valikust.

— Vektori moodul ja suund on koordinaatsiisteemist (baasist) soltumatu.

e Vektori iga komponent (projektsioon) on samuti seotud iihe suunaga ja
tema tdhistamisel kasutatakse iihte indeksit.

e Tiiiipilised naited — joud, kiirus, kiirendus.
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Teist jarku tensor on fiiiisikaline suurus, mille korral peale arvéartuste on
tahtsad kaks suunda.

e 3D juhul on teist jirku tensor esitatav 3 X 3 maatriksina, st. 9 arvu abil.

— Arvud maatriksis soltuvad koordinaatsiisteemi (baasi) valikust.

— Tensor ise on koordinaatsiisteemist (baasist) soltumatu.
e Tiiiipilised néited — pingetensor, deformatsioonitensor.

e Teist jarku tensori komponentide tdhistamisel kasutatakse kahte indeksit,
sest iga komponenti iseloomustab lisaks moodulile kaks suunda.

— Naiteks pingetensori korral néditab esimene indeks pinnanormaali suun-
da ja teine indeks pingekomponendi suunda.

2.5. Pingetensor 2-30

e Teisest kiiljest (“matemaatiliselt”) on teist jarku tensor T defineeritud kui
lineaarteisendus, mis kujutab vektori u vektoriks v, i.e.

T : u— v, u,vev, ehk Tu] =T -u=v,
kus punkt - tdhistab tensori T sisekorrutist” vektoriga u.

Maatriksite ja tensorite omavaheline suhe

e Kui on fikseeritud kordinaatsiisteem, siis saab iga teist jarku tensori esitada
3 x 3 maatriksina ja iga vektori arvukolmikuna.

e Vastupidine aga ei kehti — iga 3 x 3 maatriks ei osutu tensoriks.

e Koordinaatide teisendamisel teisenevad nii tensori kui vektori komponen-
did kindlate reeglite alusel.

— Pérast koordinaatteisendust peab tensor (vektor) esitama endiselt
tapselt sama fiitisikalist suurust, mida enne teisendust.

"Punktkorrutis, skalaarkorrutis. I. k. inner product, dot product, scalar product.
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« Kui see nii on, siis ongi tegu tensoriga (vektoriga), vastupidisel
juhul mitte.

x Vastupidine olukord on fiiiisikaliselt vastuvotmatu. Pole voimalik,
et pinge keha punktis voi punkti siire voi kiirus soltuks koordi-
naatsiisteemi valikust.

* Naide. Vektor ning kaks koordinaatsiisteemi zy ja x'y’, mille vahe-
line nurk on 6.

Mairkused:

e Vektoreid voib nimetada esimest jarku tensoreiks ja skalaare nullindat
jarku tensoreiks.

e Kui tensor (vektor) on méédratud igas vaadeldava keha punktis, siis on meil
tegu tensorviljaga (vektorviljaga).

— Néiteks on pingetensori korral tegu tensorvéiljaga, sest ta on méaaratud
igas vaadeldava keha punktis.
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2.5.2 Pingetensori invariandid

Suuruseid

4

Il =0, +o0,+ 0,
I° Oz Ty + Oy Tyz Oz Tyz
g =

(2.6)

\ Tzx Tzy O

nimetatakse pingetensori invariantideks ehk lithidalt pinge invariantideks. In-
variantsus tdhendab siin seda, et need kolm suurust ei séltu koordinaatide
valikust (vaatamata sellele, et pingetensori komponendid omavad erinevates
koordinaatsiisteemides iildjuhul erinevaid véértusi). On mérkimisvédrne, et see
invariantsus ei piirdu vaid erinevalt orienteeritud Descartes’i ristkoordinaaati-
dega vaid kehtib suvaliste koordinaatsiisteemide, k.a. silindrilised, sfédérilised,
ellptilised, hiiperboolsed jne. vahel.

Mirkus: Taolised kolm invarianti saab leida igale teist jarku tensorile.
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2.6 Pinged varda ristloike punktis.

Varda korral on Descartes’i ristkoordinaadid valitud tavaliselt nii, et x-telg on
varda teljeks. Seetottu on x-telg ristldike normaaliks ja teised 2 koordinaattelge
on suunatud mooda loikepinda. Vaatleme varda ristloike punkti A, mida labib
pind normaaliga n || 2. Seal mdjub pingevektor® p mille normalkomponendiks
on o, ning tangentsiaalkomponentideks 7., ja 7,..

Joonis 2.15: Pinge varda punktis
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

8Siin oleme lithiduse pirast loobunud indeksist n pingevektori juures.

2.6. Pinged varda ristloike punktis.

\<4

Joonis 2.16: Normaalpinge o, ning nihkepinged 7, ja T,..
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

e Normaalpinged o, iseloomustavad varda telje sihis mojuvate sisejoudude
intensiivsust ja nad muudavad varda ristloigete vahelist kaugust.

Normaalpinge o, méargireegel on analoogiline pikijou mérgireegliga.

Nihkepinged iseloomustavad varda teljega risti mojuvate sisejoudude in-
tensiivsust ja nad nihutavad (voi pooravad) erinevaid varda ldikeid (ma-
terjalikihte) tiksteise suhtes.

Nihkepinge ehk tangentsiaalpinge 7., ja 7,. méargireegel on analoogiline
poikjou méargireegliga.
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2.7 Seosed pingete ja varda sisejoudude vahel

Pinge moiste selgitamisega tegime algust alajaotuses 2.3, kéesolevas alajaotuses
tuletame seosed varda ristloikes mojuvate sisejoudude ja pingete vahel. Siinjuu-
res peame silmas, et ristloikes mojuvad sisejoud ei kujuta endast mitte midagi
muud kui samas ristloikes mojuvate pingete peavektori ja peamomendi projekt-
sioone koordinaattelgedele. Pikemalt seletades:

1. ristloikes mojuvad pinged moodustavad jouvélja, mille saab vastavalt staa-
tika pohiteoreemile taandada ristloike pinnakeskmesse,

e selle tulemusena on pinged asendatud iihe jou ja iihe momendiga;

2. projekteerides saadud jou ja momendi koordinaattelgedele saame peavek-
tori ja peamemendi lahutada kolmeks koordinaattelgede sihiliseks kompo-
nendiks,

e saadud kuus komponenti kannavad meile juba tuntud nimetusi — pi-
kijoud (IV), poikjoud (@, ja @), vddndemoment (") ning paindemo-
ment (M, ja M.).
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On selge, et rddkides seostest pingete ja varda sisejoudude vahel on voimalikud
nn. kaks erinevat iilesande piistitust:

1. Teades pingeid, leida sisejoud.
2. Teades sisejoudusid, leida pinged.

Esimene neist on tunduvalt lihtsam, kuid teine suurema praktilise tdhtsusega
(véhemalt tugevusopetuse seisukohalt).

2.7.1 Sisejoudude avaldamine pingete kaudu

Pikijoud. Vaatleme ristloike elementaarpinda dA, kus mojub keskmine pinge p,
millele vastav normaalpinge on o, (joon. 2.17). Vaadeldaval elementaarpinnal
pingest o, pohjustatud summaarne joud o,dA moéjub samuti pinnanormaali n
sihis. Ristloikes mojuvate normaalpingete peavektori saame integreerides:

ZHNSE. (2.7)



2.7. Seosed pingete ja varda sisejoudude vahel 2-43

Joonis 2.17: Pinged varda ristldike elementaarpinnal dA.
(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

Poikjoud. Ristloikes mojuvate poikjoudude @), ja @), arvutamine kéib analoo-
giliselt pikijouga. Niiiid vaadeldakse ristloike elementaarpinnal dA mojuvaid
nihkepingeid 7, ja 7,. (pingevektori p projektsioone y- ja z-telgedel, vt. joon.
2.17) ja saadakse poikjoudude leidmiseks valemid

= [ mds, Q.= [ n.aa 253)
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Paindemomendid M, ja M, on seotud normaalpingega o,. Kui paine toimub
x — z tasandis, siis iseloomustab painet paindemoment M, ning kui x — y ta-
sandis, siis M. Eksperimentide pohjal on leitud, et momendid M, ja M, tuleb
arvutada ristloike kesktelgede” suhtes. Vastavalt paindemomendi miérgireeglile
pohjustab elemetaarpinnal dA moéjuv summaarne joud o,dA elementaarpain-
demomendid zo,dA ja yo,dA vastavalt y- ja z- telje suhtes (vt. joon. 2.17).
Vastavad peamomendid saadakse integreerimise teel:

iwﬂ\mquu&\» ja NENH\@@%». (2.9)
A A

Vidndemoment. Ristloikes mojuva vadndemomendi arvutamise juures tuleb sil-
mas pidada, et vastavalt sisejoudude ja pingete mérgireeglitele pohjustab ele-
mentaarpinnal dA mojuv positiivne nihkepinge 7,. positiivse vadndemomendi
ja positiivne nihkepinge 7., negatiivse vééndemomendi (vt. joon. 2.17). Integ-
reerides iile kogu ristloike, saame

T = \@ﬁﬁ — 2Tyy)dA. (2.10)
A

Ristloike keskteljed lidbivad ristldike pinnakeset.
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2.7.2 Pingete avaldamine sisejoudude kaudu

Eelmises alajaotuses (st. 2.7.1) tuletatud valemite korral pole téhtis, kas kasu-
tusel on tugevusopetuse (ehk nn. elementaarteooria) eeldused ja hiipoteesid voi
lineaarse elastsusteooria omad. Kéesolevas alajaotuses osutub aga iilitdhtsaks
tdpsustada, et praegust rakendame tugevusopetusele ehk nn. elementaarteoo-
riale vastavaid lihtsustusi. Universaalsena!’ kuulub nende hulka ristldigete ta-
sandilisuse hiipotees, ehk Bernoulli hiipotees: ristloiked, mis enne deformatsioo-
ni olid tasapinnalised, jédvad ka peale deformatsiooni tasapinnalisteks.

Pikkepinged. Pingeid, mis on pohjustatud pikijoust, nimetatakse pikkepingeteks.
Siin eeldatakse, et

e vardale moéjub vaid piki tema telge mojuv valiskoormus,
— seega mojub varda ristloigetes vaid iiks sisejoud — pikijoud,

e pikijoust pohjustatud normaalpinge on jaotunud iihtlaselt iile kogu ristloike
(vrd. Bernoulli hiipotees ja vt. joon. 2.18).

10Gee hiipotees kehtib elementaarteooria raames tdmbel-survel, paindel, 16ikel ja viindel.
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mmm@@ saalne seose

0= (2.11)

Joonis 2.18: Pikijoud ja pikkepinge

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

Paindepinge. Paindemomendist pohjustatud pingeid nimetatakse paindepin-
geteks. Oma olemuselt on paindepinged normaalpinged. Mojugu talale selli-
ne valiskoormus, mille toimel tekib vaid iiks sisejoud — paindemoment M,
(joon. 2.19). Eksperimentaalsete ja teoreetiliste tulemuste pohjal ning kooskolas
Bernoulli hiipoteesiga eeldatakse elementaarteoorias, et tekkinud paindepinge
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Joonis 2.19: Paindepinge

(Joonis on périt prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.)

soltub koordinaadist z lineaarselt, st,
o, =kz, (2.12)

kus k& on konstant, mille mééramiseks kasutame seoseid (2.9):

M,

M, = \ zo,dA = \ k2*dA = kI, = k=—. (2.13)
A A Nw
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Avaldiste (2.12) ja (2.13) pohjal
M.
o, = —22. (2.14)
N@

Tugevusarvutuste seisukohalt omavad tédhtsust just maksimaalsed paindepin-
ged, mis tekkivad neis ristloike punktides, kus koordinaat z omab ekstremaal-

seid vAartusi (Zmax ja Zmn). Kui ristldige on siimmeetriline y-telje suhtes, siis

ON Zmax = —Zmin ja& arvutuste lihtsustamiseks voib tuua sisse ristloike tugevus-
momends
1y
W, =——. (2.15)
NE@X
Viimase abil saame maksimaalse paindepinge arvutamiseks valemi
M,
maxo, = —. 2.16

Kui talale moéjuva véliskoormuse toimel tekib vaid paindemoment M., siis
saame eelnevatega analoogilised valemid

Y, (2.17)

=~
=

(2.18)

W, = , max o, =

NS
=
&
=
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Mairkused:

e Tugevusmomentide W, ja W, arvutamise juures tuleb silmas pidada, et
kui ristloikeks on liitkujund, st. ta on jaotatav n lihtsaks osakujundiks, siis
tuleb koigepealt leida liitkujundi inertsimomendid [, = &:+~%v+. : .+@3
ja/voi I, =1 M: + 1 %v + ... +1 Mi. Seejarel arvutatakse tugevusmomendid
W, ja W, valemite (2.15) ja (2.18), pohjal'l.

e Kooskolas Bernoulli hiipoteesiga on paindepingete arvutamise juures eel-
datud, et paindemomendist M, pojustatud paindepinged on z jargi kons-
tantsed ja M, pojustatud paindepinged on y jirgi konstantsed, vt. valemeid
(2.14) ja (2.17). Viimaste valemitega esitatud lineaarsed seosed on samuti
kooskélas Bernoulli hiipoteesiga.

e Varda paindel jadb surutud ja tommatud kihtide vahele kiht, milles nn.
kiudude pikkus ei muutu ja kus paindepinge on null (vt. joon. 2.19).
Vastavat varda kihti nimetatakse neutraalkihiks. Neutraalkihi ja ristloike
16ikejoont nimetatakse nulljooneks.

UNB! W, # WP + W2 4+ Wi jaw, £ W + w4l
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— On selge, et x — z tasapinnas toimuva painde korral on z = 0 korral
paindepinge o, = 0.

— Elementaarteooria korral eeldatakse, et nulljooned on méaértatud kesk-
peatelgedega.

Naiaide 2-11. Pikkepinged vardas. Lahendatakse loengus.

Niaide 2-12. Paindepinged talas. Lahendatakse loengus.

Vidnde- ja loikepinged.

Vaandepinge on pohjustatud vadndemomendist ja l6ikepinge poikjoust. Oma
olemuselt on nad molemad nihkepinged ning kuna nende leidmine on tihti
komplitseeritum kui pikijoust ja paindemomendist pohjustatud normaalpingete
leidmine, siis piithendame neile omaette jaotise.
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2.8 Nihkepinged varda ristloikes'?

2.8.1 Uldised seaduspirasused

Nihkepingete paarsuse seadus.

Elementaarteoorias kasutatakse nn. nihkepingete paarsuse seadust, mis tule-
tatakse jargmiselt!®. Eeldame, et vardas on homogeenne pingeseisund ehk ho-
mogeenne pingus'®. Sellisel juhul peavad elementaarristtahuka vastastahkudel
mojuma vordvastupidised pinged. See tingimus kehtib nii normaal- kui nihke-
pingete kohta ning ta on tuletatud tasakaalutingimustest ) | Fj, =0, > Fj, =0
ja " F;, =0 (vt. joon. 2.20 a) ja b)). Teatavasti on aga tasakaaluks vajalik veel
kolme vorrandi kehtimine, st. Y M, (F;) =0, > M,(F;) =0 ja Y M.(F;) =0.
Nende pohjal saadaksegi nihkepingete paarsuse seadus (vt. joon. 2.20 ¢):

Toy = Ty, Topz = Tox, Tys = Tay- (2.19)

12 Joonised on pirit prof. A. Klausoni Tehnilise mehaanika loengukonspektist.

I3Hiljem esitame sama seaduspirasuse jaoks rangema tuletuskiigu.

4Ppinguse ehk pingeseisundi all méistetake keha punkti libivatel koikvoimalikel pindadel méjuvate pingete
hulka. Pinguse moiste juurde tuleme hiljem tagasi.

Homogeense pinguse korral on keha koigis punktides ithesugune pingus.
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a) b) c)
7, dxdy dx
X o s— .
- z..dydg ¥
— h dz h

o, dvdz 7. dydz 7. dydz

i T —

iy i g . vz Tddxdy

Joonis 2.20: Elementaarristtahuka tahkudel mojuvad pinged.

Naiteks,

MU M,(F;) = — (1y.dydz) do+ (T.pdzdy) dz = 0 = Ty = Top- (2.20)

Avaldiste (2.19) pohjal on selge ka see, et kui mingis keha punktis on nihkepinge
Toy > 0, siis ka 7, > 0 ja vastupidi (vt. joonis 2.21). Analoogilised seosed
kehtivad ka iilejadnud kahe nihkepingete paari jaoks.
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Joonis 2.21: Nihkepingete paarsus.

Nihkepinged ristloike serval

e Ristloike serval mojub nihkepinge puutuja sihis.

e Kuna ristloike nurgapunktis on lopmata palju puutujaid, siis seal on nih-
kepinge null.
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2.8.2 Vaiaindepinged iimarvarda ristloikes

Olgu iimarvarda otstesse rakendatud momendid T ja T’ (joonis 2.22). Selle
tulemusena tekkib vardas deformatsioon, mida nimetatakse vddndeks. Vaiandel
tekkivate pingete ja deformatsioonide uurimisel on elementaarteoorias kasutusel
jargmised eeldused:

e Kehtib Bernoulli hiipotees.
e Varda telg jadb sirgjooneliseks.

e Ristloike raadiused jadvad sirgjooneliseks.

allikas: www.clarkson.edu/class/es22201/3_torsion.ppt

Joonis 2.22: Umarvarda viine.
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Joonis 2.23: Vaandedeformatsioon.

Tehtud eelduste pohjal poorduvad ristloiked védndel iimber varda tel-
je. Selle tulemusena poorduvad varda moodustajad nurga -+ vorra.
Seega on vadndedeformatsioon oma olemuselt nihkedeformatsioon ja algsed
ristkiilikulised pinnaelemendid muutuvad roopkiilikulisteks. Nurka v nimeta-
takse wvddndenurgaks, ta on iiks oluline vidnet iseloomustav suurus ja tema
juurde tuleme hiljem tagasi.

2.8. Nihkepinged varda ristloikes 2-56

X maxT X maxT

Joonis 2.24: Vaandepinged iimarvardas ja paksuseinalises torus.

Tehtud eeldustest ja Hooke’i seadusest (pingete ja deformatsioonide vahel on
lineaarne soltuvus) ldhtudes peab vadndepinge olema lineaarfunktsioon varda
raadiusest p, s.t. 7 = kp (joon. 2.24). Konstandi k& mé#drame vaindemomendi
ja vadndepinge vahelisest seosest kasutades polaarinertsimomenti I,:

T

ﬂn\b&mnw\%ing = k=— (2.21)
A A I,

Niiiid saame vadndepinge jaoks valemi

T Td

nl aanlﬂ 2.22
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Valemid (2.22) kehtivad ka —
~ NP ) Ristloige _ W
rongasristloike  korral — (vt.  joon. P P
2.24). T at att
Vaandepingete arvutamise valem on y 32 16
paljuski analoogiline paindepingete QN
arvutamise valemiga: maksimaalsed 0 d* 1= 3

AN gt S| By
pinged on ristloike servas. Seega on ka Qw\ @ > 4| 16
siin voimalik sisse tuua ristloike tu- . qnmlo

gevusmoment — antud juhul nimeta-
takse seda polaartugevusmomendiks — Joonis 2.25: Polaarinertsimomendid ja polaar-
mille abil saab mé&irata maksimaal- tugevusmomendid.
seid vaandepingeid:

I, 21, T

W, = = — = max — 117 ° 2.23
P Prmax d 7 S\b A v

Tihti kasutatakse polaarinertsimomendi ja polaartugevusmomendi téhistena
vastavalt [, ja W), st. kasutatakse indeksi p asemel indeksit p.

Niide 2-13. Vididndepinged iimar- ja rongasristloikes. Lahendatakse loengus.
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2.8.3 Vaiaindepinged mitteiimarristloigetes

Umar- ja rongasristloigete kor-
ral on vadndepingete arvuta-
mine suhteliselt lihtne, kuid
muude ristldigete, st.  mit-
telimarristloigete,  korral  on
see  tunduvalt = komplitseeri-

tum. Bernoulli TQ@Od@@@ taoliste allikas: www.clarkson.edu/class/es22201/3_torsion.ppt
ristldigete korral tavaliselt enam
ei  kehti COOD. w.wav. Selliseid Joonis 2.26: Ristkiilikvarda véane.

vaandeiilesandeid késitletakse lineaarses elastsusteoorias. Elementaarteooria
(tugevusopetuse) kursustes refereeritakse vaid lineaarse elastsusteooria raames
saadud tulemusi, piirdudes tavaliselt maksimaalsete vidndepingete valemitega
kujul

max — T17 2.24
e = 7 (2:21)

kus W; on ristloike tugevusmoment.
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FElliptiline varras
Elliptilise ristloikega vardas arvutatakse pingeid pooltelgede otstes jargmiste

valemitega (joon. 2.27):

b2 T 16T 16T
T - - (2.25)

W, = max — 11, ) = .
! 16 " W,  mab? B = a2

maxT

~”
a4

a ,

Joonis 2.27: Elliptilise ristloikega varda vééne.

2.8. Nihkepinged varda ristloikes

Ristkiilikuline varras

Ristkiilikulise ristldikega vardas on vadndepinged piki servi jaotunud parabool-
selt ja omavad maksimalseid vaartusi servade keskpunktides. Ristloike nurkades
on vaindepinged nullid (joon. 2.28). Iseloomulikud pinged leitakse valemitega

L (2.26)

S\w = \AwD@wg Ty = \a@ﬁb.

.\ﬂ_u
—————
& b
e | T, |4
R — i —
S| %W wh | 1 12|15 2 3|5 |10] w
Lo o 5 N/ k 0,208 | 0,219 | 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,291 | 0,312 | 0,333
h
/EIEDL‘ELLL\'\
b a?n k, 1,00 [ 0,93 | 0,86 | 0,79 | 0,75 | 0,74 | 0,74 | 0,74

Joonis 2.28: Vadndepinged ristkiilikulise ristloikega vardas.

Naiide 2-14. Vaandepinged ristkiilikulises ristloikes. Lahendatakse loengus.
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Ohukeseseinaline avatud ristldige

S

i
i
|
— ¢— — A
e

—>]

vz

Joonis 2.29: Vadndepinged chukeseseinalises avatud ristloikes.

Viéga mitmed konstruktsioonielemendid on valmistatud metall-lehtedest, mille
ristloike paksus d on viike vorreldes korgusega s (joon. 2.29). Vastavalt tabelile
joonisel 2.28 on sellise ristloike korral kj, = 0.333 = 1/3 ja ristloike tugevusmo-
ment ja maksimaalne vadndepinge

502 3T
W, = — max — . 2.2

Valemid (2.27) kehtivad ka metall-lehest tehtud avatud ristloikega varraste jaoks.
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Ohukeseseinaline suletud ristldige

T=const

Joonis 2.30: Vaandepinged ohukeseseinalises suletud ristloikes.

Vaatleme muutuva seinapaksusega suletud ristldiget (joon. 2.30). Kuna seina
paksus on viike, siis loeme pinge seina paksuse jargi konstantseks. Samas on
lihtne néidata, et paksemas osas on pinge viiksem ja 6hemas osas suurem.
Projekteerime joonise 2.30 parempoolsel osal kujutatud joud x-teljele:

M m& = |ﬂ~%~&& + ﬂw%w&& =0. AMMWV
kust saamegi, et

7101 = T209 ehk 76 = const. (2.29)
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7

N

Joonis 2.31: Vadndepinged chukeseseinalises suletud ristloikes.

Jérgnevalt tuletame valemid maksimaalse vddndepinge arvutamiseks. Alustame
nagu tavaliselt vidndemomendi ja védndepingete vahelisest seosest(joon. 2.31):

T = \ pTdA = &\S&&m. (2.30)
A s

Kuna 76 = const ja pds = 2dw on kolmnurga ABC' kahekordne pindala, siis

T = ﬂu&b&m = wﬂu&&& = 270w, (2.31)

2.8. Nihkepinged varda ristloikes 2 - 04

kus w on ristloike keskjoonega piiratud kujundi (antud juhul ringi) pindala (vt.
joon. 2.32).

Kuna 70 = const, siis vastab maksimaal-
sele vdandepingele minimaalne seinapak-
sus ning tuues sisse 6hukeseseinalises su-
letud ristloike tugevusmomendi vaandel

W, = 2w6min (2.32)

saame maksimaalse véddndepinge leid-
miseks valemid

T T
Tmax = W = s Aw.wwv Joonis 2.32: Vadndepinged ohukeseseina-
w 35 :mommimdcaingw@m.

Naiaide 2-15. Vadandepinged avatud ja suletud 6hukeseseinalises ristloikes. La-
hendatakse loengus.
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2.8.4 Loikepinge

Vaatleme tala, kus mojub
poikjoud @, (joon. 2.33).
Teatavasti on poikjoud @),
loikepingete 7., peavekto-
riks. Poikjoud (), esineb
alati koos paindemomen-

diga M, ja seega mojuvad
vadeldaval ristloikel ka
503.5@&.@5@@.& Oz; Hubam Joonis 2.33: Poikjoud ja l6ikepinged (1)
sel joonisel ei ole kujuta-
tud. Lisaks eeldame, et tala on koormatud nii tema pealmine ja alumine pind
on nihkepingest vabad.

Poikjoust pohjustatud pingete ristloikes jaotumise seaduspérasuste selgita-
miseks teeme talas tdiendava 16ike ja vaatleme parempoolsel joonisel 2.33 ku-

jutatud alumise osa tasakaalu. Nihkepingete paarsuse seaduse pohjal moéjuvad
vaadeldava vardaosa pealmisel pinnal nihkepinged 7,,.
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Eraldame niiiid tala alumisest osast
vaikese risttahuka pikkusega dz, laiuse-
ga b ja "muutuva’korgusega h/2 — z.
Risttahuka otstahkudel méjuvad pikijoud
N7 # Nj ja poikjoud Q] # (J5; Pealmisel
tahul mojub pingete 7., peavektor dH . Eel-
dades, et N5 > N saame tasakaalutingi-
musest Y Fj, = 0 avaldada

dH = N} — N*. Aw.wm@ Joonis 2.34: Poikjoud ja l6ikepinged (2)

Edaspidises rakendame Zuravski'® hiipoteesi, mille kohaselt on 15ikepinged talas
jaotunud iihtlaselt y-koordinaadi jargi. Seega saame valemi
_dH Ny — N
~ bdxr  bdx

Niitid on dige aeg sisse tuua ka poikjouga ). koos kdiv paindemoment M, (joon.
2.35).

(2.35)

QlN x

5Ingliskeelses kirjanduses Jourawski.
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M +dM,

Xy m

ordo.

lw : <~ =)
v X dx v h
<+—> < >

Joonis 2.35: Poikjoud ja loikepinged (3)

Téhistame vaadeldava risttahuka otspinna (joon. 2.34) pindala A*. Joonisel 2.35
on see pind viirutatud. Niiiid saame esitada risttahuka otspindadel moéjuvad
pikijoud paindemomendi kaudu:

M M
N{ = \ o,dA =~ | 2dA=-LS,

M, + dM M, + dM, .
ZN*H\ T iy R

kus S5, on viirutatud pinna staatiline moment y-telje suhtes.
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Arvestades 1oikepingete paarsuse seadust ja valemeid (2.35) ning (2.36) saame

N; — Ny dM, S:
zx — Txz — — . 2.37
Ter =0 bdx dz I,b (2.37)

Rakendades diferentsiaalseoseid oleme ;
kokkuvottes saanud valemi, mis on ra-
kendatav meelevaldse kujuga ristloike
jaoks:

Y A
)

4

Joonis 2.36: Poikjoud ja l6ikepinged (4)

_ Q.5
b

\Nl&.N

(2.38)

Siin (), on vaadeldavas ristloikes Z )
mojuv poikjoud, b* on viirutatud pin-
na ”{ilemine joonmoode” (joon. 2.36),
S, viirutatud pinna staatiline moment
y-telje suhtes ja I, ristldike peainertsimoment. Jargnevalt vaatleme loikepingete

leidmist mones moénes spetsiifilise kujuga ristloikes.
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Ristkiilik

Kasutame valemit (2.38) ja leiame h/2
seal kasutatavad geomeetrilised

A
i
A e
’
i
i
i
i
—— —— —— —— «—
(%)

suurused ristkiiliku korral: v . —=5
bh? W2 o ) 2
N@ — dg v § ‘
b (12 IS
. 5 Joonis 2.37: Loikepinged ristkiilikulises ristloikes
I S N (e
T L bh3 \ 4

Arvestades, et ristkiiliku pindala A = bh, saame lopuks valemid

~3Q. 42° 30,

Tor=——— (1 —— 1, max 7,, = ———. (2.39)

2 A h2 2 A

Seega on tegu ruutparabooliga ja 7., = 0 kui z = £0, 5h ning mille maksimum
on kohal z = 0.
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Ring

——t— ———— 4—
-+
\»

Joonis 2.38: Loikepinged iimarristloikes

Kuna ristloéike serval on nihkepinged puutuja sihilised, siis lahutame selle kaheks
komponendiks ja tuletame valemid loikepinge 7,. leidmiseks. Kasutame jéllegi
valemit (2.38) ja leiame vajalikud geomeetrilised suurused ringi korral:
md* 3 2
I, = o1 b* = S, = 3 Aﬁw — vaw\ :
Kokku saame jéllegi ruutparabooli, mille maksimum on kohal z = 0 ja mis on
null kui z = +£r:

4Q. 2 4Q.

Tor=—-—— (1= =], max T,, = ——. (2.40)

3 A r?
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I-tala.

Vaatleme valtsmetallist
profiili, mille ristloige
on I tdhe kujuline. Ta-
valiselt nimetatakse sel-
list tala I-talaks (joon.
2.39). Eesmirgiks on
leida nihkepingete jao-

vood

tus sellises ristloikes.
Lihtsuse mottes vaatle-
me selist profiili koosne-
vana ristkilikutest.

2.8. Nihkepinged varda ristloikes

sein

Joonis 2.39: I-tala.

Loikepinge arvutamiseks
kasutame endiselt valemit
(2.38):

Q.S
Tey — .

I,b*

Seega  on  nihkepingete
epiiliride koostamiseks vaja
teada tervet rida staatilisi
momente, mis on esitatud
joonisel 2.40

p \A_d.& = \uN
........ §'=0

- L = llll * e
~., 8§, =8 =bta

% b rwh_w e rﬂfaa
A ¥

(0]
o

Joonis 2.40: I-tala iseloomulikud staatilised momendid.
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Joonisel 2.41 on kujuta- r =0 085"
tud loikepinge 7. epiiiir I- | /\ AT
tala jaoks. Nihkepinge va- fr— e \// .
lemites esinevad staatili- . _ E
sed momendid tuleb arvu- —8
tada joonisel 2.40 esitatud .
valemite abil. Uleminek
seinalt voole on tegelikku- «
ses sujuv (vt. joon 2.39) ja . 0.
seetottu ei esine tegelikku-

ses ka sellist jarsku hiipet ; P

‘—.

Q rmi\w
10

‘a.

maxr _=

'
< 4_4_4_‘_4_:¢_ —— —— — «—

nagu on joonisel 2.41. On —*,
selge, et vorreldes sei- j b
naga on loikepingete 7., v
vaartused voos viikesed.

5
-

Joonis 2.41: Loikepinge 7., epiiiir [-tala korral.

2.8. Nihkepinged varda ristloikes 2 -7

004
Nw 4 @t t
RJ

7l

ZN * X

Joonis 2.42: Loikepinge 7., pohjused.

Tala voos esinevad lisaks loikepingetele 7., veel 1oikepinged 7. Uks nende ole-
masolu pohjendus!® on esitatud joonisel 2.42. Eeldades, et Nj > Ny, tasa-
kaalustab pikijou juurdekasvu dN nihkepingest 7,, pohjustatud joud 7,,tdx.
Nihkepingete paarsusseaduse pohjal peab nihkepingega 7,, koos eksisteerima
nihkepinge 7,,, mille arvutamiseks kasutame valemiga (2.38) analoogilist vale-
mit

_ Q.8

oy = 2.41

16Eksisteerib veel teisigi pohjendusi. Néiteks, et v6os mojuv pinge 7, tasakaalustab seinas mojuvat pinget

Trz-
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Joonise 2.43 pohjal saame viimasest vale-
mist

Q.5

T =TT

_ Q.sat Q.sa
A

(2.42)

S, tdhistab siin viirutatud pinna staatilist
momenti y-telje suhtes. Arvestades, et tala
vOO laius on b ja seina paksus J, saame
nihkepingete 7., ekstremaalsed vaartused

Q.a(b—96)

2.4
o (2.43)

max | 7,,| =
On selge, et v66 ,sobivate” mooGtmete
korral voivad nihkepinged 7,, omada
markimisvadrsed vaartusi.

Tala vo6s mojuvate nihkepingete summee-
rimisel saame peavektorid Qs2, Q5, Qs, Q}
(vt. joon. 2.44).

N../u. €

Joonis 2.43: Loikepinge 7., epiiiir I-tala
vOOS.
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Valemi (2.42) pohjal
l
Oy — \ ToydA = \ Qesay o
A 0 N@
(2.44)

Arvestades, et a = h/2 —1t/2 ~ h/2

jal=0b/2—0/2~b/2 saame
.at !
Q2 H@N@ \m&m“
v , (2.45)
Q.atl* _ Q.htb
21, — 161, °
On selge, et jooniste 2.43 ja

2.44 pohjal vektorid Q2 = —Qj,
Qs = —Qj ja Q. = Qi (Qq on sisse

toodud v60 ja seina vahelise analoogia

0,

Q,

Joonis 2.44: Poikjoud I-talas.

'
l
v -~
v

mottes) ning moodulid Q2 = @3



2.8. Nihkepinged varda ristloikes 2-77

Niide 2-16. Painde- ja loikepinged I-talas (nn. keevisristloige).
Tala ristloikes mojub paindemoment M = 20 kNm

ja poikjoud ) = 100 kN. Koostada paindepinge C
o, ja loikepingete 7,, ning 7., epiiiirid. Ristloike - ° _
mootmed: b1 = 6 cm, hl =2 cm, b2 = 2 cm, h2 = /wa -
10 cm. Kuidas moéjutab mootmete suurendamine
. U . . . A le—"" b2 x h2
ja/voi vihendamine pingeid?
Lahendus. BT,
Paindepinged arvutatakse valemite (2.15) ja AL
(2.16) pohjal:

M I Joonis 2.45: I-tala ristloige

max o, = —-. W, = —7
%@ <max

Nihkepingete arvutamiseks kasutame valemeid (2.38) ja (2.43):
o @N@M @mm%@ - %v

Tz = b Max |7,,| = w|~@

Viimaste jaoks on vaja leida mitmed inertsi-, tugevus- ja staatilised momendid

I,, w,, mwf 5P
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Epiiiiride joonistamiseks vajalikud arvud on jargnevas tabelis. Epiiiirid joonis-
tatakse ja tdiendavaid seletusi antakse loengus.

M Q| h1]| b1| h2| b2 ly] Wy| Sat[ Sbt sx| taxz| tbxz2| tbxz1 txy
KNm| kN|cm|cm| cm| cm cm4| cm3| cm3| cm3 Mpa| Mpa| Mpa| Mpal Mpa
20| 100] 2] 6] 10| 2]1038,7] 148,4| 97| 72| 134,79| 46,69 34,66 11,55| 11,55
20| 100| 1] 6| 10| 2| 530,7| 88,4 58| 33| 226,13| 54,65 31,09 10,36| 20,73
201 100] 3| 6| 10| 2|1714,7) 214,3| 142| 117| 93,31| 41,41| 34,12 11,37 7,58
201 100] 2| 6] 10| 1] 955,3] 136,5(/ 84,5 72| 146,55| 88,45| 75,37| 12,56]| 15,70
20( 100 2| 6] 10| 3|1122,0| 160,3| 110 72| 124,78 32,53| 21,39| 10,70| 8,02
20 100f 2| 5] 10 2| 893,3| 127,6]/ 85| 60| 156,72 47,57| 33,58| 13,43| 10,07
20| 100( 2] 8| 10 2]1329,3| 189,9] 121| 96| 105,32| 45,51 36,11 9,03[ 13,54
20 100f 2| 6] 9| 2| 855,5| 131,6| 86,3] 66| 151,96( 50,41| 38,57| 12,86| 12,86
20( 100( 2| 6] 11| 2|1243,8| 165,8| 108| 78| 120,59( 43,51| 31,35| 10,45| 10,45
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2.9 Ristloigete geomeetriliste karakteristikute tabelid

Tugevusopetuses esitatakse sellised tabelid tavaliselt valtsmetallide kohta ja ku-
na tihti on tegu terasega siis kutsutakse neid tabeleid sel juhul terasprofiilide
tabeliteks. Kuna erinevatel tootjatel ja erinevatel riikidel on erinevad standard-
sed ristloiked, siis eksisteerib ka palju erinevaid terasprofiilide tabeleid. Loomuli-
kult pole konstruktsioonielemendid ainult valtsterasest ja leidub viga erinevate
kujudega ristloikeid ning neile vastavaid tabeleid.

Siin vaatleme iihte komplekti, mis on ka kéesoleva peatiiki lisas ja mida voib vaja
minna iilesannete lahendamise juures. Tabelid périnevad kolleegidelt mehaani-
ka instituudist ja profiilid vastavad autorile teadaoleva info kohaselt Euroopa
standardile.

Jargnevalt on esitatud tabelite algused kahte liiki I-profiilile, nn. karprauale
ning vord- ja erikiilgsele nurkrauale. Pikemad tabelid on esitatud Lisas 2-A.

2.9. Ristloigete geomeetriliste karakteristikute tabelid 2-80

A - nistloike pindala. L. L-inetsimomendid vastavalt y ja z-telje suhtes.
Wy. W -tugevusmomendid vastavalt y ja z-telje suhtes piirpingemeetodi korral.

HHUZ oLy Woiz-tugevusmomendid vastavalt v ja z-telje suhtes piirkoormusmeetodi korral.
iy, I, -inertsiraadiused vastavalt y ja z-telje suhtes, /; — vidndeinertsimoment.
A, - taandatud ristldikepindala nihkedeformatsiooni arvutamisks z-telje sihis.
Profiili h b fw I3 A Iy Wy WoLy Iy Avz Iz Wz Wpiz iz I
nr. mm___ mm mm mm___ cm’ cm? cm® cm® cm cm’ em® cm® cm® cm cm?
IPN 80 80 42 3.9 59 7.58 77.8 19.5 228 3.20 341 6.29 3.00 5.0 0.91 0.87
IPN 100 100 50 45 68 10.6 171, 7342 39.8 4.01 4.85 122 4388 8.1 1.07  1.60
A - ristlaike pindala. L. L-inertsimomendid vastavalt y ja z-telje suhtes.
Wy, W -tugevusmomendid vastavalt v ja z-telje suhtes piirpingemeetodi korral.
me ) 7oty Wiz -tugevusmomendid vastavalt v ja z-telje suhtes piirkoormusmeetodi korral.
i, I,-inertsiraadiused vastavalt y ja z-telje sultes. 7, - vaéndeinertsimoment
Ay - taandatud ristldikepindala nihkedeformatsiooni arvutamisks z-telje sihis.
Profiili h b fw It A I Wy Wty Iy Avz I Wz Wiz iz I
or mm__mm__mm__mm__cm’ cm® cm® cm®_ cm cm’ cm’  cm® cm® cm cm®

IPE .mo 80 46 38 52 764 80,1 200 232 324 358 849 369 582 105 0,70
IPE100 100 55 41 57 103 171 342 394 407 508 159 579 915 1,24 1,20
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7
m A - ristléike pindala. f. L-inetrsimomendid vastavalt y ja z-telje suhtes.
GHUZ “- W,. W, -tugevusmomendid vastavalt y ja z-telje suhtes piirpingemeetodi korral.
m oLy~ Wpiz -tugevusmomendid vastavalt v ja z-telje sulites piirkoormusmeetodi korral.
m iy, iz-inertsiraadiused vastavalt v ja z-telje suhtes. J; — vaandeinertsimoment.
“ Az . Avy - taandatud ristléikepindala nihkedeformatsiooni arvutamisks z ja y-telje sihis.
Profiili 7 b b f A L Wy Wy by A L W, W i Ay L Vs
2 4 3 3 2 4 3 3 2 4
or mm mm mm mm _cm  Cm cm cm cm om cm cm cm cm cm cm cm
UPN 80 80 45 6.0 8.0 400 106 265 31.8 3.10 510 194 636 12.1 1.33 7.14 216 1.45
UPN 100 100 50 6.0 85 450 206 412 490 391 646 293 849 162 1.47 843 2381 1.55
A- ristloike pindala,
1. I - inertsimomendid v. =-telje suhtes,
1. I, — inertsimomendid u. v-telje suhtes.
Wy, W, - tugevusmomendid y. z-telje sulites.
iy 7y — inertsiraadiused u. v-telje suhtes.
I, — tsentrfugaalmoment y , =-telje suhtes.
Profiili h=b A 2 Vs v iy i I—L T T —1 BT 7 I iy L
nr. mm__mm__cm®  cm cm cm cm__ cm® em®  cm _cm®  cm cm? cm cm?
L90x90x7 90 122 245 6.36 347 3.16 925 141 275 147 347 38.0 1.76  -54.5
L90x90x8 90 139 250 636 353 317 104 161 274 166 346 429 1.76  -61.5
2.9. Ristloigete geomeetriliste karakteristikute tabelid 2-82
B- ristlaike pindala.
L. I - inertsimomendid y. z-telje sulites.
I,. I — inertsimomendid u. v-telje suhtes.
W, W, - tugevusmomendid v, z-telje suhtes.
iy, I,-inertsiraadiused v ja z-telje suhtes,
iw Iy — inertsiraadiused u. v-telje suhtes.
I, — tsentrfugaalmoment y ,z-telje suhtes.
Profiili h b t A s Vs vy i iy U U3 o
nr. mm mm mm cm’ cm cm cm cm cm cm cm
L120x80x 8 120 80 8 15,5 3,83 1,87 823 597 325 419 2,09 236
L120x80x 10 120 80 10 19,1 3,92 1950 849 601 335 47 215 235
Profiili N% s.\w. NW. L Wz iz I Iu e Iv Nvﬂ
nr. cm? cm® cm cm® cm® cm cm* cm cm* cm cm’
L120x80x8 226 276 3,82 80,8 13,2 2,28 260 410 46,4 1,73 -78,5
L120x80x 10 276 341 3,80 98,1 16,2 2,26 317 4,07 56,6 1,72 -95.3



