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Eessona

Kaesolev loengukonspekt pohineb autori poolt alates 1999. aastast
Tallinna Tehnikaiilikoolis tehnilise fiitisika eriala iiliopilastele pee-
tud elastsusteooria loengutel. Antud kursus, kus leiavad késitlemist
nii lineaarsed kui mittelineaarsed probleemid, kujutab endast jatku
minu poolt loetavale pideva keskkonna mehaanika kursusele. See-
ga eeldan kuulajatelt pideva keskkonna mehaanika mittelineaarse
kéasitluse elementaarset tundmist. Loengukonspekti esimese varian-
dina tuleb vaadelda autori poolt kasitsi kirjutatud ja 1999-2000.
aastani loengutel kasutatud kilesid, millest {iliopilased said endale
koopiad.

Kuna tegu on &ppevahendiga, mis valmis 2001/2002 6/a kevadse-
mestril ja joudis seda ainet oppivate tudengiteni jark jargult, siis
on kirjanduse loetelu esitatud sissejuhatava peatiiki viimase pa-
ragrahvina (mitte aga vahetult enne sisukorda nagu on kombeks
fikseeritud sisuga ja kirjastatud dppevahendite puhul).

Markused:

1. Loengukonspekt (pidevalt uuenevana) on viéljas internetis mi-
nu kodulehekiiljel http://cens.ioc.ee/ salupere.

2. Loengukonspekt pole moeldud kasutamiseks iseseisva opiku-
na.
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3. Teksti paremas servas olevad mérgid (1/, e, x jne.) tahistavad
kohti, kus loengus esitatakse olulisi selgitavaid markusi.

4. Loengukonspekt voib sisaldada triikivigu.

Andrus Salupere

Peatiikk 1

Sissejuhatus

Katsed on nédidanud, vélismdjude (pindkoormused, massjoud, soo-
jendamine, jahutamine) toimel voivad tahked kehad deformeeruda.
Kui deformatsioonid ei iileta teatud piiri, siis vélismojude korval-
damisel keha taastab oma esialgse kuju. Sellist tahke keha oma-
dust nimetatakse elastsuseks. Elastsusteooria uurib elastsete ke-
hade deformatsioone ja liikumist. Séltuvalt vélismojude korvalda-
mise kiirusest voivad siin kaasneda teatud vonkumised. Kui defor-
matsioonid aga iiletavad teatava piiri, siis keha algne kuju ei taastu
taielikult — osa deformatsioone séilib. Neid jadvaid deformatsioone
nimetatakse plastseteks deformatsioonideks.

Elastsusteooria piiiiab méérata ja hinnata

e geomeetrilisi suurusi, mis iseloomustavad keha
deformatsiooni;

e pingeid (sisejoude), mis ilmnevad deformatsiooniprotsessis.

Selleks rakendatakse matemaatilise fiiiisika meetodeid.
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Elastsusteooria pohineb pideva keskkonna mehaanikal’. Seega on
vaja sisse tuua voi méarata:

Pideva keskkonna moiste.
Pideva keskkonna tihedus.

Geomeetrilised suurused, mis kirjeldavad keha
deformatsioone.

Sisejoud ja nende seos vilismojudega.

Sisejoudude ja deformatsioonide vahelised seosed
(olekuvorrandid).

Viimased méadratakse eksperimentidest — seega on tegu fenomeno-
loogilise teooriaga.

1.1 Kirjandus

1.

2.

3.

4.

A.C. Eringen. Nonlinear Theory of Continious Media.
McCraw-Hill Book Company, New-York et al., 1962.

M.N.L. Narasimhan. Principlec of Continuum Mechanics.
John Wiley & Sons, Inc., New-York et al., 1993.

A.C. Eringen. Mechanics of Continua. John Wiley & Sons,
inc., New-York et al., 1967.

Y.C. Fung. Foundation of Solid Mechanics. Prentice-Hall Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1965.

!Pideva keskkonna mehaanika uurib tahkiste (deformeeruvate tahkete ke-
hade), gaaside ja vedelike liikumist vélismdjude toimel.
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Y. Basar, D. Weichert. Nonlinear Continuum Mechanics of
Solids: Fundamental Mathematical and Physical Concepts.
Springer, Berlin et al., 2000.

A.J.M. Spencer. Continuum Mechanics. Series: Longman
mathematical texts. Longman Scientific & Thechnical, Har-
low, 1988.

J. Salencon. Handbook of Continuum Mechanics: General
Concepts, Thermoelasticity. Springer, Berlin et al., 2001.

U. Nigul, J. Engelbrecht. Nelineinoje i lineindje perehodndje
volnovoje protsesso deformatsii termouprugih i uprugih tel
/ Mittelineaarsed ja lineaarsed deformatsioonilainete leviku
ileminekuprotsessid termoelastsetes ja elastsetes kehades/.
Tallinn, 1972 (vene keeles).

W. Nowacki. Teoria uprugosti /Elastsusteooria/. Mir, Mosk-
va, 1975 (vene keeles).

S. Timosenko, J.N. Goodier. Teoria uprugosti /Elastsusteoo-
ria/. Nauka, Moskva, 1975 (vene keeles).



1.2 Ulevaade pideva keskkonna
mehaanika pohimoistetest,
-hiipoteesidest ja -vorrandeist.

1.2.1 Pohieeldused ja -hiipoteesid
Pidevushiipotees

Koik kehad koosnevad osakestest, kuid meid huvitavas mahus (ruu-
malas) on neid palju. Seetottu eeldame, et uuritavad vedelikud, gaa-
sid ja tahked kehad on sellised keskkonnad, mis tdidavad vaadeldava
ruumi pidevalt. See hiipotees voimaldab nende keskkondade mate-
maatilisel kirjeldamisel kasutada pidevaid funktsioone.

Ruumi meetrilisus

Eeldame, et kahe pidevas ruumis asuva punkti vaheline kaugus on
alaty theselt mddratav. Eksperimendid on néidanud, et reaalseid
fiitisikalisi ruume voib mitte viga suurte mastaapide puhul lugeda
eukleidilisteks ruumideks. Meie vaatleme edaspidi eranditult euk-
leidilisi ruume. Mehaanikat, mis baseerub eukleidilisel ruumil, ni-
metatakse Newtoni mehaanikaks.

Aja absoluutsus

Eeldame et eksisteerib absoluutne aeg, mis kulgeb koigis
taustsiisteemides iihesuguselt 2.

Newton: “Absoluutsel ajal pole mitte midagi iihist mitte millegagi
viljaspool teda ning ta kulgeb iihtlaselt.” Praktikas ldhtutakse aja modtmisel
siiski mingist konkreetsest fiiiisikalisest néhtusest.
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Koordinaadid

Euleri koordinaadid ehk ruumilised koordinaadid (EK).
1,2 .3

'z, x° on ajas muutumatud. Nende suhtes kirjeldatakse kesk- /

konna materiaalsete osakeste liikumist.

Lagrange’i koordinaadid ehk materiaalsed koordinaadid
(LK). Fikseerime ajahetkel ¢t = tq keskkonna materiaalsete punk-
tide asendi ja seome nendega koverjoonelise koordinaatsiisteemi
X1 X2 X3 Kui niiiid ajahetkel ¢ > +t; keskkond liigub ja
muudab kuju, siis liigub ja muudab kuju ka koordinaatsiisteem
X1, X2 X3, Sellist koordinaatsiisteemi nimetatakse Lagrange’i
koordinaatsiisteemiks ehk materiaalseks koordinaatsiisteemiks ning
vastavaid punkti koordinaate X', X2, X3 Lagrange’i koordinaati-
deks ehk materiaalseteks koordinaatideks.

Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i rist-
koordinaatide (DRK) kaudu Nii EK kui LK tuuakse sisse libi
DRK:
=Rt 2?2, k=1,2,3, (1.1)
7K = 78X, X? X?), K =1,2,3. (1.2)
Seega eeldatakse, et nii EDRK kui LDRK soltuvad kolmest Euk-
leidilise ruumi E? muutujast (vastavalt z!, 2% 23 ja X! X2 X3).
Funktsioonide z* ja Z¥ puhul eeldatakse kuuluvust klassi C",r > 1
ning on defineeritust mingis ruumi E? piirkonnas.

Vastavad poordteisendused:
ot = a2k (2 2223, k=1,2,3, (1.3)
XK =X8(ZY, 722 7%, K =1,2,3. (1.4)

Teoreem ilmutamata funktsioonist: koordinaatteisendus (1.1) omab
ruumipunkti p timbruses § iihest poordteisendust (1.3) siis ja ainult
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siis kui eksisteerivad osatuletised 9z* /0% ja jakobiaan

02"

Siin zf, k = 1,2, 3, on ruumipunkti p koordinaadid.

Analoogsed tingimused peavad olema téidetud ka LK ja LDRK pu-
hul: koordinaatteisendus (1.2) omab materiaalse punkti P imbruses
J ithest poordteisendust (1.4) siis ja ainult siis kui eksisteerivad osa-
tuletised 02K /0XX ja jakobiaan

ozx
oXE

7 0;

JL:‘ X* - X >0, (1.6)

Siin XX, K = 1,2,3, on ruumipunkti P koordinaadid.

e Koordinaatkoverad

e Koordinaatpinnad
Edaspidises eeldame, et

e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descar-
tes’i ristkoordinaatide kaudu (EK kujul (1.1) ja LK kujul
(1.2)) selliselt, et jakobiaanid (1.5) ja (1.6) pole samaselt nul-
lid ruumis E? vo6i viihemalt mingis meid huvitavas ruumi E?
piirkonnas (v.a. mdned singulaarsed punktid, jooned vo6i pin-
nad);

e iildjuhul on pikkuse mootmiseks piki telgi 2* ja Z% valitud
iithtne mastaap.
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1.2.2 Skalaar, vektor, tensor

Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme ¢ ja n'. Funktsiooni (¢!, (2, (3) =
©(¢) nimetatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koor-
dinaatteisendusega ¢* = C*(n', 7% n®) = *(n), k = 1,2,3 oma
algvaartust, st.,

(¢ (M), (M), () = v(n) = ¢(C). (1.7)

Seega ei soltu skalaari vadrtus antud punktis koordinaatide valikust.

Naide: Temperatuur on absoluutne skalaar.

Kontravariantne vektor

Suurusi ©*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponen-
tideks ehk lihtsalt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaattei-
senduse ¢ = ¢(n) puhul muutub ta vastavalt seadusele

S Cm) = v () = w<c>§gi§ k=123 (18)

Suurusi 1*(n) tuleb siin méista kui suuruste ¢*(¢) komponente
koordinaatsiisteemis n’, i = 1,2, 3.

Naide: Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
o = dC*, saame

o

_ m_ m O
_ 8<md<

k _ k
Yt =dn =¥ gem
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Kovariantne vektor

Suurusi ¢ (¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks
ehk lithidalt kovariantseks vektoriks kui nad koordinaatide teisen-
duse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad vastavlt seadusele
ocm
er(C(n)) = Yi(n) :“Om(C)a_nk’ k=1,23. (1.9)

Naide: Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor,
sest tihistades

o
kus ® on absoluutne skalaar, saame
. _ 0 9P o o

Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), ®(¢) ja ®F(¢) nimetatakse vastavalt kontra-
variantseteks-, kovariantseks- ja segatensoriks kui nad koordinaat-
teisenduse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad seaduste

ki — Tkl _ &mn 6’77’“ 877[ .
PG = W) = 9 (Q) g ki I=1,2,3, (110)

aC™ o¢™
Bu(¢(n) = V) = PO G 7 5o 1= 123, (L11)
ja
on* ocn
BGln) = Wi(m) = O FE T KD =123 (112

jargi.
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1.2.3 Baasivektorid ja meetrilised tensorid

EDRK z* ja LDRK Z%X — ortonormeeritud baasid ij, ja I

EK z* ja LK XX jaoks defineeritakse kovariantsed baasivektorid g,
ja Gk ldbi punktide p ja P kohavektorite kujul

op 02",
S (1.13)
ja
oP ozM
G = 5o = gyl (1.14)

Kroneckeri delta

def 1, K = L
5KL=IK-IL={ 0. K £ L (1.15)
Kovariantne meetriline tensor
def def
Gigr=Grx = Gk - Gp, Il = ik = 8k & (1.16)
Kontravariantne baas — g* ja G defineeritakse libi ortonor-
maalsustingimuste
GK'GL:5KL ja gk'gl :5kl (117)
kust
GE =GELG, ja gF = gMg. (1.18)
Kontravariantne meetriline tensor —
factor G fact
GKL _ cofac gr KL ia gkl _ o acgor gkl7 (1.19)
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kus
G = |Gkl ja g=|gul (1.20)

on determinandid.

GLMGMK = 5LK, gklglm = (5km jne. (1.21)
v =ugh = v'g (1.22)

v = My ja v, = gt (1.23)

M =gmck o F = ¢y ine. jne. (1.24)

1.2.4 Liikumise kirjeldamine

Liikumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaati-
de teisendust

o = oF(XY X2 X300 (1.25)
VOl

X = XK 2% 2% 1), (1.26)
mis siirdab materiaalse punkti X', X2, X3 ruumipunkti z*, 22, 23.

e Koordinaatteisendused (1.25) ja (1.26) on teineteise
poordteisendused.

e Uhesus: 302%/0X* ja

. OxF
)= oxT

40 (1.27)

ruumipunkti p {imbruses |x’c — x'§| > 0.
e (1.25) — Lagrange’i kirjeldus.

e (1.26) — Euleri kirjeldus.
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1.2.5 Deformatsioon ja siire
Siire

Materiaalse punkti P asukoha muut ajavahemikus At on méaaratud
siirdevektoriga u.

Joonis 1.1: Deformatsioon

Elementaarpikkuse ruut (kohavektori muudu ruut)

dS? = dP - dP = GgrdX®dXl = §dz¥dz*, (1.28)
ds* = dp - dp = guda"dx' = 6dz"d2. '
Deformatsioon (deformatsiooni moot)
ds* — dS? (1.29)
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Deformatsioonigradiendid

k 8Ik(X17X27X37t>
T K —
’ OXK

ja XK,k =

OXE(xt, 2% 23, 1)

oxk

Deformatsioonitensorid

Cauchy deformatsioonitensor

def K L
Cr = C - = G X" 1 X7

Greeni deformatsioonitensor
def k 1
Ckr = Ck - Cp = gux KT L
Fingeri deformatsioonitensor
—1g; def
el def k1 GKLSCk,K$l,L

Piola deformatsioonitensor
VKL def ~K AL klyvK L
C =C".C :gX’kXJ
_ —1
Nende puhul ¢, cml — 0il ja Crpr OME = 65t
Lagrange’i deformatsioonitensor

2Bk =2E1k = Ckr — Gk1L

, (1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)
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Euleri deformatsioonitensor
2er = 2€5 = gr — Cl (1.36)
Kuna
dS? = dP - dP = GrrdX%dX! = ¢pdatda’,
{ ds’> =dp-dp = gkldaskdxl = CyrdX¥ax*t
siis niitid
ds® — dS? = 2ExdX*dX" = 2eyda*da’, (1.37)
Seosed:

ko1 K L
Exr = epx KT L Ja €l = Eygr X ,k:X l

7 (1.38)
Kovariantsed osatuletised
Christoffeli teist litki siimbolid
MY et 022N XM m) def 022" Ox™
= ja o 22 20 (1.39)
KL OXKOXL 9ZN kl orkox! 0zn

Christoffeli esimest liiki siimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Lébi Christoffeli teist liiki siimbolite

[KL,M]défGMN{ N}, {M

_ MN
KL KL}_G [KL,N],

1.40
def n m mn ( )
[k m] < g 3 0 ot =gkl ).
ii) kujul
df 1 (0Grn  0Gry  OGkr

[KL’M]_§(5>XL XK _8XM>’ L

i, )] def 1 OGrm n OGim B G .

’ 2\ ozl oxk  Oxm
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NB ! Christoffeli siimbolid pole tensorid!

Osatuletused vektoreist U voi u avalduvad kujul

0 0

aX—K(ULGL) = U kG, B 8X—K<ULGL> = Up.xGM,
a l m el a l m
@(U gl) =U k8m, @(ulg ) = Um;k8 -
(1.42)
Siin
v det OUM M L
UY .k = IXEK + {KL U”,
(1.43)

m  def du™ m l
Gk Gt +{kz}“

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste
tensorite G, ja gg jirgi) ning

det OUny L
Umx = IXE {MK} Ur,

e 2 Ot 1L
m;k_axk mk 1

on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste ten-
sorite Gk, ja gi jargi).

(1.44)

Suurused UM & ja u™y on segatensorid ning Uppx ja Up kova-
riantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid (1.43) — (1.44)
ja vastupidi:

{ UL;K — GLMUM;K

UL;K - GLMUM;K

l m
Uk = JimU sk

Ilm
Uk =0 Umk

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon
Kovariantse osatuletise avaldised (1.43) ja (1.44) koosnevad kahest
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osast. Neist esimene iseloomustab vektori u muutumist kui muutub
koordinaat X (voi 2*) ning teine u muutumist kui seoses X% (voi
7%) muutumisega muutub baas Gy (voi g,,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli stimbolid sama-
selt nullid ja seega kovariantne osatuletis on vordne “hariliku”
osatuletisega.

Deformatsioonitensorite ja siirete vahelised seosed

Cxr = Grr + Uk + Uk + Un.xgUY L,
{ KL KL K;L L:K N:K :L <1'45>

n
Ckl = Gkl — Ukl — Uk + Uppt .

2Fk = 2Ex = Oxp, — Ggp = Uk + Upie + Upnrx UM g,
2ep = 2€ = Gl — Chl = Uky + Upk — Uty
(1.46)
Need vorrandid on PKM iihed pohivorrandid, mis seovad omava-
hel Lagrange’i ja Fuleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete
punktide siirded u.

Suurusi v, v, jne. nimetatakse tihti siirdegradientideks. Sirgjoo-
neliste koordinaatide puhul Uynx = Upx jne. DRK puhul lisaks
eelnevale UM | = Uy i jne. ning vorrandid (1.46) saavad kuju

2Bk = 2Bk = Ckr — Grr = Uk + Uk + U kUi 1,
2er = 2€1 = Gri — Cll = Uy + Uk — U kU i
(1.47)

f
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Pikenemine ja nihe (nurga muutus)

Vaatleme koverjoonelist roptahukat® (Joon. 1.2). Tema “servavek-
torid” hetkel t =ty on GxdX%E ja need deformeeruvad servavekto-
riteks Crd X .

Joonis 1.2: Koverjoonelise r6optahuka deformatsioon

Defineerime vektorite dX ja dx sihilised iihikvektorid

ax . dx

N=_— ——
a5 T s

(1.48)
mille komponendid
N¥ = —— ja nf = "~ (1.49)

kujutavad endast iithikvektorite N ja n suunakoosinusi.

Pikenemiskoefitsendid*

31.k. curvlinear parallelepiped
41.k. stretch
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ds 1
Ay = Awm) = S = O NENL = W (1.50)

Fiitisikaliselt on suurused AN ja An) samad — esimene on vaid
esitatud LK-s, teine EK-s.

Suhteline pikenemine (suunas N)°

ds —dS

LDRK ja EDRK

(1.52)

Kui Exg < 1 voi ey, < 1, siis arendades avaldised (1.52), ja
(1.52), Maclaurin’i ritta ning séilitades vaid koige madalamat jirku e
liikmed, saame

E K~ E(K) ja €k ~ €(k) (153)

5T.k. extension
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Vaatleme kahte 16pmata véikest vektorit dX; ja dX5, mille vaheline
nurk on © = O(n, N,) ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dx,
mille vaheline nurk on ¥ = ¥y, n,)-

Joonis 1.3: Nurga muutus

Uhikvektorid
dX dx
NO{ = 704 1 a = «
X, T Jax,|
ning nurkade koosinused
dX;-dXy GrrdXFdXxt

a=1,2 (1.54)

0= = = G NENE 1.55
CRE T [dXs| T dXy] |dXs) kiNP Ny (1.55)
ja
cost  — dx; - dxs _ CxrNIEN¥ tibistame (1.56)
|dx; | |dxs| Ay A, S

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega N; ja Ng
médratud pinnal on defineeritud kui algse nurga © muut —

F(NLN2) = Y(ni1,n2) = @(N1,N2) - 19(111,112)’ (157)

sinl' = sin(© — ) = Hsin® — V1 — H? cos © (1.58)
Kui N; L Ny, siis sinl' = H.
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LDRK
2Bk = (1+ Ex)) (14 Eg))sinTgy, K#L. (1.59)
Kui nii |Ex)| < 1, |Eqy| < 1kui [sinD )| < 1 siis saame
2Bk ~sinT gy, K # L. (1.60)
Kui lisaks I' g1y — 0, siis
2Bk ~ Tk, K #L. (1.61)
Kui 2% on EDRK, ey < 1, ey < 1 ja gy — 0, siis

Qekl =~ Ykl k 7& l. (162)

Deformatsioonitensori peasuunad

Tuleb lahendada vorrandisiisteem
(CFp —Cs% ) NV =0. (1.63)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakte-
ristlik determinant on null, st.,

|CFp —Cs% | =0. (1.64)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik
vorrand (mis kujutab endast kuupvorrandit)

—C? +1C* —11cC 4+ 1Ie = 0 (1.65)

tundmatu C méaaramiseks.

Karakteristlik vorrand (1.65) omab kolme juurt C,, o = 1,2,3,
mida nimetatakse omavdidrtusteks ehk peavidrtusteks®. Vorran-
disiisteemi (1.63) abil saame niitid igale peaviirtusele C, seada
vastavusse omavektori ehk peavektori N, mis maédrab peasuuna.
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Saab toestada, et peavadrtused on reaalsed ning neile vastavad pea-
suunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati.

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht
iihtib peavektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis

Nt = ko0, (1.66)
ja avaldiste (1.63) pohjal
Ck, = Cu%,, (1.67)

St., Cll = Cl, 022 = Cz, C33 = 03 ja CKa = 0, kui K 7é .
Kokkuvottes voib delda, et peavddrtused vorduvad deformatsioo-
nitensori normaalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsiooni-
dega). Nihkedeformatsioonid selliste telgede (koordinaatide) puhul
puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid —
10201+02+Cg,

IIC - 0203 + 0103 + 0102, (168)
[Ile = C1C5C5.

Pikenemiskoefitsendid peasuundades

a:A \/7_\/—

(1.69)

51.k. eigenvalues or principal values or proper numbers
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1.2.6 Kiirus ja kiirendus
Materiaalne tuletis vektorist

Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi) nimetatakse operat-
siooni

et df (1.70)

dt X=const

LK OF(X, ¢
f(X,t) = <8t’ ) (1.71)

EK: P 5
ot ‘98 (1.72)

1) = O (i) + ()i

Esimest liiget nimetatakse siin lokaalseks tuletiseks (monikord ka
tuletiseks aja jargt), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaal-
ne tuletis iseloomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumi-
punktis ning konvektiivne tuletis muutusi, mis on pohjustatud ma-
teriaalse punkti liikumisest (vaadeldava ruumipunkti timbruses).

Defineerime materiaalse tuletise vektori komponentidest

Df* qer 8f o . Dfi aet Of Ny
lef IR 7R REA 1.73
Dt Tl T = g (1.73)
Vektori jaoks seega
f = = . 1.74
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Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni
& = O(x,t). Materiaalne tuletis skalaarist on defineeritud kujul
& — Do od 0 ,

—E—E—i‘%x. (175)

Naiide: Tahistagu skalaar ® materiaalse punkti temperatuuri. Tem-
peratuuri muutumisel véib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti
temperatuur muutub ja 2) liikudes satub materiaalne punkt teise
ruumipunkti, kus on erinev temperatuur (vorreldes ruumipunktiga,
kus ta oli). Viimast nahtust nimetatakse fiitisikas konvektsiooniks.

Materiaalse punkti kiirus
Joonise 1.1 (lk. 13) pohjal punkti kohavektor

p=b+P+u (1.76)
Kuna b ja P ei soltu ajast, siis

v=p=1. (1.77)

Kui lahtuda materiaalse punkti kohavektorist

p = 2F (X1, X2 X3 t)gy, siis tema kiirus

v =vFg, kus V=1t = (1.78)

k— -k a_xk Da*

ot Dt~
Kui lihtuda siirdevektorist u = UX (X, t)Gg = u*(x,t)gy, siis saa-
me LK ja EK puhul kardinaalselt erinevad kiiruse avaldised.

LK:
oUK

V = VKGK, kus VK = W

(1.79)
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EK:

v=1fg, kus o = —— = +u"; v (1.80)

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri
koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Materiaalse punkti kiirendus

a=v. (1.81)

Lagrange’ koordinaatide puhul

ovE  9rUK
a K o o (182)
ning Euleri koordinaatide puhul
D k k
a=a"g,, d = AL + vk, o (1.83)

—~—

x!

Dt Ot

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmu-
tatud kujul.

Deformatsioonikiiruse tensorid

Euleri deformatsioonikiiruse tensor

2dk:l = Ug;1 + Uik, (184)

Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor

DEky
Dt

EKL = = dkll'k’Kl’l’L. <185)
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Keeriselisuse tensor

Defineerime (Cauchy) keeriselisuse tensori’

1
Wk, = 2 (Vrg — Vi) = Ulk;1] - (1.86)

1.2.7 Mass

Mass on positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Te-
ma dimensioon M ei soltu ei pikkuse dimensioonist L ega aja di-
mensioonist 7. Kui mass on absoluutselt pidev, siis leidub funkt-
sioon p, mida nimetatakse massi tiheduseks. Sel juhul keha kogu
mass

m:/vpdv. (1.87)

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom —
massi jidvuse seadus

Globaalne massi jidvuse aksioom: keskkonna kogumass on
litkumisel invariantne —

/podV:/de. (1.88)
1% v

Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame glo-
baalset massi jadvuse aksioomi materiaalse punkti Iopmata véikeses
iimbruses.

Lagrange’s kirjeldus:

0o = pJ = p/Ille voi p= pod ' = por/IlL,. (1.89)

"Lk. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poérlemistensor, i.k. vastavalt
spin tensor.
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Siin on arvestatud, et

02k — 1
d p— d 1 pr— p— III pu— ppe—

Avaldisi (1.89) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja
nad esitatakse Lagrange’i koordinaatides.

Euleri kirjelduse saame kui esitame globaalse massi jadvuse ak-
sioomi kujul % fv pdv = 0. Viimase pohjal avaldub lokaalne massi
jadavuse aksioom kujul

% + (pvk);k =0, (1.90)
mis kujutabki endast ruumilist pidevusvorrandit ja esitatakse EKs.
Avaldised (1.89) ja (1.90) esitavad iihe ja sama nidhtuse kaht erine-
vat kirjeldust — (1.89) on mugavam kasutada tahke keha mehaa-

nikas, (1.90) aga vedelike ja gaaside puhul.

1.2.8 Joud

Pideva keskkonna vaatepunktist lahtudes voib joud jagada kolme
kategooriasse:

1. Mahu- ehk massijoud ® méjuvad keha voi keskkonda moodus-
tavatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). Néiteks
gravitatsiooni joud voi elektrostaatilised joud. Summaarne
joud saadakse integreerimisel iile kogu ruumala v. Siin eel-
datakse, et on teada jou tihedus iithikmassi voi ithikruumala
kohta.

2. Pinna- ehk kontaktjoud ® on pohjustatud teiste kehade voi
keskkondade mojust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on
teada pinnaiihikule méjuv joud. Naiteks hiidrostaatilise rohu
moju vette asetatud keha pinnale.

81.k. body forces(loads)
91.k. surfice or contact forces(loads)
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3. Sisejoud 1° on pohjustatud materiaalsete punktide omavahe-
lisest mojust. Diinaamika kursuses néidati, et koigi sisejoudu-
de peavektor ja peamoment on vordsed nulliga. Punkt-
masside vahelised joud (sisejoud) muutuvad pinnajoududeks
kui me isoleerime (motteliselt) keskkonna voi keha iihe osa
iilejddnust. See annab pingehiipoteesi.

Pideva keskkonna mehaanika kursuses kasutasime jargmisi
tahistusi:

f — massijoud (joud massitihiku kohta),
t(n) — pinnajoud (joud pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,
F ., — punktis p, mojuv koondatud joud,
m — massimoment (moment massiiithiku kohta),
m,) — pinnamoment (moment pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,

M, — punktis p, modjuv joupaari moment.

Seega, kehale mojuva jousiisteemi peavektor

J-':/ fd9ﬁ+/t(n)da+z.7-'a (1.91)
m s o

ja peamoment

M, = / m+p><f]d9ﬁ+/[m(n)—l—p><t ]da+

-l-Zpax.’F +ZM5 (1.92)

Koondatud joudusid defineeritakse tihti kui piirjuhte pinna- voi

mahujoududest. Selline késitlus voib aga monikord pohjustada ma- /

01 k. mutual or internal forces(loads)
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temaatilisi raskusi ning vajab seetottu tédiendavate tingimuste ka-
sutamist. Naiteks, et viltida maaramatusi rakendatakse lokaalseid
teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei méju koondatud joudu-
sid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.

1.2.9 Liikumishulk

Keha (mahus v sisalduva massi M) liskumishulk' P avaldub kujul

P(x,t) déf/gmv(x,t)di)ﬁ:/mvk(x,t)gk(x)dim (1.93)

kusjuures baasivektorid gx(x) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul
dM = pdv, siis pole oluline, kas integreeritakse iile ruumala voi
massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarselt G¥(X) siis saa-
me liilkumishulga P komponendid P¥ LK-s —

PK(X, ) = / 0" L (X, )0H (x, 1), (1.94)
m
Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom —

liikumishulga tasakaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus. Liikumishulga
muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) mojuvate joudude
peavektorigal?

P = F ehk —/ gl ptdom = FX (1.95)

U1 k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit
impulss.
121 k. principle of balance of momentum



1.2.10. Kineetiline moment 30

1.2.10 Kineetiline moment

Keha (mahus v sisalduva massi M) kineetiline moment*® H, ruu-
mipunkti o suhtes

H, < [ pxvdm= / g v dI. (1.96)
m m

Analoogselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid
esitada LK-s

T — as
L

Pideva keskkonna mehaanika II1 pohiaksioom —
kineetilise momendi tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus. Kineetili-
se momendi muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) moju-
vate joudude peamomendiga'? (mdlemad momendid peavad olema
voetud iihe ja sama ruumipunkti suhtes) —

: D
H, =M, ehk E/ gKkeklmplvmdfszf ehk
m

D
Dt 9" kg™ (™" = ploh)dam = ML,
tJom

(1.98)

13Lk. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse
ka termineid impulsi moment ja péordeimpulss.
T k. principle of balance of moment of momentum
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1.2.11 Pinge

Pinnal Aa méjub keskmine joud AF ja keskmine moment punkti p
suhtes M,,. Kui Aa — 0, siis suhe AF/Aa — t(y). Kui vaadeldavas
protsessis moment punkti p suhtes ei lahene nullile, siis saame ka
suuruse m(n).

Joonis 1.4: Pingevektor ja momentpinge

Vaatleme viikest ruumipiirkonda v, mis on imbritsetud pinnaga s
ja mis asub téielikult kehas mahuga V ja pinnaga S (joonis 1.4).
Punktis p, mis asub pinnal s on vélisnormaal n ning méjuvad joud
t(n) ja moment my pinnaiihiku kohta. Molemad nad on pohjusta-
tud mahtude v ja V — v koosmojust pinnal s. Suurust t(,) nimeta-
takse pingevektoriks ja suurust m,)pingemomendiks ehk momen-
di pingeks'®. Nad iseloomustavad vaadeldava mahu v vilispinnal s
mojuvat véliskoormust, mis ei soltu ainult vaadeldava punkti koha-
vektorist p vaid ka pinnanormaalist n.

Cauchy pingehiipotees. Vaatleme viikest tetraeedrit (joonis
1.5), mille tipp p asub vaadeldava piirkonna v sees ja mil-
le kolm tahku on koordinaatpinnad ning neljas asub pinnal s.
Koordinaatpinnal ' = const. mojuva keskmise pinge tdhistame
—t7. Kasutame vaadeldava tetraeedri jaoks liikumishulga tasakaalu

BLk. couple stress
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- t.X

_t‘z

xl!

Joonis 1.5: Tetraeeder

seadust (integreerimisel on rakendatud keskvéértusteoreeme) —

d * * * *
7 (pv*Av) = t(,Aa — trAa® + pf* Av. (1.99)
Siin Av on tetraeedri ruumala, Aa ja Aa* — tetraeedri tahkude
pindalad, v* — tetraeedri punktide keskmine kiirus ning f* — kesk-

mine mahujoud.

Jagame niilid viimase avaldise Aa ja laseme Aa — 0 nii, et punkt p
laheneb pinnale s mahu v seest. Kuna Av/Aa — 0, siis piiril saame
da*
tm) = ti— = tn® = tny, 1.100

(n) L k k ( )
sest teatavasti elementaarpind da = nda = da*g;, ja da* = n*da.
Kokkuvottes oleme seega toestanud teoreemi — pingevektor pin-
napunktis p on lineaarfunktsioon thikulisest pinnanormaalist n.
Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevektorid, mis mojuvad
vaadeldavat punkti ldbivatel koordinaattasanditel.

Pingevektorid t; ei soltu pinnanormaalist n. Eeldades, et t(,) on
pidev funktsioon normaalist n ja vottes valemis (1.100) n = —n

saalme
tn) = —tw), (1.101)
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st., punktis p mojuvad sama pinna vastaskiilgedel vordvastupidised
pingevektorid.

1.2.12 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekomponent) ¢;; on koordinaatpinnal

x¥ = const mojuva pingevektori t;, I-is komponent, st.,

t) = tg' (1.102)

Seega néitab esimene indeks koordinaatpinda, millel pingevektor
t; mojub ja teine indeks vaadeldava komponendi mojumise suun-
da. Pingekomponentide positiivsed suunad on nédidatud joonisel 1.6.

t33

|
|
|
c Il [}
|
>

%3
: | ta2
b | t3 z/_ Tt
T
ty ! b t;
/71: |7
tpp<—==> | —
[ t22
|
-t, P! to
g
t3 jSm————p— ~—— 7P
il Ata 1
e
7ty /
/ 1

x!
Joonis 1.6: Pingetensor

Pingetensori normaalkomponente k£ = [ nimetatakse normaalpinge-
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teks' ja segakomponente k # [ nihkepingeteks'”.

Pingevektori t(,) saab niiiid avaldada kujul

b = tin® CE tnkgl (1.103)
kust
tony = tun”. (1.104)

Seega oleme toestanud teoreemi — punkti p libival suvalisel pinnal
(normaaliga n) mojuv pingevektor tm) avaldub lineaarfunktsioonina
vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Maiarkus: Kui vaadeldavat pingetensorit t,; on vaja eristada
teistest pingetensoreist, siis nimetatakse teda Cauchy pingetenso-
riks.

Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontra-
variantseid ja segatensoreid, néiteks

mn — 3

Seega, lisaks valemeile (1.102) ja (1.103), on pingevektorite avalda-
miseks mitmeid voimalusi —

tn) = t* g = tiFnlg, = tfmg = tun®gl,
t" = t*.g' = Mg, (1.105)
t, = ti'g = tug'.

Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensor
siimmeetriline. Seega kehtivad tema kohta samad seaduspérasused,
mis deformatsioonitensorite kohta —

161 k. normal stress
171 k. shear stress
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(i) pingetensoril leidub vihemalt kolm peasuunda;

(ii) pingetensoril leidub kolm peapinget, ¢, (a = 1,2, 3), mis mdju-
vad peapindadel;

(iii) peapindadel on nihkepinged nullid;

(iv) pingetensoril leidub kolm séltumatut invarianti I, IT; ja III,,
mille leidmise eeskirjad, 14bi pingetensori t*; voi peavisrtuste
ta, on analoogsed Greeni deformatsioonitensori C¥  invarian-
tide leidmise eeskirjadele (1.68) (k. 22).

1.2.13 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalse tasakaalu seadused —
Cauchy liikkumisseadused

Liikumishulga lokaalse tasakaalu seadus

1 0
N
ehk
i+ p(ff—d) =0
Need vorrandid véljendavadki liskumishulga lokaalse tasakaalu sea-
dust ja on samas tuntud ka Cauchy’ esimese litkumisseadusena .

(Vat*) + p(f —a) =0
(1.106)

Alternatiivsed kujud:
$ht, +p(fk _ ak:) —0,
tha+p (fe —ax) =0, (1.107)
tus' + p (fe — ax) = 0.
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Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus

Vaatleme mittepolaarset juhtu (st. puuduvad mahu ja pinnamo-
mendid) ja eeldame, et litkumishulk on lokaalses tasakaalus. Sel
juhul saab kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus kuju

gr xtF =0 ehk €%ty =0 (1.108)

Vorrandid (1.108) on tuntud ka Cauchy teise litkumisseadusena.
Sisuliselt tdhendab viimane tingimus, et pingetensor peab olema
siimmeetriline —

éFty =0 = tj—ty =0, (1.109)

Jareldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu-
ja pinnamomendid puuduvad, on kineetiline moment lokaalses ta-
sakaalus parajasti siis kui pingetensor on siimmeetriline. Seega
on meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponen-
bz $11 422 433 412 — 421 413 _ 431 423 _ 432 op

t = ty, =1tk =k (1.110)

1.2.14 Liikumisvorrandid Lagrange’i
koordinaatides

(Pseudo)pingevektor TX esitab pinget ruumipunktis x, kusjuures
pinge vastab deformeerumata pinnale dA materiaalses punktis X =
X(x,t) ja

tmyda = t"da), = T*dAg. (1.111)

Seos pingevektoriga t* (mis vastab deformeerunud pinnale da):

th = J 712k o TK ja TF = JXF V. 1.112
, J :
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Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensorid: Piola (1833, 1836 ja
1848) toi sisse pseudopinge tensorid T! ja TKL nii, et

TK = TKlgl = TKLI’Z’Lgl = TKLGL. (1113)

Ténapéeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-
Kirchhoffi pseudopinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse
siin seetottu, et molemad tensorid viljendavad pinget algse (defor-
meerumata) pinna kohta. Tensor T5! esitab pinge ruumipunktis x
ja tensor T5Y materiaalses punktis X. Seosed Cauchy pingetenso-
riga:

TKl — JXKJCtkl’ tkl — J—laj.’c’Kfvil7

TRE = TRIXE = JX5  XE itk (1.114)

tkl — J_1$k7Kl'l7LTKL, TKl — xl7LTKL.

Cauchy esimene liikumisseadus (liikumishulga tasakaalu
seadus):

%ax% (vaTr) + Jp (f—a) =0,
e (1.115)

TKk:K + Po (fk - ak) - 07
(4T%) , + 00 (P — ) =0

Koolon tahistab viimastes vorrandites kovariantset taistuletist

(AKk — AKk(X,X»

AKk:L :AKk,L+ {]é(L} AMk—f- (AKk7l+ {TSZ}AKWL> ZBl’L.

TV TV
ARk AKk

(1.116)
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Cauchy teine liikkumisseadus (kineetilise momendi tasakaa-
lu seadus):

TKk:L,m’K — TKmLUk7K.
KL _ LK (1.117)
Tensoritega TXL ja THK! seotud valemeid on mugav kasutada
viikeste deformatsioonide puhul, sest nad on seotud algpinnaga
ning jérelikult on lihtne aproksimeerida jargnevaid vaikseid muu-
tusi. Deformatsiooni kéigus keha vilispind muutub ja seega tuleb
rajatingimused esitada liikuval ja muutuval pinnal ning nad soltu-
vad siirdevektorist u, mis on tundmatu. Lagrange’i kirjelduse puhul
aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse pinna
jaoks, mis on teada. Tosi kiill, liikumisvorrandid ise on sel juhul “pi-
sut” keerukamad. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadeldava
kirjelduse vahel kaob.

1.2.15 Energia ja entroopia

Keskkonnale (v6i tema osale voi kehale) rakendatud pind- ja ma-
hujoud pohjustavad tema osade liikumist. Liikumise olemus séltub
keskkonna (voi keha) omadustest. Néiteks deformatsioon, jiiga ke-
ha liikumine, vedeliku voolamine. Seega teevad keskkonnale raken-
datud joud t66d ja keskkond omandab energiat. Nimetatud ener-
giale voib liituda veel muu péritoluga energiaid (néiteks soojus-
energia, keemiline energia jne.). Pideva keskkonna mehaanika pu-
hul piirdutakse muude energiate osas tavaliselt vaid soojusenergia-
ga.Summaarne energia'® on seega pohjustatud soojusenergiast ja
vilisjoudude t6ost. Osa sellest summaarsest energiast <kulutatak-
se> kineetilise energi kujul (néiteks keskkonna deformeerimiseks voi
vedeliku voolamiseks). Ulejadnud osa summaarsest energiast kuju-
tab endast vaadeldava keskkonna (kui mehaanikalise siisteemi) si-

18] k. Total energy
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seenergiat'®. Deformeeruva keha puhul voib siseenergia koosneda
niiteks soojusenergiast ja deformatsioonienergiast, vedeliku voola-
misel aga soojusenergiast ja viskoosse dissipatsiooniga seotud ener-
giast.

Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom —
energia jadvuse seadus

Globaalne energia jaidvuse seadus (termodiinaamika I sea-
dus): Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirus vordub
valisjoudude poolt ajaiihiku jooksul tehtud t66 (vélisjoudude voim-
suse) ja ajaiihiku jooksul keskkonda sisse tulnud voi sealt lahkunud
soojusenergia summaga —

K+E=W+Q. (1.118)

Kineetiline energia: Keha (mahus v sisalduva massi 1) kinee-
tiline energia®® (d9N = pdv)

1 1 1
K= 3 /,OUdeU =3 /pv -vpdu = 5 /pgklvkvlpdv. (1.119)

Siseenergia: Kui on teada siseenergia tihedus ¢ (iithikmassi koh-

ta), siis
E:/ sdi))"(z/psdv. (1.120)
m v

191, k. Internal energy. Siseenergia moiste vottis 1851. a. kasutusele W.
Thomson sénastamaks termodiinaamika I seadust.
201.k. kinetic energy
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Vilisjoudude t66 ajaiihikus (vilisjoudude véimsus):

W:/t’"pvpdamL/pfpvde:/t(n)-vda+/pf~vdv. (1.121)
s % s %

Siin elementaarpind da = dx() X dx@@ = nda = dag® ja
day = da - gy.

Ajaiihiku jooksul keskkonda sisse tulnud vo6i sealt lahku-
nud soojusenergia: Soojuse juurdevool koosneb kahest osast: (i)
soojuse juurdevool ldbi pinna S kehasse V ja (ii) keha siseallikaist
toodetud soojus, st.,

Qz/quap+/phdvz/q-nda+/phdv. (1.122)
s % S Y

Siin q = ¢”g, on soojuse juurdevool ehk soojuse voog pinnaiihiku
kohta ja h — keha siseallikaist toodetud soojus massiiithiku kohta.

Lokaalne energia jaadvuse seadus

pé = t"dy, + ¢°., + ph. (1.123)

Esitatud diferentsiaalvorrand véljendab lokaalset energia jddvuse
seadust ja teda nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferent-
staalvorrandiks. Kuna arvesse pole voetud energia jaotust elemen-
taarmahu pinnal, siis voidakse siia lisada veel iiks ¢”,, tiiiipi liige.
Viimases avaldises esinevat mehaanikalist energiat

¢ = td,, (1.124)

nimetatakse ka pinge voimsuseks, sest ta iseloomustab pinge poolt
deformeerimisel voi voolamised tehtud t66 muutumise kiirust.
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Potentsiaalne energia

Vaatleme juhtu, kus mahu- ja pinnamomendid puuduvad (nn. mit-
tepolaarne juht) ning vélisjoud f, (massijoud) on statsionaarsed ja
avaldatavad 14bi potentsiaali U(x), st. f, = —U,. Seega potent-
siaalne energia

U= /pUdv (1.125)

Vilisjoudude voimsuse avaldisele (1.121) saab niiiid anda kuju
W = / t"Puyda, — U (1.126)

ja globaalsele energia jadvuse seadusele (termodiinaamika esimene
seadus) kuju

K+&E+U= /trpvpdaerQ. (1.127)
Antud kujul védidab termodiinaamika esimene seadus, et koguener-
gia muutus vordub pindjoudude véimsus pluss soojuse juurdevool
ajaithikus. Kui p.p. on null, siis

K+ &+ U = const. (1.128)

Selline olukord esineb kui keha on isoleeritud (st. @ = 0) ja pin-
najoud ja/voi kiirused on nullid v6i omavahel risti.

Entroopia

Entroopia on termodiinaamiline olekufunktsioon, mis iseloomus-
tab energia poordumatut hajumist. Tihti defineeritakse entroopiat
ka kui suurust millega moddetakse siisteemi korrastamatuse astet.
Energia ja entroopia konteseptsioonid on termodiinaamika alusta-
lad. Termodiinaamika esimene seadus — energia jadvuse seadus
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— sétestab, et materiaalses siisteemis muutub energia iihest vor-
mist teise kuid ei teki juurde ega kao. Samas ei sitesta see sea-
dus, mis vormis selline energia muutumine ehk iilekanne toimub.
Niiteks ei anna termodiinaamika esimene seadus informatsiooni sel-
le kohta, kas selline iilekanne on péoratav voi poordumatu. Viimane
kiisimus energia iilekande péoratavusest on eriti tdhtis juhtudel, kus
on vaja teada energia hulka, mida on voimalik vaadeldava siisteemi
puhul kasutada. Entroopia kontseptsioon tuuakse sisse selleks, et
modta energia hulka, mis on podrdumatult muundunud kasutata-
vast vormist kasutamatusse. Viimase all tuleb moista seda hulka
energiast, mida pole enam voimalik muundada (mehaanikaliseks)
tooks. Naiteks, kui deformeeruvale kehale mojub joud, siis keha
(iildjuhul) deformeerub. Viimase protsessiga kaasneb alati teatav
temperatuuri tous (soojusenergia juurdekasv). Sellist soojusenergia
kasvu deformeerumisprotsessis iseloomustabki entroopia.

Stisteemi summaarne entroopia:

H:/pndv, (1.129)

kus 7 on erientroopia ehk entroopia tihedus (massiiihiku kohta)?!.
Tema dimensioon dim(7n) = (energia)/(mass - temperatuur)

Termodiinaamika teine seadus

Entroopia tootmise kiirus:
: P h
N:H—/%M—/%MZO (1.130)

Klassikalised sonastused: 1) Clausius: soojus ei saa iseenesest min-
na kiilmemalt kehalt soojemale; 2) Kelvin: protsessid, mille ain-
saks tulemuseks on keha jahtumine ja selle arvelt saadav t66 pole

211.k. specific entropy or entropy density
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voimalkud; 3) Carathéodory: iga termodiinaamilise oleku timbruses
eksisteerivad nn. naaberolekud, kuid iileminek iihest naaberolekust
teise pole voimalik adiabaatilise protsessi kéigus.

Termodiinaamiline olek

Termodiinaamika iiks pohieeldus viidab, et igal materjali jaoks lei-
dub iiks ja ainult iiks funktsioon, mida nimetatakse siseenergia ti-
heduse funktsiooniks ja mis on esitatav kujul

e=¢e(n,vi,... ,Vp, X). (1.131)

Siin 7 on erientroopia ja suurused v, kujutavad endast mehaanika-
lisi, keemilisi, elektromagneetilisi jne. parameetreid, mis iseloomus-
tavad siisteemi termodiinaamilist kditumist. Suurusi 7 ja v, nime-
tatakse termodiinaamilisteks olekumuutujateks ning nad méadravad
siisteemi termodiinaamilise oleku materiaalses punktis X. Kuna si-
seenergia tiheduse funktsioon ¢ iseloomustab vaadeldava materjali
sisemist ehitust, siis nimetatakse teda olekufunktsiooniks.

Temperatuur ¥ ja termodiinaamiline pinge 7 on defineeritud
jargmiselt —
def O . def O¢
= — ja 7% = —.
an A,

Seega fikseeritud materiaalse punkti jaoks avaldub siseenergia tihe-
duse 16pmata viike muut kujul

(1.132)

de = Ydn + %dv,. (1.133)

Viimane on tuntud kuiGibbs’i vorrand [1873].
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1.2.16 Pidevustingimused ehk
sobivustingimused

Kolmemootmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (soltu-
matut) komponenti seotud siirdevektori kolme komponendiga 1dbi
kuue vorrandi (vt. (1.46) 1k.17). Néiteks,

2Fk; = Cky — Grp = 2E1x = Ugp + U + GMN U Unr.

(1.134)
Kui on teada siirdevektori komponendid Ug, siis valemi (1.134)
pohjal saab méaarata kas tensori C'ir, vOi i1, kuus komponenti. Kui
aga on vastupidi, st., et teada on tensori C'xy, voi Fi kuus kom-
ponenti, siis on meil kolme tundmatu méidramiseks kuus vorrandit.
Jarelikult on meil tegu iileméédratud siisteemiga. Selleks, et siirde-
komponendid Uy oleks iiheselt méiratavad ja pidevad (siirdevili
peab olema iiheselt madratud ja pidev) tuleb niitid deformatsiooni
tensori komponentidele peale panna lisatingimused, mis viélistaks
nende meelevaldse valiku. Neid tingimusi nimetatakse pidevustin-
gimusteks ehk sobivustingimusteks*?. Kui siirdekomponendid Ug
on ette teada (siirdekomponendid on valitud pchimuutujateks) siis
on kooskoélatingimused automaatselt tdidetud. Kui aga pohimuut-
jateks on deformatsioonitensorid, siis on sobivustingimustel téita
oluline roll.

Avaldised

€km;ln + €inskm — Clm;kn — ekn;lm+

-1
+ ™ [(emq;l + Cigin — el?n;q) (ekp;n T+ Cnpik — ekn;p) - (1.135)

- (elq;n + Cngyl — eln;q) (ekp;m + Cmpsk — ekm;p)] =0,

-1 : : L . : o :
kus ¢P?on Fingeri deformatsioonitensor, esitavad pidevustingimusi
Euleri deformatsioonitensori jaoks.

221.k. compatibility conditions
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Kui avaldistes (1.135) asendada tensor ey, lineaarse teooria defor-
matsioonitensoriga ej; = %(uk;l + uy,) ning hiiljata koik mitteli-
neaarsed lilkkmed, saame lineaarse teooria (lopmata viikeste defor-
matsioonide) sobivustingimused —

€kn;lm + €lm;kn — €kmsin — Clngkm = 0. <1136)

Saadud 81 vorrandist vaid 6 osutuvad lineaarselt séltumatuteks.
Tasapinnalise deformatsiooni puhul jadb neist kuuest jarele vaid
iiks vorrand.

1.2.17 Olekuvorrandid

Olekuvorrandid on vaja sisse tuua selleks, et saada vordseks tund-
matute arv ja vorrandite arv. Meil on kaheksa vorrandit: massi
jaavus — 1 vorrand; Cauchy I ja II liikumisseadus — 3 + 3 vorran-
dit; energia jadvus — 1 vorrand. Eringeni jérgi on tundmatuid
kakskiimmend viis: tihedus p — 1; kiirusvektori komponendid v;
— 3; pingetensori komponendid t“— 9; momentpingetensori kom-
ponendid m¥ — 9; soojuse juurdevool ¢* — 3. Lisanduda vé&ib veel
elektrilisi ja keemilisi muutujaid. Kui tegu on nn. mittepolaarse
juhuga, siis vdheneb tundmatute arv iitheksa momentpingetensori
komponendi ja kolme pingetensori komponendi vorra ning samas
vorrandite arv kolme vorra (Cauchy II liikumisseaduse arvelt, mille
pohjal peab pingetensor olema siimmeetriline). Seega antud juhul
on viis vorrandit ja kolmteist tundmatut.

Nimetatud vorrandid kehtivad suvalisest materjalist keskkonna pu-
hul, olekuvorrandid kirjeldavad aga konkreetse keskkonna omadusi.

Olekuvorrandidite tuletamise meetodid:

(i) statistilis mehaanikaline — arvestab keskkonna koosnemist
osakestest;
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(ii) puht matemaatiline — oige arv vorrandeid tagab fiitisikaliste
nahtuste iihese kirjelduse;

(iii) termodiinaamiline — arvestab eeskétt soojuse ja temperatuu-
rli moju;

(iv) pideva keskkonna fiiiisikal baseeruv meetod — arvestab koiki
kolme eeltoodud meetodit.

Olekuvorrand kirjeldab teatavat idealiseeritud materjali. Et see kir-
jeldus oleks adekvaatne, peab ta lahtuma teatavatest printsiipidest.

1. Vilistamise ehk hiilgamise printsiibid

(a) Parilikkuse (mélu) arvestamine
(b) Umbruse printsiip

(c) Vordse kohaloleku ehk soltumatute olekuparameetrite
valiku iihesuse printsiip

(d) Unifitseerimise printsiip

jne.
2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes
3. Ruumiline invariantsus
4. Materiaalne invariantsus
5. Mootiihikuist soltumatuse printsiip

6. Sobivusnouded
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Greeni meetod

e Lihtub hiiperelastse keha mudelist — siseenergia on funkt-
sioon deformatsioonist. Naiteks

PoE = E(XKa $k;ng707 GKaxk,K)
voi (1.137)
poc = X(XX, 1,11, III),

kus I,II ja III on invariandid iihest deformatsioonitensorist

-1
KL ki pKL M ~
(CHE ) ERE ) ¢™ ) jne., jne.).

e Elektrilised, keemilised ja termodiinaamilised né&htused
hiiljatakse.

e Eeldatakse, et eksisteerib nn. loomulik olek.

e FEeldatakse, et dissipatsioon puudub.

Cauchy meetod

1. Lahtub ideaalselt elastse keha mudelist — pinge soltub vaid
deformatsioonist, st. eeldatakse, et pinge on deformatsiooni
funktsioon.

2. On iildistatav ka dissipatiivsele siisteemile.
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1.3 Elastsusteooria pohivorrandite
siisteem

1. Massi jaadvuse seadus: Lokaalne massi jadvuse seadus on
esitatud kas Lagrange’i voi Euleri koordinaatides:

e materiaalne pidevusvorand?® —

1
L /L = : (1.138)

e ruumiline pidevusvérand® —

dp kY _
i ("), =0. (1.139)

2. Cauchy I ja II liikumisseadus. FEuleri koordinaatide korral
on Cauchy I liikumisseadus esitatav kujul

Mo+ p(ff—d) =0 wvoi
thha+p(fr—ap) =0  véi (1.140)
tlk;l +p (fk - ak) =0

ja Cauchy II liikumisseadus kujul
=% vei R =" (1.141)

Loomulikult saab Cauchy I ja IT liitkumisseadust esitada ka Lagran-
ge'i koordinaatides (vt. alajaotus 1.2.14 1k. 36).

231. k. Material equation of continuity
241, k. Spatial equation of continuity
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3. Keskkonna olekuvorrandid. Naitena vaatleme kahte isot-
roopset keskkonda iseloomustavat olekuvorrandit.

e Kokkusurutav keskkond — Fingeri olekuvorrand (vt. Pideva
keskkonna mehaanika loengukonspekt).

t5, = b_y ¢ k) + bod®, + bycky, (1.142)

( 3 0% 2 0¥
by =2(Ill,)? = ,
! (L) oll. I, (91761

0% )
by = —2+/111. (Hc(?I—IC + IHC@I—HC)

5 ( 9% o5 ) (1.143)

I, + 11T,
\ /III—Cl

¢ (9H_Cl c 8III_01
()Y )y
by = —2\/11108—16 = -2 III—Cl (911,01'

\

e Kokkusurumatu keskkond — Ariano-Rivlini olekuvorrand
(vt. Pideva keskkonna mehaanika loengukonspekt).

0¥ -1, o
_9
oL, € oL,

tkl = —pékl + 2 Ckl. (1144)

Isotroopse materjali korral on loomulik eeldada, et t, > t3 alati kui
Ao 2> Ag. Seetdttu peavad olekuvorrandid rahuldama lisatingimusi

0 kui Ag#A\
0% | |5 0% {> i Ag£ A, (o, 8,7 #) (1.145)

81_01 a(?H_cl > 0 kui )\ﬁ = )\7 (Od,ﬁ,")/ 7£)

Lisakas iilaltoodud vorranditele tuleb voi saab  kasutada
alljargnevaid seoseid ja tingimusi.
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.
e Deformatsioonitensorid —
on = G X® X",
, (1.146)
ol = GELgk ol |
e Kiirus ja kiirendus —
Du*  ou
k kol
— = — 1.147
Di ot Y (1.147)
DvF v
k kol
- = — JU. 1.148
“ =Dt " U (1.148)
5. Alg- ja rajatingimused.
e Kui keha pinnal S on pinged tk(n) teada, siis
"y = t*n; = s, pinnal S. (1.149)

e Kui teame pinna S siirdeid, siis voime kirjeldada kas 2 voi
u”* pinnal S.

e Voimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapin-
nal on antud siirded, osal pinged.

e Algtingimused
PX0) = a0, X0 =0 (1150)
kirjeldavad olukorda kehas alghetkel ¢ = 0.

6. Pidevus- ehk sobivustingimused. Juhul kui péhimuutuja-
teks on deformatsioonid vo6i pinged, voi kui teoorias esineb olulisi
lihtsustusi (néiteks plaatide ja koorikute teoorias), ldheb iildjuhul
vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi (vt. alajaotus 1.2.16).
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Peatiikk 2

Valik teemasid
mittelineaarsest
elastsusteooriast

2.1 Homogeenne ehk iihtlane defor-
matsioon

See on iiks lihtsamaid iilesannete klasse elastsusteoorias Valime
DRK, st. 2, = 2z; ja X = Zk. Uhtlasi koab erinevus ko- ja kontra-
variantsete koordinaatide vahel ning edaspidi on selles paragrahvis
indeksid all.

2.1.1 Pohiseosed
Homogeenset deformatsiooni esitab teisendus

T = AkKXK; (21)

kus Agx on konstantne ja mittesingulaarne tensor. Vastav /
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poordteisendus

Xi = A (2.2)
ja AkK;llKl = 0. Cauchy deformatsioonitensor ja vastav

poordtensor olid defineritud kujul
.-
Crl = GKLXK,kXL,l Ja € M= GKLCEk,KIl,L-

DRK puhul teatavasti Gxr = GEE = 61 ja g = g™ = 0. Seega

-t
cr =0k ArkArn ja ¢ = O0xrArxAiL (2.3)

Lokaalse massi jadvuse seaduse pohjal

P L = ]ew| =

Po

-1
AKk

. (2.4)

Seega on homogeenne deformatsioon isohooriline parajasti siis kui
-1

AKk:

= 1. Pingete ja deformatsioonide vahelist seost esitav ole-

kuvorrand on saadud Greeni meetodil (vt. 1k.47). Eeldame, et sise-
energia on esitatav kujul poe = (I, I, I1T), loeme keskkonna isot-
roopseks ja ldhtume jargmistest olekuvorrandeist (I = Lcl, )

(a) kokkusurutav keskkond —

1
te = b_1 C g + bodr — bicy, (2.5)

kus fenomenoloogilised kordajad

(. 2 0%
ot
2 )y %
_ ou gz 2.6
1 VI (IIGII+1HMH) (2.6)
)y
[ b= —2VIII
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(b) kokkusurumatu keskkond —

0¥ -1 ox
t = —pékl + 25 Crl — QECM, (27)

kus p on hiidrostaatiline surve.

Asendades deformatsioonitensorid (2.3) olekuvorrandeisse (2.5) ja
(2.7) saame kokkusurutavale keskkonnale vorrandi

-1 -1
ti = b_10k L Ak A, + b0k + 010k A ALl (2.8)
ja kokkusurumatule keskkonnale
ox ox -1 -1
th = —pOp + 20k ArxAir — 2=k Akt AL (2.9)

ol oIl

Vaadeldaval juhul, st. homogeense deformatsiooni korral, on nii
—1
tensorid Arx ja Agp kui fenomenoloogilised kordajad b_q, by ja

b, konstantsed. Pinge-deformatsiooni seoste (2.8) ja (2.9) korral
on tasakaaluvorrandid (Cauchy I litkumisseadus (1.140) juhul kui
f =a =0) ty; = 0 kokkusurutava keskkonna puhul automaat-
selt rahuldatud ja kokkusurumatu keskkonna puhul kui p = const.
Jargnevalt vaatleme moningaid erijuhte.

2.1.2 Puhas homogeenne deformatsioon

Puhta homogeense deformatsiooni! puhul on deformatsioon kirjel-
datud kujul

ehk

Arg = =1 kui k=K
{ kK k + ey, ul (2.11)

AkKZO, kui k#K

1. k. Pure homogeneous strain



2.1.2. Puhas homogeenne deformatsioon o4

—1
Seega tensoreile Apx ja Ak vastavad maatriksid

N 00 » 1/ 0 0
] -

[Ak;K] =10 )\2 0 AkK 0 1//\2 0
0 0 A 0 0 1/X
(2.12)
Ulesanne: Leida deformatsioonitensoritele ¢y ja _clkl vastavad
maatriksid!

(2.13)

Invariandid:
[=1, =+ +A,
I =10, = ATAS + A3A3 + A3AT, (2.14)
I = IIL, = ATAZAS.

Niitid saame vorrandist (2.8) kokkusurutava materjali jaoks

(o ) SRRNY) 3 )y
ti = 2X\ {)\2/\3 T (A3 +A3) — Il | +A2A38m}
1 [o% 0% )y
toy = 2A (A2 N2 Az
]t = {A3A1 or Tt g | 18111} (2.15)
B 1 [0S, 5 0%] )y
t33 == 2)\3 {A1>\2 ﬁ + ()\ + A ) 811_ + )\1)\28111}
(t =0, k#I
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Kokkusurumatu keskkonna puhul III = A AA3 = 1 ja valemist
(2.9) jareldub, et

, 0% 2 0%

o arar (2.16)

t_k:—p-l—Q/\

2.1.3 Tomme

(Lihtsa) tdmbe? puhul on kaks normaalpinge komponenti nullid ja
vastavad pikenemiskoefitsendid on vordsed, néiteks to9 = t33 = 0
ja Ao = A3. Seega saavad kokkusurutava materjali olekuvorrandid
(2.15) kuju

108 08,08
=2 2
tu=2x (Ag a1 " am aH >\28HI>

1 62+ >\1 oy W o
My O1 EITRATTiTh

(2.17)

0=

Vorrand (2.17), seob omavahel pikenemiskoefitsendid A ja Ay =
As3. See on transtsendendentne vorrand, mille lahend As
jab igal juhul tdiendavat uurimist, sest (vihemalt Eringeni pohjal)
ei pruugi ta olla ithene ja reaalne.Seega voib tasakaal soltuda
néiteks koormuse rakendamise viisist.

Kokkusurumatu keskkonna puhul annab t99 = ¢33 = 0 asendamine
vorrandeisse (2.16) hiidrostaatilise surve

2 0% ) o
A\ Ol LI

ox 1 0%
_ 2_ - ——
SERYFRERTC-UY - R

21. k. Simple extension

p= (2.18)

ja pinge

Vv

= f(Al) va- %
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Kokkuvottes on olukord kokkusurumatu materjali puhul vorrel-
des kokkusurutava materjaliga monevorra lihtsam, sest pinge t1;
soltub vaid pikenemisest \;. Kokkusurutava materjali puhul aga
lisaks ka pikenemistest Ay = A3, kusjuures A\; ja Ay vahelise seo-
se médramine voib osutuda {ipris komplitseerituks. Enamgi veel, et
tagada vaadeldava kokkusurutava materjali puhul kindla suurusega
pikenemine, voib osutuda vajalikuks pindkoormuse rakendamine.

2.1.4 Hidrostaatiline surve

Hiidrostaatilise surve® puhul A\, = K ja ti; = —pdy. Seega saame
vorrandeist (2.15) avaldada surve
1 0% ox ox
=2 =42k —+ K*—— ). 2.20
b (K ar Tham T am) (2.20)

Kuna ITI = I, = /11, = MM\ = K° ja p/py = IIL,, siis

K = {/po/p. Seega nii deformatsioonitensori ¢ invariandid kui
siseenergia avalduvad tiheduse p funktsioonidena (I = I1(p),..., X =
¥(p)) ning ka olekuvorrandi (2.20) iildkuju on p = p(p).

2.1.5 Nihe

(Lihtsa) nihke! puhul deformeerub ruut O ABC réépkiilikuks O Abc
(vt. joonis 2.1). Niiiid kirjeldavad deformatsiooni seosed

o= X'+ KX?, 2?=X?% 2% =X3, (2.21)
kus K = tan~y. Seega valides
1 K 0 . 1 =K 0
[Aiz] =10 1 0| ja [AZL] 0 1 0 (2.22)
0 0 1 0 0 1

31. k. Hydrostatic pressure
41. k. Simple shear
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Joonis 2.1: Nihe

saame ka nihke puhul esitada deformatsiooni kujul (2.1), st. ka nihe
on vaadeldav homogeennse deformatsioonina ja vastavalt avaldiste-
le (2.3) avalduvad Fingeri ja Greeni deformatsioonitensorid kujul

) 1+K?> K 0 1 -K 0
{’ckl]: K 1 0| ja [ew)]=|-K 1+K2 0
0 0 1 0 0 1

(2.23)

Fingeri deformatsioonitensori _clkl invariandid
[=11=3+K? ja Il = 1. (2.24)

Viimane vordus viitab isohoorilisele deformatsioonile.

Asendades avaldised (2.22)-(2.24) olekuvorrandeisse (2.5) ja arves-
tades vorduseid (2.6) saame pingetensori komponendid
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( oY, 5)) oY
2\ 7~ 2\ 7~
tn=2(1+K?) o +2(2+K>8II+261H

0% ) 0x

b2 =250 Yo T 2o .
t 28_E+2<2+K2>8_Z+282 22
387 201 oI " “oIr’

)OGS
kt12—2K(aI 811)’ to3 = t31 = 0.

Deformeerunud pinna Ac ithiknormaali n projektsioonid koordinaa-
telgedel (vt. joonis 2.1)

{m = cosy = (1 +K2)(_1/2),

B (2.26)

ne = —siny = —K (1 +K2)( 2 ,ng = 0.
Keha pinnal moéjuva pingevektori koordinaattelgede sihilised kom-
ponendid on esitatud valemiga tym) = tumy (n on pinna normaal
ning indeksid on all, sest kasutame DRK). Seega,

(

o)y oy, 0%
tl(n) =2 (1 + Kz) -2 ( 4+ 2— )

ol o o
% az) (2.27)

(=1/2)
—2K(1+K2) <ﬁ+m

<+
N}
—~
=]
Nt
I

L 13(m) = 0.
Normaal- ja nihkepinged (tangentsiaalpinged) tahul Ac

(Nzt(n)-nztk(n)nkz

2\ (~1/2) | 0% 2 8_2 2 8_2

< =2(1+K?) lal+(2+K)8H+(1+K)am
o | o

ol ol

T = t(n) 1M = tk(n)mk = 2K (1 + KQ)il (

(2.28)
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kus m; = ny ja mo = —ny. Deformeerumata pindadel X? = const.
ja X3 = const. mdjuvaid pingeid saab leida otse valemeist (2.25).

Leitud pingeavaldistest nahtub, et vastupidiselt lineaarsele teooria-
le, pole antud juhul véimalik saavutada nihkeseisundit vaid nihke-
pingete rakendamisega kuubi tahkudele. Antud juhul tuleb nihke
saavutamiseks lisaks pingetele t9; = t15 rakendada ka normalpin-
ged pinged g (vt. valemid (2.25)). Viimased v6ib omakorda jagada
kahte ossa:

(i) ruumala muutust — Kelvini effekti — é&ra hoidev
hiidrostaatiline tdmme, mis on vordne normaalpingega too;

(ii)) keha proportsioonide muutust — Poyntingi effekti —
drahoidev osa tg; — to2.

Kokkusurumatu materjali puhul lahtume olekuvorrandist (2.7) ning
valemeist (2.23) ja (2.24) ning saame pingetensori komponendid

kujul
oY ()
t11=—p+2K257 tzzz—p—ﬂ@ﬁ; I3z = —p,
(2.29)
ty = 2K a_2+6_2 ts1 =132 =0
12 = ol ' oIl e

Valides viimastes vorrandites p = 0 saame pinnad X? = const.
pingevabaks.

Kokkusurumatu materjali puhul loomulikult ei esine Kelvini effekti,
kuid Poyntingi effekt on endiselt esindatud (vt. t11 ja tgo avaldisi).

Nii kokkusurutava kui kokkusurumatu materjali puhul

t11 — t22 = Ktlz. <230)

Vi



2.2. Ringsilindri vddne 60

2.2 Ringsilindri vaine

Ringsilindri ehk {imarvarda (iihtlast) viifinet® esitab deformatsioon
r=R, 9=0+4+KZ, z=1, (2.31)

kus K on vaane varda pikkusiihiku kohta. Antud juhul Euleri koor-

dinaadid 2% < 7,9,z ja Lagrange’i koordinaadid X* < R,0O, Z,
kusjuures vastavalt definitsionile (2.31) r = R.

X=27

Joonis 2.2: Umarvarda vaane

Silindriliste koordinaatide puhul meetrilised tensorid

1 0 0 1 0 0
lgr] = [0 7* 0| ja [Ggr]l= |0 R* 0]. (2.32)
0 0 1 0 0 1

. . . . —1
Deformatsioonitensorid ¢y = G X5 1 X% ja e = GEL? ol 1.

Kuna antud on liikumise Lagrange’i kirjeldus, siis leiame algul oM

°L. k. Uniform torsion of a circular cilinder

2.2. Ringsilindri vddne
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(2.33)

Kuna kasutatavad olekuvorrandid on esitatud segatensorite jaoks,

. . . -1 -1 . ..
siis tuleb jargmisena leida c*; = g, ¢ ¥ ja viimase podrdtensor

Ckli

: : . . -1
Fingeri deformatsioonitensori c

, ja [d] =

k, invariandid

[=11=3+K** ja IIl =1.

(2.34)

(2.35)

Seega on deformatsioon isohooriline ning seetottu vaatleme siin vaid
kokkusurumatut materjali. Pérast indeksite iilestostmist saame ole-
kuvorrandist (1.144)

(

\

)YING)
th=-—p+2---2—
PH 2o ~ o
) YING)Y
2422 2(1 + K2p2) 22 9=
" p+2(1+K%7%) o =25,
) o
B =—p+2— —2(1+ K%?) —
P25 = 2(1+ K5 o

1% = 2K <a_2 az) . =t =0

o1 T am

(2.36)
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Homogeense deformatsiooni puhul (vt. lk. 53) olid Cauchy liiku-
misvorrandeist saadud tasakaaluvorrandid (p = const.) puhul au-
tomaatselt rahuldatud, niiiid see aga nii pole. Cauchy I liikumis-
seaduse (1.107), pohjal omab tasakaaluvorrand omab kuju

t*, = 0. (2.37)

Meil tuleb leida’
thl, = .. (2.40)

)

Seega tuleb leida jargmised kovariantsed osatuletised:

2, = (2.41)

\ tgl;l =
Viimaste valemite tuletamisel on arvestatud, et avaldiste (2.36)
pohjal 7222 = t1 42 K222 ja 33 = 1 —2K*r?2% Kuna avaldiste
(2.35) pohjal soltuvad invariandid I ja II vaid koordinaadist r, siis

saavad tasakaaluvorrandid (2.41) olla rahuldatud vaid juhul kui

6Kontravariantse tensori kovariantne tuletis —
AR AR { } Al 4 { : } Abn (2.38)
mn
Christoffeli siimbolid silindriliste koordinatide 7, ¢ ja z puhul —

ba) = i) = 1) =

1
—, koik teised {lk } =0. (2.39)
r m
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4 tll

Ve

9 (—p—{— 29 28_2) o E

{ or ol oIl ol (2.42)
. o
Loy ) 0z

Seega soltub hiidrostaatiline pinge p vaid koordinaadist r ja seega
saab ta médrata integreerides avaldist (2.42),, st.

p=2 (aa_? - ﬁ — / ?“—d?‘) + C]. (2.43)

Konstandi ] méadramiseks kasutame tingimust £;; = 0 silindri pin-
nal r = a, st. avaldiste (2.36), ja (2.43) pohjal

C, = 2K? / r—dr (2.44)

Asendame viimase vordusse (2.43), ning tulemuse omakorda aval-
distesse (2.36) ning saame

= —2K2/ r—dr

82 RN
2,22 o2 (.2 _
<7‘t =2K (7" I Taldr), 015
5 0% RENO)Y '
33 _ o072
17 = 2K< 8II+ raIdr)
0¥y, 0%
23 31 _ 421 _
\t —QK(aI—i—aII) t t 0.
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Silindri vabal otsal z = [ on ithiknormaal n = (0,0, 1). Seega pin-
gevektori t(,) komponendid t’(“n) = tklp,

by =0, Ty =17, iy =t (2.46)
Jarelikult radiaalne pinge puudub, kuid eksisteerivad tangentsiaal-
ne pinge (nihkepinge) ja silindri telje sihiline normaalpinge. Viima-
se labi ilmnebki Pointingi effekt. Kuna eksperimentide pohjal on
tuletised 2= ja = mittenegatiivsed, siis on pinge t** < 0. Kui var-
da otsa ei rakendata seda pinget tasakaalustavat normaaljoudu, siis
silindriline varras piiiiab vé&ndel litheneda. Lineaarses teoorias nor-
maalpinged t*% hiiljatakse kui l16pmata viikesed (vorreldes pingega
£23).
Silindri otspinnal mdjuvate pindjoudude summaarse méju (pea-
vektori ja peamomendi) leidmiseks on vaja teada pingetenso-
ri fiiiisikalisi komponente. Teatavasti on kontravariantse tensori
fiitisikalised komponendid defineeritud jargmiselt

t(k)(l) = 4 /gﬂgﬁtkl. (247)

Seega +MA) — ) +2)(2) = rit?2, $B)3) — ¢33 ja +2)B) — 423 ning
otspinnal majuvate pindjoudude (0, rt?3, %) peamoment ja peavek-
tor avalduvad kujul

M, = 27T/ r3t23dr,
0 (2.48)

N = 27?/ rt33dr.
0
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2.3 Ploki paine

Vaatleme ploki (tala) painet’. Lagrange’i koordinaatideks on vali-
tud DRK (X! = X, X? =Y, X3 = Z) ja Euleri koordinaatideks
silindrilised koordinaadid (z' = r,2? = 9, 2° = 2).

Z°4
Y
3
B b
-a 0 a X 0 -
c— D

Joonis 2.3: Ploki paine — tasandid X = —a ja X = a deformee-
ruvad silindrilisteks pindadeks r = ry ja r = ry; tasandid ¥ = +b
tasanditeks ¢ = £1y; tasandid Z = const. tasanditeks z = const.

Joonisel 2.3 kujutatud deformatsioon on kirjeldatav valemitega

r= f(X), v =g(Y), z=h(Z). (2.49)

L. k. Bending of a block. Vt. ka pideva keskkonna mehaanika loengukons-
pekt paragrahv 2.10
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Meetrilised tensorid

GKL = GKL = 5KL;

1 00 1 0 0

lgu] = [0 72 O, "] =10 r&=2 0

0 0 1 o 0 1
Deformatsioonitensorid ¢y = GrpX* 1 X%, TH = GELgh gl 1

ja k= glm_clkm. Kui tdhistame f' = 9f/0X, ¢ = dg/dY ja

h' = 0h/0Z, siis

700
[xk,K}: 0 gl 0 )
0 0 W
(2.50)
0 0 0
[—gkz} ~lo ... 0 ,[—gk,} — |0 0
0 0 0 0

g

Deformatsioonitensori ¢ *; invariandid (arvestades, et r = f)

I = f/2 +7“2g'2 + h/2 _ f/2 + f29/2 + h/2’

I = f/2T29l2 + f/2h/2 + T2g/2h/2 _ f2f12g12 + f/2h12 + f29/2h/2,

I = f/27“2g/2h/2 _ f2f/29/2h/2-

(2.51)

Selleks, et protsess oleks isohooriline peab III = 1. See on tagatud
kui ff'=A, ¢ =Cjah’=D=1/AC, kus A, C, D on konstandid.
Seega saame konkretriseerida funktsioonide f, g ja h sisu — tuues
sisse veel iihe konstandi B véime avaldada

r=+v2AX+B, J=CY, z=DZ (2.52)

k

. . Sy . . . —1 . . .
Deformatsioonitensorid ja deformatsioonitensori ¢”; invariandid
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saavad niiiid kuju

A2 0 0 r?fAz 0 0
{_clkl] — 0 cq? o0 |, [ckl} = 0 1/C?*r%2 0
0 0 D? 0 0 1/D?
A® 2.2 2 1 r’
I=Z+07+ D% Il= 5t 5+ g =1
(2.53)

ning konstantide A, B, C' ja D mé&iramiseks on jargmised valemid
(vt. joonis 2.3)

rs —r? 3+t C—% Do 4ab

A= _ _ |
4a ' 2 b Yo(r3 —r)

(2.54)

Kuna tegu on isohoorilise deformatsiooniga, siis valime Ariano-
Rivlini olekuvérrandi (1.144) (kokkusurumatu materjali jaoks)

Arvestades deformatsioonitensorite avaldisi (2.53), , on seega pin-
gete ja deformatsioonide vahelised seosed jargmised

( a4 N 2420  2r? 0%
A TR e T
oY 2 0%
2y = — 2072 — — —
T TR T Gz e (2.55)
oY 2 0%
3y = — 2D?—— - ==
3T TP T DR o
[ t" =0, k#L
Tasakaaluvorrandid tlk;l = 0 saadakse Cauchy I liikumisseadusest
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(1.106). Seega on meil vaja leida kovariantsed osatuletised®
[
[ ! n
Uky = tky {kl}t +{ln}t ks (2.56)

thyy = (2.57)
tl3;l -
Seega saavad tasakaaluvorrandid kuju

ott,  th —t% oty 0t
= —t =2 =. 2.
I — 0 Hg =8 T (2.58)

Vastavalt valemitele (2.53);, . avaldub siseenergia kujul poe =
Y(I,1T) = X(r). Seega valemite (2.58) ja (2.55), 5 pohjal ka p = p(r).
Avaldame valemitest (2.55), ,

th — 1% A? 1)) 1 [)>

Teiselt poolt, kuna (I, IT) = (r), siis arvestades (2.53),

oY oY 01 oY 011
o olor omor
th — %,

AR

(2.60)

8Segatensori kovariantne tuletis —

Akl;m = Akl,m - {ln }Akn + { K }Anl
m mn

Christoffeli siimbolid silindriliste koordinatide 7, ¢ ja z puhul —

o) = 1) = i) -

1 , koik teised { k } =0.
r’ lm
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Avaldiste (2.58), ja (2.60) pohjal 2 (' — ) = 0. Selle integreeri-
misel saame
th =Y+ K, (2.61)

kus K on konstant. Asendades tulemused (2.60) ja (2.61) ole-
kuvorrandeisse (2.55) saame pingetensorite normaalkomponentide-
le? avaldised

th =Y+K,
A2\ /9% a5 )
2 22__ = 2_ —
) = (cr 2)(81 D8H> LS K,
A2\ 9% /8% )
3 2__ o= 2,2
|75 (D )am(al CaH>+Z+K'

(2.62)
Vastavalt saadud avaldistele on pinged koverdunud pindadel r = rq
jar=rmry

thi(r) = 2(r) + K ja t'y(ry) = X(ry) + K. (2.63)

Kui vaadeldav deformatsioon on saavutatud vaid tala otstesse ra-
kendatud koormuste abil, siis peavad iilaltoodud pinged (2.63) ole-
ma nullid, st.,

Y(ry) = 3(ry) = —K. (2.64)

Viimane tingimus téhendab iihtlasi, et I1(r1) = I(r2) ja II(ry) =

II(ry) , kust
™72

-
Seega jadvad vabalt valitaveteks konstantideks néiteks D ja r;.

A= Cryry, ehk A* = (2.65)

9NB! Segatensori normaalkomponendid osutuvad ka fiiiisikalisteks kompo-
nentideks, sest
K _ gkk
(k) o = £k,
gzz
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Paindemoment tala paksususiihiku kohta

T2

T2 1
M= [Crtar =Sy [Cma )
1

1

Kui on teada X ja M., siis saab vorrandit (2.66) kasutada raadiuse
r1 maaramiseks.

Deformeerunud oleku neutraalkiht » = ry on méaératud tingimusega
9 = C?*r? = 1. Seega arvestades (2.65) 13 = Driry. Kui D = 1,
siis z = Z = const. ja 7“(2) = r172. Sama tulemuse annab ka lineaarne
teooria.

Poyntingi effekt avaldub jillegi selles, et pinge ¢35 pole null.
Jarelikult tuleb puhta painde saavutamiseks rakendada vastassuu-
nalist pindkoormust.
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2.4 Loplik tasapinnaline deformatsiooi

Suur hulk elastsusteooria iilesandeid on oma olemuselt tasapinnali-
sed. Nende lahendamine lihtsustub tunduvalt kui esitada siirdevali
kujul

r* =X X%, 2°=)X?, (2.67)

kus A on konstatant. Tasapinnalise deformatsiooni puhul indeksid
a,b, c,d omavad vadrtusi 1 ja 2. Esimene avaldistest (2.67) kirjel-
dab deformatsioone (x!,2?) tasapinnas ja teine iihtlast pikenemist
23 sihis. Siinjuures eeldatakse, et 23 L (2!, 2?) tasapinnaga. Sobi-
vaks koverjooneliseks koordinaatsiisteemiks selliste protsesside kir-
jeldamisel on on néiiteks silindriline koordinaatsiisteem. Meetriline
tensor ja deformatsioonitensorid on niiiid esitatavad kujul

N N (i R G
(2.68)

Siinjuures on tensorid g4, _clab ja ¢%, vaid muutujate 2! ja 22 funkt-
sioonid. Diinaamika iilesannete puhul voivad z® ja A soltuda lisaks
ka ajast t.

Deformatsioonitensori _clkl invariandid saab niiiid avaldada kujul
—1k 1l 2 2
I:Ck:Ca—FA :Il—FA, Ilz_Cla
II=...= NI +1,)\% kus | (2.69)
Il = ... =\, 2_‘”

10T 5plikku méistetakse siin kui vastandit 16pmata viikesele. I. k. Finite plane
deformation.
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Cayley-Hamiltoni teoreemi'! pohjal

-1, -1,

c’c b—Ilc UG+ 10% =0 | -c’g = (2.70)

Igcab == Iléab - _Clab (271)

Asendades (2.69) ja (2.71) isotroopse kokkusurutava keskkonna ole-
kuvorrandeisse (vt. Fingeri olekuvorrand (1.142), (1.143) 1k. 49),

saame
2 [[0% 0% 0T L5\ .
o= W_K A an) +<E+A 8111)125 b}’

ﬂ (8_2 +1 a_z +1 8_2>
VL \ a1l et T Pl
(2.72)
Niiiid oleks mottekas esitada > = (I, I1, IIT) = X(Iy, I, A?). Seega
avaldiste (2.69) pohjal
ox 0¥ 0% ox 0¥ ,0%
on o PNam o an Y aim

t°5 = t% =%, = 0.

o _o% o o .
ox: ot ol ot
Viimase kahe avaldise pohjal
2 o) la
t%:__( _%m>
YV 811 0l (2.74)

# _ﬁa_z
P VL ONY

UMaatriks [c¥;] rahuldab karakteristlikku vérrandit

= 0.

cd —I.c?+Il,c—1I.I=0,
kus ¢ = [c¥;] ja I on ithikmaatriks. Tensorkujul

ko™ — TP ™ + 1. — T1L.6%, = 0
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Kokkusurumatu materjali puhul III = M[, = 1 ja seega ¥ =
¥(I;, A?) ning analoogselt valemitega (2.74) saame Ariano-Rivlini
olekuvorrandeist (1.144) (1k. 49)

0%
t = _p(sab + 28—1 Cl bs
! (2.75)
t?5 = o 0= t's =1t =0
- _p + a>\27 3 — a — Y-

Cauchy T liikumisseadus t*; + p(f* — a*) = 0 saab niiiid tasakaa-
luvorrandina kuju
%, = 0. (2.76)

Seega tuleb kokkusurutava materjali puhul lahendada voérrand
(2.76) koos olekuvorrandiga (2.74) ja kokkusurumatu materjali pu-
hul koos olekuvorrandiga (2.75).

Pindjoud olid esitatud valemiga tk(n) = t'*n,. Niiiid
ta(n) = ibanb; t3(3) =%, <2.77)

Jargnevalt toome sisse Airy’ pingefunktsiooni, et veelgi lihtsustada
tasapinnalise deformatsiooniiilesande lahendamist. Pideva keskkon-

na mehaanika kursuses on niidatud, et tasakaaluvorrandile ¢, = 0
saab anda kuju
9 k - k _ 1kl
Dk (\/Et ) = 0, kus pingevektor t* = t™'g;. (2.78)

Antud juhul saame esitada pingevektori kujul

t* = thg, t3 = t¥gs. (2.79)



2.4. Loplik tasapinnaline deformatsioon 74 2.4. Loplik tasapinnaline deformatsioon 75

Kuna g ja t* on vaid 2! ja z? funktsioonid, siis lihtsustub (2.78), Cauchy II liikumisseaduse pohjal peab pingetensor olema
kujule siimmeetriline. See on tagatud, kui tuua sisse Airy’ pingefuntsioon
1,2 -
£9) — 0. 9 80 o(xt, 2?) selliselt, et T
dxa (Vat*) (2.80) X" = e . (2.86)
Varrand (2.80) on rahuldatud kui pingevektori t* avaldada kujul Niiiid
Al 22 % = el 4. = € pey. (2.87)
t7 = €e“x ., kus{ o - 1 (2.81) Vorrandi (2.87) lahendi saab esitada kujul
’ €9 =—€"=—
\/g ¢;ab = EaCEbdtdc = tccéab - tab. (288)
ja x on vektor tasandil 23 = 0, st. * . ‘ _ o
Asendades (2.74), vorrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni aval-
)% b dise kokkusurumatu materjali jaoks
X = X8 Ja 50 =X e = X8 (2.82)
e 2 I ()Y I 1) 50 0¥ -1, 5 %9
Kokku annavad avaldised (2.81), ja (2.82), O = W L\t + 201, )% ar, ¢ Y (2.89)
t° = e\’ (2.83) Asendades aga (2.75), vorrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni
avaldise kokkusurutava materjali jaoks
Kuna kovariantne osatuletis on voetud tasandil, kus 23 = 0, siis
. T el . . % o5
saavad Christoffeli IT liiki stimbolid kuju 6. = (—p+ 21,22 5o, — 292 ~la y (2.90)
. ’ ol ol
a ad ad
= bc7 d = — c —|— ¢ - C . 284 . .
{bc} g*be,d 29 (9oac + geto = Gpe.a) (2.84) Avaldistest (2.89) on voimalik ellimineerida kas 2 o X voi (% kui votta
Avaldiste (2.79) ja (2.83) pohjal pinget arvesse, et
valdiste (2.79) ja (2.83) pohjal pingetensor 9 o %
Wi < n 2 ) (291)
1% = ebye.,. (2.85) 2 ! 2
Vastavad alternatiivsed kujud valemile (2.89) on
1 2 0% ~1,
D.%% — =.°0% = ( 0% + ¢ b) ja
’ 27 MI O
VI oL (2.92)

a a 1 0_4\/7282 Ila -1,
% <5b Ecb)¢ ° =L 812< 25b+0b>-
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Kokkusurumatu materjali puhul saame vorrandist (2.90)

0%

= -2 21
¢.% p + 1811

(2.93)

ja avaldistest (2.90) voime ellimineerida kas p voi 2_121' Vastavad
alterrnatiivsed kujud on jargmised:

a 1 c a _ az a -1 :
¢;b—§¢;cé 2811< 5b_cb> Ja

a a 1 c_2p Ila -1
¢;b—<5b Ilcb>¢ 11(2517 cb>.

Kuna saadud vorrandid sisaldavad deformatsioonitensorit _clab, siis
tuleb enne iilesande lahendamist rahuldada pidevus ehk sobivustin-
gimused'?

(2.94)

R( C)klmn ~ 0. (2.95)
Vaadeldaval tasapinnalisel juhul vaid komponent Ri15 pole sa-
maselt null. Seega sobivustingimuste rahuldamiseks tuleb avalda-

da ¢%, avaldistest (2.89) voi (2.90) (voi nende alternatiivkujudest
(2.92) voi (2.94)) soltuvana Airy’ pingefunktsioonist ¢ ning seejérel

-1
asendada saadud tulemus tingimusse R( ‘ ) 1212 = 0. Tulemuseks on
neljandat jarku mittelineaarne vorrand ¢ suhtes. Lineaarses teoo-
rias on selleks biharmooniline vorrand V4¢ = 0.

Jargnevalt piitiame selgitada suuruste x ja ¢ fiilisikalist sisu.
Leiame summaarse jou millega mojub piirkond 1 piirkonnale 2 14bi
kaare goq;. Joud r on esitatud x® pikkusiihiku kohta. Lihtume sel-
lest, et

q1
r = —/ t(n)ds. (296)
q0

121, k. Compatibility conditions (vt. pideva keskkonn amehaanika loengukons-
pekt)
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Joonis 2.4: Suuruste x ja ¢ fiiiisikaline sisu — piirkondade 1 ja 2
vastastikune moju.

Kuna
a dx®
n na 6(1
() "ds.

———r

Na

Asendades (2.97) ja (2.81) avaldisse (2.96) saame

r=— /q1 €“Ix Ceabd—xbds = — /q1 X »dx’ = x ehk
@ T ds w (2.98)

r=X=X8s = 0180

(2.97)

Jouga analoogne moment

= (P00 —9) 8’ (2.99)

st momendi moodul
m=p'p, — ¢ (2.100)

Kui vaadeldava piirkonna rajajoon on koormusvaba, siis x = 0
koigis rajapunktides Seega avaldise (2.98), pohjal ka ¢ ; = ¢ =0
ja ¢ = const. koigis rajapunktides.
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2.5 Elastsuskonstantide
eksperimentaalne miiramine

2.5.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroop-
seid lineaarselt elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjali-
konstanti — nn. Lamé konstanti — A, ja p. ning olekuvorrandina
iildistatud Hooke’i seadust

) = Xe€™ 6% + 2pce”;. (2.101)

Nende konstantide méaédramine on suhteliselt lihtne. On vaja soorita-
da vaid kaks eksperimenti — tomme ja nihe. Mittelineaarse teooria
olekuvorrandid homogeensele isotroopsele materjalile omavad aga
tunduvalt keerukamat kuju (vt. alajaotus 1.3 lk. 48). Kokkusuru-
tava materjali puhul niiteks

tkl = b_l_Clkl + bo(skl + blckl,

kus konstandid b, soltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I,
IT ja III. Elastsuskonstantide médaramine on siin tunduvalt keeruli-
sem, sest keskkonna mittelineaarsuse tottu ei saa kasutada superpo-
sitsiooni printsiipi. Koefitsendid b, piilitakse méarata 1dbi potent-
siaali Y. See lihtsustab kiill asja, kuid kokkusurutavate materjalide
puhul on praktiliste tulemuste saamine, vihemalt Eringeni andmeil,
iilimalt problemaatiline.

Alljargnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale, mille ole-
kuvorrandid avalduvad kujul (1.144)

thy = —poF 42— ¢k —2—cF, (2.102)

kus invariandid vastavad deformatsioonitensorile Elkl, Y = X(L,1I)
ja III = 1. Kuna deformeerumata olekus I = II = 3, siis on leitud,
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et potentsiaali > voib esitada jargmise rea kujul

= f: Apn (1= 3)™(11 = 3)", (2.103)

m,n=0

kus A,,, on konstandid ja Ayy = 0. Kuna viikeste deformatsioonide
puhul on suurused I — 3 ja II — 3 viikesed, siis piirdutakse reaga

¥ =AI-3)+ Ao (Il = 3). (2.104)
Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali
Y= A(I-3). (2.105)

Selliseid materjale nimetatakse inglise keeles <«neo-hookean mate-
rials.> Kui (2.105) ei rahulda siis kasutatakse ka potentsiaali

¥ = Ajp(T—3) + f(IT - 3), (2.106)

kus f soltub vaid argumendist II.

Jargnevalt esitatakse iilevaade moningatest eksperimentidest, mis
algselt on teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased
korraldasid terve rea eksperimente <kummist lehegas, kus tekita-
ti selliseid homogeenseid deformatsioone, kus iiks invariantidest I
voi II omas fikseeritud vadrtust. Eksperimentideseeria tulemusena

saadi olekuparameetrite % ja 22 ning invariantide I ja II vahelised

soltuvused. Nii suurte kui Véiikaééte deformatsioonide puhul ilmnes
eksperimentaalseid ebatépsusi, néiteks kui invariandid I ja IT olid
viiest vaiksemad, muutusid tulemused vaga tundlikuks eksperimen-
di vigade suhtes. Olekuvorrandis (2.102) esinev tundmatu rohk p

madrati rajatingimustest.
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2.5.2 Puhas homogeenne deformatsioon
(kokkusurumatu lehe iihtlane laienemine)

Katse skeem on kujutatud joonisel 2.5. Ruudukujulist 6hukest kum-
mist lehte tommatakse risti kiilgedega. Pikenemiskoefitsentide A;
ja Ao arvutamiseks tuleb moota lehele joonistatud ruutude kiilgede
pikkused deformeerunud olekus. Ruudu kiilgede pikkusiihiku kohta
mojuvad joud t; ja t, saadakse mootes vedrudes mojuvad joud.

Joonis 2.5: Puhta homogeense deformatsiooni eksperiment —
<kummist lehes iihtlane tomme ristuvates suundades.

Liahtume olekuvorrandeist (2.16), st

- L9202 207
—p — =
ROT  A2OIl

Kuna pindadel z = £H/2 (kus H on lehe paksus) t33 = 0, siis
saame viimasest avaldisest ellimineerida p —

( 1\ (08 0%
o 2 - o= 27~
fu =2 <A1 A%A%) (81 * A2311) :

VAR ox ;0% (2.108)
t22_2<k2 A2x2 )\ o1 NG )

kt33:tkl:07 k#l

(2.107)
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Kokkusurumatuse tottu A As A3 = 1. Seega invariandid

1 11

1:A%+A§+W, II:?+)\2+>\2>\§, I = A3A5N3 = 1.
172 1

(2.109)

Lehe serva pikkusiihiku kohta mojuvad joud ¢; ja t, avalduvad
jargmiselt

H
tl = tll_a t2 = t22_ <2110)

kus nii serva pikkus kui lehe paksus H on moéodetud deformeeru—
mata olekus. Avaldistest (2.108) ja (2.110) saame avaldada %* ja

gﬁ soltuvana joududest t; ja to —
oy _ 1 AN(t/H)  N(t/H)
Ol 207 = A2) [ A2 —A720527 A2 — 7202
(2.111)
8_2 _ 1 M(t1/H) B Xo(ta/H)
Ol 2(A3 =A%) [ A2 = A72\2 A2 — \[2\)2

M()étes niiiid t1 ja ty etteantud A ja Ay puhul, saab leida vastavad
> viirtused. Avaldiste (2.109) kaudu saame omakorda vas-
2 kui

5 ja an
tavad I ja II vdartused ning meil on voimalik eswada

invariantide I ja II funktsioone.

811

Eksperimendi kédigus muudeti A ja Ay vadrtusi nii, et emb-kumb,
kas I voi II oli jédv. Avaldise (2.109) pohjal

1
A=~ {(I I E: \/(I —\2)% — 4)\1_2} , 1= const.
2
1
2 -2 2 _
A = 2/\2{ 2 i\/H— —4)\}, IT = const.
(2.112)

Seega pole pikenemiskoefitsente A\; ja Ay voimalik suvaliselt ette
anda — fikseeritud I ja II puhul on tegu suletud koveratega \; — Ao
tasandil (vt. joonis 2.6). Punktiirjooned esitavad koveraid Ay = A}
(ty = 0) ja A\; = Ay 2 (t; = 0), mis vastavad témbele servade sihis.
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30 2.5.3 Puhas nihe
25 Puhas nihe®® on selline homogeenne deformatsioon, mille puhul iiks
pikenemiskoefitsentidest, néiteks Ao, hoitakse konstantne ja teisi
20 kahte muudetakse. Valemite (2.108), ja (2.110) pohjal
A, 15 1 oY 0%
ti =2H | N — —= — + A . 2.113
! ( ! A%A%) (81 MEEFTT (2.113)
10
Hoides niiiid Ay = const. ja mootes t; erinevate Ay puhul saame
05 joonistada suuruse 9% /01 + A\30% /011 soltuvana teisest invariandist
II. Kuna suurusel 0% /01 leiti olema konstantne vadrtus 5 <1 < 12
0 - L ' : : | ja b < II < 30 puhul, siis saame esitada ka 93 /011 ja II vahelise
0 05 10 15 20 25 30 ~
N soltuvuse.
Joonis 2.6: Pikenemiskoefitsentide A; ja Ay vaheline soltuvus inva- - 247
riantide I ja II erinevate vééartuste puhul. o % 23
Z 7222 = 22
4 i P
oy 21
Tehtud eksperimendid néiitasid, et ) ) ( ( ( i
yC/ 22 Z Z DA "glz 20
e 0%/01 on konstantne piirkonnas 5 <1 < 12 ja 5 < II < 30 ’ C: Y R T S— 1‘1 60 70 80

ning 0% /011 on vaid II funktsioon;

. _ . . . 5
o sule (9% /011)/(9%/01) ~ 1/8 invariandi IT viiikeste vitiirtuste Joonis 2.7: Puhta nihke  Joonis 2.8: Suurus 0%/0l + A\50% /011

jaoks ning kahanes kiiresti suuremate puhul; eksperiment. soltuvana invariandist II. Kéyer fl vas-
tab puhtale nihkele (Ay = 1) ja kover B
e avaldist (2.106) voib kasutada siseenergia X ja invariantide nihkele koos tombega (Ay = 0, 776).

vahelise soltuvuse aproksimeerimiseks (moistlikes piires).

Joonis 2.7 kirjeldab vaadeldavat eksperimenti. Kitsas dhuke kum-
miriba on kinnitatud klambrite C; ja Cy vahele. Kui rakendada
risti klambritega joud ¢; (moddetunan pikkusiihiku kohta) siis te-
kib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsioon
on aproksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 2.8 esitab kover A
katsetulemusi Ao = 1 jaoks ja kdover B Ay = 0,776 jaoks. Eelmise- o

131, k. Pure shear
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na vaadeldud eksperimendis tuvastati, et (0%/011)/(0%/011) = 1/8
kui IT = 5. Ay = 1 puhul saab niiiid jooniselt 2.8 mé&rata suuruse
0% /01 + 0% /011 vadrtuse (A, = 1 !). Edasi saab leida, et II = 5
puhul 93/01 = 1,84 kg/cm? ja 9% /011 = 0,23 kg/cm?. Eelmise
eksperimendi pohjal eeldatakse, et 0¥ /01 = 1,84 kg/cm? = const.
ja 0% /01l soltub vaid invariandist II. Seega saab méérata 0% /011
vaartused suvalise II vadrtuse jaoks.

Kover B joonisel 2.8 esitab eksperimendi tulemusi Ay = 0, 776 jaoks.

Need tulemused ldhevad héasti kokku tulemustega, mis saadakse
avaldisest 93/91 + 0,77620% /011, kui suurused 93/91 ja 9% /011
votta eksperimendist, kus Ay = 1.

2.5.4 Tomme

Tombe'* puhul t9; = ¢33 = 0. Seega vottes avaldises (2.108),, tag = 0

saame \; = \; > RSt N Avaldis (2.108), ja invariandid saavad niitid
kuju
1 0. 10% 2 1
tm=2(N-< (5 +17), =X+ II=2\+.
" ( A>(81+A8H>’ Y Ty

(2.114)
Katsekehaks on siin iihtlase ristloikega <kummikang>. Rakendatav
pikijoud N = At/ (A — ristloike algpindala). Seega modtes jou
N iga A jaoks saame arvutada 0%/01 + 1/X - 0%/011. Tulemused
on esitatud joonisel 2.9 (NB! horisontaalteljel on 1/)X). Kui kasu-
tati eelmistes eksperimentides saadud suuruste 03/01 ja 0%/011
védrtusi, siis leiti, et avaldise 90X /01 + 1/X - 0% /011 védrtus iihtis
véga hésti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 2.10 on esitatud tombejoud jagatuna algpindalaga soltu-
vana pikenemiskoefitsendist \.

141, k. Simple extention
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- °
N/4 32
o 257 28}
£ L
& B Ay
< 23F ° £
e § 20t
< 5€ 16}
+ 21} e
9= | 3 212
- O
19} $2 8
— g% 4
w
1.7 1 1 1 1 1 L 1 ! S 0 L L L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 - 0 200 400 600
I/A Percentage elongation A°100%

Joonis 2.9: Suuruste 1/A ja  Joonis 2.10: Tombejou soltuvus
0¥/0l + 1/X - 0¥ /01l vaheline  pikenemiskoefitsendist
soltuvus.

2.5.5 TUhtlane kahedimensionaalne tomme
Tahistame
M=X=2) A=1/A2=), ehk > =1/). (2.115)

Joonisel 2.11 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinnita-
tud kummikile alla ohku ja saavutatakse meid huvitav deformat-
sioon vaadeldava katsekeha keskosas. Joonis 2.12 esitab suuruste
0¥ /0I4+1/XN-0% /01 ja 1 /X vahelist soltuvust (NB! kohal 1/\ =1
toimub skaala muutus). Tabelis 1 on esitatud 03 /011 ja II vaheline
soltuvus, eeldades, et 93/01 = const. Rohk p keras ja tomme T
pikkusiihiku kohta deformeeritud kiles (punktis P) on seotud vale-
miga

2T

_ 2.11
P= (2.116)

kus r on koverusraadius punktis P.
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Tabel 1

A2 = 1/)\/ I 0% /011

0% /01

Joonis 2.11: Uhtlane kahedimen-
sionaalne tomme

%t 18 |

g Rk \A_/
@ 16 .

NT: 14 |

g5

~rR 1.2 :

Y erE—— . . . . . ,
9% 002 06 10 3 5 7 9 11 13

Joonis 2.12: Uhtlane kahedimensio-
naalne tomme — suurusted® /0I+1/ X
0% /01l ja 1/)\ vaheline soltuvus.

0,5 4251 0,16
0,6 3,69 | 0,26
0,7 3,35 0,33
0,8 3,14 | 0,39

3 9,67 | 0,12
5 254 | 0,06
7 49,3 | 0,04
9 81,2 | 0,03
11 121 | 0,035

4.0

30

pa
4HEZ/d1)
~
o

Joonis 2.13: Uhtlane ka-
hedimensionaalne tomme
— suuruste p ja A vaheli-
ne soltuvus.
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Kuna deformeeritud olekus on kile paksus H/\?, siis saame valemi-
test (2.108), (2.115) ja (2.116), et

_ 2Hty;  4H 1\ (0%  |,0%
P=oe = (1 >\6> (al A an)' (2.117)

Joonise 2.12 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (2.117),
st. moodetakse p ja r iga A jaoks ning leitakse suurus 0% /91+1/X -
0% /O11. Joonis 2.13 esitab rohu p ja pikenemise A\ vahelisi seoseid
erinevate I' = (0X/011)/(0%/0l) véértuste jaoks (a — sfédrilise
<o6hupalli> algraadius.)

Niide. Ohupalli tdispuhumisel on kéige suuremat rohku tarvis
algul. Kui palli diameeter on saavutanud teatud vééartuse, siis palli
suurendamiseks vajalik surve véheneb (vordle joonis 2.13).
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Peatiikk 3

Valik teemasid lineaarsest
elastsusteooriast

Kéesolev peatiikk pohineb opiku [2] 7. peatiikil (Selected topics in
Linear Elasticity Theory).

Eeldame, et vaadeldavad elastsed kehad on isotroopsed ja homo-
geensed ning deformatsioonid on isotermilised.

3.1 Pohivorrandid

Uldiselt lahtume 1. peatiikis esitatud pohivorrandeist, kuid lisaks
seni domineerivalt kasutatud komponentkujule esitame nad ka al-
ternatiivkujul, mis sarnaneb nn. maatriks ja vektorkirjaviisile. De-
formatsioonitensorite ja olekuvorrandite puhul kasutame niiiid loo-
mulikult vaid lineaarseid seoseid.

1) Massi jadvuse seadus.

E—k(pv);k—O ehk aquV-U—O. (3.1)

Vi
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Operaatorit

0

nimetatakse siin gradientoperaatoriks kdverjoonelistes koordinaati-
des ¥ ning skalaarkorrutis V-v kujutab endast vektori v divergentsi

ov
k k
. —(91‘]C g

m

V-v=divv=g V" = V. (3.3)

2) Cauchy liikumisseadused.

d2
I) "+ p(fF —a") =0 ehk pd—;;:V-t—i—pf. (3.4)

Siin t on pingetensor ja f massjoud.

tkl

Teist jarku tensori t = tflg, ® g = t*g,g puhul on divergents

defineeritud jargmiselt —
— . k ot k  4lm km

1) t = ¢k ehk t =1t

(3.6)

3) Euleri deformatsioonitensor on niiiid esitatud vastavalt li-
neaarsele teooriale, st. kujul

€kl Ekl = % (Uk;l + ul;k’) ehk e = % |:V11 + (Vu)m} . (37)

Vektori gradient Vu on siin defineeritud ldhtudes u kovariantsetest
komponentidest

ou " .
Vu = g’“@ = Upyg'g" = (Vu),, g'g", (3.8)
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kus

(Vu), , = Um (3.9)

on teist jarku kovariantne tensor ning kui kirjutatakse Vu, siis pee-

takse tavaliselt silmas just iilaltoodud kovariantset tensorit. Loo- %

mulikult saab meetriliste tensorite abil (Vu), . indekseid tosta ja
langetada. Analoogselt, tensor

{(vu)<T>} = U (3.10)

km

4) Lineaarse teooria olekuvorrand on antud kujul
th; = Xe™, 0% + 2uet; ehk t = ALI + 2pue. (3.11)

See on iildistatud Hooke’i seadus, kus A\ ja p on Lamé koefitsen-

did, T on nn. identsustensor ja I, deformatsioonitensori e esimene e

invariant, st.

I,=¢" =V -u (3.12)

5) Sobivus- ehk pidevustingimused

Cklymn + Cmn;kl — €kmiln — Clnkm = 0 (313)

6) Deformatsioonienergia tihedus

1 a1 1
SEE
2

5 [ALZ + 20€™ 1| > 0. (3.14)
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Liikumisvorrandid siiretes

Asendades invariandi I, avaldisest (3.12) olekuvorrandisse (3.11),

saame
t = AV -u)l+2ue. (3.15)

Kasutades viimast tulemust, saame Cauchy I liitkumisseadusele kuju

d*u

o =V ANV -w)I+ 2pe] + pf (3.16)

Teisendame avaldise (3.16) esimest liidetavat.

Kui A = @I, kus ® on diferentseeruv skalaarvéli, siis

V- (QI) = AM g = VO (3.17)

Seega vottas ® = \V - u, saame
VAV -u)I = AV(V - u). (3.18)

Korrutame niiiid avaldise (3.7) nablaga —

1
Vee=g (VPu+V(V-u)l. (3.19)
Siin on arvestatud, et V- Vu = V?u ja V- (Vu)") = V(V - u)
Asendame (3.18) ja (3.19) avaldisse (3.16) ja saame

d*u

Arvestades, et V2u = V(V-u)—V x V x u saame eelmisele vorran-
dile kuju

2

pd—;; =(A+2u)V(V-u) —puV x V x u+ pf. (3.21)



3.1. Pohivorrandid 92

Viimase kaks vorrandit, (3.20) ja (3.21) on tuntud kui Navier’
(Navier’-Cauchy) vorrandid. Nad esitavad liitkumisvorrandid siire-
tes ja on lineaarse elastsusteooria iihed pohivorrandid. Komponent-
kujul saab vorrandi (3.20) avaldada kujul

(A + p)u s + p"s + p(fy — i) = 0. (3.22)

Kuna lineaarses teoorias eeldatakse, et nii siirde kui kiiruse gra-

diendid on véikesed, siis tavaliselt esitatakse vorrandid (3.20) ja

(3.21) kujul, kus v.p. on liige p%, st., materiaalse tuletise asemel

vaadeldakse osatuletist.

Navier’ vorrandid on liikumisvorrandid ja elstostaatika iilesannete
puhul, kus eeldatakse, siire u ei soltu ajast, saavad nad tasakaa-
luvorrandite kuju —

A+ )V(V-u)+ pViu+pf =0
ehk

A+20)V(V-u) —puV xVxu+pf =0 (3.23)
ehk

(A + )" g + pue + pfi = 0.

Kui rajatingimused on antud pingetes, siis on tavaline, et tasakaa-
luvorranditena kasutatakse Cauchy I liitkumisvorrandit kujul

V-t +pf =0 (3.24)
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3.2 Lamé koefitsentide seos Youngi
mooduli ja Poisson’i teguriga
Insenerirakenduste puhul kasutatakse Lamé koeftsentide A ja u ase-

mel tavaliselt Youngi moodulit ja Poissoni tegurit. Olekuvorrandist
(3.11) avaldame deformatsioonitensori

1
e= @“: — ALI). (3.25)
ja leilame invariandi
I, = 5, = 1.(3X + 2u). (3.26)
Avaldame viimasest I., asendame ta avaldisse (3.25) ja saame
o i( - Afth) ehk ) — i(tkl - 3Aﬁt2u5kl)' (3.27)

Seega saab avaldada deformatsioonitensori normaal ja nihkekom-
ponendid labi pingetensori normaal ja nihkekomponentide kujul

1 A 1
k k kN oia ok k
T = — (% — t = —(t k#1. (3.28
€k 2M< W k) Jja e’ QM( 1), #1. (3.28)
(3.28), saab avaldada kujul
( 1
N g2 B
€1 2 1 3)\+2N( 1+ 15+ 173)
1
= — tll —l/(t22—|—t33) s
4 f [ ) (3.29)
¢’y = z (%2 —v(s + t'1)]
1
\ e’y = o (%5 — v(t' +t%)],
ks 3A+2
E = p(B3A+ 2p1) (3.30)

A+
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on Youngi moodul ja

A
= — 3.31

v 200+ ) (3:31)
on Poissoni tegur. Viimasest kahest saab omakorda tuletada seosed

1+V_3)\+2,LL_E _F o

“o0rn 2 T oaww !
(3.32)
\ 2up vE

Tl (1+v)(1-2v)

Elastsuskonstantide E ja v fiiiisikaline tdhendus ilmneb véga liht-
salt tombekatsel. Kui ¥ on DRK ja niiteks silindriline katsekeha
on allutatud telje 22 sihilisele tombele nii, et t33 = t, = const. ja
t11 =toe =t = 0,k #£ 1, siis (3.28) ja (3.29) pohjal

Lo to
€33 = E’ €11 = €22 = —V—

E (3.33)
€Ll = 0, k 7& l.
Seega t33 = t, = Fesz ja me voime oelda, et Youngi moodul ise-

loomustab normaalpinge ja vastava (samasuunalise) deformatsiooni
suhet. Avaldise pohjal

, (3.34)

st. Poissoni tegur iseloomustab podiksuunalise ja pikisuunalise de-
formatsiooni suhet. Molemad konstandid on positiivsed.
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Vaatleme niiiid iihtlasele hiidrostaatilisele survele alllutatud keha,
st.
tkl = —pékl, p > 0. (335)

Kui pingetensor on esitatav kujul (3.35), siis deldakse, et tegu on
hiidrostaatilise pingeseisundiga (pingusega)!. (3.35) pohjal

1. @ 2
p= _gIt (3.26) (A + §M> I = —kI,, (3.36)

kus
k=A+-p=——"7— (3.37)

on ruumimoodul ehk ruumpaisumismoodul ehk (EE jéirgi) mahte-
lastsusmoodul?, mida t#histatakse tihti ka tdéhega K. Kuna nii k
kui E on positiivsed, siis (3.37) pohjal peab v < 0,5. Arvestades
viimast, saab (3.30)—(3.32) pohjal viita, et ka Lamé koefitsendid A
ja pu peavad olema positiivsed. Konstanti ;4 nimetatakse ka nihke-
mooduliks ning tdhistatakse G = p.

1. k. hydrostatic stress state
21. k. bulk modulus
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3.3 Sobivustingimused pingetes

Sobivustingimusi ehk pidevustingimusi on vaja selleks, et elastsus-
teooria iilesandele oleks voimalik saada {ithene lahend siiretes. Origi-
naalis olid sobivustingimused esitatud deformatsioonide jaoks. Kui
aga rajatingimused on esitatud pindjoudude kaudu, siis osutub va-
jalikuks esitada ka sobivustingimused 1abi pingetensori komponen-
tide. Kasutades elastsuskonstantide méératlusi (3.32) saame ole-
kuvorrandist (3.27)

14+v v
erl = E ltkl - 1 i yItgkl] . (338)

Pannes (3.38) sobivustingimustesse (3.13) ja arvestades, et Ricci
teoreemi pohjal ggr., = 0 saame

tkl;mn + tmn;kl - tkm;ln - tln;km -

v
1o [le (It),mn + Gmn (It),kl — Gkm (It),ln — Jin <It),kmi| . (3.39)

Korrutades saadut meetrilise tensoriga ¢"" ja lihtsustades saame

gmntkl;mn + (It),kl - tnk;ln - tml, km =

v mn
997 (1), 4 3 (1) = 2(1) - (340)
Kuna
gmntkl;mn == Vthl ja gmn <It),mn == VQIt, (341)
siis saame

v
S 1l+4v

1
Vi = " kin — " m + —— (It) 1 g V31, (3.42)

14+v

Elastostaatika iilesannete puhul saame Cauchy I liitkumisseadusest
(3.4), et

hin = —pfrg ja " ikm = —p S (3.43)
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Asendades (3.43) sobivustingimustesse (3.42), saame

1 v
Vit — (1 —
kT (Le) 4 110

1+ v gklvzlt = —p (fk»;z + fl;k) . (3.44)

Viimased esitavad kuus lineaarselt soltumatut sobivusvorrandit
pingekomponentides ja nad on tuntud kui Beltrami-Michelli sobi-
vusvorrandid ehk lihidalt Beltrami-Michelli vorrandid.

Juhul kui mahujoud puuduvad v6i on konstantsed, siis lihtsustuvad
viimased vorrandid veelgi. Votame vorrandist (3.23), divergentsi,
st. V- (3.23),. Saame

V-V(V-u)=V3V-u)=ViI=0. (3.45)

Avaldise (3.26) pohjal I, = tF, = (3\ + 2u)I.. Kuna (3.45) pohjal
V21, = 0, siis ka

V2, = (3 + 2u) V2L, = 0. (3.46)

Seega antud juhul lihtsustuvad Beltrami-Michelli vorrandid (3.44)
oluliselt ja saavad kuju

1
%t e =0. 3.47
vkl+1+y(t),kl (3.47)
Kui rakendada vorrandile (3.47) Laplace’i operaatorit V2, siis saa-
me

Vit =0, (3.48)

st. juhul kui mahujoud puuduvad véi on konstantsed, peab pin-
getensor elastostaatika iilesannete puhul rahuldama biharmoonilist
vorrandit (3.48). Rakendades niiiid biharmoonilist operaatorit V*
olekuvorrandile (3.38) ja arvestades, et VI, = V?(V?I,;), saame

V4ekl = 0. (349)

Seega peb ka lineaarne deformatsioonitensor antud juhul rahuldama
biharmoonilist vorrandit.
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3.4 Tasand-deformatsioon ja
tasandpinge elastostaatikas

Tasand-deformatsion ehk tasapinnaline deformatsioon 3.

Siia alla kéivad iilesanded, mille puhul deformastioonid on ident-
sed paralleelsetel tasanditel ja vaadeldava tasandi normaali sihis
deformatsioonid puuduvad. Seega on siirdevektori see komponent,
mis on risti vaadeldava tasandiga vordne nulliga ja teised kaks on
funktsioonid kahest koordinaadist vaadeldaval tasandil.

Niitena vaatleme pikka silindrilist keha ja silindrilisi koordinaate
r—v—z. On loomulik valida z-telg silindri teljeks. Seega r—1J tasan-
dis toimuvaid deformatsiooni kirjeldab siirdevéli (u = (u,, uyg, u,))

U = up(r,9), uy=uy(r,d), wu,=0. (3.50)

Vottes siirdekomponentidest kovariantsed osatuletised koordinaadi
jargi, saame leida lineaarse deformatsioonitensori (3.7) komponen-

did
( ou, 1 /0
Err = - €9y = — <ﬂ+ur>; 6zz:07
r

or’ oV
1 (1 Ou,  Ouy u19> (3.51)

Ery = CYr = 5

;819+8r r

€rz = €z = €Yz = €9 = 0.

\

Seega on vaid kolm deformatsioonikomponenti e,.., €99 ja e,y nullist
erinevad. Invariant
ou, u, 10uy

=t (3.52)

31. k. plane stress
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Olekuvorrandi (3.11) abil saab niitid avaldada pingetensori kompo-
nendid

(

T ]‘ T
L+ 2ue,, — A ou 8u19> L ou

t1919 = /\I + 2,&61919 = A

= M, + 2pe., = A

(5
((’9ur 1 Oy )

tro = tyr = 2p€r9 = (

bry =t = by, =19 = 0.

\

(3.53)
Erinevalt deformatsioonikomponentidest, on siin nullist erinev ka
pingekomponent ¢... Valemite (3.53),_, pohjal

t,, =V (trr + tmg) <354)

Seega, tasapinnalise deformatsiooni puhul on pingekomponent .,
nullist erinev samal ajal kui deformatsioonikomponent e, on null.

Vaadeldud néite puhul oli meil viis tundmatut (kaks siirdekom-
ponenti ja kolm séltumatut pingekomponenti), mille mééramiseks
tuleb kasutada tasakaalu- ja sobivusvorrandeid ning massi jadvuse
seadust koos rajatingimustega.
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Tasandpinge ehk tasandpingus ehk tasapinnaline pingesei-
sund *.  Keha pingeseisund on tasapinnaline siis ja ainult siis kui
iiks peapingetest on null. Vaadeldud silindri puhul tdhendab see
seda, et pingeseisund on r — ¢} tasandi suhtes tasapinnaline, kui
nullist erinevad on vaid pingekomponendid t,,., tyy ja t.9 = tg,.
Olekuvorrandi (3.11) abil saab jéllegi esitada seosed pingetensori
komponentide ja siirete vahel. Tingimuse t*, = 0 tottu saame niiiid

( 21 ou, u, 10uy ou,
by = Mo + 2p€p, = ——— - ~ 549
+ape /\+2u<0r+r+r&9>

tog = M + 2pegy9

21 ou, u, 10uy [ Ouy
pu— e — —_—— 2_ _—
)\—|—2,u<87“+7°+7“819>+ r( —i—ur>

tm:tﬁTZQ,U@m:M(; a9 +8

. b, =t =t =1y, =19 = 0.

(3.55)
Seega, kuigi molemal vaadeldud tasapinnalisel juhul on pingekom-
ponendid avaldatavad l&bi siirdekomponentide u,. ja uy, on pingesei-
sundid téiesti erinevad — tasapinnalise deformatsiooni puhul pole

pingeseisund tasapinnaline.

41. k. Plane strain
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3.5 Biharmoonilise vorrandi
lahendamine analiiiitiliste
funktsioonide abil

Biharmooniline vorrand, 6igemini tema lahend, omab elastostaati-
kas vaga suurt tdhtsust. Ka kéesolevas kursuses on sellest vorran-
dist juba mitu korda juttu olnud. Jargnevalt vaatleme kuidas lei-
da biharmoonilise vorrandi lahendit rakendades kompleksmuutuja
funktsioonide teooriat. Saadud tulemust kasutame jargmistes ala-
jaotustes.

Vaatleme funktsiooni F'(x,y), mis on reaalne ja iihene analiiiitiline
funktsioon® klassis C”,r > 4 ning on méiiratud ja tokestatud z,y
tasandi piirkonnas € ( z,y on DRK). Allpool konstrueeritakse ldbi
kahe analiiiitilise (kompleksmuutuja z = x + iy) funktsiooni selline
funktsioon F', mis rahuldab biharmoonilist vorrandit

ViF =0. (3.56)
Loomulikult saadakse lahend vaid piirkonnas €2. Téhistame
V2F = U(x,y), (3.57)
st. (3.56) on avaldatav kujul

U PU
2 = — _—
VU=t g7 =0 (3.58)

6

Seega on U harmooniline funktsioon®, mis on teada Laplace’i

vorrandi (3.58) lahendist.

5 Analiiiitiline funktsioon ehk holomorfne funktsioon ehk regulaarne funkt-
sioon — kompleksmuutuja funktsioon, mida vaadeldava piirkonna igas punktis
saab esitada koonduva astmereana.

SHarmooniline funktsioon — Laplace’i vérrandit rahuldav funktsioon.
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Iga harmoonilise funktsiooni U jaoks saab leida kaasharmoonilise
funktsiooni V. Funktsioone U ja V nimetatakse kaasharmoonilisteks
funktsioonideks kui nad rahuldavad Cauchy-Riemanni vorrandeid

ou oV ou ov
or 0Oy oy ox

Kui funktsioonid U ja V' on teineteise kaasharmoonilised funktsioo-
nid, siis funktsioon

W(z)=U(z,y) +iV(x,y) (3.60)

on analiiiitiline funktsioon. Analiiiitilise funktsiooni integraal on
samuti analiiiitiline funktsioon, st., et saame tuua sisse uue
analiiiitilise funktsiooni

/W o(x,y) + 1)(x,y), (3.61)
Diferentseeruva kompleksmuutuja funktsiooni puhul
, dp O Oy Oy
= == — — . .62
w'(z) = W(z) e +1 o "oy oy (3.62)
Viimase avaldise pohjal
do Oy . O Dy
U= o 8y ja V= i 8@/ (3.63)

Seega on @ ja 1 teineteise kaasharmoonilised funktsioonid. Enamgi
veel, funktsioonid ¢ ja 1 on harmoonilised funktsioonid, st. nad
rahuldavad Laplace’i vorrandit

Vip =0 ja V¥ =0. (3.64)

Vaatleme funktsiooni

= F(z,y) — ~(xp + y¥) (3.65)

G(z,y) 1
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ja néitame, et tegu on harmoonilise funktsiooniga (piirkonnas 2),
st.nditame, et G rahuldab vorrandit

1
VG = V*F — ZVQ(W +yv). (3.66)
Teisendame vorrandit (3.66):
Vi (wp) =
84,0 (3.63)
20, (3.67
250 (3.67)
Viyy) = ...
oL, (3.63)
co=2— 2U, (3.68
e (3.68)
Asendame (3.67), (3.68) — (3.66) ja saame
viq =vir —u %, (3.69)

Seega on G harmooniline funktsioon, sest ta rahuldab Laplace’i
vorrandit (3.69). Avaldisest (3.65) saame avaldada

1
= G(.I‘,y) + -

. (3.70)

F(z,y) (zp + yib).
Harmoonilist funktsiooni G(z,y) saab vaadelda mingi analiiiitilise

funktsiooni g(z) reaalosana, st.,

9(z) = G(z,y) +iH(x,y), (3.71)
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kusjuures funktsiooni ¢(z) imaginaarosa H(x,y) méiratakse kui
G(z,y) kaasharmooniline funktsioon. Avaldist 1(zp+y1) voib vaa-
delda kui avaldise ;zw(z) reaalosa (z = z—iy ja w(z) on médratud
avaldisega (3.61)). Seega

F = Re sz(z) + g(z)] _

sz@) o(a) + 320() +3(3).| (3.72)

N | =

Kui tahistada
w(z) =4f(2) (3.73)

siis saame avaldisele (3.72) kuju

F =2 [21() +9() + 272 +3)], (3.74)

mis ongi biharmoonilise vorrandi (3.56) iildlahend.

3.6 Pingete jaotus ja siirdeviljad
tasand-deformatsiooni puhul

Vaatleme elastostaatika iilesannet DRK-s. Tasapinnalise deformat-
siooni puhul, kus deformatsioonid on méaratud x — y tasapinnas,
on pingekomponendid

tys = tog = ty. =ty = O. (3.75)

Seega, nullist erinevad pingekomponendid on t,,, t,,, t.. ja tzy =
tyz, kusjuures
oy = V(tes + tyy)- (3.76)

Tavaliselt uuritakse sellise iilesandepiistituse puhul ristkiilikulisi
plaate.
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Mahujoudude puudumisel saab tasakaaluvorrand (3.24), st.
V-t + pf =0 kuju

8t:m: + atya: _ 8t1y i 8tyy

0 = 0. 3.77
Ox oy ’ Ox dy (3:77)
Kui valida
O*F 0?F O*F
ter = =, tyy = =, by = ———, 3.78
Oy? W o2 4 dx0y (3.78)
kus F' = F(z,y) on siin Airy’ pingefunktsioon, siis on tasa-

kaaluvorrandid (3.77) automaatselt rahuldatud. Peale tasakaa-
luvorrandite (3.77) peavad olema rahuldatud ka sobivustingimused,
antud juhul Beltrami-Michelli vorrandid kujul (3.47), st.

Vi + (I)) 4y = 0.

1+v
Meil on niitid £ = 1,2,3 ja [ = 1,2,3 asemel x,y, z ja invariant
Iy =ty +tyy +t.. = (14 v)(tew + tyy). Seega on vaja leida

( 1 82
Vit + ——1, = ...
+ 1+v0z2"

82
Vit,, +———1, =...

4 WL oy (3.79)
1 0

Vit + —— =...
y+1+u8x8yt

\

Arvestades avaldisi (3.78) saame viimastest biharmoonilise vorrandi
Airy’ pingefunktsiooni jaoks —
*F NF OF

VI = G 2, gt (3.80)
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Viimase iildlahendi leidsime eelmises punktis ldbi kompleksmuu-
tuja funktsioonide f(z) ja g(z) ja nende kaaskomplekside. Seega
saab labi biharmoonilise vorrandi lahendi avaldada pingejaotuse,
st. pingetensori komponendid t,,, t,, ja t;,. Enne toome aga sisse
avaldised

(t + it =82F—i82F =—i2<a—F+ia—F)
T Oy 00y oy \or Oy
q Ja (3.81)
it = ZE L TE 0 (08 or)
LYY 922 020y Ox \Ox Oy
Kuna F' = F(z, %), siis laheme muutujatelt x, y iile muutujatele z, Z.
Kompleksmuutuja funktsiooni tuletise leidmise valemite pohjal

%, o o9\ . o [0 0
=) mami(e ) ow
Niiiid saame avaldistest (3.81) ja (3.82)
_ ”? o
o + thay = (8282 ﬁ) F
2 g (3.83)
oy = oy = 2 (azaz * ﬁ) r
(3.74) —
( 0°F
0207
or (3.84)
oz
\
(3.84) — (3.83) —
{ tow + ity = [/(2) + [ (2) = 2f (2) = §"(2) (3.85)
by — itey = f'(2) + T (2) + 2T (2) + 7'(3)
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Niiiid liidame ja lahutame saadud vorrandid (3.85) —

b +tyy =2 [ /'(2) + T ()] = 4Re /()]

(3.86)
. ! — I —
tyy — tuw — 2ityy, =2 [zf Z)+3 (z)} )
Votame (3.86),-st kaaskompleksi, st.
tyy — tow + 2ty = 2[Zf"(2) + ¢"(2)] . (3.87)
Kust omakorda
by~ tax = PRe [27(2) + 9'(2)]. -
tey = Im[Zf"(2) + ¢"(2)] '

On ilmselge, et kui funktsioonid f(z) ja g(z) oleks teada, siis saaks
(3.86), ja (3.88) abil médrata pingekomponendid t,,, t,, ja tuy.
Puuduvad funktsioonid saab leida rajatingimuste abil, st. iilesannet
tuleb konkretiseerida. Seda teeme jargmises alajaotuses.

Jérgmisena leiame tasapinnalise deformatsiooni nullist erinevad
siirdekomponendid u(z,y) || z ja v(z,y) || y. Selleks tuleb kasutada
lineaarse elastsusteooria olekuvorrandeid (3.11) koos deformatsioo-
nitensori definitsiooniga (3.7), st

tij = )\(V . 11)51'3' + ,LL(UZ"]' + Uj’i). (389)

Antud juhul, st kasutades téhistusi =, y, u ja v, saame

( O*F ou Ov ou ou ov

tii =ty = —= = A 2 A+20) — + A—

n 01 (ax+a>+“a =20 5o+ A5,

0*F ou Ov ov ou ov

fap =ty = O — X 22l =22 (g2 &

) 2T T e <83:+8 >+ Wy = ge T2 5

by =1t __&Fr _ Ou , Ov

| (’)x@y_'u or 0Oy)’

(3.90)
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(3.90), , st saab avaldada osatuletised

ou PE AN +2u_,
ouZt — F
Hor = o T
v *F  A+2p_,
2 = — V°F
"oy T "o T a
(3.57) pohjal V2F = U ja (3.63) pohjal U = dp/dx = 0¢/0y.
Asendades need avaldistesse (3.91) saame

(3.91)

ou  OPF  A+2udp

22— = —
How 0r2 2N+ p ox’ (3.92)
5 @__02F+)\+2u8_¢ '
Foy = "0y " ot poy
Viimaste integreerimisel saame
oF A+2
2 = ——— o+ k(y).
or  2\+pu (3.93)
oo = — 95 L A ) |
MU= "0y Ty ’

kus k(y) ja l(x) on suvalised funktsioonid vastavalt argumendist y
ja z. Nende suvaliste funktsioonide olemuse méaératlemiseks dife-
rentseerime (3.93), muutuja y jargi ja (3.93), muutuja x jargi ning
liidame tulemused —

F\oy "oz )~

(. J/
-~

(3.90) 92
— T Bdzoy

PF  At2u |9 Y

— anay + 2ot | By + K (y) +1U(z). (3.94)

ox
~—
(323) o Q.“Z
oy
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Seega k'(y) + U'(x) = 0, ehk
K (y) = —1l'(x) = Cy, (3.95)
kus C'y on suvaline konstant. Seega
k(y) = Ciy+ Cy ja l(z) = —Chz + Cs, (3.96)

kus Cy ja C5 on jillegi suvalised konstandid. Kui sellised k(y) ja
[(x) panna siirete avaldisse (3.93), siis see osa siirdest (k(y) ja {(z)
osa) vastab nn. jdigale deformatsioonile ja seega voib nad lugeda f
vordseks nulliga. Leiame niitid (3.93),+4(3.93), (kasutades valemeid

(3.61) ja (3.82)) — i
2p(u +iv) =
o .0 A+ 20 L SOF X+ 2u
— (% + za—y) F+ m(sﬁ i) = 2o+ mw(z)-
(3.97)

Arvetsades w(z) ja F(z) avldisi (3.73) ja (3.74) saame vordusele
(3.97) kuju

A+ 3u

peRAC 2 (2) -7 (2. (3.98)

2p(u + iv) =

Kasutades Poissoni teguri ja Lamé koefitsentide vahelist seost v =
A/[2(X\ + p)] saab anda viimasele kuju

2(u+ i) = (3— ) f(z) — 2f (2) — 7 (2). (3.99)

Eraldades avaldises (3.99) reaal- ja imaginaarosad saamegi méairata
siirdekomponendid u ja v tasapinnalise deformatsiooni puhul.
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3.7 Pingete kontsentratsioon iihtlaselt
pingestatud plaadis oleva elliptilise
augu iimber

Kéesolevas alajaotuses vaatleme iihtlaselt pingestatud plaati, mis
non norgestatud elliptilise auguga. Eesmérgiks on leida pingete jao-
tus imber selle elliptilise augu. Kuna auk on elliptiline, siis osutub
moistlikuks tuua sisse ka elliptilised koordinaadid. Kompleksarvude
puhul saab ellipsi defineerida kujul

z = ccosh (. (3.100)

Siin z = 2! + 422 = z + 4y ja ( = £ + in on kompleksmuutujad,

x,y on DRK, &, 7 elliptilised koordinaadid ja ¢ on reaalne konstant.
Avaldise (3.100) pdhjal

2! =2 =ccoshécosn ja 2> =y = csinh&sing. (3.101)

Viimasest saame, et
72 % . 72 y?

=1 ja — =1. (3.102
c2cosh?é  2sinh?¢ 7 2 cos? n  2sin’n ( )

Vorranditega (3.102) on esitatud konfokaalsete ellipsite ja
hiiperboolide & = const. ja n = const. parv. Kuna need ellip-
sid ja hiiperboolid l6ikavad teineteist téisnurga all, siis moodus-
tavad £ ja n ortogonaalse koverjoonelise koordinaadistiku. T ja
N on ellipsi £ = & puutuja ja vilisnormaal suvalises punktis P.
1n = 1, esitab hiiperbooli, mis 16ikab vaadeldavat ellipsit ortogo-
naalselt. ¢ tdhistab nurka x positiivse suuna ja vélisnormaali N
vahel. Igas punktis on koverjooneline koordinaat & suunatud ellip-
si valisnormaali suunas ja n piki tema puutujat. On selge, et igas
punktis voib koordinaate £ ja 7 tolgendada kui DRK z ja y lokaal-
sel poordel (vastupdeva) nurga ¥ vorra (vastupéeva) saadud uusi
koordinaate.
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Joonis 3.1: Elliptilised koordinaadid & ja n.

T#histame pingetensori elliptilistes koordinaatides T(() ja DRK-s
t(2), kus ¢ = (&, 7) ja z = (z,y). Siis

T = Q1tQ, (3.103)

kus Q on ortogonaalne tensor, mille maatriks (ldhtudes DRK-st)

on
costy —sind 0

Q] = [sinY cosy O] . (3.104)
0 0 1

Viljendatuna pingekomponentides saab (3.103) kuju

Tee = ton cos? ¥ + 2t3y sintv cos ¥ + ¢, sin’ 9,
Ty = tow sin? ¢ — 2ty sind cos ¥ + t,, cos® 0, (3.105)
Ten = (tyy — to) sind cos ¥ + tyy (cos® ¥ — sin® o) .

Avaldiste (3.105), (3.86) ja (3.87) pohjal
Tic + Ty = taw + oy = 2 [ /(2) + T (2)| = 4Re[f(2)],

Ty — Tee + 2iTey = (tyy — taw + 2ityy) 2 = (3.106)
=2[zf"(2) + ¢"(z)] .
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Joonis 3.2: Uhtlaselt tommatud 16pmatu plaat elliptilise auguga
tsentris.

Tépsustame uuritavat probleemi. Vaadeldav plaat on nn. 16pmatu
plaat ja elliptilise augu poolteljed on a ja b (a > b). Lopmatu-
ses on plaadile rakendatud iihtlane tdmme, mis on risti poolteljega
a. Ellips on maidratud vorrandiga £ = &;. Kehtivad tasapinnalise
deformatsiooni hiipoteesid, st. nullist erinevaks loetakse vaid neli
pingetensori komponenti t,,, ty,, tyy ja t., = v (tze + ty,). Viimased
saab leida avaldistest (3.106), kuid enne tuleb formuleerida rajatin-
gimused:

lopmatuses: tyy =10, low = tay = 0; (3.107)

augu serval: Tee =Ty = 0. (3.108)

Asendades rajatingimused (3.107) avaldistesse (3.106) saame
lopmatuse jaoks

4Re [f'(2)] = to ja 2[Zf"(2) + ¢"(2)] € = to. (3.109)

Elliptilised koordinaadid & ja n toodi sisse avaldisega (3.100). Seega
teeb punkt iihe tiiru timber ellipsi kui 7 muutub nullist 27. Seega
peavad ka pingekomponendid ja siirdekomponendid olema iihesed
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ja n suhtes perioodilised perioodiga 2m. Sellest tulebki ldhtuda
funktsioonide f(z) ja g(z) valikul — néiteks hiiperboolsed funkt-
sioonid sinhn¢ ja coshn{ (n;0 tdisarv) on perioodilised 1 suhtes
perioodiga 27. Inglis [1913] pakkus vélja jargmise valiku

{ 4f(z) = Ajccosh ¢ + Aycsinh ¢, (3.110)

4g(2) = B1c*¢ + Byc® cosh 2¢ + Bsc? sinh 2¢,

kus konstandid Ay, A, By, By ja Bs méaératakse rajatingimustest ja
avaldise (3.100) pohjal z = ccosh (. Péarast rajatingimuste rahulda-
mist saavad avaldised (3.110) kuju

4f(z) = cty [(1 + 625") sinh ¢ — e*° cosh C] ,
4g(z) =

— 2t {(cosh 2¢y — cosh ) ¢ + %e% — cosh l? (( — & — %)] } .

(3.111)
Kui téhistada siirdekomponente elliptilistes koordinaatides u¢ ja u,,
ning DRK-s u ja v., siis on nende vaheline seos esitatav kujul

ue =ucost +vsind ja u, = —usinv + vcosv. (3.112)

Viimase pohjal ‘
ue + iu, = e (u + ). (3.113)

Kasutades avaldist (3.99) saab viimasest
(g + i) = e~ ﬁg-4y)f(z)-szg)-gxzﬂ . (3.114)
Kuna augu serval Tge = 0, siis avaldiste (3.106) ja (3.111) pohjal

_ 1y Lolsinh(2€o) — 1 + %0 cos(2n)]
T, = 4Re[f'(2)] = cosh(2&) — cos(2n)

Mle=go (3.115)
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T, maksimaalsed va#rtused on seal, kus cos2n = 1, st. kus n =
0,m,2m, ..., st. pikema peatelje otstes. See maksimaalne véartus

_ to[sinh(2&) — 1 + €*°]
B cosh(2&y) — 1

(3.116)

max TTm = Tnn

3
n

o
0,m,...

Vorrandi (3.102) pohjal a = ccosh &, b = csinh & ja ¢ = a® — b2
Seega sinh 2§, = 2ab/c?, cosh 2§y = (a*+b?)/c* ning avaldis (3.116)
saab kuju

max 1, = T,,

1, (1 + 2-5) | (3.117)

§=2%

n 0,m,...
Seega kui b — 0, siis maxT,, — oo. Kui b — 0, siis ellips ldheneb
joonele, tdpsemalt sirgele praole. Seega ennustab lineaarne teooria
siin fiiiisikaliselt paikapidamatut.” Kui a = b, siis on auk ringiku-
juline ja probleeme pole — maxT;, = 3t. T;, minimaalne vaartus
on lithema pooltelje otsas ja on nii ellipsi kui ringi puhul —%.

"Mittelineaarses seades on see probleem praeguseks lahendatud.
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3.8 Lainelevi elastses keskkonnas

3.8.1 Pohivorrandid

Kéesolevas alajaotuses tuletame harmooniliste lainete levimist kir-
jeldavad vorrandid lineaarse elastse keskkonna jaoks. Lahtume
punktis 3.1 tuletatud Navier’ vorrandeist (3.21) voi (3.22), st.,

2

u
pom = A+20)V(V-u) —uV x V x u+ pf. (3.118)
Viimase kirjeldavad elastse keskkonna liikumist siiretes u. Kasuta-
des lineaarse elastsusteooria eeldust, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on viikesed ja téhistades

A+ 2
e LT (3.119)
P
saame Navier’ vorranditele kuju
Pu_ , 2
ﬁ = 01V(V . U) — sz xV xu + f. (3120)

Helmholtzi teoreemi pohjal saab siirdevilja u(x, t) avaldada kujul
u=VF+V xG, (3.121)

kus F' = F(x,t) ja G = G(x,t) on vaadeldavas piirkonnas pidevalt
diferentseeruvad skalaar- ja vektorfunktsioonid, mis on tuntud kui
Lamé potentsiaalid. Helmholtzi teoreemi rakendades eeldasime, et
u on vaadeldavas piirkonnas tokestatud, pidevalt diferentseeruv ja
et 72 |u| on tokestatud lopmatuses. Siin r = |x — x| on punkti x
ja suvalise punkti x’ vaheline kaugus (tavaliselt vaadeldakse x kui
laineallika asukohta ja x’ kui vaatleja asukohta).
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Kuna niiiid on meil kolm siirdekomponenti u; esitatud avaldisega
(3.121) 14bi nelja muutja F ja G, siis on tekkinud nn. esimest jarku
méaaramatus. Selle korvaldamiseks on vaja sisse tuua lisakitsendus.
Uks, kuid mitte ainuke voimalus selleks on viita, et vektorvili G
peab olema divergentsi vaba, st.,

V-G =0. (3.122)

Sellist tingimust nimetatakse kalibratsiooni tingimuseks®. Ka
vorrandis (3.121) esinevale mahujoule voime rakendada Helmholtzi
teoreemi koos kalibratsiooni tingimusega —

fZVf1+VXf2, V‘fQZO, (3123)

kus f; ja f; on vastavalt skalaar- ja vektorpotentsiaal mahujou
jaoks. Sageli on ainukeseks mahujouks gravitatsioonijoud, mis oma-
korda on ajast soltumatu. Viga sageli aga mahujoud hiiljatakse.

Asendades Navier’vorrandeis (3.120) suurused u ja f avaldistest
(3.121) ja (3.123), saame saame

O*F 0?°G
\V4 (C%VzF—Ffl — ﬁ) + V x (VC%VQG—l—fQ — o2 ) =0
(3.124)
Vérrand (3.124) on rahuldatud kui valida F ja G kui kahe vorrandi
O*F | G
AVAE + f1 = Sz Ve VG + £y = wr (3.125)

lahendid. Vérrandid (3.125) on mittehomogeensed lineaarsed lai-
nevorrandid. Kui niitid suurused F' ja G on leitud kui vorrandeid
(3.125) ja konkreetseid raja- ning algtingimusi rahuldavad lahendid,
siis on siirdevili leitav avaldistest (3.121).

Lamé potentsiaalidel on mitmeid huvitavaid omadusi, néiteks ka-
libreerimistingimuse tottu

V-u=V?’F ja Vxu=-V?G. (3.126)

81. k. gauge condition
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Lisaks eelnimetatule vdidab Helmholtzi teoreem, et VF' kujutab
endast siirdevilja u keerisevaba osa ja V x G solenoidaalset osa —
VXxVF =0jaV-(VxG)=0. Tdhistame siirdevija solenoidaalse
osa

u, =V xG. (3.127)

Seega
V-u,=0. (3.128)

Kuna lineaarse teooria puhul
dv — dV
— | = (). =V -u,=0, 3.129
(“5%) =00, =7 (3.129)

siis saab teha jédrelduse, et siirdevilja solenoidaalsele osale vastav
deformatsioon on isohooriline.

Skalaarne ja vektoriaalne lainevorrand (3.125) viitab selgelt selle-
le, et antud iilesande lahendina saadakse kaks lainet — iiks liigub
kiirusega c; ja teine kiirusega cy, kusjuures need kiirused soéltuvad
materjali elastsuskonstantidest ja massi tihedusest. Kui vaatleme
tokestamata piirkonda, siis peab siirdevéli rahuldama veel teata-
vaid lisatingimusi:

7nli_)rgo (g—ltl + %%—? = O,) ja 7Ali_)rgou =0, (3.130)
kus r = |x — x/| on allika ja vaadeldava piirkonna suvalise punkti
vaheline kaugus ning ¢ on laine kiirus (faasi kiirus). Esimene tingi-
mus, st. (3.130),, on nn. kiirgustingimus®, mis sisuliselt tihendab
seda, et tokestamata piirkonnas saab laine liikuda vaid allikast ee-
male ja lopmatusest ei kiirgu mitte midagi tagasi. Teine tingimus,
st. (3.130),, on nn. regulaarsustingimus, mis viidab, et l6pmatuses
on siirdevéli null. Seega tokestamata piirkonnas tuleb iihese lahen-
di saamiseks téita lisaks raja- ja algtingimustele ka nn. kiirgus- ja
regulaarsustingimused.

9. k. radiation condition
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3.8.2 Tasapinnalised harmoonilised lained

Vaatleme selliseid laineid, mille liikumine on identne paralleelse-
tel tasanditel tasanditel ning mis ei s6ltu tingimustest vaadeldava
tasandiga ristuval suunal. Sel juhul on koéik véljamuutujad, kaasa
arvatud siirded, deformatsioonid ja pinged, vaadeldavad kui kahe
ruumimuutuja ja aja funktsioonid. Seega on meil tegu tasapinna-
lise iilesandega. Lihtsuse mottes vaatleme juhtu, kus mahujoud on
hiiljatud, st., vaatleme vaid selliseid fiilisikalisi protsesse, kus ma-
hujoud voib jétta arvesse votmata.

Kasutame DRK z! = z,2? = y ja 2® = 2. Vastavaid siirdekompo-

nente tihistame u! = u, W= jau® = w. Avaldise (3.121) kohaselt
on siirdekomponendid esitatavad ldbi Lamé potentsiaalide I’ ja G
kujul

ub =M 4 MG (3.131)

Kuna tasapinnalsel juhul soltuvad koik véljamuutujad vaid kahest
ruumikoordinaadist, néiteks 2! = x ja 2% = v, siis saavad vordused
(3.131) kuju

oF 0G5 oF 0G5 0Gy 0G4
L L o L P

Téhistades G3 = G, saab viimase esitada kujul

oF  OG oOF  0G 2G,  IC
7z =2 1
C=r Ty VT oy o YT e gy B3

Lamé potentsiaalid leitakse lainevorranditest (3.125).
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Et leida pingejaotust, asendame siirdekomponendid (3.133) ole-
kuvorranditesse (3.89). Saame

( P*F  0°G
2
ey (25 29
0’F  9*G
= \V2F +2
=AY +M(3y 8x3y>
tzZ:)\VQF

9 0? PG 0*G (3.134)
boy = 1 | 2 — +
Oxdy  0x?  Oy?

((92G2 82G1>
tyz = pu - )

Oxdy  0y?
<82G2 0?G, )
bew = 1 - )
L 0z?  Ox0y

2 _ 92 9%
kus V= = £ + R

Standardne meetod lainevorrandite (3.125) lahendamiseks <har-
moonilistes lainetes> on jargmine. Lainevorrandi lahend esitatakse
kujul

u(x,t) = aReFE, E =expli(k - x — wt)]. (3.135)

Siin a ja k on konstantsed vektorid, mida nimetatakse vastavalt
amplituudivektoriks ja lainevektoriks, k - x — wt on laine faas ning
w laine ringsagedus (nurksagedus). Sellisel juhul on siirdevilja pe-
riood T = 27 /w. Lainevektori fiiiisikaline sisu on jairgmine — laine-
vektor k méédrab laine levimissuuna ja tema moodul £ = |k| annab
lainearvu. Viimane on omakorda seotud lainepikkusega | = 27/k
ehk k = 27 /1. Suurust

I w
= — == 3.136
c=gm=7 (3.136)
nimetatakse faasikiiruseks ja ta médrab laine levimise kiiruse. Kui

tahistame laine levimissuunda méérava iihikvektori n, siis

k = nk. (3.137)



3.8. Lainelevi elastses keskkonnas 120

Pinda, mille lokaalseks normaaliks on n, nimetatakse laine frondiks.
Frondi vorrandi saaame avaldisest (3.135), —

k-x—wt=kn-x—wt=kny? —wt=const., p=1,2. (3.138)

On selge, et frondi vorrand soltub ajast.

Enne avaldiste (3.135) asendamist Navier’ vorrandeisse (3.120) loo-
bume kokkuleppeliselt tdhistusest Re avaldises (3.135) ning toome
sisse moningad lihtsustused.

( E
VE:gmg— —ig"knE = V =ik =ikn,
:L-m
V(V-u)=—(n®n-a)k’E,
< VxVxu=(a—n®n-a)k’FE,
0%u
\ Ot?

(3.139)

= —aw’F,

kus n ® n on vektori n véliskorrutis (tensorkorrutis) iseendaga.
Asendame niiiid siirdevektori (3.135) Navier” vorrandeisse (3.120).
Arvestades lihtsustusi (3.139) saame

[(@—)I— (¢ —c)n®@n]-a=0. (3.140)

Siin ¢ = w/k on faasikiirus ning nii identsustensor I kui vektorid n
ja a on defineeritud (z', z?) tasandil.

Vérrand (3.140) omab iihest lahendit a suhtes kui

det(mB) = 0, (3.141)
kus
1
m=c* — c3, B=I-—(c{—c¢)n®n. (3.142)
m

Kuna B on esitatav 2 x 2 maatriksina, siis

det(mB) = m?*det(B). (3.143)
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Omakorda
det(B) = 1 — — (& — &) c-q (3.144)
e =1——(cf —c5) = .
m ' 2

sest det(I — b ® c) = det(d*; — b*¢;) =1 —b-c kui b ja c on defi-
neeritud ruumis E?. Seega, arvestades (3.144) on tingimus (3.141)

esitatav kujul
(® =) (P —c3) =0. (3.145)

Viimane tingimus viitab veelkord sellele, et elastses keskkonnas on
voimalik kaks erinevat laine litkumist — {iks toimub faasikiirusega
c=cy = [(A+2u)/p]"/? ja teine faasikiirusega c = ¢y = (u/p)*/2.

Juht ¢ =¢;. Sel korral saame vorrandist (3.140)
a=n(n-a). (3.146)

Viimane avaldis iitleb, et siirdevektor u on laine levimissuunaga
samasihiline — a || n. Selliseid laineid nimetatakse pikilaineteks ja
nad levivad kiirusega ¢; = [(A + 2u)/p]"/2. Kuna avaldiste (3.135),
(3.137) ja (3.139) pohjal

Vxu=—ikEn xn(n-a)=0, (3.147)

siis on pikilaine alati nn. mittepoorlev laine (keerisevaba laine). Va-
hel nimetatakse neid ka paisumislaineteks'C.

Juht ¢ = ¢,. Niiiid on (3.140) pohjal
n-a=_0, (3.148)

mis tdhendab, et siirdevektor u on risti laine levimissuunaga n, st.,
et siirdevektor asub liikuva lainefrondi tasandil. Sellist lainet ni-
metatakse poiklaineks ehk ristlaineks ehk nihkelaineks. Tema levib
kiirusega ¢y = (11/p)*/?. Antud juhul

I.=V-u=ikn-ak =0 (3.149)

107, k. dilatational waves
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ja seega on tegu isohoorilise protsessiga (vt. (3.129) lk. 117).

Tasapinnaliste harmooniliste lainete puhul nimetatakse pikilainet
primaarseks!! ja poiklainet sekundaarseks!?, sest kuna c¢; > ¢y, siis
néiteks maavérina puhul saabub esimene varem.

3.8.3 Rayleigh’ lained

Kéesolevas punktis vaadeldakse pinnalaineid (néit. seismilised lai-
ned). Pinnalaine kujutab endast hairitust, mis liigub labi keskkonna
nii, et tema moju on oluline vaid kitsas piirkonnas keskkonna piir-
pinna ldhedal. Selliste lainete amplituud vaheneb kiiresti stigavuse
kasvades ja lained levivad pinnakihtide puutujate sihis. Vaadeldava
teooria loojaks peetakse Rayleigh’t (1885).

Vaatleme elastset poolruumi y > 0, mis on piiratud tasandiga
y = 0 ning alajaotuste 3.8.1 ja 3.8.2 tulemusi. z—telje (mis on

y=0

Joonis 3.3: Elastne poolruum

risti xy tasandiga) sihis ulatub keskkond z = +oo. Koik vaadel-
davad fiifisikalised suurused soltuvad vaid muutujatest x,y ja t.

YT, k. primary wave, P-wave
121, k. secondary wave, S-wave
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Massjoudude puudumisel saavad vorrandid (3.125) kuju

1 0°F 1 0°G
7 S 3.150

c o’ c o2’ ( )
kus konstandid ¢; ja ¢y leitakse valemitest (3.119), F' ja G on vas-
tavalt Lamé skalaarpotentsiaal ja vektorpotentsiaali G z—telje si-
hiline komponent (vt. (3.132)). (Kuna me oleme huvitatud vaid zy
tasandil toimuvast, siis ei paku G ja Gy huvi.)

Eeldame, et y = 0 on vaba pind ja seega on rajatingimused pingete
jaoks esitatavad kujul

toy =1y, =0, kuiy=0. (3.151)

Siirde ja pingeviljad on esitatud vastavalt avaldistega (3.133) ja
(3.134).

Antud tilesande puhul otsime lainevorrandeile (3.150) selliseid la-
hendeid F' ja G, mille puhul laine amplituud kahaneb kiiresti
siigavuse y kasvades ning millel on sama periood nii aja t kui koordi-
naadi x jirgi (sest nad koos peavad rahuldama Navier’ vorrandeid).
Seega on lainevorrandite (3.150) lahendid on esitatavad kujul

G(x,y,t) = bexp [ By + ik(z — ct)], (3.152)

{ F(z,y,t) = aexp [—ay + ik(z — ct)]
kus a ja b on lainete amplituudid, « ja f — sumbuvustegurid (amp-
lituud peab kiiresti vihenema siigavuse kasvades), k — lainearv ja
¢ — faasikiirus.

Uldiselt voivad suurused a,b, o, 3 ja ¢ olla mittelineaarsed funkt-
sioonid ringsagedusest w (voi lainearvust k voi lainepikkusest ).
Seega kui faasikiirus ¢(k) = w(k)/k # const., siis iga alghéiritust
moodustav harmooniline laine levib erineva kiirusega ja laine kuju
muutub oluliselt. Sellist ndhtust nimetatakse dispersiooniks.
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Kui panna kompleksed avaldised (3.152) vorranditesse (3.150), siis
saame reaalarvulise faasikiiruse eksisteerimise tingimuse

2 72 _0_2 2 72 _C_2
o=k (1 5 | G°=k"(1 5 | - (3.153)
&1 &)

See reaalarvuline faasikiirus leitakse rajatingimustest. Algul asen-
dame avaldised (3.152) ja (3.153) pingete avaldistesse (3.134) ja
rakendame rajatingimusi (3.151). Saame vorrandisiisteemi

2t 62 52 Qiﬁ
R 14+ = — 14+ = Ty = 154
ka—l—( +k2>b 0, <+k2 a—+ kb 0 (3 5)

amplituudide a ja b madramiseks. Vaadeldaval vorrandisiisteemil
on mittetriviaalne lahend siis ja ainult siis kui

2
<1 + i—j) - 4]?—? = 0. (3.155)

Asendades a(c) ja ((c) avaldistest (3.153) vorrandisse (3.155) saa-
me vorrandi faasikiiruse ¢ leidmiseks. Vérrand (3.155) on tuntud
kui Rayleigh’ vorrand. Téhistame

c? 2 1-2w
- - == __ = 3.156
‘ 3 " A 2(1—v)’ ( )

kus v on Poisson’i koefitsent. Kuna 0 < v < 1/2, siis ka 0 < m <
1/2 ja kui v kasvab, siis m kahaneb. Avaldised (3.153) ja Rayleigh’
vorrand (3.155) saavad niiiid kuju

a=Fk(1-m&Y?:  p=k(1-&Y? (3.157)
ja
R(€) = (26— 4(1 = "*(1 —mg)'/* = 0. (3.158)

Et vabaneda viimases ruutjuurtest, korrutame teda avaldisega

M(§) = (2 &) +4(1 - €)"*(1 — mg)"/? (3.159)
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ning saame
¢[¢% — 8¢ +8¢(3—2m) — 16(1 —m)] = 0. (3.160)

Lahend & = 0 ei sobi, sest siis ka ¢ = 0 ja laine ei leviks. Seega tuleb
lahendada kuupvorrand

N(&) =& — 862 +8£(3 —2m) — 16(1 —m) = 0. (3.161)

Kuna N(0) < 0 ja N(1) > 0, siis jarelikult leidub vahemikus
0 < £ < 1 vihemalt iiks vorrandi (3.161) juur & = ¢?/c3 (vastav
c on reaalne ja ¢ < ¢3).

Vorrandite (3.158)—(3.161) pohjalik analiiiis nditab, et &; ongi ainus
reaalse faasikiiruse tagav ja vorrandit (3.158) rahuldav £ vaartus.
Saadud reaalset pinnalaine kiirust

cr = (€1)Y%c, (3.162)

nimetatakse Rayleigh’ laine kiiruseks.

Eringen ja Suhubi (1975) on leidnud Rayleigh’ laine kiirusi viiga
mitmete materjalide jaoks, nende jérgi:

kokkusurumatu materjal, v =20,5, cr = 0,9553c¢,,
teras, v=20,29, cr = 0,9258¢,
nn. Poisson’i materjal, v=20,25, cr = 0,9194cs.

Kasutades cg vdartust Poisson’i materjali jaoks saame labi avaldiste
(3.133) siirdekomponendid kujul

u = —kAlexp(—0,8475ky)—
—0,5773 exp(—0, 3933ky)] sin[k(z — cgt)],
v = kA[-0,8475 exp(—0, 8475ky )+
+1,4679 exp(—0, 3933ky)| cos[k(x — cgt)],

(3.163)

kus A on ampituudi tegur. Vastavad pingekomponendid saadakse
avaldistest (3.134).
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Deformatsioonitensori komponendid

Lo ow
gm_axu 5y_ay7 €, = (927 (4 1)
Lo o _ow e o ow
. T Ty Tor T 0 Tar T 9 oy
Peatiikk 4 )
NB! tensortéhistuse puhul 2e5 = 7,, jne.
Valik klassikalisi Olekuvorrand — Hooke’i seadus
inseneriprobleeme e Vaatleme vaid nn. viikeseid deformatsioone.
e Tomme z telje sihis (0, # 0,0, =0, =Ty = ... =0))
Oy Oy
2= g, H=&=Vg, (4.2)

4.1 Sissejuhatus

kus F on Youngi moodul ja v Poisson’i koefitsent. Témbel y

Kéesolesvas peatiikis esitatav materjal pohineb Timoshenko & Goo- telje voi z telje sihis — analoogsed scosed.

dieri opikul “Theory of Elasticity”

Nn. kolmeteljelisel tombel

( 1
Téihistused Ex = E[Ul‘ - V(Uy + Uz>]7
1
e 0 — normaalpinge; 0,, 0, 0, — normaalpinge komponendid Ey = E[O_y —v(oy + 02)), (4.3)
(pingetensori normaalkomponendid). 1
£, = E[UZ —v(oy + 04)],
e 7 — nihkepinge; 7,y = Tyy, Tor = Tuw, Ty» = T2y — nihkepinge )
komponendid. e Nihkel
e Siirdevektori komponendid u || z, v || y, w || z on 16pmata Ty Ty | Ta:
véikesed pidevalt muutvad ( iile kogu vaadeldava keha ruum- Vay = rel Vyz = ek Yoz = el "
1 d. 1) :
ala) suuruse (G = ———— — nihkeelastsus moodul.

2(1+v)
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e Deformatsioonikomponendid e ja . on iiksteisest soltuma-
tud.

e Normaalpingete summa

©=0,+0,+0.. (4.5)
e Ruumpaisumine
1—2v
=&, L= . 4.6
e=¢c;+eyt+e 5 (4.6)
Hiidrostaatilisel survel o, = 0, = 0, = —p ja
3(1—2v) P
= p=—= 4.7
e T P= (4.7)

kus k& = FE/[3(1 — 2v)] (see pole Timosenko ja Goodieri
tahistus) on ruumpaisumis moodul ehk ruumi moodil.

e (4.3) poordteisendus

0, = e + 2Ge,,
oy = Ae + 2Gey, (4.8)
0, = Xe + 2Ge,,
kus
A=vE/[1+v)(1-2v)] ja u=G (4.9)

on Lamé konstandid.

Tasapinnalised iilesanded

e Tasapinnaline pingeseisund (tasandpingus) — o, = 7,, =
Tee = Tyz = T = 0, teised pingekomponendid on nullist
erinevad. Voib veel tdiendavalt eeldada, et pinge ei soltu koor-
dinaadist z.
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e Tasapinnalisel deformatsioonil w = 0 ja u = wu(x,y) ning
v = v(z,y). Niid on vaja leida vaid kolm nullist erinevat
soltumatut pingekomponenti o,, oy ja T,y —

{ o, =v(oy + 0y),

Yyz = Voy = Yoz = Veo = Taz = Tzx = Tyz = Tzy = 0.

(4.10)

e Tasapinnalisel juhul saadakse tasakaalu diferentsiaal vorran-
did elementaarristkiiliku tasakaalu tingimustest

0oy 0Ty

Tz = 07
ox oy +f
(4.11)
% aT‘ry +f,=0
oy Ox v
kus f on mahujoud (st. dim f = joud/ruumala).
e Rajatingimused
t, = [ z T Y
O 7 My (4.12)
ty = moy + 7y,

kus t on pindjoud ja [, m — pinnanormaali N suunakoosinu-
sed.

e Sobivus- ehk pidevustingimused (kolm deformatsioonikompo-
nenti ja kaks siirdekomponenti).

B TR I T T
oo Y oy ™ oy ox
0%, 0%, Py

oy 0x2  Ozdy

(4.13)

e Tasapinnalise deformatsiooni puhul saame valemeist (4.3) ja
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(4.4)
( 1 9
Ep = E[(l —v7)o, —v(l+v)oy,l,
1
} & =50 =)oy —v(1+v)o, (4.14)
_ Tay
S En

e Kombineerides valemeid (4.14), sobivustingimusi (4.13) ja ta-
sakaaluvorrandeid (4.11) saame sobivustingimused pingetes

? 0 L [0f.  0Of,
(@—i‘a—yz)(UI—FO‘y)——l_V(ax—i—8y). (4.15)

Viimase vorrandi pohjal selgub, et kui mahujoud on konstant-
sed, siis ei sisalda sobivusvorrand materjalikonstantne.

e Tasandpinguse puhul saame avaldistest (4.3) ja (4.4)
Oy — VO oy — VO, Tuy

Ex = T, Ey = T, Yoy = ? (416)

e Kombineerides niiiid avaldisi (4.16), sobivustingimusi (4.13)
ja tasakaaluvorrandeid (4.11) saame vorrandi

”? 0 B of:  9fy
(505 + 5 ot o = =140 (224 2) )

Ka vorrand (4.17) (nagu ka sobivusvorrand (4.15)) annab
konstantsete mahujoudude puhul tulemuseks

0? 0?

mis ei sisalda materjalikonstante.
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Airy’ pingefunktsioon. Vaatleme juhtu, kus ainuke mahujoud
on keha kaal. Seega kui y telg on suunatud alla, siis f, = 0 ja
fy = pg ning tasakaaluvorrandid (4.11) saavad kuju

doy  OTyy 0

dv Oy (4.19)
Ooy , Oy g

dy oz 7T

Need tuleb lahendada koos sobivustingimustega (4.18) ja rajatingi-
mustega (4.12).

Viga tihti tuuakse nende vorrandite lahendamiseks sisse Airy’ pin-
gefunktsioon ¢ = @(x,y), mis on seotud pingekomponentidega
jargmisel moel:

0% 0% 0%
o= gz P Ov= G T PIY Ty 900y (4.20)

Sellise ¢ valiku puhul on tasakaaluvorrandid (4.19) automaatselt
rahuldatud. Pingekomoponentide (4.20) asendamisel vorrandisse
(4.18) saame biharmoonilise vorrandi

34 84 4
P TY L Ov_
ox* 0?xd%y  Oy*

0. (4.21)

Seega tuleb leida selline funktsioon ¢, mis rahuldab nii diferent-
siaalvorrandit (4.21) kui ka rajatingimusi (4.12).
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4.2 Biharmoonilise vorrandi lahenda-
mine poliinoomides

Vaadeldav ldhenemisviis on rakendatav kui uuritakse pikki
ristkiilikulisi plaate voi talasid.

A) Ruutpoliinoom

a C
o = 52%2 + by + ;yQ- (4.22)

Sellise valiku puhul on biharmooniline vorrand (4.21) automaatselt
rahuldatud. Massjoude hiilgamise puhul saame avaldistest (4.20)
pingekomponendid kujul

Oy = C2; Oy = a2, Ty = —bo. (4.23)

Selline pingeseisund tdhendab ay; > 0 ja c; > 0 puhul iihtlast

AR RARRY
N 2
|

T

4

R

Joonis 4.1: Ruutpoliinoomile vastavad rajatingimused.

tommet kahes ristuvas sihis koos iihtlase nihkega. Vastavad rajatin-
gimused on esitatud joonisel 4.1. Vottes osa poliinoomi koefitsente
vordseks nulliga, saab rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppoliinoom

= — — — —°. 4.24
3= 35t T STy Sy + oy (4.24)
Ka antud juhul on biharmooniline vérrand (4.21) automaatselt ra-

huldatud. Pingete avaldiste (4.20) pohjal aga

Oy =3 +d3y; 0y = azr +bsy; Ty = —bsr —czy.  (4.25)

B I O SR LA

A § 7y 45/

< -

N
—

il

N
a) ¥ [ b)

- ©) g 0 2]
)
N

&

Joonis 4.2: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: a) d3 # 0,
a3263263:0jab) b37é(), a3203:d3:O

Valides niitid vaid d3 # 0 saame puhtale paindele vastava
pingeseisundi. Vastavad rajatingimused on esitatud joonisel

4.2 a).

e Vaid b3 # 0 — pindadel y = ¢ mdojuvad pinged o, = +bsy
ja 7y; = —bsx ning pinnal = [ pinge 7., = —bsl (joonis 4.2
b)).

o Vaid c3 #0 ...

Vaid az #0 ...
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Teist ja kolmandat jarku poliinoomide puhul polnud vaja esita-
da taiendavaid kitsendusi poliinoomide koefitsentidele, sest bihar-
mooniline vorrand oli automaatselt rahuldatud. Koérgemat jarku
poliinoomide puhul pole asi aga enam nii lihtne.

C) Neljandat jarku poliinoom

aqg 4 by 3 C4 9 9 dy 3 €4 4
_ “ 4 YA (426
137 g Pyt Ty hg it oy (420)

P4
Niiiid on biharmooniline vorrand (4.21) rahuldatud vaid juhul kui
es = —(2¢4 + aq) (4.27)

ning pingekomponendid (4.20) saavad kuju

0p = ca2® + dazy — (2c4 + ag)y’;

o, = ay2° + byry + cyy’; (4.28)
Toy = ——1% — 2047 —% 2
Ty 9 4TY 9 Yy

Kuna koefitsentide ay,...,d, valik on vaba, siis on (4.28) abil

voimalik kirjeldada mitmesuguseid rajatingimusi. Néiteks kui vaid
d4 > 0 on nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis

d
oy =dyry; 0y =0; Tuy = —éy? (4.29)
Vastavad rajatingimused

( d

Yy = Zl:C, Tym = _54027
§ =0, 7= 5 Y (4.30)

d
T = l> Txy __4y27 Oy = d4ly
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T o

| N

t 4 ()

f { L
—*—-—-7— —*5‘3302(0

g

Joonis 4.3: Neljandat jarku poliinoomile vastavad rajatingimused
dy > 0 ja ay = by = ¢4 = 0 puhul.

on kujutatud joonisel 4.3.

Vaatleme iihikulise paksusega plaati. Leiame plaadi kontuuril moju-
vatest pingetest pohjustatud joupaaride momendid (vt. joonis 4.3)

( c 3
M) = =2 [ [ty = ... = -5,
0 3
§ M(7ys) = 2|7yelle = ... = dylc?, (4.31)
¢ 2d4lc?
M(O‘x>:—2/ o ydy = ... = — e
\ 0 3

Seega on antud juhul (st. juhul kui mééda plaadi kontuuri on raken-
datud joonisel 4.3 kujutatud pindjoud) plaadile mojuv jousiisteem
tasakaalus.

Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis saak-
sime avaldistest (4.28)

0p = 2% — 2c4y%; oy = ey’ Toy = —2C4TY. (4.32)

Jne., jne.
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D) Viiendat jarku poliinoom

_ 5 5 bs 4 30 ds 53 € 4[5 g
Pt TRtV TRt Tyt Tt s
(4.33)
Niiiid on biharmooniline vorrand (4.21) rahuldatud kui
1
€5 = —(205 + 3@5) ja f5 = —g(bg, + 2d5) (434)
Pingekomponendid
( 62805
O = =
dy?
4 o 82905 o
% = or2
(" oxdy
(4.35)

Valides vaid ds > 0 nullist erinevaks poliinoomikoefitsendiks, saame
pingejaotuse
=d 2, _ 28 —1d3 = —dsxy” 4
0, =ds(0°y = 3y°), oy = gdsy’, Toy = —dswy”. (4.36)

Viimasele vastavad rajatingimused

)
y — :EC, Jy = i§d5c3, ’]'yx — —d5x02
2d5y°
r=0, 0,=-"20 7, =0, (4.37)
2
|7 = I, 0, =ds(PPy— gyS), Tey = —dsly>.

Kuna biharmooniline vorrand (4.21) on lineaarne diferent-
siaalvorrand, siis on tema lahendiks ka suvaline lahendite super-
positsioon. Seega, liites eespool leitud elementaarlahendeid, saame
leida meid huvitava probleemi lahendi.
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Kui niilid pingekomponendid on mé&aratud, siis saab Hooke’i sea-
duse (4.3) ja (4.4) abil leida deformatsioonikomponendid ¢, ¢,
ja 7zy. Viimastest omakorda aga siirdekomponendid kui diferent-
siaalvorrandite

ou ov ou Ov

5 — Sz, a. ) a0 5. Tz 4.
or - dy v 8y+8x Ty (4.38)

lahendid u ja v. T6si kiill, (4.38) ei méaéra siirdekomponente iiheselt.
Kui lisada siirdekomponentidele u ja v lineaarfunktsioonid, vasta-
valt

u; = a -+ by jav, =c— bz, (4.39)

siis jaab (4.38) kehtima (a,b, ¢ on konstandid). Konstandid a ja ¢
madravad jadiga keha rodplitkumise ja konstant b jéiga keha poorde
imber z telje viikese nurga vorra.

Konkreetsete iilesannete puhul poordume diferentsiaalvorrandite
(4.38) juurde tagasi.

4.3 Saint-Venant’i printsiip

Elastse keha pinna véiikesele osale moéjuva jousiisteemi asenda-
mine staatiliselt ekvivalentsega muudab oluliselt lokaalseid pin-
geid joudude rakenduskoha ldhedal, kuid praktiliselt ei mojuta
pingeid punktides, mis asuvad piisavalt kaugel pinnaosast, kus
jousiisteemi muudeti. Kaugust tuleb vorralda vaadeldava pinnaosa
lineaarmootmetega. Mojud (tdiendavad pinged ja deformatsioonid)
viahenevad geomeetrilise progressiooni kiirusega.
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4.4 Konsooli paine

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega konsooli, mille vabas otsas
(x = 0) on rakendatud joud P, mida v6ib vaadelda kui otspinnal
mojuvate nihkepingete peavektorit (joonis 4.4). Konsooli pealmine
ja alumine pind on pingevabad ja ots x = [ jéigalt kinnitatud.

/ [ e/
A
¢ /J//, ,
P ¢
Y 2
4

Joonis 4.4: Kitsa ristkiilikulise ristloikega konsool pikkusega [,
korgusega 2c ja paksusega 1.

Sellist olukorda saab vaadelda kui superpositsiooni puhtast nihkest
(alajaotus 4.2 A valemid (4.23) ay = c2 = 0 ja by # 0) ja valemitega
(4.29) esitatud juhust (alajaotus 4.2 C ay = by = ¢4 = e4 = 0 ja
dy # 0). Saame

oy =dyzy, 0y, =0, Tp=—by— %yQ. (4.40)
Rajatingimused
Tyzly=te = Tayly=te =0 = dy = —26—[)22, (4.41)
ZFiy x_OZP:—/_CTxydy:/_C <bz—%y2) dy
= by= % (4.42)
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Pannes niitid konstandid b, ja d4 valemitest (4.41) ja (4.42) pingete
avaldisse (4.40) saame

3P 3P y?
Or = —5 3Ty, Oy = 0, Tuy= I <1 — §> : (4.43)
Arvestades, et inertsimoment [ = I, = 2¢%/3, siis
P P
Oy = = 7Y, 0y= 0, Tuy= —ﬁ(c2 — 7). (4.44)

Lahend on tdpne Saint-Venanti printsiibi mottes, st., 4.2 C puhul
on tala otsas nihkepinged paraboolse jaotusega.

Leiame niiiid siirdekomponendid u ja v. Hooke’i seadusest

([, O _o_ P

T or E EIY

. ov o, VP a5
= = —]— = —2X

1T 3y £ Bl (4.45)
_Ou v Ty P,

=, e T ¢ - agC YY)

Integreerime (4.45), , —

B P _vP
u=—slay (), v P+ file). (440
Pannes (4.46) valemisse (4.45), saame
P o, dfly) , vP 5 dfi(z) P 2
_ = — — . (4.47
2E1 21! T T 2IG\¢ TV ) (44T
Viimane on esitatav kujul
( F(z) +Gy) = K,
_dfi(z) P,
Py == ~ 3™ s,
: Cdfty)  wP , P 4.48
e Y o7 E Ay re L
I
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Kuna F(x)+G(y) = K = const., siis peavad ka F'(z) ja G(y) olema
konstantsed.Téhistades F'(z) = d ja G(y) = e saame valemitest
(4.48) tingimuse

d+e=———=c (4.49)

ja diferentsiaalvorrandid

d P
f(y) __ v ¥
dy 2FE1
dx 2ET

Viimaste integreerimisel saame

(4.50)

P
_ 3 3

P 3

Seega saavad siirete avaldised (4.46) kuju

———xy — e
21" Y el Teqr? TYTY (452)
vP , P :
- B 4dr+h
v 2EI95y +6EICE + dx +

Konstandid d, e, g ja h méiratakse tingimusest (4.49) ja kolmest
rajatingimustest siiretele.

(4.51)

Olgu punkt A tala ristloike x = [ kese. Seega peab olema see punkt
fikseeritud — tema siirded on nullid ja ristldige x = [ ei saa poorelda
timber punkti A. Seega kui x =1[ ja y = 0, siis u = v = 0 ning

PI3

g=0 ja h:—@—dl. (4.53)

Et saada konsooli koverdunud telje vorrandit, votame valemis
(4.52), y =0 —

=2~ — —d(l— ). (4.54)
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Konstandi d méaaramiseks kasutame kolmandat rajatingimust, mis
ei luba vaadeldaval ristloikel poorelda timber punkti A. Seda tingi-
must voib ette anda mitmel viisil. Vaatleme kahte:

a) tala telje element on punktis A fikseeritud, st.,

@
ox

=0 (4.55)
y;O

b) tala ristldike vertikaalne element on punktis A fikseeritud, st.,

ou

Sl —) 4.
5 0 (4.56)

=1
y=20

Juhul a) saame avaldiste (4.55), (4.54) ja (4.49) pohjal

PI? Pi? P
d=——F=jae=— — —. 4.
261 1 © T 2BT 26T (4.57)
Seega saavad siirdekomponentide avaldised (4.52) ja koverdunud

telje vorrand (4.54) kuju

(y P o wP o P o (PP P
2el" YV T sE1Y Tear? 2Bl 2G1)Y
v , P , PE PP (4.58)
V=R T eErY T 2EIY T 3ED
| P, PP . PP
V=0 = xr — a .
(=0T GET oF1" " 3E]

Juhul b) saame konstantidele vadrtused

PI? P> Pc?
= — 1 = —— 4
d SE] & € (4.59)

2ET  2GI
ning tala koverdunud telje vorrandiks

| P , PP . PI3 . P (- 2)
V=0 = xr — i — ).
v=0 " G6ET oFET1" " 2EI " 2GI

(4.60)
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Joonis 4.5: Rajatingimused otsas x = [.

Seega saame vorrandi (4.60) kasutamise puhul

Pc? P

Sl =) = 3P0 (4.61)
vorra suuremad lédbipainded kui vorrandi (4.58), puhul. Pohjus on
selles, et rajatingimused (4.55) keelavad tala telje poorded kuid lu-
bavad otspinna poordeid punktis A (vt. joonis 4.5 a). Rajatingimu-
sed (4.56) keelavad aga tala otspinna poorded kuid lubavad telje
poordeid (vt. joonis 4.5 b). Mélemal juhul toimuvad poorded iihe
ja sama nurga 3P/4cG vorra kuigi poorduvad erinevad elemendid.

Tegelikult jaab aga kogu otspind = = [ paigale ja diget tulemust ei
anna ei juht a) ega b) ning kinnituskoha liheduses ei vasta ka pin-
gejaotus valemitega (4.44) antule. Avaldise (4.44) puhul tuleb ra-
kendada Saint-Venant’i printsiipi, st., et (4.44) annaks toeparasema
tulemuse, peame olema otsast x = [ piisavalt kaugel. Seega pikkade
konsoolide puhul on tulemus <tépsems, st. vastab enam tegelikku-
sele, kui lithikeste puhul.
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Py bbbt btape =

bee 0y fme =]
S
8

{ {
a) b)

Joonis 4.6: Uhtlaselt koormatud kitsa ristkiilikulise ristloikega tala
(tala pikkus 2[, korgus 2¢, paksus 1).

4.5 TUhtlaselt koormatud tala paine

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega tala (joonis 4.6). Tala on
otstes vabalt toetatud ja talle mojub iihtlaselt jaotatud koormus
intensiivsusega q.

Rajatingimused: a) kiilgpindadel y = +c¢
Toylyese =0, 0yl . =0, oyl . =—0q (4.62)

b) otspindadel x = +I

( c
/ Tayl ey Ay = F4l, poikjoud tala otstes,

C

/ 0|,y dy = 0, pikijoud tala otstes, (4.63)

(&)

paindemoment tala otstes.

/ Ux|x:ﬂ ydy = 0,
[ /-

C

Rajatingimusi (4.62) ja (4.63) saab rahuldada kui kombineerida ala-
jaotuses 4.2 leitud lahendeid.

Lahtume lahendist (4.36) (lk. 136), millele vastavad rajatingimused
on kujutatud joonisel 4.7 Et vabaneda tombepingetest kiiljel y = ¢
ja nihkepingetest kiilgedel y = +c lisame kehale tombe o, lahendist



4.5. Uhtlaselt koormatud tala paine 144
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i ARG : {
! < } ; &z
' — 605052 £ i
EAREAREDY ===
=467
y [ - / iy tpac®
a) b)

Joonis 4.7: Viiendat jédrku poliinoomile vastavad rajatingimused
ds # 0 ja as = bs = c5 = e5 = f5 = 0 puhul.

(4.23) ja pinged o, = bsy ning 7,, = —bsx lahendist (4.25). Kokku

Saame seega
;

2
O = d5(l’2y - gy?))’

1
\ oy = §d5y3 + b3y + ag, (4.64)
[ Tay = —d5xy2 — bsx.
Rajatingimustest (4.62) saame
q 34 34
S L 4,
45 27 3 4 C, 5 4 3 ( 65)
Arvestades, et [ = I, = 2¢®/3 saame valemitest (4.64) ja (4.65)
r B q )
< g1 2 (4.66)
v 2ﬂ3y_cy+3c) |
_ 92
\ Tay = Y (C Y )

Leitud pingekomponendid rahuldavad lisaks rajatingimustele (4.62)
ka (4.63), ,. Et oleks rahuldatud ka (4.63), lisame puhtale painde-
le vastavad pinged o, = dsy ja 0, = 7, = 0 lahendist (4.25).
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Rajatingimusest (4.63), leiame

3qg (VP 2
d — ——]. 4.67
- 40( 5) (4.67)

Seega kokku avaldub normaalpinge kujul

q 2 q 2 3 2 2
= — + (2P -2 : 4.
7 (P =)y 21 <3y 5° y) (4.68)

Avaldise (4.68) esimene liige vastab elementaarsele paindeteooriale
ning teist saab vaadelda kui parandusliiget ja ta on véike vorreldes
esimesega. <Parandusliige> on pohjustatud sellest, et elementaar-
teooria puhul eeldatakse, et o, = 0, kuid (4.66) pohjal pole see nii
(vt. joon. 4.6). Avaldisega (4.68) esitatud pinged annavad otspin-
dadel nulliga vorduva peavektori ja peamomendi. Lahend on tépne
vaid juhul kui otspindadel x = £/ moéjuks pindjoud

3q (2 45 2,
i—— -y’ — = ) 4.69
10 <3y 5cy> (4.69)

Saint-Venaint’i printsiibi pohjal loetakse lahend tépseks punktides,
mis on otstest x = £l kaugemal kui tala korgus, st. 2¢, ka t, = 0
puhul.

Tala punktide siirded u ja v leitakse analoogselt alajaotusele 4.4.
Niiiid eeldatakse, et punktis x = y = 0 on horisontaalsed siirded
vordsed nulliga ja vertikaalsed siirded vordsed lédbipaindega §.
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Kokku saame, et

4 2,2
2
§ v=— L{y——c—+§c3y+ (4.70)

\ 9T | 2 12 5
Kuna (4.70), pohjal siirded tala keskjoonel
vqr
0= — 4.71
o = 22, (4.71)

siis ei osutu keskjoon neutraalseks jooneks. Tala keskjoone labipaine
q [P2* 24 1, , 1 9 9

—— === 1+ = . (4.72
2EI[2 T G EE )

Kuna tala otsad on vabalt toetatud, siis v|,—+; = 0 ja

5 ql* 12¢2 (4 v
(5—ﬂﬁ l1+€l7 5—1—5 . (473)

Avaldises (4.73) nurksulgude ees olev kordaja esitab elementaar-

teooriale vastavat libipainet (eeldades, et tala ristloiked jadvad de-

formatsioonil tasapinnalisteks). Teine liige nurksulgudes esitab pa-

randust, st. arvestab podikjou moju ldbipaindele. Diferentseerides

(4.72) kaks korda saame keskjoone koverust iseloomustava avaldise
0%

q [1?—2? o (4 v
P :El 5 +c 5-1—5 : (4.74)

Ka selles avaldises vastab esimene liige elementaarteooria valemile
ning on proportsionaalne paindemomendiga ¢(I* — z?) /2.

Vly=0 =9

y=0
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4.6 Hidrostaatiliselt koormatud
vertikaalne konsool

R T A RS s i P RS AR 227

[%4

Joonis 4.8: Vertikaalsele konsoolile méjuv hiidrostaatiline surve.

Kui iildistada alajaotuses 4.2 esitatud lahendusmetoodikat ja
vaadelda 6. jarku poliinoomi, siis saame laida pingejaotuse
hiidrostaatiliselt koormatud vertikaalse konsooli jaoks:

3

3

_qry q 3,09

= e (‘2“/ 5 xy)
3
qr Y>3y
4 _ 4 _ % 4.75

%y 2 T (403 40>7 (4.75)

_ 3qa?

2 2 4 4 4 q 3 9 9 2

| 7oy = 3@ (" —y )—@(C -y )+4—6350 (" =)

Siin téhistab ¢ vedeliku erikaalu (N/m®) ja seega on koormuse in-
tensiivsus siigavusel z vordne gz, poikjoud gz?/2 ja paindemoment
qr3 /6. Avaldiste (4.75) esimesed liikkmed vastavad jillegi elemen-

taarteooriale.

Konsooli vabal otsal z = 0 on leitud lahendi pohjal normaalpinged
nullid, kuid nihkepinged

3
Ty = 55 (¢ =y + 15— ). (4.76)
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Nihkepingete peavektor on aga null. See voéimaldab lugeda
viliskoormuse kohal x = 0 nulliks.

Kui tahetakse arvesse votta ka konsooli materjali omakaal, siis tuleb
o, avaldisse lisada liige —q;x, kus ¢; on konsooli materjali erikaal.

4.7 Tasapinnalised iilesanded
polaarkoordinaatides

4.7.1 Tasakaaluvorrandid ja Airy’
pingefunktsioon

0(‘5':\% C

oo
(,;1/\9’-]' & 4

+A 0~
7 0(7:%7" " DL

Joonis 4.9: Viikese elemendi ABC D tasakaal.

DRK-s esitatud tasakaaluvorrandite analoog saadakse kui vaadel-
dakse elemendi ABC'D tasakaalu ja projekteeritakse tema kiilgedel
mojuvad summaarsed joud ja mahujoud 9 ja r sihile. Minnes iile
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piirile d¢ — 0 ja dr — 0 saame

do, 1019 o0, — 0y

87" ; 819 T + fT - 07 (4 77)
laO}g 87'7,,9 i 27'm9 i f . )
r oY or v

Siin tahistavad f, ja fy mahujoudude projektsioone radiaal ja tan-
gentsiaal suunale (7 ja ¥ kasvamise suunale).

Ka siin saab mahujoudude puudumisel sisse tuua Airy’ pingefunkt-
siooni ¢ = (¥, r), nii et

oo L0p 180 O
"ror  r200?’ T or2 (4.78)
_1% 18 0 (19p |
=299 rorod . or\rav )’
Niilid Laplace’i operaator
0? 0? 9?10 1 02
2_ (Y2 Y N_(Z2 Y Y
V= ((9:1:2 * 8y2> <8r2 * ror i 8192> (4.79)
ja biharmooniline vorrand
#? 10 19\
4 J— . - R frnd
Vi = <8r2 e T 8192> »=0 (4.80)

Kui pingekomponendid ja seega ka ¢ soltuvad vaid koordinaadist
r, siis saab vorrandi (4.80) iildlahendi esitada kujul

¢ =Alnr+ Br’lnr + Cr* + D. (4.81)
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4.7.2 Kovera tala paine

Joonis 4.10: Kovera tala paine.

Niitena vaatleme kovera tala puhast painet, st. vaatleme tala,
mis paindub kéverustasapinnas otstesse rakendatud momentide M
mojul. Sel juhul jaab paindemoment konstantseks kogu varda pik-
kuse ulatuses, jarelikult soltub pinge vaid radiaalkoordinaadist r.
Seega saab kasutada lahendit (4.81).

Rajatingimused:

o,=0, r=a, r=0,

b b
/ ogdr =0, / ogrdr = —M (4.82)
.9 = 0, koigil rajapindadel.

Pérast rajatingimuste (4.82) rahuldamist ja tdhistuse

N = (b* — a*)? — 4a*b* In? b (4.83)
a

sissetoomist saame
( AM [a?b® . b 9

Or == (T—an——l—b lnb+a lnr) ,
< i ( a’b® . b

_ 2 2 (484)
0'19——7 —71 ——|—blnb—i—aln + 0" — ),

\ng:O.
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G,2% 8
M g .
N 4o
A
¢ (rie=4#43) T " L
=l 4 Lt
Vii < 29 \.\ﬁ/ox. (1070)
) N N[
< 6
y ™ AN
4 a3 "
) a /
10 12 4 W6 18 20 g 12 ik 16 16 20
e /4

Joonis 4.11: Pingete jaotus kovera tala paindel.

Lahend on tépne vaid siis kui pingejaotus otspindadel vastab aval-
disele (4.84),. Muil juhtudel tuleb rakendada Saint-Venanti printsii-
pi. Joonisel 4.11 on esitatud suurused oya?/M ja o,.a*/M soltuvana
suhtest 7/a juhul kui b/a = 2. Jareldused: 1) o, > 0 iga r puhul
vaadeldavas piirkonnas; 2) neutraalne telg vastab r/a = 1,443 ja
max oy > |minoyl; 3) 0, maksimum ei asu neutraalsel teljel.

4.7.3 Deformatsioonikomponendid
polaarkoordinaatides

. ou - v 10v
r= g0 ST T oag
lau ov v (4.85)

o = 819 or r

Siin moistetakse suurusi v ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset
siirdekomponenti. Hooke’i seaduse kuju jaab endiseks:

1 1 Try

Ep = E(ar - 1/019), €y = E(Uﬁ - VUr), Try = E (4-86)

Siirete madramine toimub analoogiliselt DRK-ga.
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4.7.4 Poorlev ketas

Teiseks néiteks polaarkoordinaatide puhul on poorleva ketta
iilesanne. Vaatleme poorlevat ketast, mis poorleb jadva nurkkiiruse-
ga w. Ketta paksuse loeme raadiusega vorreldes viikeseks. Ainsaks
mahujouks (mida arvesse votame) on inertsjoud, st. f, = pw?r ja
fo = 0. Antud juhul on tegu nn. polaarsiimmeetrilise iilesandega,
kus o, ja oy soltuvad vaid koordinaadist r ja seega valemi (4.78)
pohjal 7.y = 0. Teine tasakaaluvorrandeist (4.77) on antud juhul
automaatselt rahuldatud ja esimesele saab anda kuju

d

J(rar) — 09+ pw’r? = 0. (4.87)
Kuna ka ¢, ja ey on vaid r funktsioonid, siis (4.85) pohjal
ou u
r prm— —7 = — 4.88
c ar (4.88)
Hooke’i seadusest (4.86)
E E
o (e, —vey), oy (9 — ve,). (4.89)

T 1- T1-
Asendades niitid deformatsioonikomponendid (4.88) Hooke'i sea-

dusse (4.89) ning viimase omakorda tasakaaluvorrandisse (4.87)
saame diferentsiaalvorrandi siirdekomponendi v méaramiseks:

C,d?u  du 11— .,

r —dr2—|—r$—u:— T (4.90)
Selle diferentsiaalvorrandi iildlahend avaldub kujul
1 1 1-—?
u=—=|1-v)Cr—(1+v)C;—— Y pw?rd| (4.91)
E r
Vastavad pingekomponendid
1 3
UT:C+C’1—2— —gyprTQ,
g (4.92)
1 143
o9 =0C—C1— — + pr2r2.
r 8
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Konstandid C' ja ] méidratakse rajatingimustest.

Tiisketta (ilma auguta keskel) puhul vastab r = 0 siire u = 0, seega
C7 = 0. Ketta serval » = b joudude puudumisel o, = 0, seega

3+v 21,2

C= pw (4.93)
Seega pingekomponendid
3
o, = jgy,ocuz(b2 —7?)
3+v 4.4 1+3v 4, (4.94)
oy = pwibT — pwir
8 8
Plaadi keskel on neil pingetel maksimaalne vaartus
3
O =09 = —g pr2b2. (4.95)

Kui ketta keskel on ava raadiusega a, siis konstandid C ja C}
méiratakse rajatingimustest o,|,—, = 0,|—p = 0 —

3 3
C= —gy,ouJQ(aQ +b%), Cp=-— gypr(szz. (4.96)
Pingekomponendid
3 2p?
o, = ;prQ <b2+a2—a—2—r2) :
T
019 (4.97)
—3+Vw2 bz+a2_ab _1-|—3Vr2
7= P r2 3+ v '

Radiaalpinge on niiiid maksimaalne kohal r = v/ab ja tangentsiaal-
pinge sisemisel serval

3
max o, = %pwz(b —a)?,

1 > | (4.98)

3 1—
max oy = Zypwz <62 + TP
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Kui a — 0, siis max oy ldheneb véartusele, mis on kaks korda suu-
rem kui avaldisega (4.95) esitaud vairtus. Seega kui teha téisketta
tsentrisse viike ava, siis suureneb tangentsiaalpinge plaadi tsentris
kaks korda.

4.8 Ruumilised iilesanded

Tasakaaluvorrandid
TR T L
a;yy a;;y agzz +f,=0 (4.99)
E S e AL

Rajatingimused

by = Ozl 4+ Tyym + Tyom,
ty = oym + Tyn + Tyyl, (4.100)
i,

= 0N+ Tyl + 7)om.

4.8.1 Varda tomme omakaalu maojul

Vaatleme punktis A jaigalt kinnitatud ristkiilikulise ristloikega var-
rast. Mahujoud

f:c:fy:07 fz:_pg, (4101)

kus pg on varda erikaal. Tasakaaluvorrandid on rahuldatud kui pin-
gejaotus esitada kujul

O, = PGz, Oy =0y="Tyy =Ty, = Ty, =0, (4.102)

st. varda igas ristldikes on nullist erinev vaid temast allpool asuva
osa kaalust pohjustatud normaalpinge.
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il

X
o~ ]

e

Joonis 4.12: Varda deformatsioon omakaalu mojul.

Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid varda iilemisel
vélispinnal — seal o, = pgl.

Kuna sobivustingimused pingetes (vt. niiteks Beltrami-Michelli
vorrandid (3.44)) sisaldavad vaid teist jarku osatuletisi pingekom-
ponentidest, siis on nad antud juhul automaatselt rahuldatud.

Siirded ja deformatsioonid médrame Hooke’i seaduse abil

;

_Ow _o. _pgz
“T%9. " E E’
e _Ou_ v pyz
\ S R TR E’
—@4_@— —@+a_w— —@+a_w—0
\%y_ay or ™ 8. T or T oz oy
(4.103)

Siirdekomponendid u,v ja w leitakse avaldistest (4.103) integree-
rimise teel. Integreerimiskonstandid mé&ératakse rajatingimustest
punktis A. Jadiga kinnituse tottu on seal keelatud nii siirded kui
poorded, st., punktis x =y =0, z=1lonu =v = w = 0 ja
Ou/0z = 0v/dz = Ov/dx = 0. Tulemus on jargmine:
vpgrz vpgyz
U= — v=—
E E
o P97 +@(xz+yz)_&52
2F 2F 2F

(4.104)
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On selge, et z-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:

wl, _ o= —==(1* = 22). (4.105)

Teised punktid, st. kus = # 0 voi y # 0, omavad ka horisontaa-
seid siirdeid. Seega sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleel-
sed z-teljega on peale deformatsiooni z suhtes kaldu. Tala 16iked,
mis olid enne deformatsiooni risti z-teljega, moodustavad pérast
deformatsiooni paraboolse pinna. Naiteks punktid, mis olid enne
deformatsiooni tasandil z = ¢ asuvad peale deformatsiooni pinnal
z = ¢+ wl|,—.. See pind on risti koigi nende varda kiududega, mis
enne deformatsiooni olid vertikaalsed.

4.8.2 Konstantse ristloikega  iimarvarraste
vaane

———
Z

Joonis 4.13: Umarvarda viine.

Vastavalt elementaarteooriale, avaldub nihkepinge varda vadndel
kujul

T = GIr, (4.106)
kus G on nihkeelastsusmoodul, r — polaarraadius ja 9 —

vadndenurk varda pikkusiihiku kohta. Pingevektor 7 on seejuures
risti varda raadiusega r.
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Lahutame niiiid pingevektori 7 - ja y-telje sihiliseks komponen-
diks:

Ty = Tay = Gors = GV, Tp = Top = —qor? = —Gy.
r r

) (4.107)
Ulejaanud pinged eeldatakse vorduvat nulliga, st.,

Oy =0y =0, = Ty = 0. (4.108)

Kuna pingekomponendid on kas nullid vo6i linearfunktsioonid koor-
dinaatidest x ja y, siis on sobivustingimused automaatselt rahulda-
tud. Jargnevalt vaatleme kuidas on rahuldatud tasakaaluvorrandid
(4.99) ja rajatingimused (4.100). Tasakaaluvorrandid on rahulda-
tud kui hiiljata massjoudude méju. Silindri kiilgpind on pingevaba,
seega, arvestades avaldist (4.108) ning et imarvarda pinnal

[ =cos(N,z) = §7 m = cos(N,y) = y, n = cos(N, z) =0,
r r
(4.109)
saame rajatingimustest (4.100).
0= Tyl + 7).m. (4.110)

Seega rahuldab elementaarteooria lahend (4.107)—(4.108) rajatin-
gimusi (4.110). Samuti on selge, et mittetimarvarda puhul elemen-
taarteooria lahend ei sobi, sest (4.109) ei kehti varda kiilgpinnal.
Varda otspindade ldhedal tuleb rakendada Saint-Venant’i printsii-
pi. Siirete leidmine tomub analoogselt alajaotuses 4.8.1 késitletud
juhuga, st., u = v = w = 0 ja du/0z = Ov/0z = dv/Jx = 0 punktis
A. Sellistel rajatingimustel saame

u=—vyz, v=vrz, w=0. (4.111)

Seega osutub tmarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et
ristloiked jadvad tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteks, oigeks.
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O ====F KR 2 won I Z{’
B3 ra = *3’5’*1
“ a) . b)

Joonis 4.14: Prismaatilise varda paine.

4.8.3 Prismaatiliste varraste puhas paine

Vaatleme prismaatilist varrast, mis paindub peatasandis zz varda
otstesse rakendatud vastassuunaliste ja suuruselt vordsete momen-
tide toimel. Koordinaatide alguse paneme varda vasakusse otsa ja
ristloike pinnakeskmesse. Elementaarteooria pohjal

Oy =0y = Toy = Tyz = Ty = 0, (4.112)

kus R on painutatud varda kdverusraadius. Lahend (4.112) rahul-
dab massjoudude puudumisel tasakaaluvorrandeid (4.99) ja raja-
tingimusi (4.100) varda kiilgpinnal. Otspindadel on lahend tépne
kui véliskoormus jaotub vastavalt avaldisele (4.112). Paindemoment
madratakse valemiga

Ez?2dA EI
M= | o,xdA = ey 4113
/AU T /A I I ( )

Viimasest avaldisest saame leida varda telje koveruse

L_ M (4.114)
R EI, '

Siirete leidmiseks kasutame samu rajatingimusi, mis alajaotuses
4.8.1, st., punktis A on keelatud nii siirded kui poorded. Hooke’i
seaduse (4.2) ja deformatsioonikomponentide definitsioonide (4.1)
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pohjal (antud juhul on tala teljeks z-telg!)

([ _Ow_=
=T 9. TR
L Ou_ vz _Ov_ vz
V"o R’ Yoy R’
_@_i_@_ _@_i_a_w— —@_i_a_w—o
\%y_ﬁy ar % T 8: " ar T oz oy
(4.115)

Kui lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem (4.115) rajatingi-
mustel v = v = w = 0 ja Ju/dz = dv/dz = Jv/Ox = 0 punktis
r =1y =z = 0, siis saame

— 1 2 2 2
w= =+ (e ),

vy Tz
vV=—, w=—.

R R

(4.116)

Varda koverdunud telje vorrandi saame vottes viimases avaldises
r=y=0—
22 M2

———, v=w=0. (4.117)

YT TR T 2RI,

See avaldis langeb kokku elementaarteooria ldbipainde avaldisega.

Vaatleme niiiid varda suvalist ristloiget z = ¢ (enne deformatsioo-
ni). Peale deformatsiooni asuvad selle ristldike punktid tasandil

cx

z=c+w=c+ —, (4.118)

R
st. puhtal paindel jadvad ristloiked tasapinnalisteks. Et uurida
ristloike deformatsioone tema tasandis, vaatleme kiilgi y = 4b (vt.
joonis 4.14 b)). Parast deformatsiooni

y:ib+v:ib<1—%), (4.119)
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st., peale deformatsiooni on kiiljed y = £b kaldu. Kaks iilejaanud
kiilge x = +2 omavad peale deformatsiooni kuju

1
r=ta+u==a— ﬁ[cz—ky(cf — 2], (4.120)

st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala
pealmine ja alumine pind pikisuunas nogus ja ristsuunas kumer, st.
moodustab sadulpinna.

4.8.4 Paadi puhas paine

[

|

° o) : £)
Joonis 4.15: Ristkiilikulise plaadi paine.

Eelmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstantse
paksusega plaatide paindeiilesannete puhul. Kui pinged 0, = Ez/R
on rakendatud piki y-teljega paralleelseid plaadi kiilgi (vt. joonis
4.15 a)), siis omab plaadi pind peale deformatsiooni sadulpinna ku-
ju, kusjuures tema koverus zz tasapinnas on 1/R ning ristuvas suu-
nas v/R. Siinjuures eeldatakse, et ldbipainded on vorreldes plaadi
paksusega viikesed. Téahistame plaadi paksuse h, paindemomendi
plaadi y-telje sihilise serva pikkusiihiku kohta M; ja inertsimomendi
pikkuiihiku kohta 7, = h®/12. Niiiid valemi (4.114) pohjal

1M, 120
R EI, EI’

(4.121)

Kui paindemomendid M; ja M, mojuvad kahes ristuvas suunas,
siis saadakse elastse plaadi pinna koverus paindemomentidest M,
ja M, pohjustatud kéveruste superpositsioonina.
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Téahistame 1/R; ja 1/ R, plaadi kdverused zz jz yz tasandites. Mo-
mendid M; ja M, on endiselt moodetud serva pikkusiihiku kohta.
Kasutades niiiid avaldist (4.121) ja superpositsiooniprintsiipi saame

1 12 1 12

= 2 (M. — M il
R Ep My — V), R, s

M ja M, loetakse positiivseteks kui nad pohjustavad positiivsete
kiudude tommet. (4.122) pohjal

Eh? 1 v EhR? 1 v
M=—r (—3+=), M=—" [—+—).
YT12(1 - ?) <R1 * RQ)’ 2T 12(1 - 1?) (R2 * R1>

My, —vMy).  (4.122)

(4.123)
Viikeste ldbipainete puhul voib kasutada aproksimatsiooni
1 2 1 2
L w1 Jw (4.124)
Rl 8%2 RQ 8y2
Tahistades B
D=——— 4.125
12(1 — v?) ( )

ja arvestades (4.124) saame avaldistele (4.123) kuju
Pw  *w Pw  Q*w
Mlz—D(—+U—), M2:_D<a—y2+yﬁ>
(4.126)
Konstanti D nimetatakse plaadi paindejaikuseks.

Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne
y-teljega), siis 9%w/0y? = 0 ja (4.126) saab kuju

D*w 0*w
Kui M; = My, = M, siis ka 1/R; = 1/Ry = 1/R ja plaat paindub
sfadriliseks pinnaks, nii et (4.123) saab kuju
ER* 1 D(1+v)
120-v)R R

Mlz—D

M = (4.128)
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4.9 Telgsiimmeetrilised pinged ja
deformatsioonid pédérdkehades

4.9.1 Uldvérrandid

Moéningaid selliseid iilesandeid oleme juba eespool vaadelnud.
Kaéesolevas alajaotuses leiavad késitlemist {ilesanded, kus ei esine
védnet. Silindriliste koordinaatide (7,9, z) puhul tdhendab see se-
da, et vastavatest siirdekomponentidest v = 0 ja komponendid u
ja w ei soltu koordinaadist 9. Seega ka pingekomponendid ei soltu
koordinaadist ¥ ja kaks neist 7.9 = 79, = 0. Nullist erinevad defor-
matsioonikomponendid avalduvad kujul

ou u ow ou  Ow
7“:_7 :—’ 2T T‘Z:_ - . 412
© o P ey 7 0z * or (4.129)
Tasakaaluvorrandid saavad aga kuju

a r a rz r
(9(:“+(;2+U 7“019:0’
or.. 9o, ) e, (4.130)
or 0z ro

Paljudel juhtudel on jéllegi otstarbekas tuua sisse pingefunktsioon
v, siin nimetatakse teda aga Love’i pingefunktsiooniks. Tasakaa-
luvorrandid on rahuldatud kui valida

0 ) oAt 0 ) 10yp
“’“_$<N@_ﬁ)’ W@(VW—W ’

0 0% 0 0%
= |(2— 2o — — e = 7 [(1— 2 ~— a9 |-
77 9z l( VIV'e 822] T or l( VIV'e 822]
(4.131)
Siinjuures peab ¢ rahuldama biharmoonilist vorrandit
Vip=0. (4.132)
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Antud juhul
82+18+1 82+82
or?2  ror  r200%2 022
on Laplace’i operaator silindrilistes koordinaatides. Kuna antud ju-
hul ei soltu ¢ koordinaadist 9, siis langeb Laplace’i operaatoris

(4.133) kolmas liige vélja. Siirdekomponendid u ja w médratakse
avaldistega

(4.133)

0P
ordz’

9

2Gu = — — T
Gu 022

(4.134)

v=0, 2Gw=2(1-v)Vp—

z

Joonis 4.16: Sfaarilised koordinaadid.

Monel juhul on silindriliste koordinaatide asemel moistlik kasutada
sfadrilisi koordinaate, st., r ja z asemel kasutatakse koordinaate R
ja 1. Niitid on vaja (4.133)-s asendada osatuletised r ja z jirgi. See
iilleminek on omakorda analoogne DRK =z ja y ja polaarkoordinaa-
tide r ja ¥ vahelisele seosele. Saame

o o 0? 1 0 1 02

o2 " 92~ 0R2 T ROR ' rog
ror  Rsiny \OR R 0¢y) ROR R? Oy
(4.135)

Seega omab biharmooniline vorrand (4.132) silindriliste koordinaa-
tide puhul kuju

22 10 92\’
<W+;E+@> v =0 (4.136)
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ja stéariliste puhul

0? 20 cotyp 0 1 0?

2
(ﬁ*ﬁﬁ*?a¢+ﬁa_¢2>‘p:0' (4.137)

Vorrandi (4.137) lahend peab samal ajal rahuldama ka Laplace’i
vorrandit, st,

Po 20p cotypdp 1Py

— + === ———=0. 4.138
o TRoR TR 00 T 202 (4.138)

Viimase erilahendit voib otsida kujul
on = R"W,, (4.139)

kus ¥,, on vaid muutuja ¢ funktsioon. Kokku saame viimasest ka-
hest hariliku diferentsiaalvorrandi

1 d (. dv,
Siﬂ@/}@ (Slﬂtbw) +n(n+1)¥, =0. (4.140)

Kui tdhistame x = cos ¢ ja valime x uueks séltumatuks muutujaks,
siis saame (4.140)-st Legendre’i vorrandi

>V, dv,

-2
dz? v dx

+n(n+1)¥, =0. (4.141)

Selle vorrandi lahendid on esitatavad Legendre’i poliinoomide P, ()
kaudu:

Px) =1, Pia)=xz Pyx)= %(3952 _),

1

Pi(x) = 5(5563 —37), Py(x) = =(352* — 302 + 3),

ool —

1 (4.142)
Ps(z) = §(63:L'5 — 702 4+ 152), .. .,
1 a

2 n
= — 1™
\ & 2nn! dxn (@ )
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Neid poliinoome vo6ib kasutada funktsioonidena W, avaldises
(4.139) kusjuures igat neist voib veel korrutada konstandiga A,.
Kasutades valemeid

r=cosy, Rr=z ja R=+Vr?+42z2 (4.143)

saab minna tagasi muutujatele r ja z. Seejuures saab vorrandi
(4.137) lahend kuju

( Yo = Ao, Y1 = A1Z,
[ 1
0y = Ay |22 — 5(7"2 + 22)1 ;
.3
Y3 = A3 253 — gZ<T2 + 22)] s
) L ) 5 (4.144)
s = Ay _24 — 52’2(7“2 + 2%) + g(rz + z2)2] :
[ 10 5
05 = A5 25 . —23(7”2 _|_22) + —(7“2 +Z2)2 7
i 9 21
U

Toodud poliinoomid on ka biharmoonilise vorrandi (4.132) lahen-
diks. Saab néiidata, et kui R"WV, osutub harmoonilise vorrandi
(4.138) lahendiks, siis R"*?W¥,, rahuldab biharmoonilist vorrandit

(4.132) (kuid ei rahulda (4.138)) Korrutades (4.144) R* = r? 4 22
saame uued lahendid

( P2 = BQ(TZ + 2’2);

@3 = Bsz(r? + %),

{4 = By(222 —rH)(r? + 27), (4.145)
@5 = B5(22° — 3r?2)(r* + 2%),
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4.9.2 Umarplaadi paine

%HHJHH

]

Z

Joonis 4.17: Stimmeetriliselt jaotatud poikkoormusega koormatud
ja servadest vabalt toetatud timarplaat.

Vaatleme stimmeetriliselt koormatud imarplaati (joonis 4.17). Va-
lides avaldistest (4.144) ja (4.145) kolmandat jarku poliinoomid,
saame pingefunktsiooni esitada kujul

© = a3(22° — 3r%2) + bs(r’z + 2%). (4.146)
Avaldiste (4.131) pohjal saame seejérel pingekomponendid kujul
o, = —6as + (10v — 2)bs,
o9 = —6ag + (10v — 2)bs,

0, = —12a3 + (14 — 10v)bs,

T, = 0.

(4.147)

Seega osutuvad pingekomponendid kogu plaadi ulatuses konstantse-
teks. Valemites (4.147) olevate konstantide a3 ja by maaramiseks tu-
leb kasutada rajatingimusi o, ja o, jaoks. Kokkuvottes: kolmandat
jarku poliinoomide abil saab esitada lahendi, mis vastab olukorrale,
kus plaadi pinnale on rakendatud telgsiimmeetrilised konstantsed
koormused.

Valides (4.144) ja (4.145) neljandat jarku poliinoomid, saame pin-
gekomponentide jaoks avaldised
o, = 96a4z + 4by(14v — 1)z,
0, = —192a4z + 4b4(16 — 14v)z, (4.148)
T = 96a4r — 2b4(16 — 14v)r.
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Kui votta 96a, — 204(16 — 14v) = 0, saame
0,=T,=0 ja o.=28(1+v)lz, (4.149)

mis esitab plaadi puhast painet juhul kui ta servadesse on rakenda-
tud iihtlaselt jaotatud momendid.

Uhtlaselt jaotatud koormusele allutatud plaadi lahendi saamiseks
lahtutakse kuuendat jarku poliinoomidest. Vastavatele pingetele
(mida siin ei esita, kuid mis sisaldavad konstante ag ja bg) lisa-
takse lahend (4.148) juhul by = 0 ja z-telje sihiline iihtlane tomme
0, = b lahendist (4.147). Seega tuleb rajatingimustest

o,=0, z=g¢ o, =—q, z=—C
{ 1 (4.150)
T, =0, 2z ==¢
maéadrata neli konstanti ag, bg, a4 ja b. Kokku saame
( 2+vz2 3(3+v)r*z 3z
o, = — — — -,
8 ¢ 32 & 8c
532 1
g gl 222 4.151
R P * 4¢e¢ 2|7 ( )
o 3qr, 9
L Trz _@<C -z )

Valemite (4.151) puhul on huvitav see, et esitatav pingejaotus on
analoogne pingete o, ja 7,, jaotusega kitsa ristkiilikulise tala puhul
(vordle valem (4.66) lk. 144). Tala valemite puhul tuleb arvestada,
et sisse on toodud inertsimoment I = 2¢3/3. Radiaalsed pinged on
esitatud paaritu funktsioonina koordinaadist z ja annavad servas
iihtlaselt jaotatud paindemomendi. Et saada lahendit servast va-
balt toetatud plaadi jaoks, lisame pingeavaldistele (4.151) lahendi
(4.149) ja madrame konstandi by rajatingimusest

/ orzdz =0, r=a. (4.152)

—C
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Seega saab vaba toetuse puhul radiaalse normaalpinge o, avaldis
kuju

8 3 32 c3 8 5 ¢ 32 c3
(4.153)

Kui votta » = 0, saame pinge o,, mis mojub plaadi tsentris. Ele-
mentaarteooria puhul esitab pinget plaadi tsentris valem

2+vzd 3(B+v)rz 3(2—|—V>Z+3(3—|—V)CL22

_3B+v)a’z

= 4.154
or 32 &) (4:154)

s.0. (4.153) viimane liige. Kui plaadi paksus 2¢ on viike vorreldes
raadiusega a, siis osutuvad ka <parandusliikmeds vaikesteks.

Puhta painde lisamisega ja rajatingimuse (4.152) rakendamisega
korvaldasime me kiill paindemomendid vabas servas r = a, kuid ei
vabanenud pingetest

24vzd 3(2+4v):z

_ a0 4155
r=a = 97T B TR 5 ¢ (4.155)

ol

Nende pingete peavektor ja peamoment plaadi servas on nullid,
seega tuleb lahendi tédpsuse ja <kehtivuses> hindamisel rakendada
Saint-Venant’i printsiipi.

Kui kasutada kuuendast korgemat jarku poliinoome, saab lei-
da lahendeid juhtude jaoks,kus g = ¢(r). Teist liiki Legendre’i
poliinoome (Qo(z) = $In=, Qi(z) = £In{ — 1,...) kasuta-
des saab leida lahendeid rongasplaadi jaoks. Koik need lahendid
kehtivad juhul kui ldbipainded on viikesed vorreldes paksusega 2c.
Suurte ldbipainete puhul tuleb arvestada plaadi kesktasandi pike-

nemisega.
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4.10 Viaane

4.10.1 Sirgete varraste viine

Umarvarraste vidndeiilesande lahendamise tehtud hiipotees, et var-
da ristloiked jédvad deformatsioonil tasapinnalisteks ei kehti mit-
tetimarvarraste puhul. Seda néitavad ilmekalt eksperimentide tule-
mused (vt. joonis 4.18 a). Enim koverduvad algsed sirged kiilgede

b)
Joonis 4.18: Sirge varda védne.

keskosas. Korrektse lahenduse vaadeldavale iilesandele andis Saint-
Venant (1855).

Vaatleme {ihtlast varrast, mille otstesse on rakendatud momendid,
kusjuures ristldike kuju on meelevaldne (joonis 4.18 b). Saint Ve-
naint ldhtus eeldusest, et varda deformatsioon koosneb kahest osast:
1) ristloike poorded analoogselt imarvardaga ja 2) ristloike tasandi-
te koverdumine (deplanatsioon), mis on kdigi ristldigete jaoks sama.
Koordinaatide alguseks valime varda otspinna keskme. Sel juhul on
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ristloigete pooretele vastavad siirded
u=—"9zy ja v=1uvzx. (4.156)
Ristloigete koverdumist kirjeldadakse funktsiooniga 1) —
w = 9Y(x,y). (4.157)

Seega deformatsioonikomponendid

2

gx:€y:5z:7xyzoa
ow Ou o,
<W_%+%_%%_>’ (4.158)
ow v o
=+ 522 (5 +0)

ning vastavad pingekomponendid

;

Op =0y =0, = Tyy =0,
(O
<”ﬁ&%%_>’ (4.159)
oY
\TyzzGﬂ(a—y—‘—"I})

Seega on meil igas varda puktis puhas nihe, mis on méaratud kom-
ponentidega 7, ja 7,,. Pannes avaldised (4.159) tasakaaluvorran-
deisse (4.99) saame funktsiooni ) madramiseks diferentsiaalvorran-

di
0% 0%
— 4+ =—==0 4.160
0x? * 0y? ( )
Vaatleme niitid rajatingimusi (4.100). Kiilgpinnal on t, = t, =

t.=0jan=cos(Nz) =0, seega (4.100), , on samaselt nullid, aga
(4.100), annab
Tl + Ty = 0. (4161)
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Joonis 4.19: Funktsiooni 1) médramine vddnatud varda kiilgpinna
ldhedase lopmata viikese elemendi abc abil

Viimane tingimus tdhendab, et summaarne nihkepinge peab olema
suunatud piki varda kiilgpinna puutujat.

Vaatleme varda kiilgpinna ldhedast 1opmata véiikest elementi abc
(joonis 4.19). Eeldame, et s positiivne suund on ¢ — a. Suunakoo-
sinused

dy dx
[ = cos(Nx) T M cos(Ny) 7 (4.162)
Kasutades valemeid (4.162) ja (4.159) saame rajatingimusele
(4.161) kuju
oY dy oL, ox
- — — — | = — =0. 4.163
(8x y> ds <8y —1—93) Os ( )

Seega suvaline vadndeiilesanne taandub funktsiooni ¢y méaramisele
diferentsiaalvorrandist (4.160) rajatingimusel (4.163).

Rajatingimuste rahuldamiseks on ka teine véimalus, mis viib liht-
samale vorrandile. Kuna o, = 0, = 0, = 7, = 0, siis tasakaa-
luvorrandeist jaab jéargi

OTe. 0Ty, OTpr  OTys

dz 7 0z =0, Ox oy

= 0. (4.164)
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Kuna (4.159) pohjal 7, ja 7. ei soltu koordinaadist z, siis esimesed

kaks on samaselt rahuldatud, kolmas tdhendab aga, et voime tuua
sisse pingefunktsiooni p(z,y) —

~Op Oy

Tez = 57 ]2 Tyz = aLE‘

Ay
Asendades (4.165) pingekomponentide avaldisse (4.159), saame

dp oY
oy~ (ar y)’

&p oY

Diferentseerime (4.166), y jérgi ja (4.166), = jérgi ning lahutame
esimesest teise. Saame diferentsiaalvorrandi

(4.165)

(4.166)

D?p  D?*p
RISl + W =F F=-=-20G (4.167)
pingefunktsiooni ¢ méadramiseks. Avaldiste (4.162) ja (4.165) abil
saame niilid rajatingimustele (4.161) kuju
dpdy  Opdx dp
dyds  Ords ds
st., pingefunktsion ¢ peab olema konstantne piki véliskontuuri.
Téisvarraste puhul voib selle konstandi vabalt valida, néiteks votta
¢ = 0. Seega tuleb pingete médramiseks leida ¢, mis rajal oleks null.
Jargmistes alajaotustes vaatleme konkreetse kujuga ristloikeid.

(4.168)

Varda otstes on | = m = 0 ja n = £1, st. rajatingimused (4.100)
saavad kuju
ly = £, ty = Ty, (4.169)

Seega on pingejaotus varda otstes identne pingejaotusega suvalises
varda ristloikes. Integreerimine iile kogu otspindade annab nullise
peavektori ja vidndemomendi (podrdemomendi)

M, = 2// wdxdy. (4.170)

Saadud lahend on tdpne Saint-Venant’i printsiibi maoistes.
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4.10.2 Elliptiline ristloige

T
8

q

131

]
b
f

Joonis 4.20: Elliptilise ristloikega varda véaéne.

Vaatleme varrast mille ristloige on esitatav vorrandiga (vt. joonis

4.20)

22

—+ﬁ—1_0 (4.171)
Kui valida niiiid pingefunktsioon kujul

2

2y
gpzm( +§—1> (4.172)

kus m on konstant, siis on diferentsiaalvérrand (4.167) ja rajatin-
gimused (4.168) rahuldatud tingimusel, et

a’b?
m = mﬁ—’. (4.173)
Seega kokku
2b2F 33’2 y2
Y= m ( + - 12 — 1) . (4.174)

Konstandi F' médramiseks asendame (4.174) momendi avaldisse
(4.170) —
2Mt(a2 + b2)

F=—
ma3h3

(4.175)
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Kahe viimase pohjal

Mt LL’Z y2
= — —+ = -1 4.1
4 mab? (a2 * b2 (4.176)

ning pingekomponendid (4.165)
2Mty . 2Mt$

7 mab? Ty ma3b ( )
Jarelikult suhe )
Tus a®y
=——2 4.178
Tys b2’ ( )

st., pingekomponentide suhe on proportsionaalne suhtega y/z.
Jarelikult on see suhe konstantne piki igat punktist O véaljuvat
kiirt («<ellipsi raadiust>), néditeks O A joonisel 4.20. Seega summarse
nihkepinge suund (16igu OA igas punktis) iihtib nihkepinge suuna-
ga punktis A. Vertikaalse telje OB punktide puhul on nihkepinge
7,. = 0 ja summaarne pinge on vordne nihkepingega 7,.. Horison-
taalkiiljel on olukord vastupidine. On selge, et max |7,,| > max |7,,|
ja et

2M;

wab?’
Kui a = b, siis saame valemi imarvarda maksimaale nihkepinge
médramiseks vadndel.

(4.179)

max |T,,| = Tax =

Avaldiste (4.175) ja (4.167), pohjal saame médrata vidndenurga

a’ + b?

Valemis (4.180) esineva vadndemomendi kordaja poordvéartust

Ta’h3G B GA*
a2+ b2 42,

(4.181)

nimetatakse varda vadndejiikuseks. Siin A = wab on ristloike pind-

ala ja I, = ™(a? + b?) ristloike polaarinertsimoment.
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Siirdekomponentide u ja v leidmiseks tuleb vaid asendada (4.180)
avaldistesse (4.156). Kolmanda komponendi w leidmiseks tuleb pin-
gekomponendid (4.177) ja vadndenurk (4.180) asendada avaldistes-
se (4.159), integreerida, avaldada 1 ning (4.157) abil avaldada

(b* — a®)xy

w =M, Ta3h3G

(4.182)
Seega on deformeerunud ristléike samasiirdejooned w = const. (w
isojooned) hiiperboolid, mille asiimptootideks on ellpsi poolteljed
(vt. joonis 4.21).

Joonis 4.21: Samasiirdejooned w = const.
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4.10.3 Membraananaloogia

Vidndeiilesannete lahendamise puhul on osutunud véga kasuli-
kuks Prantli poolt (1903) sisse toodud membraananaloogia. Vaat-
leme védnatava varda ristloike kujulist servast toetatatud memb-
raani. Membraani servale on rakendatud iihtlane témme ja pin-
nale iihtlaselt jaotatud rohk (poikkoormus). Téhistame membraani
ithikpinnale méjuva réhu ¢ ja serva iihikpikkusele mojuva tombejou
S. Vaatleme membraani viikest elementi abed, tédpsemalt Geldes,

4 { 4 | Fd
§

! .*iA*-n?:
) bM S

| z

I

&

b)

Joonis 4.22: Poikkoormusega koormatud {ihtlaselt tommatud
membraan — a); deformeerunud membraani samalébipainde joo-

ned — b).

tema tasakaalu. Viikeste ldbipainete korral on kiilgedel ad ja bc
mdjuva summaarse tombejou projektsioon z-teljel S(9?z/0x?)dxdy
ja iilejadnud kahel kiiljel S(9%z/0y?)dxdy. Tasakaaluvorrand omab
seega kuju

2 0%z

0°z
qdzdy + S@dxdy + Sa—y2d:1:dy =0
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kust saame o o2
z z q
972 + 52 S (4.183)
Vorreldes vorrandit (4.183) ja membraani labipainde rajatingimusi
(membraani l&dbipaine servas on null) vorrandiga (4.167) ja rajatin-
gimustega (4.168) funktsiooni ¢ jaoks, jouame jareldusele, et need
kaks iilesanet on langevad kokku. Teisisonu, selleks et leida diferent-
siaalvorrandi (4.183) abil funktsiooni ¢, tuleb (4.183)-s asendada

—q/S suurusega F' = —2Gv vorrandist (4.167).

Joonisel 4.22 b) on membraani deformeerunud pind kujutatud sa-
malébipaindejoonte (isojoonte) abil. Vaatleme suvalist punkti B.
Kuna teda ldbival isojoonel on ldbipaine konstantne, siis

0z

— =0 4.184
88 Y < )

kus s kujutab endast loomulikku koordinaati vaadeldaval isojoonel.

Aanloogne vorrand pingefunktsiooni ¢ jaoks omab kuju

dp (&od_a: (9g0dy> dx dy

= = Y2 =7, +Tp— =0. 4.185
ds Oxr ds  0Oyds v s T ds ( )

Viimane véljendab asjaolu, et summaarse nihkepinge projektsioon
isojoone normalile on null. Jarelikult méjub summaarne nihkepinge
vaadeldavas punktis isojoone puutuja sihis. Selliselt konstrueeritud
isojooni (kdveraid) vaadeldaval ristloikel nimetatakse seetdttu nih-
kepingete trajektoorideks (analoogia punkti kiiruse ja trajektoori-
ga).

Summaarne nihkepinge 7 vaadeldavas punktis B saadakse kui pro-
jekteeritakse nihkepinged 7, ja 7,, puutuja sihile —

T = Ty + Tyl (4.186)
Arvestades, et
Tez = Z_Zj’ Tys = g—i, [ =cos(Nz) = Z—z jam = cos(Ny) = 3—31

(4.187)
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saame avaldisele (4.186) kuju

<8g@dy 8g0d93> dp
T=— —-— + — | =

dydn  Oxdn) dn’ (4.188)

Seega on nihkepinge punktis B méadratud membraani maksimaal-
se kaldega vaadeldavas punktis. Jarelikult mojuvad maksimaaalsed
nihkepinged punktides, kus isojooned paiknevad iiksteisele koige
ldhemal.

Vaandemomendi avaldisest (4.170) saab jédreldada, et kahe-
kordne paindunud membraaniga piiratud ruumala on vordne

vadnedemomendiga (loomulikult eeldusel, et membraani puhul on
tehtud asendus 2GvY — ¢/9).

Eksperimentaalsete uuringute korral kasutatakse membraanina see-
bikilet. «Katsekehakss on (tasapinnaline) plaat, kuhu on ldigatud
uuritava ristloike kujuline ava. Kui eesmérgiks on pingete otsene
madramine eksperimendist, siis tehakse samasse plaati vordluseks
ka ringikujuline ava. Allutades niiiid molemat ava katvad membraa-
nid vordsele survele! saame vajalikud véirtused suhtele ¢/S, mis
vastab suurusele 2G¢. Viimane on sama molema védénatava varda
jaoks. Seega, tingimusel, et vidndenurk varda pikkusiihiku kohta ja
nihkeelastsusmoodul G on mélemal vardal vordne, saame vorrelda
pingeid uuritava ristloikega vardas pingetega {imarvardas mootes
kahe seebikile kalded. Tsi kiill, pingekontsentaatorite ldhedal voib
seebikile meetod anda ebatdpseid tulemusi. Aljaotuses 4.10.6 refe-
reeritav elektriline analoogia annab siin tdpsemaid tulemusi.

!Katsed niitavad, et mélemas kiles tekkivad témbejoud véib sel juhul lugeda
praktiliselt vordseks.
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4.10.4 Kitsa ristkiiliku kujulise ristloikega var-
da vaine

Vaatleme varrast, mille ristldike laius c on véike vorraldes korgusega
h (jooonis 4.23). Antud juhul saame lahendi kasutades membraa-
nanaloogiat jargmisel kujul: hiilgame ristkiiliku liithikeste kiilgede
moju ja eeldame, et membraani pind on silindriline (ldbipainded on
seejuures viikesed).

4o
n S
£ ——=]
}S S 1 I , ! Sz
s N o s
~ ~ 1
1
a_) IJ 4) z

Joonis 4.23: Varda ristloige ja maksimaalsed nihkepinged — a) ja
vastava membraanani l&bipaine — b).

Sellisel juhul saab membraani ldbipainded méérata niidi mehaani-
kast tuntud valemi 15 /2

¢ 2
abil (vt. joonis 4.23 b)). Viimases valemis esinev suurus

2
C
5= 1

= 4.1
Y (4.190)

méérab libipainde maksimaalse vadrtuse (st. labipainde kohal z =
0). Valem (4.189) on tuntud kui painduva niidi (paraboolsete)
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labipainete valem. Vastavalt labipainde valemile (4.189) on memb-
raani kalle ( parabooli tous)

dz 8ox q
R 4.191
dx c? 5* (4.191)

Parabooli maksimaalne tous vastab servapunktile ja on

dz qc
— = —. (4.192)
de|,_ 4. /9 25
Membraani ja x,y tasandiga piiratud <keha> ruumala
2 qbc?
= —cob = —. 4.1
Vv 30(5() 195 (4.193)

Kasutades membraananaloogiat ja asendades valemites (4.192) ja
(4.193) suuruse ¢/S suurusega 2Gv, saame

1
Tmax = cGVY  ja M, = gbchﬁ. (4.194)
Viimasest omakorda
3Mt . 3Mt
— = ——- 4.1
be3G a7 bc? (4.195)

Rakendades membraananaloogiat valemile (4.191) saame leida nih-
kepinged véadnatud vardas

Ty, = 2G0x. (4.196)
Leides sellele pingejaotusele vastava vidndemomendi

b Tiax

c/2
M; = 2b/ Tyvdr = ... = (4.197)
0

6 Y

ndeme, et see on 2 korda viiksem kui valemiga (4.194) méaratud
M,. Teise poole momendist M; annavad pinged 7, mis on viikesed
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Joonis 4.24: Ohukeseseinalised avatud ristldiked.

vorraldes pingetega 7,. ja omavad maksimaalset védrtust ristoike
liihemal kiiljel. Kuna aga jou 6lg on nende jaoks suur, siis sum-
maarselt annavad nad ikkagi poole vidndemomendist M;.

Valemeid (4.194) ja (4.195) voib kasutada ka niiteks joonisel 4.24
kujutatud dhukeseseinaliste avatud ristloigete korral. Siin tuleb vaid
votta b vordseks ristloike keskjoone pikkusega. Teisisonu, ristloige
tuleb motteliselt sirgestada.

Sellist lahenemist saab kasutada véga erineva kujuga torude (66nsa-
te varraste) puhul, eeldades, et seina paksus ¢ on viike vorreldes
ristloike diameetriga (korgusega, laiusega) ning ristloige on avatud.
Sellisel juhul membraani kalle ja ruumala, mille ta méarab erineb
viahe ristkiilikulise varda vastavatest suurustest. Tuleb mérkida,
et joonisel 4.24 b) kujutatud juhul leiab ristloike nurkades aset
mérgatav pingete kontsentratsioon.
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4.10.5 Ristkiilikulise ristloikega varraste viine

Vaaatleme ristkiilikulise ristloikega varrast (korgus 2b ja laius 2a).

Kasutame mebraananaloogiat, st. plaadi ristldike kujulise memb-

raani labipainded peavad rahuldama vorrandit (4.183):
0Pz 0%z q

Y T

ja olema plaaadi servades * = +a ja y = =+b vordsed nulliga.
Kuna lébipainded on antud juhul siimmeetrilised nii = kui y telje

(4.198)

pese- (7 st (] o
V/ i
g
A
Y/
g

Joonis 4.25: Ristkiilikulise ristloike mootmed

suhtes, siis on nii (4.198) kui rajatingimused rahuldatud kui anda
labipainded ette kujul

2= f: b (Cos @) Y, (4.199)

2a
n=1,3,5,...

kus by, bs,...on konstandid ja Yi,Y3,... funktsioonid, mis soltu-
vad vaid muutujast y. Funktsioonide Y,, médaramiseks véljendatakse
(4.198) parem pool Fourier’ reana, st., esitatakse kujul

— __(_1>T cos ——. (4200)
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Seejdrel rahuldadakse rajatingimused ja stimmetriatingimused ning
saadakse

16ga . o 7
y, — 1000 gyt (1 - COS—2> . (4.201)

n pu—
Sn3m3b, cosh "2—’;1’

Asendades saadud funktsioonid (4.201) labipainde avaldisse (4.199)
saame

16ga°> —~ 1, o h 5
DT (1—M>cos@ (4.202)

3 nwb
s nmo 2a
S n=1,3,5,... cosh 2a

Asendades niiiid suuruse ¢/S suurusega 2G1) saame esitada pin-
gefunktsiooni kujul

32G¥a? & 1 net cosh ¥ nwx
= > (1) (1—7> cos ——.

3 nwb
7'(' —_
n=1,3,5,... cosh 2a

(4.203)
Pingekomponentide 7., ja 7,, médramiseks tuleb niiiid differntsee-
rida avaldist (4.203)

0 16GYa = 1 n— cosh 2 nwr
no=-22 1090 S Ly (1- S i
Ox 72 n? cosh 222 2a
n=135,... 2a
(4.204)
Kuna jargnevalt oleme huvitatud vaid maksimaalsest nihkepingest,
siis 7., avaldist siin ei esita®. Eeldades, et b > a saame, et maksi-

maalne nihkepinge méjub pikemate kiilgede x = +a keskpunktides
(see vastab membraani ldbipainde maksimaalsele kaldele). Pannes

xr =a jay =0 ja arvestades, et 1—|-3i2+5i2—|—...:%, saame
16GYa 1
T = 2600 — =2 3" (4.205)
T igs,. P cosh 5o

2z ja y telje valik on nagunii meelevaldne ja samuti téhistus a ja b
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Kui b > a, siis koondub (4.205) paremal pool olev 16pmatu rida
véga kiiresti ja Tyay médramine fikseeritud suhte b/a puhul ei val-
mista raskusi. Néiteks viga kitsa ristloike puhul on suhe b/a viga
suur ja lopmatu rea avaldise (4.205) paremal poolel v6ib hiiljata.

Tulemuseks saame
Tax = 2GVa, (4.206)

mis on kooskolas alajaotuses 4.10.4 esitatud valemiga (4.196) voi
(4.194) (¢ = 2a). Ruudukujulise ristloike puhul a = b ja

Tmax = 1, 351GVa. (4.207)
Uldjuhul esitatakse maksimaalne nihkepinge kujul
Tmax = 2GkVa, (4.208)

kus kordaja k vaartus soltub suhtest b/a (vt. tabel 4.1).

Tabel 4.1: Suhte b/a ja konstantide k, ki ja ko vaheline seos (Ti-
mosenko ja Goodieri pohjal).

a’b k kl k2 a’b k kl k2

1,0 0,675 | 0,1406 0,208 3 0,985 0,263 0,267
1,2 0,759 | 0,166 0,219 4 0,997 0,281 0,282
1,6 0,848 | 0,196 0,231 5 0,999 0,291 0,291
2,0 0,930 | 0,229 0,246 10 1,000 0,312 0,312
2,5 0,968 | 0,249 0,258 0 1,000 0,333 0,333

Et leida vaandemomendi M, ja vadndenurga v vahelist seost, tuleb
leida integraal (vt. (4.170))

a b
M, = 2/ / wdxdy. (4.209)
—a J—=b
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On ilmne, et ka see integraal avaldub 16pmatu rea kujul. Analoog-
selt nihkepingega, koondub ka see rida b > a puhul ning tuues sisse
suhtest b/a soltuvadkordajad k; ja ks saame vadndemomendi M; ja
vadndenurga ¥ vahelise soltuvuse kujul

M; = kGY(2a)*2b (4.210)

ja maksimaalse nihkepinge ning vadndemomendi vahelise seose

M,

max — . 4.211
n k2 (20)220 (4211)

Tugevusopetuse kursusest on tuttavad valemid

M,

W, Wy = kphb®, 7 = Ky,

Th = Tmax —
ja tabel 4.2 koos vastava joonisega, mis on kooskolas esitatud la-
hendusega.

Tabel 4.2: Suhte h/b ja konstantide kj, ja k, vaheline seos ning
maksimaalsed nihkepinged (Metsaveere ja Raukase pohjal).
Ty I

n | 052081 0,219 [ 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,291 | 0,312 | 0,333
- =Y k, |1,00 |0,93 |0,86 |0,79 | 0,75 | 0,74 | 0,74 | 0,74

|
)
AN
Iy
IR . | | 2] 1,5] 2 3 51 10 | oo
h h
i
]
.
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4.10.6 Valtsmetallist talade viaane

1 e [y -t ' e Jry ]
d [} et [ L2
J ! {

....‘,.._
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a

a) £) (‘/)

Joonis 4.26: Kolm erinevat valtsmetallist tala ristloiget: a) —
<nurkrauds; b) — <karpraud>; c¢) <I-rauds.

Vaatleme nn. nurkprofiilist, karpprofiilist ja I-profiilist talade
védnet (joonis 4.26). Rakendame alajaotuses 4.10.4 saadud tule-
musi kitsa ristkiilikulise tala jaoks, st. valemeid

_3M, 3M,

— i nax = ——, 4.212
be3G a7 bc? ( )

kus b tahistab ristkiiliku korgust ja c laiust.

Nurkprofiili puhul tuleb valemis (4.212) votta b = 2a — c.
Karpprofiili ja I-profiili puhul tuleb ristloige lahutada kolmeks
ristkiilikuks ning eeldada, et vaadeldava ristloike véadndejéaikus
vordub ristkiilikute védndejaikuste summaga, st. (4.212), tuleb
suurus be® asendada suurusega bic? + 2bycs. Seega antud juhul

vaandenurk a0
0= d . 4.213
(blci’ + QbQC%)G ( )
Ristloike servas mojuvate maksimaalsete nihkepingete méiaramiseks
(hindamiseks) kasutatakse valemit (4.194),, st. valemit 7 = cJG.

Seega néiteks I-tala voos mojuva nihkepinge hindamiseks saab ka-
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sutada valemit?

3Mt02
blc‘;’ -+ QbQC% ’

(4.214)

Tmax =

Joonis 4.27: Pingete kontsentratsioon nurkprofiili korral.

Vaadeldavate ristloigete nurkades ilmneb oluline pingete kont-
sentratsioon. Vaatleme néitena nurkprofiili seinapaksusega ¢ (joo-
nis 4.27). Téhistame iimardatud sisenurga raadiuse a. Kasutades
membraananaloogiat saame nurgas mojuva maksimaalse nihkepin-
ge jaoks hinnangu

&
max — -— > 4.215
n n (4@) ( )

kus 7, tdhistab seinas mojuvat nihkepinget. Néiteks a = 0, 5¢ puhul
Tmax = 1,57 ja a = 0, 1c puhul 7.« = 3, 57y.

Joonis (4.28) esitab pingete kontsentratsiooni iseloomustava suh-
te Tmax/T1 SOltuvana koverusraadiuse ja seina paksuse suhtest a/c.
Siin vastavad alumised koverad nurkprofiilile. Kéver A on saadud
numbriliselt kasutades 16plike vahede meetodit ja esitab tdpsemaid
tulemusi kui kover B, mis vastab valemile (4.215). Samal ajal on
selge, et a/c < 0,3 korral annab valem (4.215) tépse tulemuse.
Ulemised kaks kdverat iseloomustavad pingete kontsentratsiooni I-
ja T-profiilides kahe erineva seina ja v66 paksuste suhte ¢/s jaoks.

3Meenutame, et valemid kitsa ristkiilikulise ristldike jaoks saadi eeldusel, et
membraan oli kitsamast otsast lahti, jérelikult 7 = const piki pikemat kiilge.
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Tmax /Tl
3,5 =S p-
Il' Tnaz
3,0 \wir--/’l i ' Z 7z
C
G-
275 —/ C/S - O,S
I- ja|T-profiilid
} c/s = 1,5

L5F
AN

1,0 ’
0 05 1,0 1,5 20 ak

2,0 \ ’_,l
N~ |
T ——

Joonis 4.28: Suhe 7, /71 soltuvana suhtest a/c.

Viimased tulemused on saadud eksperimentidest, kus pingefunkt-
siooni ¢ analoogiks on elektriline potentsiaal V' konstantse vooluti-
heduse ¢ puhul. Vastav vorrand omab kuju

V2V = —pi, (4.216)

kus p on plaadi takistus (konstantne). Katse kiigus hoitakse plaadi
servas konstantset potentsiaali. Sellisel juhul on meil jéllegi téielik
analoogia vorranditega (4.167) ja rajatingimustega (4.168). Raken-

dades viimati késitletud analoogiat nurkprofiilile, saadakse joonise
4.28 kover A.
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