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6.7.2 Vorgumeetod ehk lo6plike vahede meetod

Vorgumeetod ehk 16plike vahede meetod on iiks diferentsiaalvorrandite
numbrilise (arvulise) lahendamise meetoditest.

Meetodi idee: tuletised leitakse nn. loplike vahede abil.

e Vaatleme iithe muutuja funktsiooni f(z) (vt. joonis 14.1 a) Metsaveer®

vOi joonist loengus)

e Jagame x telje osadeks vordse sammuga A = A, — saame 1D vorgu,
mille i—ndas punktis x = x; ja f(x;) = fi.

e Tuletised punktis x; leitakse valemite abil, mis pohinevad tuletise defi-
nitsioonil:

o) — 1 T D) — ()

A,—0 Ax ’

f'@)=[f@),... (662

6J. Metsaveer, Plaatide arvutus ja tasandiilesanne, Tallinn, 1987
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/ fz—i—l fz

= i — fi fi—i—? —2fi + fi—e

! 2A 4A?
/ /
i+1/2 — Jic2 Jiv1 = 2fi + fia
A A2 ’
(6.63)
o T = fil fi+2 —2fi1 +2fic1 — fice
! 2A 2A3 ’
f]V _ f(/// _ z/fiil _ z’lzl _ z—l—l - 2f// fi//—l _
! ! 2A A2

 Jire —4finn +6fi —4fia+ fio
— A




6.7.2. Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod 257

e Tihti esitatakse need ja nendega sarnased valemid nn. graafiliste operaa-
torite abil (vt. joonis loengus v6i joonis 14.1b Metsaveer), mis esitavad
vorgu solmedes leitud funktsiooni vaartuste f;_o, fi_1,... kordajaid.

e Olles naiteks téhistanud ¢—ndale tuletisele vastava graafilise operaatori
T;, saame funktsiooni f tuletiste leidmiseks valemid

I if T2f T3f nm__ T4f

fi_ IA’ fz'//zﬁa f;ll:@J fz _F (664)

e Nimetatud graafilised operaartorid on kui trafaretid, millega liigutakse
modda vorku ja madratakse f; o, fi_1,... kordajad :—ndas s6lmes.
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Plaadi elastse pinna siirded, sisejoud ja toereaktsioond on kahe muutuja, z ja
y, funktsioonid. Seega on nende korral vaja numbriliselt méérata osatuletisi
nii x kui y jargi. Vastavad valemid on analoogilised ithe muutuja funktsioo-
nide juures kasutatutega. Niilid tuleb vaid kasutada kahte indeksit, néiteks
punktis x = x; ja y = y, osatuletis
Of(z,y) _ fivrh — Jivk ja Of(z,y) _ Jijg+1 — fi,k:—17 (6.65)
ox 20\, oy 20,

kus A, ja A, on vastavalt vorgusammud z— ja y—teljel.

e Kuna vaatleme ristkiilikplaate, siis pole vaja osadeks jagada kogu x ja
y telge — piirdume vaid plaadi kiilgede pikkuste 16ikudega (joonis loen-
gus). Teisisonu, vaatlema 1oike 0 < 2 < a ja 0 < y < b, mille jagame
osadeks sammudega

A= A= (6.66)

a

m n

e Vaatleme plaadi elastse pinna (diferentsiaal)vorrandit (6.10)
Otw 0w o'w  p(x,y)

— +2
Ozt i 0x20y> + oy D
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Tuues sisse téhistuse W (x,y) = Dw(z,y), Saame viimasele kuju

oW oW oW
2 = hk (VW) =p. (6.

Viimeses vorrandis on vaja leida neljandat jarku osatuletised x ja y jargi
ning samuti neljandat jarku segaosatuletis.

e Vorrandi (6.67) vasakut poolt saab kujutada graafilise operaatori B abil.
Selleks tuleb liita vorrandi liikmetele vastavad graafilised operaatorid

ning tuua sisse tahistus Vv
A, 1 «
== = —=-—. 6.68
“T A, A, A, (6.68)
( vt. joonis loengus voi joonis 14.2 Metsaveer)

e Seejiirel saab biharmooniline vorrand (6.67), st. plaadi elastse pinna di-
ferentsiaalvorrand, kuju
BW = pAl (6.69)
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e Vorgupunktide liigitus. Vastavalt valemitele (6.66) oleme katnud
ristkiilikplaadi vorguga kus on (m + 1)(n + 1) punkti ehk solme (joonis
loengus).

— Vorgupunkte, mis asetsevad plaadi servadel nimetame servapunkti-
deks.

— Vorgupunkte, mis asetsevad servapunktidest seespool nimetame
avapunktideks.

— Kuna neljanda tuletise arvutamise valemeis on vaja teada funktsioo-
ni vaartusi kahes naaberreas voi naaberveerus, siis tuleb sisse tuua
nn. vélis- ehk lisapunktid, mis asuvad véljaspool plaati. Funktsiooni
vaartused neis punktides méaidratakse rajatingimustest. Tavaliselt on
voimalik piirduda iihe rea vélispunktidega.

— Punktide arv plaadil on (m + 1)(n + 1), neist (m — 1)(n — 1) on
avapunktid ja (m+1)(n+1)—(m—1)(n—1) = 2(m+n) rajapunktid.
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e Plaadi paindeiilesande lahendamiseks tuleb loplikes vahedes esita-
tud biharmooniline vorrand kujul (6.69) lahti kirjutada igas avapunktis.

— Tulemusena saame vorrandisiisteemi, kus on avapunktide arvuga
vordne arv algebralisi vorrandeid. Saadud siisteemi lahend annabki
meile plaadi elastse pinna siirded (ldbipainded) avapunktides.

— Servapunktide siirded on esitatud rajatingimuste abil.

e Kui siirded on leitud, siis nende abil saame leida sisejoud vastavalt va-
lemitele (6.13)

(vp— (P PP (W WY MY
! Ox? oy? ) Ox? oy ) A2
O*w O*w o*W O*W MW
1M <8y2+y&nz) (8y2 +V8332> Az (6.70)
0w o*W T.,W
T,y = —(1—v)D = —(1— = (1— i
T = -0 =nDg =~ =g, = = vaa
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ja (6.14)

( 3 3 3 3
0, =-D 8w+ 0w _ 8W+6W :QxW’
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(6.71)
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My, M, Ty, Q. ja Q, on graafilised operaatorid (vt. joon. 14.3 Metsa-
veer).

e Toereaktsioonide leidmise juures onnestub plaadi elastse pinna vorrandi
abil ellimineerida nn. teise rea viélispunktid. Kasutades graafilisi ope-
raatoreid R, ja R, (vt. joon. 14.4 Metsaveer) saab vastavad avaldised
esitada kujul

R pA, CIRW pA,

.= — : == . 72
i 203 2 Ry a 203 2 (6.72)
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Asretingimused.

e Kinnisserv. Servapunktides, mis on risti x—teljega

ow
Wi =0, (—) 0 = Wiip=Wuk  (6.73)
Servapunktides, mis on risti y—teljega
ow
W; =0, (—> =0 = W1 =Wt (6.74)
Ox Y=Yk

e Vabalt toetatud serv. Servapunktides, mis on risti z—teljega

VVZ' = 0, (Mx) — 0 = Wz’—l,k = —Wi+1k- (675)

T

Servapunktides, mis on risti y—teljega

W; =0, (My),—, =0 = W1 =Wk (6.76)

Y=Y,
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e Vaba serv. Siin on olukord tunduvalt keerulisem, sest W # 0 ja W
vaartusi raja- ja véalispunktides ei onnestu avaldada avapunktide kau-
du. Selle asemel lisatakse avapunktides lahti kirjutatud plaadi elastse
pinna vorranditele lisavorrandid, mis véljendavad vaba serva tingimusi
paindemomendi, poikjou ja/voi toereaktsiooni jaoks.




