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7.4 Naiteid timar- ja rongasplaatide
paindeiilesannetest.

Rajatingimused:

e jiik kinnitus

w =0, — = 0; 7.43
dr ( )
e vaba toetus
w=0, M =0; (7.44)
e vaba serv
M, =0, Q,=0. (7.45)
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Lahendused
1. Uhtlaselt jaotatud koormusega iimarplaat.

Konstandid C; = C5 = 0 ja avaldised (7.38) ja (7.39) saavad kuju

( 2 poT4
w(r) =Cor” 4+ Cy + 61D
) —ac+ B
\ M, (r) =—=2DCs(1+v) — (3+ V>pi:’ (7.46)
My(r) = — 2DCo(1 + ) — (1 + 3y)p;§,

\ QT(T) - p;T'
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a) Jaik kinnitus
Rajatingimused plaadi vélisservas 7 = b on antud kujul w = 0 ja dw/dx = 0.

Kasutades viimaseid, saame méérata konstandid C5 ja Cy:

_ pb® ~ pob’
Cr = 32D’ Ca = 64D"

Seega saavad siirete ja paindemomentide avaldised (7.46) 16puks kuju

(7.47)

( _ Do 2 . 2\2
w(r) =61D (b r ) ,
{ M,(r) :f_g [P(1+v) — 23+ )], (7.48)
My(r) :f—g [D2(1+ ) — r*(1 + 3)] .
Vastavad ekstremaalsed vaartused
Po ;4 pon
=0: = b M, = My = 1 :
g Y= 6D v =g 1Y) (7.49)
(0] OV
r=b: M) =282 My =P
8 8
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b) Vaba toetus

Kasutades rajatingimusi plaadi vélisservas r = b kujul w = 0 ja M, = 0
saame méadrata konstandid

34+v pb? 3+v pbt  pb
Cy = — - Oy = SR 7.50
T 1+4v 32D T 14v 32D 64D (7.50)
Pannes need viartused avaldistesse (7.46) saame
( po(0> =1 (,5+v
— b _
W) =""51p 1ty )7
< M (T) :pO(3 + V) (b2 . 7,,2) (751)
r 16 9
| My (r) :f—g [02(3 + ) — r*(1 + 3v)] .
Ekstremaalsed védrtused on plaadi keskel, st.,
5 b o(3
=0 _2tvp M, = My = PB e (7.52)

YY) 64D 16
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2. Keskel koondatud jouga koormatud iimarplaat.

Konstandid Cy = F/(8Dm) ning C3 = 0 ja avaldised (7.38) ja (7.39) saavad

kuju
w(r) :8D7TT2 In7 + Cor? + Cy,
dw(r) F
7 —sD-" (2lnr+1) + 2Cyr,
F
! M.(r)=—D {mﬁ 2(1+v)Inr+ (3+v)] + Co(1 + u)} , (7.53)
F
My(r)=—D {é%)ﬁ 2(1+v)Inr + (1 4+ 3v)] + Co(1 + V)} :
F
\ Qr(r) =— Gy
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a) Jaik kinnitus

Konstandid C5 ja Cy madratakse rajatingimustest w = 0 ja dw/dx = 0 plaadi

valisservas r = b. Tulemus on

F(2lnb+ 1) Fb?
Cr=— 16Dr Ca = 16D

Siirded ja paindemomendid (7.53) saavad seejérel kuju

( _F 2. " 2 42
w(r)_16D7r (2r lnb r —|—b>,
F r
< Mr(r):—E{l—k(l—l—u)lnﬂ,
F r
\Mﬁ(r)—_ﬂ{l/—}—(l—*—y)lng}.

Plaadi servas » = b paindemomendid

F F
My=—,  My=-,
47 4

vt. parempoolne joonis lk. 296 (v = 0, 3).

(7.54)

(7.55)

(7.56)
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Léabipaine plaadi keskel on 16plik, st.

Fb?
= 6D~ sest llil(l) r ln% = 0. (7.57)

w

Paindemomendid ei oma aga keskel 1oplikke vaartusi: kui r — 0 siis M, — oo
ja My — oo. Tdpsemad arvutused koormuse rakenduspunkti iimbruses (3 — 4
plaadi paksust) paksude plaatide teooria pohjal nditavad, et pinged iiletavad
voolavuspiiri vaid plaadi surutud osas — koormuse rakenduspunkti iimbruses
tekib lokaalne voolamine. Plaadi tommatud kihtides omavad pinged 16plikku
vaartust

F b
O =0y = ﬁ(l + v) (0, 485 In » + 0, 52) (7.58)
ning neile saab vastavusse seada nn. fiktiivsed paindemomendid
F b
M, = My = E(l + 1) 10,485 lnﬁ +0,52 | . (7.59)
Vt. parempoolne joonis lk. 296, kus on toodud paindemomentide epiiiirid
juhul v = 0, 3.Ristikestega on téhistatud fiktiivsete paindemomentide
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vadrtused kolme erineva raadiuse—paksuse suhte b/h joaks. Kokkuvottes pole
olukord ohtlik kuni pinged (7.58) jédvad lubatud piiridesse.

b) Vaba toetus

Rajatingimused vélisserval r = b on w = M, = 0, kust leiame

F Fb*(3 +v)
Cy=— 2(1 Inb+ 3 Cy = . (7.60
2= TT6Dn(1 5 ) 2L ) Inb A3 "= T6Dr(i 1) (00
Siirded ja paindemomendid (7.53) saavad seejérel kuju
( w(r) = d {(S—I—V) (0> —r*) +2(1+v)r’In f]
16D7(1 4+ v) bl’
F(1
& M,(r) :Mlnf’ (7.61)
AT b
F(1+v) r
M) =FOED (1,7 1)
(Mol == (g r ity
Ekstremaalne ldbipaine plaadi keskel on 1oplikud
Fb*(3
w B+v) (7.62)

" 16D7(1 +v)
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Paindemomendid, aga on avaldiste (7.62) pohjal plaadi keskel 16pmata suu-
red. Analoogiliselt jdiga kinnitusega néitab ka siin tdpsem uuring, et koormu-
se rakenduspunkti ldhedal tekib lokaalne plastne tsoon kuid plaadi tommatud
kihtides omavad pinged 16plikku vaartust

F b
Or =09 =13 [(1 +v) <O, 485 In 5 +0, 52) + 0, 48] : (7.63)

Ka sel juhul pole olukord ohtlik kuni pinged (7.63) jadvad lubatud piiridesse.
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3. Rongasplaat
a) Jiiga siidamikuga timarplaat.

Vaatleme vabalt toetatud astmelist timarplaati, mille keskmise osa jédikus on
suur vorreldes vélise osaga (vt. joonis a) lk. 297). Seetottu kéitub véline,
st. viikese jaikusega osa kui rongasplaat. Plaadile mojub iihtlaselt jaotatud
koormus intensiivsusega p,. Lihtsuse mottes eeldame, et sisemise osa raadius
a = 0,4b ja v = 0. Lisaks toome sisse nn. dimensioonita raadiuse p = r/b.

Rajatingimused:
( , w =0,
vélisserv, p =1:
M, = 0;
. dw . (7.64)
siseserv, p=0,4:4 dr
L Q = —0,2bp,, sest |Q-2mwa| = ‘7‘(&21)0‘ .
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Kasutades viimaseid koos avaldistega (7.38) ja (7.39) saame méarata konstan-
did C1, ..., Cy. Saadud konstantide asendamisel vorrandiesse (7.38) ja (7.39)
saame siirete ja sisejoudude avaldised vélise osa jaoks:
[ w = peb* (1,562p" — 8,151p* 4 2,4481n p + 6,589, ) /100D

dw

i pob” (6,250p° — 16,302p + 2,448/ p) /100D,
.

Y M, = p,b® (—18,750p% + 2,448/ p* + 16,302) /100,
My = pob* (—6,250p* — 2,448/ p* + 16, 302) /100,
Q = —0,500p,bp.

(7.65)

\
Plaadi keskmine, st. jidigem osa, arvutatakse vastavalt iimarplaadi valemitele.

Siirete ja sisejoudude epiiiirid on toodud joonistel lk. 297. Vasakpoolne alu-
mine joonis esitab ldbipainde epiiiiri ja parempoolsed sisejoudusid. Kriips-
joonega on esitatud iihtlase paksusega plaadi siirete ja sisejoudude epiiiirid.
On nédha, et keskmise osa jédikuse suurendamine vahendab kiill 1dbipaindeid,
Kuna sellega kaasneb ka pingete kasv, siis ei saa sellist tiilipi konstruktsiooni
lugeda heaks.
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Kui plaadi keskmise osa jaikus pole suur vorreldes ddrmise osaga, siis on
arvutus keerulisem, sest plaati tuleb vaadelda kui tervikut, vottes arvesse
paksuse hiippelist muutust. Tuleb koostada siirete avaldised plaadi molema
osa jaoks. Need avaldised sisaldavad 8 konstanti, millest kaks keskmisele osale
vastavat on nullid. Ulejadinud 6 méiratakse rajatingimustest vilisserval, st.
p=1onw= M, =0 ja pidevustingimustest siirete w ja sisejoudude @), M,
ning My jaoks kohal r = a.

b) Vilisservast jiigalt kinnitatud ja siseservast vaba rongasplaat.

Jaigalt kinnitatud vélisservas r = b peavad w = 0 ja dw/dr = 0. Vabas
siseservas r = a aga M, = 0 ja () = 0. Kasutades selliseid rajatingimusi saame
avaldistest (7.38) ja (7.39) neli vorrandit konstantide C4, . . . , Cy méédramiseks.
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Kui konstandid on leitud saame omakorda leida siirete ja sisejoudude avaldi-
sed, milledest siinkohal esitame vaid siirete oma:

( 4

w = gﬁ) [—1+2(1 — k —28%)(1 — p*) + p* — 4k Inp — 85%0° In ],
r b
< P = -
a a
(1= V)32 + (14 v)(1 +4ﬁ21nﬁ)62‘
\ (1—=v)+(1+v)3

(7.66)

Kokkuvote. Rongasplaatide korral on véimalikud viga mitmed jéiga kin-
nituse, vaba toetuse ja vaba serva kombinatsioonid. Kéigi nende puhul tu-
leb lihtudes avaldistest (7.38) ja (7.39) ning konkreetsetest rajatingimustest
(7.43)—(7.45) koostada vorrandisiisteem konstantide C1, . . ., Cy méédramiseks.
Seejarel saadakse siirete ja sisejoudude avaldised.
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Peatiikk 8

Plaatide stabiilsus

8.1 Sissejuhatus

Vaatleme plaati, millele méjuv koormus on plaadi tasandis.

e Koormus suhteliselt vaike

— tasandiilesanne — plaat jadb tasapinnaliseks
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e Koormus iiletab kriitilise piiri

— Molgid (moélkumine) — stabiilsuse kadu
— Analoogia tala stabiilsuse kaoga — tala notke

— Erinevus talast — stabiilsuse kadumisega koos ei pruugi kaduda
plaadi kandevoime — painduvate plaatide teooria.

Vt. lisaks R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967 lk. 469—488.

8.2 Kiriitilise koormuse maaramine staatilise
tasakaalu meetodil

Idee:

e Plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrandisse (EPDV) tuleb lisada liik-
med, mis vastavad plaadi tasandis mojuvatele joududele.

e Tuleb leida plaadi ldbipainde avaldis, mis rahuldaks nii EPDV-t kui ra-

jatingimusi.
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Sux 4 Iy g Seni oleme EPDV tuletamisel arves-
st 55 se votnud vaid sisejoudusid (painde- ja
Sxy T Sxy* ;;;xydx vidndemomente ning poikjoudu), mis
> o7 on pohjustatud plaadile mojuvast poik-

Tr. | Tev gy dx koormusest. Hiiljatud on olnud plaa-

dx di tasandis mojuvad piki- ja nihkejoud
: | > Syx:+ %—%’dy ehk aheljoud. Stabiilsuse (ja suurte
v 7+2%,, labipainete) uurimisel tuleb aga needki
: % ' -~ arvesse votta.
e | I Vaatleme plaadi elementi dx — dy — h,
| . o~ o] von . .

: ;(5 : ow 3 /ow millele mojuvad pikijoud 7T, ja 7, ning
w | 3 Tax (b‘x‘ dr pihkejoud (tangentsiaaljoud) S,, = S,.
ox '%; (vt. joonis 8.1). Vastavad ahelpinged®

vz T.+37T'dx op =1,/h, oy =T,/h ja 7, = Sy, /h.

NB! nagu teistelgi sisejoududel on aheljoudude di-
Joonis 8.1: Plaadi element dz — dy — h ja mensioon N/m

talle mojuvad joud
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Staatilise tasakaalu korral peavad vaadeldavale elemendile mojuvate sum-
maarsete joudude projektsioonid koordinaattelgedel olema nullid. Eeldame,
nagu eespoolgi, et poorded on vaikesed ja seega cosa ~ 1 ning sina ~
tan a ~ a. Kuna z- ja y-telgede sihis mojuvad vaid sisejoud siis saavad tasa-
kaaluvorrandid kuju

oT, S,

= = 0. 1
ox * Jy ox oy U (8.1)

Projekteerides joud T, T, ja Sy = Sy z-teljele saame nn. tdiendava jou, mis
tuleb lisada plaadi EPDV-sse (6.10):

O*w Hw w1 0w 0w 0w
Ox? +28x20y2+ oyt D (p(:z:, v+ wa i Ty@—y2 T 25y 0x8y> - (8:2)

Valides poikkoormuse p = 0, saamegi vorrandi kriitilise koormuse leidmiseks:

o*w 0*w o*w 0%w 0%w 0%w
D|—+2 + =T, —=+T,—= 4+ 25,,——. 8.3
( ox* ox20y? Oyt 02 Y 0y? o0y (8:3)
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8.2.1 Ristkiilikplaadi kriitilise koormuse leidmine

Jaigale kontuurile toetuv iihes sihis surutud plaat (joon. 8.2).

):b
»U

- S5t
i

[T

¢

P =
g

Joonis 8.2: Jiigale kontuurile toetuv ristkiilikplaat.

e Koormus P, on rakendatud plaadi servadel z =0 ja x = a.

— T, =—P,, T, =S,,=0

— Kriitilise koormuse méédramise vorrand (8.3) lihtsustub
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0w O*w 0w 0*w
D(m4+%h%w+fw0*4%%ﬁ_Q (8.4)

e Lahendit otsime analoogiliselt Navier’ meetodiga kujul

w(z,y) = Z Z Chnp Sin m;m sin mbry (8.5)

m=1 n=1

m=1 n=1

(8.6)

e (8.6) peab kehtima iga x puhul = iiksikud soltumatud vorrandid

2/ .2 2 /12)2
5 (m?/a® +n? /)

P.=7m"D Ry . (8.7)

e Fikseeritud m korral omab P, minimaalset vaartust n = 1 korral.
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e Fikseeritud n korral s6ltub minimaalset P, tagav m vaartus suhtest a/b.

en=1— (8.7) =

2D 1a2\?
P, miinimumile vastab
d 1 a? 1 a?
— ——=1-—==0 = = — 8.9
dm (m me) m? b? i (8.9)

e Kuna poollainete arv m saab olla vaid téisarv, kuid kiiljepikkuste suhe
a/b ei pruugi olla tdisarv, siis pole tulemus otseselt rakendatav.

— Leiame millise a/b véartuse korral annavad m ja m + 1 poollainet
sama kriitilise koormuse Py, m & m+1 — (8.8) =

& =/m(m+1) (8.10)
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A Px 2 P P x

- —1 - mo— 0 /= 1

lo— [
= = =1 J:=
= = H Ha
= = D = -
—| = — | 1=
——of — =t
=| |:= = =
e | | ram e (T —— PN oY aadd
a— a
Yy y

—— e —— . ——— o ——— —— ———

N

Calb=VZ T © VZ<a/b4V6

Joonis 8.3: Uhe ja kahe poollainega malkumiskujud.

— Teisisénu, piir ithe ja kahe poollaine vahel on a/b = /2, kahe ja
kolme vahel a/b = /6, kolme ja nelja vahel a/b = /12 jne. (vt.
joonised 8.3 ja 8.4).

e Uksikud kéverad joonisel 8.4 vastavad poollainete arvule m = 1,2, 3, . . ..
On selge, et kriitiline koormus P}, omab minimaalset viirtust 472D / b?
juhul kui a/b on taisarv. Viimase joonise pohjal on selge, et juhtude
a/b > 1 korral (koormus md&jub pikema kiilje sihis) sobib kriitiliseks
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Frr
m=1 p=p 4
- /
{ 723 Vi
‘\ \\ m=4,/ re al
NN LT
4”20 \'/ -~ - “—‘_’
b2 | , |
! : "
' | |
| ) 1 4
0 1V 206 372 4 50

Joonis 8.4: Kriitiline koormus soltuvana suhtest a/b.

koormuseks see sama minimaalne vaértus

472D
b2

e Juhtudel kui a/b < 1 (koormus md&jub lithema kiilje sihis) on m =n =1
ja valemist(8.8) saame

P = . (8.11)

D a*\’
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e Kui a/b < 1, siis saab viimane kuju

2D

P, = ——.
T a2

(8.13)

Kriitilise pinge leidmiseks jagatakse kriitiline koormus plaadi paksusega h:

Pkr

Okyr — h . (8.14)
Arvestades, et D = ERh3/[12(1 — v?)] saame pikemate kiilgede sihis surutud
plaadi (a/b > 1) jaoks
mE h\’
= (2 8.15
7k 3(1 — v?) (b) (8.15)

ja lithemate kiilgede sihis surutud plaati (a/b < 1) jaoks

mE h 2 a? 2
= —— | — 1+ — . 1
= 51— 7 () ( *b?) (8.16)
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