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1.4 Elastsusopetuse iilesanded

Flastsusopetuse pohitilesandeks on elastses kehas valismojude toimel tekkivate
pingete ja deformatsioonide méa#dramine.

e Elastsusopetuse meetodid
— voimaldavad lahendada iilesandeid, mida pole tugevusopetuse mee-
toditega voimalik lahendada;

— voimaldavad hinnata tugevusopetuses saadud lahendite tépsust.
e Kiesolevas kursuses vaadeldakse

— valismojudena vaid valisjoudusid;
— lineaarset ehk klassikalist elastsusopetust (elastsusteooriat).

* pingete ja deformatsioonide vahelised seosed on lineaarsed v

* siirded (ehk paigutised) on véikesed vorreldes kehade
joonmootmetega ning suhtelised deformatsioonid (suhtelised
pikenemised ja nihkenurgad) on viikesed vorreldes iihega.
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1.5 Klassikalise elastsusteooria pohieeldused ja
pohihiipoteesid

Uurimisobjekt: ideaalselt (téielikult) elastne keha.

e [deaalselt elastne keha taastab téielikult oma algse kuju ja mahu parast
vilisjoudude moju korvaldamist.

— Defineeritakse nn. algolek: valisjoudude puudumisel puuduvad kehas
pinged ja deformatsioonid.

Hiipoteesid ja eeldused

o Pidevuse hiipotees: eeldame, et uuritavad tahked kehad koosnevad ainest,
mis tdidab ruumi pidevalt

— Keha mistahes mahus puuduvad tithimikud v6i katkevused.
e Eeldatakse, et ideaalselt elastne keha on homogeenne.

— Pinge—deformatsiooni seosed on koigis keha punktides samad.
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e Eeldatakse, et ideaalselt elastne keha on isotroopne.
— Keha elastsed omadused on samad koigis suundades.
e Superpositsiooni printsiip ehk joudude moju soltumatuse printsiip.

— Lineaarne teooria: lineaarsed seosed ja viikesed deformatsioonid

x Selle asemel, et uurida jousiisteemi tervikmoju kehale voib uuri-
da iga iiksikjou moju eraldi ja tulemused liita. Teisisonu, lineaar-
ses elastsusteoorias loetakse erinevate lahendite summa alati la-

hendiks.
o Saint Venant’s printsitp. Kaks sonastust:

1. Tasakaalus olevate joudude rakendamine mingil vaikesel keha osal
kutsub esile vaid lokaalseid pingeid rakenduskoha ldhitimbruses
(Joon. 1.33).

2. Koormuse rakenduspunktist piisavalt kaugel ei soltu pinged oluliselt
koormuse rakendusviisist, st. jaotusest keha pinnal .
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Joonis 1.33: Saint Venant’i printsiip: a) kahe taskaalus olava jou poolt pohjustatud normaal-
pingete epiiiir; b) kolm erineval jaotunud koormust, millel on sama peavektor.
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Peatiikk 2

Pinge

2.1. Jou ja pinged 5o

2.1 Jou ja pinged

Kehale méjuvad vilisjoud saab jagada kahte riihma.

1. Pindjoud ehk kontaktjoud on pohjustatud keha kontaktist teiste keha-
de voi keskkondadega. Néiteks survejoud, mis moéjuvad vette asetatud
kehale v6i vundamendi surve pinnasele jne.

e Pindjou dimensioon: 1N/m”
e Kui pind, millel joud méjub on vaike vorreldes keha modtemetega

(keha vilispinnaga), siis voib sellist joudu lugeda koondatud jouks,
st. summaarne joud loetakse rakendatuks iihte punkti.

2. Mahujoud ehk ruumjoud mojuvad igale keha punktile. Néaiteks gravitat-
sioonijoud (keha kaal) voi elektromagnetilised joud voi inertsjoud.
e Mahujou dimensioon: 1N/ m’

e Monedes Opikutes késiteltakse mahujou asemel massjoudu. Vastav
dimensioon 1N /kg
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Vaatleme meelevaldse kujuga keha, millele mojuv pind- ja mahujoududest
koosnev (vilis)joudude siisteem on tasakaalus. Rakendame loikemeetodit: ja-
game keha motteliselt kaheks osaks 1 ja 2; hiilgame osa 2 ja vaatleme osa 1
(joon. 2.1).

Joonis 2.1: Pingevektori p, koordinaatelgede zyz suunalised komponendid.

2.1. Jou ja pinged o7

e Selleks, et osa 1 oleks ka peale osa 2 eraldamist tasakaalus tuleb loike-
pinnale rakendada osa 2 asendavad joud, st. sisejoud, mis on jaotunud
iile kogu 16ikepinna.

e Loikepind osal 1 on médratud vélisnormaaliga v. Mojugu vaikesel pin-
nal AA sisejoud AS. Suhet AS/AA v6ib nimetada keskmiseks pingeks

pinnal AA. v
e Kui minna piirile AA — 0, saame (tegeliku) pinge pinnal normaaliga v
AS
, = lim —. 2.1
P, = Jim x4 (21)

e Uldjuhul vektorite v ja p suunad ei iihti.

e Edaspidi on tihti otstarbekas kasutada pingevektori asemel tema pro-
jektsioone koordinaattelgedel p,., py, pv-, mis omakorda méédravad dra
pingevektori p, koordinaatelgede xyz sihilised komponendid (vt. joon.
2.1). Siin ja edaspidi mérgib esimene indeks pinnanormaali sihti ja teine
pingekomponendi mojumise sihti.
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Z

Joonis 2.2: Pingevektori p, lahutamine normaal- ja nihkepingeks.

e Teisest kiiljest saab pinnal normaaliga v mojuva pingevektori lahutada
normaal- ja nihkepingeks: p, = o, + T,. Nihkepinge 7, lahutatakse
tavaliselt veelkord kaheks komponendiks: 7, = 7,5 + 7,¢ (vt. joon. 2.2,
kU.S Puvn = Oy, Pus = Tyus j& Put = Tyt)~
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Kui 16ike pind on paralleelne koordinaattasanditega, siis kasutatakse indeksi
v asemel loikepinnale normaaliks oleva koordinaattelje nime, néiteks x.
Mirgireeglid:  joonis 2.3.

e Positiivne sisepind on 16ike pind,
mille vélisnormaal on suunatud

koordinaadi positiivses suunas.

e Posititune normaalpinge mojub
positiivsel sisepinnal koordinaat-
telje positiivses suunas ja nega-
tiivsel sisepinnal koordinaadi ne-

gatiivses suunas. Positiivne nor-
maalpinge vastab tombele.

e Positiivne nihkepinge mojub po-
sitiivsel sisepinnal koordinaattel-

Joonis 2.3: Normaal- ja nihkepingete je positiivses suunas ja negatiivsel
positiivsed suunad. sisepinnal koordinaadi negatiivses
suunas.
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2.2 Tasakaalu diferentsiaalvorrandid

Y aa;
' %* 35 dy
ot Tahkes kehas valisjoudude toimel ilm-
| Tyx + “dy . .. .
Ty,+|%7a-i’d5‘/__y’ i nevad pinged pole iildjuhul konstant-
| . ~e .
| 2 n - omwgy  sed, vaid voivad omada igas keha punk-
a7z 0, . . . e ee .
T2y azr il _1,5' s Uis erinevaid véértusi:
Oy | r 1 X 6x+(—9x_dx
1T T Rl se=ou(my,2), oy =0y(3,9,2)
> I : » ‘sz * | Tury, Oy = 02\, Y, %), Oy = Oy r,Y,z),
| aszd vzt ox
{ 6 'aif*’ e Ve O'Z:O'Z(l’,y,Z), Txy:Txy(mvy7Z>a-"
Tl_y ________ NPT R
4 % (22)
P T ol |
z yx | e e~ ~
l v/ Vaatleme vilisjoudude moju all tasa-
4 ey o~
d i<l silstndlrs kaalus olevast kehast vélja loigatud

Joonis 2.4: Elementaarristtahukas

elementaarristtahukat (joon. 2.4). Igal
risttahuka tahul mojub 3 pingekompo-
nenti = kokku 18 pingekomponenti.
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Olgu punktis koordinaatidega x, y, z normaalpinge vaartus o, (x,y, z). Kasu-
tades Taylori rittaarendust (siilitades seejuures vaid esimest jarku véikesed

suurused) voime kirjutada

o +dr,y+dy,z+dz) =0, (v, y, 2)+
00u(,y,2) , 80x(fc,y,Z)dy+ 0oy, 2)
ox dy 0z

(2.3)

e Viimase avaldise (2.3) pohjal o,(x + dx,y, 2) = 0.(x,y, 2) + de_
e Teiste pingekomponentide jaoks saab tuletada analoogilised valemid.

e Kehale mojuvate mahujoudude projektsioonid tdhistame XY, 7 (NB!
mahujou dimensioon on 1 N/m?).
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Keha on tasakaalus = peab ka elementaarristtahukas olema tasakaalus. Leia-
me joudude projektsioonid x teljel ja vorrutame saadu nulliga:

ox 0

8 zxr
(sz + c?Tz dz) dzdy — T.,dxdy + Xdxdydz = 0

(am + %dﬂﬁ) dydz — o,dydz + (Tyx + %dy> drdz — 7ypdrdz+
Y (2.4)

Avame sulud ja jagame saadud vorrandi elementaarruumalaga dV = dxdydz:

or 00, 05 Ty OTyy Tyo Tox  OTop  Tu
Yz _ T — — X =0.
dx+8:z: d:c+dy+8y dy+dz+8z dz+

Peale koondamist saame iithe otsitavatest vorranditest

do, 0Ty N OT

X = 2.
Ox Jy 0z i 0 (25)

Analoogiliselt saab tuletada veel kaks tasakaaluvorrandit kasutades joudude
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projektsioone y ja z teljel:

(Do, 01y OTuy

X p—
Ox oy 0z 0
0Ty  Ooy  OTy
Y = .
Ox dy 0z * 0, (26)
0Ty, 071y,  Oo, B
\8x+8y+8z+2_

Saadud vorrandid ongi elastse keha tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid. Kui
mahujoudude projektsioonid sisaldavad inertsjoudusid, saab viimste abil la-
hendada ka diinaamika iilesandeid. Vv

Jargnevalt leiame momendid ristahuka keskpunkti labiva z telje suhtes ja
vorrutame tulemuse nulliga:
07y dy

dy
(Tyz + 8—ydy> d:vdz? + Tyzdacdzg—

ot d d
(sz + %dz) da:dyg — szdxdy?'z = 0.

(2.7)
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Avame sulud:

07y dy? Oty dz*
z —lz _ = U. 2.
Ty-dxdydz — T, drdydz +\ Dy dxdz 5 9 dxdy 3 0 (2.8)

korgemat jarku véikesed litkmed =0

Péarast korgemat jarku véikeste liikmete hiilgamist saame 7,, = 7, mis on
tuntud nihkepingete paarsuse seadusena. Leides analoogiliselt momendid y ja
z telje suhtes saame kokkuvottes

Tey = Tyx, Tyz = Tzy, Tyz = Tzz- (29)

Téanu nihkepingete paarsusele viheneb tundmatute pingekomponentide arv
tiheksalt kuuele. Nende mé#ramiseks on meil aga ainult kolm tasakaa-
luvorrandit. Seega on tegu staatiliselt médramata iilesandega ja me vajame
lisavorrandeid, mis votaks arvesse materjali fiiiisikalisi omadusi.
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o a, by
Uxz [ Ll
Vg T TV
== ~\ b yx \C
Gx Sk’ 0 7‘. G T g X
ro=-d N2

Joonis 2.5: Pinged kaldpinnal
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2.3 Pinged kaldpinnal, rajatingimused keha pinnal

Selleks, et uurida pingeseisundit suvalises keha punktis on vaja osata leida
pingeid meelevaldse orientatsiooniga kaldpinnal. Joonisel 2.5 kujutatud kald-
pinna abc orientatsioon koordinaattelgede suhtes on méaratud pinnanormaali
v suunakoosinustega Vv

[ = cos(v,x), m = cos(v,y), n = cos(v, z). (2.10)

Koos koordinaatpindadega moodustub tetraceder Oabce. Téhistame kaldpin-
na abc pindala dA. Teiste kiilgede pindalad avalduvad niiiid 1abi vektori v
suunakoosinuste:

AOab = dA - l, AObc = dA - m, AOac = dA - n. (2.11)

Koostame tetraeedri jaoks tasakaalu vorrandid. Peale joonisel 2.5 ndidatud
pingete moéjuvad tetraeedrile veel mahujoud X,Y, 7, mida pole joonisel
nédidatud. Projekteerime summaarsed joud z teljele:

pl/mdA - UxAOab — TyxAObc - szAOa,c — XdV =

(2.12)
PradA — opdA -1 — 7)0dA-m — 7,dA -n — XdV = 0.
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Jagame viimase avaldise pindalaga dA, hiilgame viimase liikme kui korgemat
jarku viikese! ja saame avaldise

pUJ? = le + Tyxm —l_ szn- (213)

Korrates sama protseduuri teiste telgedega saame avaldised ka iilejadnud kahe
projektsiooni leidmiseks. Kokku

Pvz = le =+ Ty + T,
Pvy = Txyl + Oym + Ty, (214)

Puz = Tzl +Tyom + o.n.

Valemid (2.14) voimaldavad leida mistahes kaldpinnal méjuva pingevektori
p, komponente kui on teada pinnanormaal v ja pingekomponendid koordi-
naatpindadel o, ..., Tpy, . . ..

Kui pind abc iihtib keha vélispinnaga, siis esitavad vorrandid (2.14) rajatin-
gimusi (ddretingimusi) keha pinnal.

Uimga_o(dV/dA) =0
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2.4 Peapinged, pinge invariandid

Kuna vaadeldav tetraeeder on I6pmata viike, siis tegelikult voimaldavad va-
lemid (2.14) méarata pingeid keha mistahes punkti ldbival mistahes kaldpin-
nal kui on teada pinnanormaal v ja pinged (pingekomponendid) seda punkti
labivatel koordinaattasanditel o, 0y, 02, 7oy, Tyz, Taz-

Pinnal normaaliga v mojuva pinge saab omakorda jagada normaalpingeks o,
ja nihkepingeks 7,. Kui on teada pingevektori p, komponendid ja normaali
v suunakoosinused, siis saame leida

0y = Pual + puym + py.n. (2.15)

Kasutades valemeid (2.14) saab 0, omakorda avaldada koordinaattasandeil
mojuvate pingete kaudu. Nihkepinge 7, kujutab endast pingevektori p, pro-
jektsiooni vaadeldaval pinnal ja tema moodul

7'3 = pl% — 03. (2.16)
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On selge, et nii p, kui o, ja 7, soltuvad pinna orientatsioonist. Saab néidata,
et igas punktis leidub vahemalt kolm omavahel ristuvat pinda, millel 7, = 0
ja o, = p,. Sellistel pindadel moéjuvaid normaalpingeid nimetatatkse peapin-
geteks ja vastavaid kaldpindu méaédravaid pinnanormaale peasuundadeks.

Peapingete ja peasuundede leidmise protseduur.

e Tidhistame otsitava peapinge o ja talle vastava pinnanormaali suunakoo-
sinused [, m, n.

e Nende nelja tundmatu méaramiseks on vorrandsiisteem

(0p — )l + Typm + Topn = 0,
Toyl + (0y —0)m + 7,yn = 0, (2.17)
Tozl + Ty + (0, —o)n =0

koos lisatingimusega
P+m®+n®=1 (2.18)
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e Meid huvitab selle VS-i mittetriviaalne lahend (I, m,n pole korraga nul-
lid). See tingimus on téidetud kui karakteristlik determinant

Or — 0O Ty:v Trx

e Viimasest saadakse omakorda karakteristlik vorrand
0 — Lo* — Lo — I3 =0, (2.20)
kus suuruseid
([, =0, +0,+ 0.,

Oy Txz Ox Txz

TJ?
I, = Y1+
) Tzy Oy

T.’II z O-Z T.’II z O-Z

(2.21)

Or Tyxr Tzux
I3 = Tey Oy Tay

\ Toz Tyz Oy

nimetatakse pinge invariantideks®.

2T#psemalt 6eldes nimetatakse neid pingetensori invariantideks. Tensori méiste juurde tuleme &ige pea.
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e Uuritaval juhul on kuupvérrandil (2.20) kolm reaalarvulist lahendit, mis
jarjestatakse kahanevas jarjekorras o1 > g9 > 03.

e Neile vastava kolme peasuuna médramiseks asendatakse saadud kolm
peapinget vorrandisiisteemi (2.19), (2.20).

— Tulemusena saadakse seega kolm peapinget ja kolm peasuunda, mille
suunakoosinusi tahistatakse l;, m;, n;, 1 = 1,2, 3.

— Kui koik kolm peapinget on vordsed, siis sobib peapinnaks iga vaa-
deldavat punkti labiv pind.

— Kui kaks peapinget on vordsed ja kolmas neist erinev, siis saame
leida sellele kolmandale peapingele vastava peasuuna (mis omakor-
da médrab peapinna). Ulejadnud kaheks peasuunaks sobib mistahes
ristuvate suunade paar, mis on omakorda risti kolmanda peasuuna-

ga.
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e Kasutades peapingeid saame pinge invariandid kujul

Iy =01+ 09 + 03,
Iy = 0109 4+ 0903 + 0103, (222)

Ig — 010903.

— Pinge invariandid on soltumatud koordinaatide xyz valikust.

— Kuna invariandid on séltumatud koordinaatide valikust, tuleb neid
vaadelda kui pohilisi suurusi, mis iseloomustaved pinget vaadeldavas
punktis — koik pingekomponendid on méaratavad 1dbi invariantide.
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2.5 Pingetensor

Vaatleme keha meelevaldset punkti. Seda punkti ldbib kolm koordinaatta-
sandit, millel mojuvad kolm normaalpinget o,,0,,0. ja kuus nihkepinget
Toy = Tyzs Tyz = Tays Tz = Top moodustavad pingetensori

Or Tay Taxz
Tyx Oy Tyz| - (2.23)
Tzx Tzy Oz

Pingetensor on teist jarku tensor ja teda saab esitada 3 x 3 (tasandiilesannete
korral 2 x 2) tabelina nagu maatrikseid. Pingetensor iseloomustab taielikult
pigust (pingeseisundit) antud punktis ning tema abil saab maérata pingevek-
tori suvalisel seda punkti labival pinnal (vt. valemid (2.14)).

Kaesolevas kursuses vaatleme kolme liiki fiitisikalisi suurusi:

1. skalaar — pole seotud suunaga, teda iseloomustab vaid (arv)vaartus
(néit. mass, tihedus, temperatuur);
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2. vektor — teda iseloomustab lisaks moodulile (arvvaartusele) ka suund
(ndit. joud, pinnanormaal, kiirus, siire jne.);

3. tensor — teda iseloomustab lisaks moodulile kaks suunda: (i) pinnanor-
maali suund ja (ii) pingekomponendi suund (néit. pinge ja deformat-
sioon).

e Vektoreid voib nimetada esimest jarku tensoreiks ja skalaare nullindat
jarku tensoreiks.

Maatriksite ja tensorite omavaheline suhe

e Kui on fikseeritud kordinaatsiisteem, siis saab iga teist jarku tensori
esitada 3 x 3 maatriksina ja iga vektori arvukolmikuna.

e Vastupidine aga ei kehti — iga 3 x 3 maatriks ei osutu tensoriks.

e Koordinaatide teisendamisel teisenevad nii tensori kui vektori kompo-
nendid kindlate reeglite alusel.
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— Pérast koordinaatteisendust peab tensor (vektor) esitama endiselt
tapselt sama fiilisikalist suurust, mida enne teisendust.
x Kui see nii on, siis ongi tegu tensoriga, vastupidisel juhul mitte.

x Vastupidine olukord on fiiiisikaliselt vastuvotmatu. Pole voima-
lik, et pinge keha punktis voi punkti siire voi kiirus soltuks koor-
dinaatsiisteemi valikust.

Ulesanne 1. Leida pingetensori

-1 —-16 -2
—-16 5 —14
-2 —-14 14

peapinged ja peasuunad.
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