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3.6 Elastsusjou to6 ja deformatsiooni potentsiaalne
energia

Vaatleme 16pmata viikest risttahukat (joon.
2.4). Arvestame klassikalise elastsusteooria eel-
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tehtava too.

e Vaatleme tahke, mis on risti x teljega. Eeldame, et normaalpingete toi-
mel suureneb tahkude vaheline kaugus de,dx vorra.

— Vastav elastsusjou elementaartoo (hiiljates korgemat jarku viikesed
suurused): o,dydzde, dx.
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e Vaatleme tahke, mis on risti x teljega ja tahke, mis on risti y teljega.
Eeldame, et nihkepingete toimel muutub nurk x ja y telje vahel viikese
suuruse dy;, vorra.

— Vastav elastsusjou elementaartoo (hiiljates korgemat jarku viikesed
suurused): 7, dydzdy,,dz.

e Analoogiliselt saab leida pingetele o, 0., 7. ja 7, vastavad t66d.

Rakendame superpositsiooni printsiipi ja saame summaarse elementaartoo

dA" = (0,dey + oydey + 0.de, + ToydVey + Tyadyy: + Toadyye:) dedydz.
(3.34)
Jagades viimase elementaarruumalaga dV = dxdydz, saame elementaartoo
tiheduse dA = dA*/dV. Kuna eelduse pohjal on materjal ideaalselt elast-
ne, siis on tehtud t66 tottu suurendatud elementaarristahuka potentsiaalset
energiat dW* = dA* vorra.
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Edaspidi vaatleme seega suurust dIV, st. potentsiaalse energia juurdekasvu
tihikruumala kohta:

AW = 0,de, + 0ydey + 0.de, + ToydVay + Tyedyy: + ToadVzs. (3.35)
Asendame saadud avaldisse pinged o, . . . iildistatud Hooke’i seadusest (3.30)
ja saame

AW = (N0 + 2ue,) dey + (N0 + 2uey) dey + (N0 + 2pu¢e,) de .+

+ 1Yy DYy + 1Yy dYyz + el =
= N0dO + 2p (e,de, + €,de, + €.de.,) +

+ [ (’nyd’}/xy + fszdPsz + ’Vzmdfyﬂcz) .

(3.36)

Viimast avaldist integreerides leiame potentsiaalse energia tiheduse séltuvana
deformatsioonidest

1
W =5 [N+ 2 (e3 + ) +€2) + (2, + 7 + %)) (3.37)

Kuna Lamé koefitsiendid (3.29) on positiivsed, siis peab ka potentsiaalne
energia olema positiivne (voi null) igas ideaalselt elastse keha punktis.
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Kasutades taas Hooke’i seadust kujul (3.30) saame Clapeyroni valems

1
W = 3 (0260 + 0yey + 0265 + TayVay + TyzVyz + ToaVea) - (3.38)

Viimasest saab omakorda avaldada W labi pingete ja elastsuskonstantide F
ja v kui kasutada Hooke’i seadust kujul (3.22)

1
W = 5 (o2 + 02 + 0% — 2w (0,0, + 0,0, +0,0.) +2(1+v) (T:?y + T;Z +72)].
(3.39)

Kuna W on potentsiaalne energia, siis peab avaldis (3.35) olema funktsiooni
W téisdiferentsiaal, mis omakorda tédhendab, et

W W oW
Y 0e,) Y e, 0, 3.40
oW oW oW (3.40)
Oy Oy 0

Viimased avaldised on tuntud Castigliano valemitena. Ulaltoodu kontrolliks
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leiame avaldistest (3.37)
ow

e A+ 2ue, = oy,

Ex

o (3.41)
= Wy = Tay, ---

Oy v

Et leida kehas salvestunud summaarne potentsiaalne energia W tuleb potent-
siaalse energia tihedust integreerida iile kohu keha ruumala V', st.

W = /V Wdv = / / /V Wdzdydz. (3.42)

Rakendes Clapeyroni valemit avaldub summaarne potentsiaalne energia kujul

1
v
(3.43)
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Elastsusteooria pohivorrandid,
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4.1 Elastsusteooria pohivorrandid

1. Tasakaalu (diferentsiaal Jvorrandid (2.6) (3 vorrandit):

(( Jo, OTyr OTuy
y

X —
Ox oy 0z * 0,
0Ty  Ooy 0Ty

Y =0 4.1
Ox oy 0z * ’ (4.1)

0Ty N 07y N Jo,

Z = 0.
( Ox oy 8z+ U

2. Cauchy seosed (3.6) (6 vorrandit):

( ou ov ow
gx:a_xa 6y:a_y7 52’:53
) (12)
ou Ov ov  Ow ou  Ow
\'ny:a_y+%a fsz:%"i_a_y) /sz:%'ka
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3. Uldistatud Hooke’i seadus (6 vorrandit) nn. otsesel kujul (3.22):

(e, = %o, — (o, + o) -2
Er = E Oy —V Oy T 02)], Yoy = GTxy7
1 1
] Ey = E [O-y - V(Oz + UJJ)] ) Yyz = ETyza (43)
1 1
ksz — E[UZ_V(Ux+Uy)]7 Yex = Esz

voi nn. podrdkujul (3.30)
0r = M+ 2ue,, Toy = WYay,

Oy = O + 2M5y, Tyz = Wyz, (44)
o, =N + 2pe ., Tzx — WYz

Vorrandeid kokku 15.

Tundmatud kokku 15: 6 pingetensori komponenti + 6 deformatsioonitensori
komponenti + 3 siirdevektori komponenti.
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Rajatingimused ehk ddretingimused ehk servatingimused voivad olla kolme
pohitiiiipi.

1. Keha vilispinnal on antud pindjoud (2.14):

Pvz = le + TyaxTT + T,
Doy = Tyl + oym 4 Toyn, (4.5)

2. Keha vilispinnal on antud siirded. Pohimétteliselt tdhendab see seda, et
on antud keha valispinna litkumisseadus.

3. Osal keha pinnast on antud siirded ja osal pindjoud.

V6ib esineda veelgi komplitseeritumaid juhte, kus mingil osal keha pinnast on
antud néiteks iiks kolmest siirdekomponendist ja kaks pindjou komponenti.
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Pidevustingimused.

Kui pohimuutujateks on valitud deformatsioonid voi pinged, siis on tarvis
arvestada ka pidevustingimusi (3.18):

(0%, 0%, _ O* Yy
oy 0x2  Oxdy’
d%e, N 0%, _ 0%,
022 0y?  Oyoz’
0%¢, N ey 0
ox2 022 0xdz’
0 (zz , Oy _ O _, &%,

Oy 0z Ox Oy0z’
(a%vy 4 8’Vyz a%vz) _9 8251;

0z or Oy ) <~ 0x0z’

(0%,2 L O 0%y) 0%,

(4.6)
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4.2 Elastsusteooria iilesannete lahendusmeetodid

Elastsusteooria pohivorrandeid voib lahendada mitmel erineval moel, soltu-
valt sellest millised suurused on valitud pohimuutujateks.

1. Lahendamine siiretes — tundmatuteks on valitud siirdevektori kompo-
nenedid u(x,y, 2), v(x,y, 2) ja w(z,y, 2).

2. Lahendamine pingetes — tundmatuteks on valitud pingetensori kompo-
nendid o, (z,y, 2),. .., Toy(z,y,2), ..

3. Lahendamine deformatsioonides — tundmatuteks on valitud deformat-
sioonitensori komponendid €,(z,y, 2), ..., Yay (2,9, 2), . . ..

4. Nn. segalahend: leidmine — eelmise kolme kombinatsioonid.

Jargmises alajaotuses vaatleme kahte esimest juhtu.

Teoreem: Kui keha olek on iiheselt méaaratud ja kehtib joudude moju
soltumatuse printsiip, siis omab elastsusteooria iilesanne iihest lahendit.
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4.2.1 Elastsusteooria iilesannete lahendamine siiretes
Otsitavad: siirdekomponendid u(x,y, 2), v(x,y, 2) ja w(z,y, 2).

1. Tasakaaluvorrandites (4.1) olevad pingetensori komponendid asendatak-
se iildistatud Hooke’i seduse (4.4) abil deformatsioonitensori komponen-

tidega:
06 &s‘x 8’7;5 673:2
A— + 2 Y — 4+ X =0. 4.7
ax+“ax+”ay +'u8z+ (47)
2. Kasutades Cauchy seoseid (4.2) saame
)\89+ 82u+32u+82u N 32u+ 0% N 0*w LY =0
oz M\ o2 oy? 022 P\ 822 Oxdy  0x0z -
v - (53)-2
(4.8)
kus V2 on Laplace’i operaator. Kokku saime vorrandi
00 5
A+ p)m—+puVu+ X =0. (4.9)

ox
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3. Korrates sama protseduuri viimasele kahele vorranditest (4.1) saame
Lamé vorrandid:

( a0
AN+ )= + puV*u+ X =0,
ox

00
(A + ”)a_y +uViu+Y =0, (4.10)

7\

00 )
\()\+/L)@+MV w+ Z = 0.

Saadud vorrandid iithendavad endas koik eelpool vaadeldud seosed ja
vorrandid, st. nad sisaldavad endas tasakaaluvorrandeid, Cauchy seoseid
ning iildistatud Hooke’i seadust.

4. Rajatingimused (4.5) esitatatkse antud juhul samuti ldbi siirete kasuta-
des valemeid (4.4) ja (4.2) (nagu Lamé vorrandite tuletamisel):
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( ou ou, Ov ow
—)\Ql—i—ua +u<a—l %m—i—ﬁ—xn)
ov ou, Ov ow
= — — 4.11
QD )\0m+ua +u(al+ay ayn) (4.11)
Y Y (TR
P T ARG TR S T T e )
kus
Oou Ou, Ou ou ov ow
— — — = ... —_—=... 4.12
v T te" W a (4.12)

5. Ulesande edasine lahendamine kiib jérgmiselt:

(i) Lamé vorrandid (4.10) integreeritakse rajatingimustel (4.11);
(ii) Cauchy seostest (3.6) médratakse deformatsioonitensori komponen-
did;
(iii) Uldistatud Hooke’i seadusest (4.4) misratakse pingetensori kompo-
nenedid.
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4.2.2 Elastsusteooria iilesande lahendamine pingetes konstantsete
mahujoudude korral

Otsitavad: 6 pingetensori komponenti.

e Eeldame, et koik mahujoud on konstantsed igas keha punktis
=X = =0

e Alustame ruumdeformatsiooni 6 ja pingetensori esimese invariandi
IY omaduste uurimisega. Selleks teisendame Lamé vorrandeid (4.10)

jargmiselt:
0 0 0
4.10 4.10 4.10
5 (410), + 5-(410), + 5 (4.10),
0?0  0%*0 0% 0 0 0
A v’ v’ Viw ) =0
( +“>(ax2+ay2+az2)+ (ax SR A ) ’
V20 v2(g—g+§—;:g—%;):v29
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(A +2u)V?0 = 0. (4.13)
Viimane on samavéaarne vorrandiga
V20 = 0. (4.14)

— Funktsiooni, mis rahuldab Laplace’s vorrandit (4.14) nimetatakse
harmooniliseks funktsiooniks.

— Kui rakendada Hooke’i seadust ruumdeformatsioonil (3.24), siis saa-
me vorrandile (4.14) kuju (pingetensori esimene invariant I{ = I;)

V2] = 0. (4.15)

e Kuue tundmatu mé&dramiseks peame antud juhul kasutama tasakaa-
luvorrandeid koos pidevustingimustega (4.6). Need kuus pidevusvorran-
dit tuleb aga véljendada pingetes.

— Asendame Hooke’i seadusest (4.3) deformatsioonitensori komponen-
did esimesse pidevusvorrandisse (4.6);:

0%, . (820y (’3202) N d%o, . (8202 0o, %14y

—2(1 =
Oy? Oy? * Oy? Ox? ox? * 8:1:2> ( +V)8:1:8y 0
(4.16)
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— Viimasest ellimineerime nihkepinge 7,,. Selleks

0 0 0
83:(4 1), + 8_y<4 1), — 5(4 1),
8279@ 0%c, 820y 0
25 o= = (A16) o R AV =
0217

(1+v)V%0, + = 0.

022
e Kokku saame analoogiliselt toimides kuus vorrandit, mis on tuntud

Beltrami—Maichelli vorranditena ning mis véljendavad pidevustingimusi
pingetes (juhul kui mahujoud on konstantsed) —

( 8210 8210
1 V €T — 07 1 VQ X 07
(14+v)Vieo +8x2 (1+v)Voryy, + 920y
0%1¢ 82]
q (1 \& — =0, 1 V7, + —L1 =0, 4.17
821 7 021
2 L _ 2 I
\(1+V)V 0+ = 0, (1+v)V Tzt o 0.
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Kokkuvote.

Antud juhul, st., elastsusteooria iilesande lahendamisel pingetes tuleb:

(i) lahendada tasakaaluvorrandid (4.1) koos pingetes esitatud pidevustingi-
mustega (4.17) ja rajatingimustega (4.5);

(ii) méarata iildistatud Hooke’i seadusest (4.3) deformatsioonitensori kom-
ponendid;

(iii) méérata Cauchy seostest (4.2) siirdevektori komponendid.




