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4.3 Lihtsamad ruumilised iilesanded

Kéesolevas alajaotuses waatleme moningate [ihtsamate elastsusteooria
tilesannete lahendamist pingetes.

e Vaadeldavate iilesannete [lihtsus seisneb eeskétt selles, et pingekompo-
nendid on konstantsed voi lineaarfunktsioonid koordinaatidest (x,y, z).

— Sellisel juhul on Beltrami-Michelli vorrandid (4.17), st. pide-
vusvorrandid pingetes, automaatselt rahuldatud.

e Vaatleme elementaarteooriast, st. tugevusopetusest (tehnilisest mehaa-
nikast), tuntud lahendeid ja nditame, et nad rahuldavad elastsusteooria
tasakaaluvorrandeid (4.1) ja rajatingimusi (4.5).

e Leiame keha punktide siirded 14bi iildistatud Hooke’i seaduse (4.3) ja
Cauchy seoste (3.6). Elementaarteoorias piirdutakse peaasjalikult vaid
varda telje siirete méadramisega.
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4.3.1 Konstantse ristloikega iimarvarraste viine

o e &z Vaatleme konstantse ristlotkega
T timarvarrast, mille otstesse on ra-
0 z kendatud pdordemomendid. Vastavalt
™ 41 Zr v elementaarteooriale, st. tugevusopetusest
22

tuntud valemitele, avaldub nihkepinge

4 varda vaandel kujul
d T = GUr, (4.18)

Joonis 4.1: Umarvarda vééne. kus G on nihkeelastsusmoodul,
r — polaarraadius ja ¥ — vadndenurk varda pikkusiihiku kohta. Pingevektor
7 on seejuures risti varda raadiusega r. Tuletame meelde, et vadndenurk
¥ < 1 ja et on tehtud terve rida katseandmetel pohinevaid lihtsustavaid
eeldusi: (i) ristloiked jadvad tasapinnalisteks; (ii) ristloigete vahekaugus ei
muutu; (iii) ristloige z = const. poérdub nurga v, = ¥z vorra; (iv) raadiused
jaavad sirgeteks; (v) varda 1abimoot ei muutu; (vi) mahujoud on hiiljatud.
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Lahutame niiiid pingevektori T x- ja y-telje sihiliseks komponendiks:
e = Toy = GOP= = GY2, Ty = T2y = —GIr2 = —Gly. (4.19)
r r

Ulejadnud pinged on vastavalt tehtud eeldustele nullid, st.,
Oy =0y =0, =Ty =0. (4.20)
Allpool néitame, et vaadeldav lahend rahuldab lineaarse elastsusteooria

pohivorrandeid.

Kuna pingekomponendid on kas nullid voi lineaarfunktsioonid koordinaati-
dest x ja y, siis on pidevustingimused pingetes (Beltrami—Michelli vorrandid)
(4.17) automaatselt rahuldatud:

( . %17 5 %17
1+v)Vio,+ — =0 1+v)Viry, + —— =0
( Voo Ox? ’ ( )V Ty Ox0y ’
<
) Y
\ Y
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Tasakaaluvorrandid (4.1) on rahuldatud kuna mahujoudud on hiiljatud:

(Do, 01y OTuy

X =
ox oy 0z - 0,
0Ty  Ooy 0Ty

Y pr—
Ox Oy 0z * 0,
01y, 071y, Oo,

Z pr—

( Ox * dy * 0z *

Silindri kiilgpind on pingevaba. Seega, saavad rajatingimused (4.5) kuju
ol + Typem + Topn = 0,
Tyl + oym + 7yn = 0,
Tpxl + 1)om 4+ o.n = 0.

Kiilgpinna normaali suunakoosinused

[ =cos(v,x) = f, m = cos(v,y) = g, n = cos(v,z) = 0. (4.21)
r r

Kui arvestada vaid viimast, st. n = 0 ja avaldisi (4.20), jaab jadb rajatingi-
mustest alles vaid iiks vorrand

0= 7yl + 7y, (4.22)
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mis on rahuldatud ringsilindri puhul, st. tingimustel (4.21),,. Ka on selge,
et mittelimarvarda puhul elementaarteooria lahend ei sobi, sest normaal pole
enam antud avaldisega (4.21) ja (4.22) ei kehti varda kiilgpinnal.

Siirete leidmine toimub iildistatud Hooke’i seaduse (4.3) ja Cauchy seoste
(3.6) abil. Arvestades pingekomponentide vairtusi:

(= L e, 40 =0 SN -
gx_ﬁa;_EOx Oy T O =Y %y_ax &y_GTxy ’
ov 1 ov Ow 1
<6y:a—y:E[0y—V(0'z+O'm)]:0, ’}/yzza—Fa—y:ETyz 293?,
ow 1 ow oOu 1
(5= g, T gl et el =0 = = e =

Rajatingimused antakse punktis A kujul u = v = w = 0 ja du/dz = Ov/0z =
Ov/0x = 0, st. keelatud on nii poorded kui siirded. Sellistel rajatingimustel
saame

u=—vyz, v=71vrz, w=0. (4.23)

Seega osutub iimarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et ristloiked jddvad
tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteks, oigeks.
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Mairkused:

1. Kui valiskoormus on varda otsale antud tangentsiaalpingetega kujul
(4.18) siis on leitud lahend kehtiv varda suvalise ristloike jaoks. Kui
viliskoormus on aga antud mingil teisel kujul, siis tuleb otspindade
lahedal rakendada Saint-Venant’i printsiipi.

2. Valemite (4.23) tuletamine on iiksikasjalikult esitatud 6pikus S.P. Ti-

moshenko, J.N. Goodier. Theory of Elasticity. McGraw-Hill, 1970. Ve-
nekeelne tolge: Teoria uprugosti, Mir, Moskva, 1975..

3. Opikus <R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967 > on vaa-
deldav iilesanne lahendatud siiretes. Lopuks ndidatakse, saadud lahend
sisaldab elementaarteooriast parit valemit (4.18).
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4.3.2. Prismaatiliste varraste puhas paine

4.3.2 Prismaatiliste varraste puhas paine
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Joonis 4.2: Prismaatilise varda paine.

Vaatleme prismaatilist varrast, mis paindub peatasandis xz varda otstesse
rakendatud vastassuunaliste ja suuruselt vordsete momentide toimel. Koor-
dinaatide alguse paneme varda vasakusse otsa ja ristloike pinnakeskmesse.

Elementaarteooria pohjal

Ex
==
kus R on painutatud varda koverusraadius. Lahend (4.24) rahuldab

o, Oy = 0y = Tyy = Tpz = Ty = 0, (4.24)
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massjoudude puudumisel tasakaaluvorrandeid (4.1) ja rajatingimusi (4.5)
varda kiilgpinnal. Otspindadel on lahend tapne kui véliskoormus jaotub vas-
tavalt avaldisele (4.24). Paindemoment méératakse valemiga

Ex?dA FEI
M:/@MA5/“7 ekl ) (4.25)
A 4 R R
Viimasest avaldisest saame leida varda telje kdveruse
1 M
— = —. 4.2
R EI, (4.26)

Siirete leidmiseks kasutame Hooke’i seadust (4.3) ja Cauchy seoseid (3.6)
(antud juhul on tala teljeks z-telg!)

( ow x
ST TR
ou VT ov VI
V- ® "oy R (4:27)
ou Ov ou Ow ov  Ow
T Tt - T e
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Kui lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem (4.27) samadel rajatingimus-
tel, mis alajaotuses 4.3.1, st. punktis A on keelatud nii siirded kui péorded ehk
u=v=w=0jadu/0z=0v/0z =0v/0r =0kui z =y =2 = 0. Pérast
moningaid teisendusi saame (tuletuskéiku vt. néit. Timoshenko & Goodier)

1

2 2 9
u=—ox[z" + v -yl
2R
Ty v (4.28)
V=——, w=—.
R’ R
Varda koverdunud telje vorrandi saame vottes viimases avaldises © = y = 0O:
22 M 22
== —— =w = 0. 4.29
YT 9T Tomr, Y (4.29)

See avaldis langeb kokku elementaarteooria labipainde avaldisega.

Vaatleme niitid varda suvalist ristldiget z = ¢ (enne deformatsiooni). Peale
deformatsiooni asuvad selle ristldike punktid tasandil

cx
= = — 4.30
=ctw=ct 4, (4.30)
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st. puhtal paindel jadvad ristlotked tasapinnalisteks. Et uurida ristloike defor-
matsioone tema tasandis, vaatleme kiilgi y = £b (vt. joonis 4.2 b)). Pérast

deformatsiooni

yzib—i—@zib(l—%), (4.31)

st., peale deformatsiooni on kiiljed y = +b kaldu. Kaks iilejadnud kiilge © =
+a omavad peale deformatsiooni kuju

1
r=2xa+u==xa— E[CZ +v(a* — %)), (4.32)

st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala pealmine ja
alumine pind pikisuunas nogus ja ristsuunas kumer, st. moodustab sadulpin-
na.
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4.3.3 Paadi puhas paine
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Joonis 4.3: Ristkiilikulise plaadi paine.

Felmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstantse paksusega
plaatide paindeiilesannete puhul. Kui pinged o, = EFz/R on rakendatud piki
y-teljega paralleelseid plaadi kiilgi (vt. joonis 4.3 a)), siis omab plaadi pind
peale deformatsiooni sadulpinna kuju, kusjuures tema koverus xz tasapinnas
on 1/R ning ristuvas suunas v/R. Siinjuures eeldatakse, et ldbipainded on
vorreldes plaadi paksusega viikesed. Téahistame plaadi paksuse h, paindemo-
mendi plaadi y-telje sihilise serva pikkusiihiku kohta M; ja inertsimomendi
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pikkusiihiku kohta I, = h*/12. Niiiid valemi (4.26) pohjal

L M 12M1
R EI, ER’

(4.33)

Kui paindemomendid M; ja Ms mojuvad kahes ristuvas suunas, siis saadak-
se elastse plaadi pinna koéverus paindemomentidest M; ja M, pohjustatud
koveruste superpositsioonina.

Téhistame 1/R; ja 1/Ry plaadi koverused zz jz yz tasandites. Momendid
M ja M, on endiselt moodetud serva pikkusiihiku kohta. Kasutades niiiid
avaldist (4.33) ja superpositsiooniprintsiipi saame

1 12 1 12
R1 Eh3 (M1 — VMQ) E Eh3 (M2 - VMl) (434)

M; ja M, loetakse positiivseteks kui nad pohjustavad positiivsete kiudude
tommet. (4.34) pohjal

Eh3 1 v Eh3 1 v
M=—— (=4 2), My=—" [—+—]. (435
! uu—y%<3{ﬁ&)’ ? ua—u%(35+m> (4:35)
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Viikeste labipainete puhul voib kasutada aproksimatsiooni

1 0*w 1 0w
- -2y - __ 2% 4.36
Rl 8:}52 7 R2 6y2 ( )
Tahistades e
D=—_ 4.
12(1 — 12) (4:37)
ja arvestades (4.36) saame avaldistele (4.35) kuju
O*w 0*w 0*w O*w
My =-D My =—-D : 4.38
=0 (Gaeg). wo o (GEegs). e

Konstanti D nimetatakse plaadi paindejaikuseks.
Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne y-teljega),
siis 0%w/0y* = 0 ja (4.38) saab kuju

0*w 0w
My=-D—-=, My=—-Dvr—:. 4.39
! Ox2’ ’ oy (4.39)

Kui My = My = M, siis ka 1/R; = 1/Rs = 1/R ja plaat paindub sfiariliseks
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pinnaks, nii et (4.35) saab kuju
EW 1 D1+

M=———r—=—=—. 4.40

12— )R R (4.40)

4.3.4 Varda tomme omakaalu maojul

z
Vaatleme dilemisest otsast jdigalt Kkinnitatud
l l I , ristkilikulise ristlotkega varrast. Mahujoud
A
l‘ ‘\T X=Y=0, Z=-—pg, (4.41)
l l
,‘ \‘ ¢ kus pg on varda erikaal.
[ l Varda 1gas ristloikes on nullist erinev vaid temast
y allpool asuva osa kaalust pohjustatud normaalpin-
T ge:

Joonis 4.4: Varda deformatsioon
omakaalu mojul.
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O, =pgz, Oy =0y= Ty =Ty, = Ty, =0, (4.42)
Tasakaaluvorrandid (4.1) on sellise pingejaotuse korral rahuldatud.

Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid varda iilemisel véalispinnal —
seal o, = pgl.

Kuna pidevustingimused pingetes (vt. néiteks Beltrami-Michelli vorrandid
(4.17)) sisaldavad vaid teist jarku osatuletisi pingekomponentidest, siis on
nad antud juhul automaatselt rahuldatud.

Siirded ja deformatsioonid médrame Hooke’i seaduse abil
(

o, =W _0x_ pgz

0 E E’

<6:5:%:@:—1/% (4.43)

T 9 Oy E’ '
ou Ov ou  Ow ov Ow

\%cy:a—y‘i‘@—x:%cz:%+%:7yz:$+a—y:0-

Siirdekomponendid u, v ja w leitakse avaldistest (4.43) integreerimise teel. In-
tegreerimiskonstandid ma#ratakse rajatingimustest punktis A. Jdiga kinnitu-
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se tottu on seal keelatud nii siirded kui poorded, st., punktisx =y =0, z =1
onu=v=w=0jadu/dz =0v/0z = 0v/dxr = 0. Tulemus on jargmine
(tuletuskaiku vt. néit. Timoshenko & Goodier):

vpgrz Vpgyz
R U—_

E E
2, 2 (4.44)
w=PIZ  VPI2 ey P
2F 2F 2F
On selge, et z-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:
P9 12 2

o0 = ——— (17— z7). 4.45
wl, oo = — 5" = ) (1.45)

Teised punktid, st. kus z # 0 voi y # 0, omavad ka horisontaaseid siirdeid.
Seega sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleelsed z-teljega on peale de-
formatsioont z suhtes kaldu. Tala lotked, mis olid enne deformatsiooni risti
z-teljega, moodustavad pirast deformatsioont paraboolse pinna. Naiteks punk-
tid, mis olid enne deformatsiooni tasandil z = ¢ asuvad peale deformatsiooni
pinnal z = ¢+ w|,—.. See pind on risti koigi nende varda kiududega, mis enne
deformatsiooni olid vertikaalsed.




