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4.3.5 Ulesanded

Ulesanne 3. Tala (plaadi) puhas paine. Tala dimensioonid (joon. 4.2): —a < x < a,
—b<y<bjal <z <[ Otstesse z = 0 ja z = [ on rakendatud momendid M. Leida
(alajaotuste 4.3.2 ja 4.3.3 pohjal) tala (plaadi) peatasandi xz ja 16ike z = [ deformeerunud
kuju jargmistel juhtudel:

1. M =2kNm; [ =0, 1m; a = 0,005m; b = 0, 05m;

2. M =10kNm; [ = 1m; a = 0,03m; b = 0, 05m,;

3. M =10kNm; [ = 1m; a = 0,015m; b = 0, 5m;

4. M = 10kNm; [ = 0,5m; a = 0,015m; b = 0, 5m.
Vaadelda kolmest materjalist talasid (plaate):

1. teras: F = 210GPa; v =0, 3;

2. alumiinium: £ = 70GPa; v = 0, 35;

3. vask: £ = 110GPa; v =0, 32.

Hinnata maksimaalse vertikaalsiirde ja tala paksuse suhet, st. seda kas ldbipainded on
véikesed voi ei. Lahendused vt. http://cens.ioc.ee/ salupere/loko.html.
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Elastsusteooria tasandilesanne
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5.1 Tasandiilesande moiste

Selleks, et iseloomustada pingust voi deformatsiooni elastse keha punktis ka-
sutatakse peapinge ja peadeformatsiooni moistet. Pinguse puhul eristatatkse
jargmist kolme juhtu:

o ruumpingus — koik kolm peapinget on nullist erinevad;
e tasandpingus — kaks peapinget on nullist erinevad;

e joonpingus — vaid iliks peapinge on nullist erinev.

Analoogiliselt, st. labi peadeformatsioonide, defineeritakse ruum-, tasand- ja
joondeformatsiooni.

Uldjuhul véib nii pinguse kui deformatsiooni iseloom olla keha erinevates
punktides erinev. Kui igas keha punktis on pingus (deformatsioon) sama ise-
loomuga siis 6eldakse, et kehas on htlane pingus (deformatsioon).

Elastsusteooria iilesannet nimetatakse tasandilesandeks (ehk tasapinnaliseks
tilesandeks) kui deformatsioon voi pinge on kogu keha ulatuses tasapinnaline.
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5.2 Tasanddeformatsioon

Vaadeldaval juhul on koéigis keha punktides deformatsioon tasapinnaline, st.
iiks peadeformatsioonidest on null. Tasanddeformatsioon saab tekkida kui
siirded

u=u(zx,y), v=uv(x,y), w = 0. (5.1)
Vastavalt Cauchy seostele (4.2)
o o o,
83:_837’ Ey_aya 82’_ 82 - Y (52)
ou  Ov ov  Ow ou Ow '
= = 07 Yez = & +—=—=0
0 ox

%y:(?—y—'_@—x’ Vyz—%+a—y—
Selline deformatsiooniseisund tekib pikas kehas, millele méjub keha pinna-

ga (z-teljega) ristuv koormus. Niiteks: pikk tugisein; (metroo)tunnel; pikk /
radiaalselt surutud voll; pika plaadi silindriline paine (NB! Saint Venant’i Pil-
printsiip). did
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Pingete leidmiseks kasutame tildistatud Hooke’i seadust nn. poordkujul (4.4):

Op =N +2ue, = (A4 2p)e, + Aey, Toy = Way,

oy =N+ 2ug, = Aey + (A +2p)gy, Ty = WYy = 0, (5.3)
0. =M+ 2ue, = Negy +¢y), Tox = Yz = 0.
Teisest kiiljest, arvestades Hooke’i seadust kujul (4.3), peab
1
& =% 0. —v(o, +0,)] =0,

kust saame

Tasakaaluvorrandid (4.1):

(Do, 0Ty OTuy
X —
ox dy 0z * ’
01y  Ooy 0Ty,
Y =0
Ox dy 0z - ’
01y, 071y,  Oo,
Z =0
Oz i oy i 0z i
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Arvestades iilesande sisu jadb jéargi kaks vorrandit

Jo,  OTyx
Or Ty X =0,
Ox oy (5.4)
0Ty~ Ooy LY —0 '
Ox dy -
kusjuures ka mahujoud Z = 0.
Rajatingimustest (4.5)
Pvz = Oxl + TyxTN + T,
Doy = Tayl + oym + T,yn,
Pvz = Tzl +Tyom + o.n.
jadb samuti alles 2 esimest vorrandit —
ve — le + Tyz M,
b v (5.5)
Doy = Tayl + oym;

e keha kiilgpind on paralleelne z-tejega ning seetottu normaali suunakoo-
sinus n = 0.
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e p,. = 0 kuna muidu poleks meil tasanddeformatsiooni.

Pidevusvorranditest deformatsioonides (4.6)

(0%, %, Py
Oy? i o2 Oxdy’
d%e, N O%c. 0.
022 0y?  Oyoz’
e, 0%, 0*vi.
Ox? - 022 00z’
0 (émz L Oy 8%,2) _ 0%

oz \ dy 0z ox ) “Oyoz’
O (Ovay O Oz _, 0%¢,
dy \ 0z ox oy ) “0x0z’
0 (O N 0%z Oy _ D%,
| 0z \ Oz oy 0z ) ~0x0y
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jaab alles vaid esimene

Oe, %y 0Py

Oy? - 0x2  Oxdy’ (5:6)

5.3 Tasandpingus

Vaatleme olukorda, kus koigis keha punktides iiks peapingetest on null. Sel-
lisel juhul saame valida Descartes’i ristkoordinaadid nii, et

op =0(x,y), oy=0,(2,y), Toy=Tu(r,y), 0,=7Tp=71,.=0. (57

Selline pingus tekib néiteks 6hukeses plaadis, millele moéjub servades raken-
datud koormus, mis on risti z-teljega.

* JOO-
nis
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Uldistatud Hooke'i seadusest (4.3) saame

r 1 _
€$:E[Ux—y(0'y+0'z)] :%Tya-yy ny:%a
1 o, — VO, Tz
< Ey = E [O-y - V(Uz + 0'1;)] - yTa Yyz = % - O, (58)
1 x 2T

Tasakaaluvorrandid on tasandpinguse korral samad kui olid tasanddeformat-
siooni korral, st. esitatud kujul (5.4).

5.4 Tasandiilesande lahendamine pingetes

Viaga sageli lahendatakse elastsusteooria iilesanded pingetes, sest sellel mee-
todil on vorreldes siiretes lahendamisega moned eelised:

e sageli ongi iilesande lahendina vaja leida vaid pingeid, siirded on tei-
sejargulise tdhtsusega ning neid polegi vaja leida;
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e iildjuhul on siirete avaldised vorreldes pingete avaldisega tunduvalt kee-
rukamad.

Tundmatud: pingetensori komponendid o, 0, ja 7.y.
Esmalt peame pidevustingimuse (5.6)

D%e, N 0%y _ Py
oy?2  O0x*  Oxdy

avaldama pingetes. Selleks kasutame iildistatud Hooke’i seadust kujul (5.8)
kust leiame vajalikud osatuletised labi pingete:

(0%, 1 (8203; 82%)

Oy? " E oy . 0y?
0% 1 (0% 0%c,
<87§:E(8x2y_y(93:2)’ (5.9)

Py 101y 2(14v) 0%y

| 0z0y  Goxdy — E  0x0y’
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Seega saab pidevustingimus kuju

0?0, d%o, d*o, 0?0, 01y
(@yQ _V8y2)+(8x2 _VaxQ) —2(1—|—V)axay. (5.10)

Viimasest avaldisest saab tasakaaluvorrandite (5.4) abil ellimineerida nihke-
pinge. Selleks diferentseerime (5.4), x jargi ja (5.4), y jérgi

827'3/35 Po, 0X

oxdy 022 Oz’

827xy _ _62% B 8_Y

Oxdy oy2 Oy
Eeldades, et mahujou on konstantsed, saame viimaste liitmise tulemusena
82Tyx B 0%, 82%

= — — : 12
Ox0y ox?  Oy? (5.12)

(5.11)

2

Asendades viimase tulemuse pidevustingimusse (5.10) saame peale teisendusi

0*(ox + 0y) N 0*(o, + o)

5 5o =0, (5.13)
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Kasutades Laplace’i operaatorit V? saame viljendada tasandiilesande pide-
vustingimuse pingetes kujul

V*(o, +0,) =0. (5.14)

Tasandiilesande lahendamine pingetes lihtsustub oluliselt kui tuua sisse Airy’

pingefunktsioon ¢(x,y), mis on seotud pingekomponentidega jargmisel kujul:
0% 0% 0%

Oy? Y Ox? - 0x0y Y (5.15)
kus X ja Y on konstantsed mahujoud. Alternatiivne voimalus siduda pinge-
komponendid ja pingefunktsioon:

D*p D*p
=— —Yy; = — . 5.16
VT 9a2 4 Ty Ox0y (5.16)
Nii (5.15) kui (5.16) korral on tasakaaluvorrandid (5.4) automaatselt rahulda-
tud. Pannes selliselt defineeritud pingekomponendid pidevustingimusse (5.14)
saame btharmoonilise vorrands

Do Dp
% (@ + W) =V* (V%) = 0. (5.17)
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Lahti kirjutatult saab viimane kuju

o ot o
— 4+ 2 = 0. 1
Oxt * 0x20y? * oy* 0 (5.18)

Funktsiooni, mis rahuldab biharmoonilist vorrandit (5.17) voi (5.18) nimeta-
takse biharmooniliseks funktsiooniks.

Kuna tasakaaluvorrandid on antud juhul automaatselt rahuldatud, siis
taandub tasandiilesande lahendamine pingetes neljandat jarku osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Siinjuures tuleb loomulikult ar-
vesse votta pingetes antud &didretingimusi. Peale pingefunktsiooni leidmist
médratakse pingetensori komponendid (néiteks avaldistest (5.15)). Seejérel
saab {ildistatud Hooke’i seaduse abil leida deformatsioonikomponendid ja
Cauchy seostest siirdekomponendid.

Tegelikult on pingefunktsiooni leidmine mitmel juhul suhteliselt lihtne. Vasta-
vat meetodit voib nimetada poolvastupidiseks meetodiks. Selle pohjal antakse
pingefunktsioon ette kas poliinoomina voi trigonomeetrilise reana, mis si-
saldavad médramata konstante. Viimased méiratakse iilesande lahendamise
kéigus ddretingimuste ja biharmoonilise vorrandi abil.
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5.5 Biharmoonilise vorrandi lahendamine
poliinoomides

Kui valjendada Airy funktsioon poliinoomina

a c a bs ds
wz(—2x2+bgfvy+—2y2>+ — gty 2 xy+ Sy’ +—y +
2 2 3-2 2 (5.19)

+(&x T S P 3 I ) +—y)+
4-3 32 2 3-2 4-3

saab konstrueerida terve rea tasandiilesande lahendusi. Vaadeldav lahenemis-
viis on rakendatav kui uuritakse ristkiilikulisi plaate voi talasid. Mahujoud,
k.a. keha kaal, hiillgame. Kéesolevas alajaotuses vaatleme talasid, mille pikkus
on [, korgus 2c¢ ja laius 1. Tala teljeks on z-telg ja y telg on suunatud iiles. Ku-
na lineaarses elastsusteoorias kehtib superpositsiooni printsiip, siis vaatleme
algul poliitnoome kuni 5. astmeni eraldi. Jargmises alajaotuses konstrueerime
saadud tulemuste abil erinevaid lahendeid.

Tjoonis
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A) Ruutpoliitnoom

a C
o2 = a’ + byry + Sy (5.20)

Sellise valiku puhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahulda-
tud. Mahujoude hiilgamise puhul saame avaldistest (5.15) pingekomponendid
kujul

Oy =C2; Oy =Q2; Tuy = —Dbo. (5.21)

02~if.._1....f ﬁ*&?--L—L— 5 Selline pingeseiﬂsund té}iendab as > 0 .ja

4 ' : *‘“ co > O.p‘uhul iihtlast tommet kahes ris-

""T ‘%;“" p tuvas sihis koos iihtlase nihkega by > 0.

"'*T T"' Vastavad rajatingimused on esitatud joo-

e ey e sy e ey ey e nisel 5.1. Vottes osa poliinoomi koefitsen-
A

te vordseks nulliga, saab rajatingimusi va-

Joonis 5.1: Ruutpoliinoomile vastavad ra- rieerida.

jatingimused.
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B) Kuuppoliinoom

as b d
— 3 5.22
©3 32$+2$y+2xy+3 2,@/ (5.22)

Ka antud juhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahuldatud.
Pingete avaldiste (5.15) pohjal aga

o, =c3r +dgy; oy =asxr +bsy; Ty = —bsr — c3y. (5.23)

v TVt b pd g e
| A 2‘ rzfr_yz bl
; 1 =
=g =3 { |
= - (T T T 40

a) b)

Joonis 5.2: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: a) d3 # 0, a3 = b3 = ¢3 = 0 ja
b) bg%o, G3203:d320
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e Valides niiiid vaid d3 # 0 saame puhtale paindele vastava pingeseisundi.
Vastavad rajatingimused on esitatud joonisel 5.2 a).

e Vaid b3 # 0 — pindadel y = +c mdjuvad pinged o, = +b3y ja 7, = —bsx
ning pinnal = [ pinge 7,,, = —b3l (joonis 5.2 b)).

o Vaid c3 #0 ...
oVaidag#O...

Teist ja kolmandat jarku poliinoomide puhul polnud vaja esitada taiendavaid
kitsendusi poliinoomide koefitsentidele, sest biharmooniline vorrand oli auto-
maatselt rahuldatud. Kérgemat jédrku poliinoomide puhul pole asi aga enam
nii lihtne.
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C) Neljandat jiarku poliinoom

aqg 4 by 3 C4 9 9 dy 3 €4 4
_ -4 = — . .24
04 4.335 +3'2:z:y—|—2a:y —|—3.2xy +4_3y (5.24)

Niiiid on biharmooniline vorrand (5.18) rahuldatud vaid juhul kui
ey = —(264 + CL4) (5.25)
ning pingekomponendid (5.15) saavad kuju

o, = cqx’ + dyxy — (2¢4 + a4)y2;

oy = a2 + baxy + cay*; (5.26)
T, :—%IZ—ZCJZ _ i
Kuna koefitsentide ay, . . ., dy valik on vaba, siis on (5.26) abil voimalik kirjel-

dada mitmesuguseid rajatingimusi. Naiteks kui vaid d4 > 0 on nullist erinev
poliinoomi koefitsent, siis

d
op =dyzy; 0y =0; Ty = —éy? (5.27)
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7 —~— e G 4l Vastavad rajatingimused
Lo
) g - z y==Fc, Ty = _54627
} { Loan =0, Tp=—7Y
Ly i
— { o= L, Ty = —EyZ, 0 = dyly

Joonis 5.3: Neljandat jérku poliinoomile
vastavad rajatingimused d, > 0 ja on kujutatud joonisel 5.3.
ay = b4 = C4 = 0 puhul.

Vaatleme iihikulise paksusega plaati. Leiame plaadi kontuuril mojuvatest
pingetest pohjustatud joupaaride momendid (vt. joonis 5.3).
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( c 3
d4lC
M(Txy):—2/\7my\ldy:...:— 3
0
$ M(7ye) = 2|7yl lc = ... = dylc®, (5.29)
¢ 2dylc?
M(ax):—Q/ opydy = ... = — e
\ 0 3

Seega on antud juhul (st. juhul kui moéda plaadi kontuuri on rakendatud
joonisel 5.3 kujutatud pindjoud) plaadile méjuv jousiisteem tasakaalus.

Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis saaksime aval-
distest (5.26)

Oy = 4 — 2¢4y°; oy = cay’: Toy = —2C4TY. (5.30)

Jne., jne.
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D) Viiendat jarku poliinoom
as bs > Cs ds J5
= — — 5.31
po= gt Lt g Y +4 o'+ gy (5:31)
Niiiid on biharmooniline vorrand (5.18) rahuldatud kui
_ 1
—(265 + 3&5) ja f5 = —g(bg) + 2d5) (532)
Pingekomponendid
/ 32905
Op = =
Oy?
0” s
82905
Tu —
\ Y 8x8y
Valides vaid d; > 0 nullist erinevaks poliinoomikoefitsendiks, saame pinge-
jaotuse
2
o, = ds(2*y — ay?’), oy = §d5y3, Toy = —d5y°. (5.34)
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Viimasele vastavad rajatingimused
( L, 3 2
y==xc, o,= :|:§d5c , Tye = —dsTC
2d5y°
< €r = 0, Oy — — ;y , Ty = O, (535)
2
L L = l7 Oy = d5<12y - 53/3)7 Try = _d5ly2'

Kuna biharmooniline vorrand (5.18) on lineaarne diferentsiaalvorrand, siis
on tema lahendiks ka suvaline lahendite superpositsioon. Seega, liites eespool
leitud elementaarlahendeid, saame leida meid huvitava probleemi lahendi.




