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Peatiikk 6

Ohukeste plaatide paine

6.1 Plaatide paindeteooria pohimoisted ja hiipoteesid
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Plaat on prismaatiline voi silindriline keha, mille korgus on véiike vorreldes
teiste dimensioonidega.! Harilikult nimetame seda korgust plaadi paksuseks
ja tahistame h.

Pinda, mis jagab plaadi paksuse kaheks vordseks osaks, nimetatakse plaadi
keskpinnaks.

Koordinaatteljed valime nii, et x ja y teljed on kesktasandil ning z telg on
suunatud alla (joonis loengus). Plaadi pikkuse téhistame a ja laiuse b.

Plaadile méjuva koormuse saab alati lahutada kaheks komponendiks.
e Plaadi keskpinnaga ristuv koormus ehk péikkoormus
— Plaadi paine
e Plaadi keskpinna sihis mojuv koormus

— Stabiilsus — kriitiline koormus — molkumine

ITihti defineeritakse plaat kui kooriku erijuht. Koorik on konstruktsioonielement, mille iiks médde on
teistega vorreldes véike. Plaat on koorik, mille kdverus on null, st. mida iimbritsevatest pindadest kaks on
paralleelsed tasandid.
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Plaatide liigitus.
Paksuse jdrgs.
e Paksus voib olla nii konstantne kui muutuv.

o Ohukesed ja paksud. Ohukeseks? loetakse plaati, mille lithema kiilje pik-
kuse b on vihemalt viis korda suurem kui paksus h, st., b/h > 5.

Materjali omaduste jdrgs.

e isotroopsed plaadid — metallplaadid
e anisotroopsed plaadid

— ortotroopsed plaadid — vineer, ristsarrusega raudbetoonplaat
(norgalt ortotroopne)

2R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967
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Painde iseloomu jdrgi.

e Jdigad plaadid. Kui plaadi maksimaalne ldbipaine on vorreldes plaadi
paksusega viike, siis votavad enamuse véliskoormusest vastu paindemo-
mendid ja pdikjoud. Selliseid plaate nimetatakse jdikadeks. Metsaveere?
pohjal on viike ldbipaine 10% paksusest, Eegi ja Poveruse* pshjal aga
1/3.

e Membraanid. Kui ldbipainded iiletavad mitmekordselt (Eek & Poverus:
5 korda) plaadi paksuse, siis votavad enamuse koormusest vastu plaadi
kesktasandis tekkivad pikijoud — nn. aheljoud. Selliseid plaate nimeta-
takse membraanideks.

e Painduvad plaadid. Plaate, mis pole ei jdigad ega membraanid nimeta-
takse painduvateks.

Jaikade plaatide puhul hiiljatakse ahelpinged, membraanide puhul painde-
pinged. Painduvate plaatide korral tuleb aga arvesse votta molemad.

3J. Metsaveer, Plaatide arvutus ja tasandiilesanne, Tallinn, 1987
4R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967
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Kuna maksimaalne léibipaine soltub mf)juvast koormusest, siis vOoib sama

Kidesolevas kursuses Uaatleme vaid ohukesi tihtlase paksusega 1sotroopserd
gaiku plaate. Sellise plaadi t66 koormuse vastuvotmisel on paljuski sarna-
ne tala todle. Samas aga on sisejoudude ja toereaktsioonide leidmisel olulisi
erinevusi.

Ohukeste jiikade plaatide paindeteoorias on kasutusel terve rida lihtsus-
tavaid hiipoteese, mis on sarnased tugevusopetuses kasutatavatele. Sa-
mas ei késitleta plaate tugevusopetuse vaid hoopis elastsusopetuse raames
iilesannete keerukuse tottu.

Hiipoteesid

1. Plaadi keskpind ei pikene ega lithene vaid ainult paindub (koverdub).

e See viitab jdiga plaadi definitsioonile.

e Kesktasandi punktide siirded on vaid z telje sihis, plaadi pinna sihis
on siirded nullid.
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2. Sirged, mis enne paindumist olid keskpinnaga risti, jadvad ka peale pain-
dumist keskpinnaga ristuvateks sirgeteks.

e Analoogia talade juures kasutatava ristloigete tasandilisuse
hiipoteesiga.

3. Plaadi motteliste kihtide vahelised kaugused paksuse sihis paindumisel
el muutu.

e Plaadi keskpinna siire w = w(z,y).

4. Plaadi paksuse sihilised normaalpinged hiiljatakse véiksuse tottu, st.
o, =0.

e Kuna plaat on 6huke, siis ei mojuta see lihtsustus oluliselt lahendit.

5. Koormus mojub plaadi pinnaga risti ja on esitatud ruumjouna:

Ze.2) = o (155l (6.1)
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e Selline koormussedus annab vélispinnale z = £0, 5h nullise koormu-
se, plaadi keskpinna iihiku kohta aga summaarse koormuse

02
/ Z(x,y,z)dz = ... =p(x,y). (6.2)
—h/2

e Tavaliselt vaadeldaksegi plaadi keskpinnal mojuvat koormust kujul
p(z,y).

6.2 Plaadi ldbipainde ja plaadi punktide siirete ning
deformatsioonide vahelised seosed

Plaadi kesktasandi punktide vertikaalsiiret w(x, y) nimetatakse libipaindeks.

Esimese kolme hiipoteesi pohjal on voimalik avaldada plaadi suvalise punkti
siirdekomponendid « ja v ldbipainde w(x,y) kaudu.

Vaatleme plaadi keskpinna normaali punktide A ja B liikumist paindel (joonis
loengus!) ja leiame siirdekomponentide u ja w vahelise seose.
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e Vastavalt tehtud hiipoteesidele saab keskpinna punkt A liikuda vaid ver-
tikaalselt. Keskpinna normaal peab aga jédma ka peale deformatsiooni
risti kesktasandiga, seejuures AB = A'B’ = 2.

e Plaadi keskpind punktis A poordub nurga « vorra. Sama nurga vorra
poordub ka sirge AB.

e Seega punkti B siire z telje sihis u = —z sin a.

e Kuna nurk « on viike, siis

ow

= (6.3)

ax~sinoa ~ tana =

Analoogiliselt saame siduda ka siirdekomponendid v ja w. Kokkuvottes oleme
saanud valemid

U = _Z(?_w ja v = —za—w. (6.4)

ox
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Cauchy seoste (3.6) ja valemite (6.4) pohjal

Yoo Toxr Y oy T oy Tay = oy Or Oxdy’
(6.5)

6.3 Plaadi elastse pinna vorrand

Lahtume tasakaalu diferentsiaalvorranditest (2.6)

(Do, 0Ty OTu

X =0
ox oy 0z * ’
01y  Ooy 0Ty

Y =0
Ox dy 0z o ’

0Ty N ory, 0o,

( Oz dy 0z

e Diferentseerime esimest tasakaaluvorrandit x jargi, teist y jargi ja kol-
mandat z jargi.
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e Arvestades nihkepingete paarsusseadust saame ellimineerida 7,, ja 7,..

e Arvestades et 0, = X =Y = 0 ja Z on antud avaldisega (6.1) saame
1opuks vorrandi

o, 0Py 0oy ~zp(z,y)

2 — 6.6
ox? + 0x0y * Oy? i (6:6)
kus suurus
. B3 .

kujutab endast plaadi ristloike inertsimomenti pikkusiihiku kohta, st., inert-
simomendi intensiivsust. Niiiid rakendame Hooke’i seadust kujul

E E E
Omzm(‘gx‘{’ygy)a ay:m(5y+y5$), Txy:m%y
(6.8)

koos seostega (6.5) ning saame pingete ja ldbipainete vahelised seosed
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( - Ez 0w N 0%w
Oa 1— 2\ a2 " oy )’
Ez 0w 0%w
< O'y:—]-_y2 <ay2+yax2)7 (69)
Ez 0%w
\ Ty =T [(1 a V)&an]

Pannes viimased pingeavaldised vorrandisse (6.6) saamegi plaadi elastse pin-

na vorrandi o o o : )
w w w  plx,y
2 = . 1
Oxt i 0x20y? * oy D (6.10)

Suurust B e
i
D = = 6.11
1—v?  12(1 —v?) (6.11)
nimetatakse silindriliseks paindejiikuseks. Suurust E/(1 — v?) voib siinjuu-
res nimetada plaadi taandatud elastsusmooduliks. Vorrand (6.10) on jéllegi

biharmooniline vorrand.
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Plaadis mojuvate pingete leidmiseks tuleb seega koigepealt lahendada bi-
harmooniline vorrand (6.10). Tulemusena saame plaadi ldbipainde avaldise
w(x,y). Seejérel saame seoste (6.9) abil leida pinged o, 0, ja 7,,. Nihkepin-
gete 7, ja 7,, madramiseks tuleb kasutada kahte esimest tasakaaluvorrandit,
kust saab avaldada osatuletised 07,,/0z ja 07,./0%. Peale integreerimist z
jargi rajatingimustel 7,, = 7,, = 0 plaadi pindadel z = 30, 5z saame

( B 1 (%2 _22> (8310 OPw )

faz = 2(1 —v?) \ 023 i dz0y?

\ (6.12)
B _E <hZ - 22) Pw  Pw
LT T T (1 =07 \ 0220y | oy
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6.4 Sisejoud

Talade korral moisteti sisejoudusid kogu tala laiuse ulatuses, st, sisejouks
nimetati mingis ristléikes mojuvat summaarset joudu voi momenti. Plaatide
korral on kasutused teistsugune lahenemine. Siin nimetatakse sisejouks hoopis
sisejou intensiivsust. Teisisonu, painde- ja vddndemomentide ning poéikjou
asemel vaadeldakse vastavaid suurusi pikkusiihiku kohta.

Taladest erinev on ka paindemomentide ja poikjou tahistus. Plaatide puhul on
kombeks tdhistada pinge o, poolt pohjustatud paindemomenti M, ja o, poolt
pohjustatut M,. Pingest 7,, ja 7,, pohjustatud poikjoudusid téhistatakse
vastavalt @), ja ),. Seega viitab plaatide korral paindemomendi ja poikjou
tahises olev indeks vaadeldava ristloike normaali sihile. Vddndemomendid
T,, = T, on pohjustatud nihkepingetest 7,, = 7, (joonis loengus).

Painde- ja vidndemomendid. Momentide arvutamine kéib tavapérasel moel
ning arvestades avaldisi (6.9) saame painde- ja vddndemomendid esitada
ldbipainde w kaudu:
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( h
2 0w 0w
Mx:/_%zaxdz: —D (83}2 +1/ay2),
2 0w 0w ]
s M, = g zo,dz = —D o + vy ) (6.13)
h
2 0w
\ Ty = /_% 2Tpydz = —(1 — V)D&an.
Poikjoudude jaoks saame avaldised
( h
2 OPw OPw
x — xzd =—-D )
© /@ Tazt2 (0:173 i 8x8y2)
X i (6.14)
0 _/2 D Ow +33w
\ b —% et ox20y  oy* )

Mdrgireeglid kattuvad talade juures kasutatavatega. Positiivne paindemoment
pohjustab positiivsete kihtide (z > 0) tommet. Positiivne poikjoud mojub
positiivsel pinnal z telje positiivses suunas.
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Vastupidised seosed (joonis loengus):

4 (6.15)
o 3@33 22 B 3Qy 22
7= o (“%)’ e = o\

On selge, et paindepinged o, ja o, ning nihkepinge (vééndepinge) 7., muu-
tuvad ristloikes lineaarse seaduse pohjal ning omavad ekstreemseid vaartusi
kohal z = 30, 5h. Nihkepinged 7., ja 7,, muutuvad aga ruutparaboolse seduse
jargi omades maksimumi kohal z = 0 (joonis loengus).

6.4.1 Toereaktsioonid

Talade korral on reaktsioonjoud arvuliselt vordsed poikjouga toe korval. Plaa-
tide puhul on olukord aga pisut komplitseeritum, sest reaktsioonjoud R,
(mojub z telje sihilise normaaliga pinnal) ja R, peavad tasakaalustama ka
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plaadis tekkinud vadndemomendi moju ja néiteks reaktsioonjoud

kus @, on vidindemomendi poolt tekitatud nn. tédiendav poéikjoud. Selgi-
tuseks vaatleme kahte korvutist vordse laiusega dy elementaarristkiilikut
ristldikes, mille normaal on z telje sihiline (joonis loengus). Parempoolsel
ristkiilikul mojub summaarne vddndemoment 7},dy ja vasakpoolsel (T, +
(0T, /0y)dy)dy. Asendame need vadndemomendid joupaaridega (F,, —F}) ja
(Fl,—F)), kus F, =Ty, ja F, = T,,+(071,,/0y)dy. On selge, et kahe elemen-
taarristkiiliku iihisel serval on nii tekkinud taiendav poikjoud dFF = F.—F, =
(0T, /0y)dy. Selline tidiendav poikjoud tekib igas elementaarristkiilikus laiu-
sega dy. Tahistame selle jou intensiivsuse @, = dF'/dy = 01}, /0y. Korrates
sama protseduuri y telje sihilise normaaliga ristloike jaoks saame tédiendava
poikjou intensiivsusega @, = dF/dx = 0T, /0x. Reaktsioonjoud on seega

( 3 3
Re=Qut Q=+ p|2 ) 20
dy ox3 0x0y?
X 3 3 (6.17)
R,=Q,+Q,=Q 1w p a—w+(2—u) o w
7 Y v Y Ox Oy3 0x20y |
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Selliselt sisse toodud joupaarid annavad aga lisaks mooda kiilgi jaotunud
reakstioonjoule (reakstioonjou intensiivsusele) veel tdiendavad koondatud

reaktsioonjoud
R, =T, + T, =2T,, (6.18)

plaadi nurkadesse. Vastavate reaktsioonjoudude positiivsed suunad on
néidatud joonisel (mis esitatakse loengus). Nende koondatud reaktsioonide
sissetoomise vajadus tuleneb faktist, et plaadi nurgapunktides puuduvad vaa-
deldud elementaarristkiilikutel tasakaalustavad naaberristkiilikud.

6.5 A#retingimused

Biharmoonilise vorrandi lahendamiseks on vaja teada vajalikul hulgal raja-
ehk serva- ehk daretingimusi. Kuna vorrandi jéark on molema koordinaadi (x
ja y) jérgi neli, siis on vaja molema koordinaadi jargi ka neli dédretingimust.
Teisisonu, iga plaadi serva jaoks kaks tingimust. Fiiiisikaliselt peavad need
tingimused vastama plaadi serva kinnitusviisile. Vaatleme jargnevalt nelja
juhtu (joonised loengus).
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1. Jiigalt kinnitatud serv ehk kinnisserv. Sellise kinnitusviisi korral ei saa
plaadi serv omandada deformatsiooni kidigus ei poordeid ega siirdeid ja
adretingimused on esitatavad kujul

0 0
w =0, % —0  ja/voi a_Z =0 (6.19)
2. Vabalt toetatud serv voi liigendiga kinnitatud serv. Antud juhul ei saa
plaadi servapunktid siirdeid, kui podrded on lubatud. Selliselt toetatud plaadi

serv ei vota vastu momente ja dédretingimused saavad kuju

w =0, M, =0  ja/voi M, = 0. (6.20)
Avaldise (6.13) pohjal M, = —D (g%’ + V%%“). Kuna mooéda sirget serva
tuletis ?;7"‘5 = 0 (sirge teine tuletis on alati null), siis saavad ddretingimused
kuju (kasutades M, jaoks analoogset ldhenemist)
0w R 0%w
w = 0, w =0 J&/VOI a—y2 = 0. (621)

Siin valem (6.21), vastab tingimusele M, = 0 ja (6.21), vastab tingimusele
M, = 0.
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3. Vaba serv. Sellise serva punktid voivad saada nii siirdeid kui péordeid. Ar-
vestades daretingimuste fiilisikalist sisu peavad nii paindemoment kui reakt-
sioonjoud olema vabas servas nullid.

R,=0 ning M,=0 ja/véi R,=0 ning M,=0. (6.22)

Arvestades reaktsioonjoudude ja paindemomentide avaldisi saame viimase
esitada kujul

( 3w FPw 9w 0w
%JF(Q_V)(%:O%_O’ WJFV@—?JZ_O
{ ja/voi (6.23)
3w FPw 0w 0%w
AL S e Yy
L Oy + V)&EQ@y 0, Oy? gy 0

Kuna algne sirge vaba serv ei pruugi deformeerudes jadda sirgeks, siis siin
enam taiendavaid lihtsustusi teha pole voimalik.
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4. Stimmeetriatelg. Kui plaat ja koormus omavad iihist siimmeetriatelge ja
toetusviis on samuti siimmeetriline, siis on ka ldbipaine w siimmeetriline. Sel
juhul piisab kui lahendada plaadi vorrandi vaid iihel pool siimmeetriatelge.
Stimmeetriatelge ennast aga vaadelda kui tinglikku (virtuaalset) serva, kus
rajatingimused juhul kui siimmeetriateljeks on x ja/voi y telg avalduvad kujul

ow ow

e 0, Q:=0 ja/voi 8_y =0, Q, = 0. (6.24)
Arvestades poikjou avaldisi saame viimastele kuju
Ow Pw  Pw Ow Pw  Pw
— =0 =0 ja/ Vol — =0 = 0.
Ox ’ Ox3 i OxOy? Ja/vol dy ’ 0x20y - oy




