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Peatiikk 3

Deformatsioon

3.1. Siire ja deformatsioon 80

3.1 Siire ja deformatsioon

3.1.1 Cauchy seosed

Vaatleme deformeeruva keha meelevaldset punkti A. Algolekus on tema koor-
dinaadid z,v, z. Valisjoudude toimel liigub ta asendisse A’ koordinaatidega
2y, 2. Vektorit AA’ nimetatakse punkti A siirdeks ehk siirdevektoriks.!

Eristame kahte liiki siirded:

e keha kui terviku siirded (toimuvad ilma deformatsioonideta) — jdiga
keha mehaanika?

e siirded, mis on seotud keha deformatsiooniga — kéesolevas kursuses vaa-
deldakse vaid selliseid siirdeid.

Siirdevektori koordinaattelgede =z, v,z sihilisi komponente téahistatakse
u, v, w, st.,
u=21a —uz, v=1 —y, =2z — 2. (3.1)

!Siirde siinoniiiim on paigutis.
2Mitmed pideva keskkonna mehaanika 6pikud nimetavad selliseid siirdeid jdigaks deformatsiooniks.
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Joonis 3.1: Normaal- ja nihkedeformatsioon.
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Kui keha deformeerub, siis peavad erinevate punktide siirded olema erinevad,
st.

Y

u=u(x,y,z), v=uv(x,y,2), w=w(z,y,2). (3.2)

Vaatleme 16pmata véikese risttahuka kahe serva kditumist x, y tasandil (joon.
3.1). Enne deformatsiooni:

e AB=dx ||z ja AC =dy || y;

e Punktide koordinaadid: A : (z,y); B : (z +dx,y); C: (z,y + dy).
Peale deformatsiooni: A — A’; B — B’ ja C — (. Vastavad siirded:

e Punkt A: u ja v;

e Punkt B: u + g—zdx ja v+ g—;dx;

e Punkt C: u + g—zdy ja v+ g—gdy;
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Kuna lineaarses elastsusteoorias on koik muutused véikesed, siis on vaikesed
ka servade AB ja AC pooérdenurgad, st., cosf ~ 1, sinf3 ~ ( jatang ~ (.

Seetottu loikude AB ja AC' suhtelised pikenemised (koordinaatide x ja y
sihilised normaaldeformatsioonid)

.

AB —AB A'B"—AB  (dz—u+u+%%dz) —dz %dx  Ou
8.’E = =~ — f— = —,
AB AB dx dx ox
< v v
AC —AC  AC"—AC  (dy—v+o+Gidy) —dy  Gdy oo
Ey = ~ = — —_
Y AC AC dy dy dy
\
(3.3)
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ou
c'c” 5,y ou
~t = = =...=—
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\

Nihe ehk nihkedeformatsioon on defineeritud kui algse tdisnurga muutus, st.
nihe xy tasandil

ou Ov

" or (3.5)

7xy261+62:
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Analoogiliselt saab leida suhtelised pikenemised ja nihked teistel koor-
dinaattasanditel. Kokku saame kuus seost deformatsioonikomponentide
ExsEys €2, Yays Vyz» Vo= J& siirdekomponentide u, v, w vahel:

( ou ov ow
5$:%7 gyza_ya gzzga
! (3.6)
ou Ov ov  Ow ou Ow
\fywy:a_y_*_%a ’Vyzza_{_a_ya ’sz:%‘F%-

Saadud seoseid nimetatakse tihti Cauchy vorranditeks voi Cauchy seosteks .

Mirgireeglid:

e pikenemisele vastav normaaldeformatsioon on positiivne;

e koordinaattelgede  positiivsete  suundade  vahelisele  téisnurga
viahenemisele vastav nihe on positiivne.

Jareldus: Positiivsed pinged pohjustavad positiivseid deformatsioone.

3.1. Siure ja deformatsioon 86

3.1.2 Orienteeritud 16igu pikenemine

Vaatleme kahte l6pmata ldhedast punkti A ja B, kusjuures vektor
AB = dr = (dz,dy, dz). Siinjuures on vektori dr suunakoosinused [, m ja n.

o s f
//
dr/ /
/7 |dy
{4' dx
A
P
X

Joonis 3.2: Loigu AB deformatsioon
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Vastava joonelemendi AB suhteline pikenemine (deformatsioon)
 A'B'— AB

Er 1B (3.7)
Siin
[ AB = \/da? + dy?® + dz? = dr,
ou 2 ov 2 ow 2
A'B = — — — = ...
< Wﬁ 00 ) e (e Za) (e Y =
ou Ov ow

Kombineerides kahte viimast avaldist ning hinnates liikmete suurusjérke saa-
me

lau N v N ow
g =l—+m— +n—.
" or or or
Teisendades osatuletised r jargi osatuletisteks koordinaatide x, y, 2 jargi, saa-

me3

(3.9)

e, = %e, + m25y +n’e, + ImYgy + mny,. + Invyy.. (3.10)

3Detailset tuletusksiku vt. R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 19671k. 279-282.
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Rakendus tensomeetrias. Olgu vaja méédrata ry tasandi meelevaldses punktis
suhtelised pikenemised €, ja ¢, ning nihe 7,,. Kuna antud juhul on n = 0,
siis saame valemile (3.10) kuju

er = ey +mey + lmyy,. (3.11)

Kaks lahendust:

1. Vaadeldava punkti {imbrusse asetatakse kolm suvaliselt orienteeritud
tensomeetrit (joon. 3.3). Tensomeetrite lugemid esitavad valemi (3.11)
vasakut poolt kolme erineva orientatsiooniga 16igu jaoks. Kuna tenso-
meetrite orientatsioon on teada (s.o. maaratud sihikoosinustega [, m,n)
saadakse kolmest lugemist kolm vorrandit otsitavate suuruste e, €, ja
Vzy Médramiseks.

2. Kui orienteerida kaks tensomeetrit telgede x ja vy sihis, siis saame de-
formatsioonid €, ja €, otse tensomeetrite lugemitest, v,, aga avaldame
vorrandist (3.11)

e, — [%c, —m?e
Yoy = o = (3.12)
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Uldjuhul on kolmas tensomeeter koordinaattelgede suhtes 45° nurga all.
Seega | =m = v/2/2 ja

Yoy = 26r — €5 — €y (3.13)
by a) by 5)
€rs %
Cf:_: 450
\
€r1 CX
X X
o i
Joonis 3.3: Tensomeetria naide.
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3.2 Deformatsioonitensor

Suhtelistest pikenemistest ja nihetest saab moodustada deformatsioonitensori

1 1 T
€z 9Vzy Vaz

E= 3% & 3V (3.14)

_%'Yzm %f}/zy €z
Erinevalt pingetensorist on siin nihete kordajaks 0, 5. [lma selliste kordajateta
ei alluks pingetensor tensorarvutuste reeglitele.

Analoogiliselt pingetensoriga saab ka deformatsioonitensorile leida
peaviartused ja peasuunad (ehk peavektorid) ning invariandid — tuleb
lihtsalt rakendada analoogilisi valemeid ja arvutuseeskirju.
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3.3 Ruumdeformatsioon ehk suhteline mahumuutus

Uldjuhul keha ruumala (maht) muutub deformatsiooni kiigus. Vaatleme
lopmata véikest risttahukat, mille ruumala enne deformatsiooni oli dV =
dxdydz. Serva AB pikkus enne deformatsiooni (vt. joon. 3.1) on dz ja peale
deformatsiooni dx; = dx(1 + €,). Analoogiliselt dy — dy; = dy(1 + ¢,) ja
dz — dz; = dz(1 + ¢€.).

Keha ruumala peale deformatsiooni leiame ldhtudes eeldusest, et suhtelised
pikenemised ja nihked on vaikesed. Parast moningaid teisendusi, mille kaigus
hiiljatakse ka teist ja kolmandat jarku véikesed liikkmed, saame deformeerunud
elementaarristkiiliku mahuks dV; = dz1dy1dz; = dV(1 + ¢, + €, + €) ning
suhteliseks mahumuutuseks

AV —av

0
av

=g, + €yt €2 (3.15)
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3.4 Pidevustingimused

Cauchy  vorrandid  (3.6) seovad kuus deformatsioonikomponenti
Exy Eys €25 Vays Vyz» Yar Kolme siirdekomponendiga u, v, w.

e Kui on antud kolm siirdekomponenti wu,v,w, siis vorrandite (3.6)
abil on voimalik iiheselt mé&#rata kuus deformatsioonikomponenti

ExyEyy €2y Vays Vyzr Vaz-

e Kui on antud kuus deformatsioonikomponenti e,,ey, ., Vay, Vyz> Yoz
siis pole vorrandite (3.6) abil voimalik kolme siirdekomponenti u, v, w
{theselt méadrata. Uhese lahendi saamiseks tuleb sisse tuua kuut defor-
matsioonikomponenti siduvad lisatingimused (lisavorrandid). Neid lisa-
tingimusi nimetatakse pidevustingimusteks.*

4Pidevustingimusi nimetatakse ka pidevusvérranditeks véi sobivustingimusteks. Ingl. k. compatibility con-
ditions.
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Alternatiivne pohjendus pidevustingimuste sissetoomiseks.

a) 8) ¢)

nl

__.-——"‘"

L_|

Joonis 3.4: Pidevustingimused

Oletame, et vaadeldav keha on algolekus 16igatud véikesteks kuupideks (joon.
3.4 a). Kui iga kuupi on seejérel eraldi deformeeritud, siis on nende uuesti
tthendamine selliselt, et tekkiks pidev keha {ildjuhul véimatu (joon. 3.4 b).
Selleks, et peale deformatsiooni oleks meil endiselt tegu pideva kehaga (joon.
3.4 ¢), peavad kuupide deformatsioonid rahuldama teatud tingimusi, mida
eestikeelses kirjanduses nimetatakse tavaliselt pidevustingimusteks.

3.4. Pidevustingimused 94

Pidevusvorrandite tuletamine. Diferentseerime vorrandit (3.6)1 kaks korda
koordinaadi y jargi ja vorrandit (3.6), kaks korda koordinaadi x jérgi ning
liidame saadud tulemused.

d*e, 0%, Pu 93 0> (0u 81}) Py

L) = D 1
oy i ox 0xdy (3.16)
Yoy

Oy? i 0x2  Oxdy? i 0120y - Ox0y

Kombineerides vorrandeid (3.6), ; saame veel kaks analoogilist pide-
vusvorrandit.

Neist aga ei piisa. Selleks, et saada veel kolm vorrandit, leiame vorrandeist
(3.6),_ ¢ osatuletised «puuduva koordinaadi» jirgi, liidame (3.6), - ja lahu-
tame saadud summast (3.6),. Seejirel votame saadud tulemusest osatuletise
y jargi:

3 2 2
0 é?’ymy+8’yyz 0 _ 9 0°v _ 9 0 dv _ 85y' (3.17)
Oy \ 0z Ox Jy 0x0y0z 0x0z \ Oy

Analoogiliselt saab tuletada veel kaks pidevusvorrandit. Seega oleme kokku
saanud kuus pidevusvorrandit (tuntud ka Saint-Venant’i pidevusvorrandite-
na:
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3.4. Pidevustingimused

( D%, N 0%y _ Py
oy  O0x*  Oxdy’
d*e, 0%, _ 0%,
022 0y?  Oyoz’
O. 0%, 0P
ox2 022 0x0z’
1
) O (0=, Ovy  Owe _, 0% (3.18)
oxr \ Oy 0z oxr | “Oyoz
O (O | O O\, ey
Oy \ 0z Ox oy | “0x0z
0 (O | Ovex Oy _ 0%
| 0z \ Oz oy 0z ) “0x0y
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Saadud kuuel vorrandil on véga selge fiiiisikaline sisu.

1. Esimesed kolm: kui on antud normaaldeformatsioonid (suhtelised pi-
kenemised) kolmes ristuvas sihis, siis nende sihtidega méaratud tasan-
dites ei saa nihkedeformatsiooni meelevaldselt ette anda, vaid nad on
méadratud avaldistega (3.18); .

2. Viimsed kolm: kui on antud nihkedeformatsioonid kolmes ristuvas tasa-
pinnas, siis ei saa normaaldeformatsioone meelevaldselt ette anda, vaid
nad on médratud avaldistega (3.18), ,
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3.5 Uldistatud Hooke’i seadus

3.5.1 Deformatsioonide avaldamine pingete kaudu

Klassikaline elastsusteooria: pingete ja deformatsioonide vahelised seosed on
lineaarsed. Uldistatud Hooke’t seadus: deformatsioonitensori komponendid on
lineaarsed funktsioonid pingetensori komponentidest, st.

e

er = C110, + Crooy + C130, + CraTyy + Ci57y + Cr6T20
gy = C210, + Copoy + Co30, + CouTyy + Cos7yr + CopToy
] == U310 + Cs0y + Cs30, + CsuTyy + C357y + C36Tas (3.19)
Yoy = C1104 + Ca0y + Cu30, + CuaTyy + Cus7yz + CuapTan
Vyz = C5104 + Csa0y + Cs30, + CsuTyy + Cs57y2 + Cs6Ton

 Vee = G610, + Coa0y + Co30 + CpaTay + CosTyz + CoeTon

Viimased avaldised sisaldavad 36 elastsuskonstanti — seda on palju!

e Kuna oleme eeldanud, et keha on ideaalselt elastne, st. peale koormuse
korvaldamist taastub algne kuju, siis peab kehtima vordus Cj; = CY;,
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mis vihendab konstantide arvu 15 vorra.

e Kui eeldada lisaks et materjal on isotroopne, siis jaab jéarele vaid kaks
soltumatut elastsuskonstanti, mis on kasutuses ka tugevusopetuses ja
mis on maidratavad viga lihtsate eksperimentide abil.

— Tomme-surve (z-telje sihis).
x Elastsuskonstant ehk Youngi moodul E: ¢, = 0, /FE
* Poissoni koefitsent v: €, = —ve,

— Nihe (zy tasandis).
* Nihkeelastsusmoodul G: v,, = 7,,/G, kus

E
G=—"—. 3.20
2(1+v) (3.20)
Anisotroopse keha puhul on elastsuskonstantide arv loomulikult suurem. Nn.
ortotroopse materjali, nditeks vineer, (omadused ei muutu telgede pooramisel
n-180°, n = +1,42,... vorra, kuid muutuvad iga teise nurga korral) puhul
on vaja 9 elastsuskonstanti.
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Vaatleme lopmata véikest isotroopset risttahukat, milles méjuvad vaid nor-
maalpinged o,,0,,0,. Pinge o, > 0 pohjustab pikenemist z—telje sihis ja
lithenemist y— ja z—telje sihis. Analoogiline toime on normaalpingetel o, > 0
ja 0, > 0. Seega summaarne suhteline pikenemine x—telje sihis
o o o 1

Er = Em — VEy — VEZ =5 lop —v(oy +02)]. (3.21)
Nihkepingete ja nihkedeformatsioonide vahelised seosed on méaratud Hooke’i
seadusega iga koordinaattasandi jaoks soltumatult, s.t., 7,, pohjustab vaid
nihet 7,,, jne. (vrd. normaaldeformatsioonidega). Kokku saame kuus vorran-
dit, mis esitavad dldistatud Hooke’t seadust isotroopse ideaalselt elastse keha

jaoks:
(e = o, — (o, +02) :
€, = —l|o, — V(o 0., ey = =Tau
E y Yy Ty
1 1
&y = % oy —v(o. +04)], Vyzr = aTyz, (3.22)
N :
€= 5|0, — VI 0Oy o ) 2 — ~Tzx-
\ E v RS AE
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3.5.2 Pingete avaldamine deformatsioonide kaudu

Hooke’i seadus ruumdeformatsiooni jaoks. Vastavalt iildistatud Hooke’i sea-
dusele (3.22)

Eeteyte. = (1-— 21/)£Jx+ay—|—azl/E (3.23)
A By
Seega,
0=(1-2v)/FE. (3.24)

Tuues sisse ruumpaisumismooduli K ja keskmise pinge o, vastavalt

K:—E 3 UO:O$+0y+0_Z:£7
3(1—2v) 3 3

(3.25)

saame lineaarse seose keskmise pinge ja ruumdeformatsiooni vahel kujul
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Pingekomponentide avaldamine deformatsioonikomponentide kaudu. Liidame

ja lahutame avaldise (3.22); paremale poolele suuruse %V%:

1 1
€= % 0y +vo, —vo, —v(oy,+0.)] = ¥ (14 v)o, —v]. (3.27)
Avaldades (3.24)-st invariandi Iy = E6/(1 — 2v), saame
(1+v)o, vl Evo Ee,
L= _ . kust o, = 3.28
© E A—) ' =g "1t &%
Tuues sisse Lamé koefitsiendid
E E
A= Y =" =G, (3.29)

(14+v)(1-2v)’ 2(1+v)
saame viimasest o, = A0 +2pue,. Leides analoogilised avaldised o, ja o, jaoks
ning avaldades seostest (3.22) nihkepinged, olemegi saanud Hooke’i seaduse
alternatiivse kuju
0y = AN+ 2ue,, Toy = WYay,
Oy = A0 + 21y, Tyz = HVyz, (330)
0, = N0 + 2ue., Tow = U Vaz-
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Kasutades viimaseid valemeid leiame seose pingetensori ja deformatsiooni-
tensori esimese invariandi vahel

oy +0y+0,=3N0+2u(e, +e,+¢.), kust 1 =(3A+2u)0. (3.31)
=1 o

Kui téhistada keskmist pikenemist punktis

€prtey+e, 0
— = — 3.32
] (3.32)

siis saame analoogilise seose keskmise pinge ja keskmise deformatsiooni vahel

€0
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3.6 Elastsusjou t66 ja deformatsiooni potentsiaalne

energia
, Vaatleme 1opmata viikest risttahukat (joon.
@v&r . . .
, 4 2.4). Arvestame klassikalise elastsusteooria eel-
gy dusi ja hiipoteese:

Aty
1 yf Ty + a—:’dx

y e ideaalselt elastne materjal;

2y az' :z_xl _ f'
f"__ _ ’r | E L——I-{ 6x+#dx
L T B N o it { srintsiip:
i e gy Tup + g d ® SUPErposIitsioonl printsiip;
, Zx

TA‘ 2* i B SR Ll L s emer, . . ee o
i/" R, R e deformatsioonid on viikesed
// Ty | A
§1./ . . . . .
: . ? ol ot ning leiame pingete poolt keha deformeerimisel

tehtava too.

e Vaatleme tahke, mis on risti z teljega. Eeldame, et normaalpingete toi-
mel suureneb tahkude vaheline kaugus de,dz vorra.

— Vastav elastsusjou elementaartoo (hiiljates korgemat jarku véikesed
suurused): o,dydzde dzx.
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e Vaatleme tahke, mis on risti x teljega ja tahke, mis on risti y teljega.
Eeldame, et nihkepingete toimel muutub nurk z ja y telje vahel viikese
suuruse dy;, vorra.

— Vastav elastsusjou elementaartoo (hiiljates korgemat jarku véikesed
suurused): 7, dydzdry,,dz.

e Analoogiliselt saab leida pingetele 0, 0., 7. ja T, vastavad t66d.

Rakendame superpositsiooni printsiipi ja saame summaarse elementaartoo

dA" = (0,dey + oydey + 0.de, + ToydVey + Tyedyy: + Toadyy:) dedydz.
(3.34)
Jagades viimase elementaarruumalaga dV = dxdydz, saame elementaartdo
tiheduse dA = dA*/dV. Kuna eelduse pohjal on materjal ideaalselt elast-
ne, siis on tehtud t66 tottu suurendatud elementaarristahuka potentsiaalset
energiat dW* = dA* vorra.
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Edaspidi vaatleme seega suurust dWV, st. potentsiaalse energia juurdekasvu
tihikruumala kohta:

dW = o,de, + oydey + 0.de, + TpydVey + Tydryy: + Todye.. (3.35)

Asendame saadud avaldisse pinged o, . .. iildistatud Hooke’i seadusest (3.30)
ja saame
dW = (A0 4 2pe,) dey + (N0 + 2puey) dey + (N0 + 2pe,) de .+

+ WYy dVay + 1Yy Ay + Y2 d Ve =
= \0dO + 2 (epde, + €ydey, + €.de,) +

+ 1 (Vay@Vay + VyedVyz + VeadVaz) -

(3.36)

Viimast avaldist integreerides leiame potentsiaalse energia tiheduse séltuvana
deformatsioonidest

1
W = 5 [)\92 + 2u (52 + 53 + 62) + 1 (%%y + 752 + ﬁx)} : (3.37)

Kuna Lamé koefitsiendid (3.29) on positiivsed, siis peab ka potentsiaalne
energia olema positiivne (voi null) igas ideaalselt elastse keha punktis.
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Kasutades taas Hooke’i seadust kujul (3.30) saame Clapeyroni valemi

1
W = 3 (0262 + 0yey + 0265 + TayVay + TyzVyz + ToaVez) - (3.38)

Viimasest saab omakorda avaldada W labi pingete ja elastsuskonstantide E
ja v kui kasutada Hooke'’i seadust kujul (3.22)

1
W = 5 (07 + 05 +0? —2v (0,0, + 0,0, +0,0.) +2(1+v) (Tﬁy + 7'y22 +72)] -
(3.39)

Kuna W on potentsiaalne energia, siis peab avaldis (3.35) olema funktsiooni
W téisdiferentsiaal, mis omakorda tdhendab, et

v oW oW
T 0e,) Y 0e,’ e’ 3.40
oW oW oW (3.40)
Oy Oy 0w
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Viimased avaldised on tuntud Castigliano valemitena. Ulaltoodu kontrolliks
leiame avaldistest (3.37)

ow

5 = AN+ 2ue, = oy,

Ex

oW (3.41)
= WYay = Tay,

a’}/xy ) Yy

Et leida kehas salvestunud summaarne potentsiaalne energia ¥V tuleb potent-
siaalse energia tihedust integreerida iile kohu keha ruumala V', st.

W = /V WdV = / / /V W dzdydz. (3.42)

Rakendes Clapeyroni valemit avaldub summaarne potentsiaalne energia kujul

1
\%
(3.43)




