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Peatiikk 5

Elastsusteooria tasandiilesanne
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5.1 Tasandiilesande moiste

Selleks, et iseloomustada pingust voi deformatsiooni elastse keha punktis ka-
sutatakse peapinge ja peadeformatsiooni moistet. Pinguse puhul eristatatkse
jargmist kolme juhtu:

o ruumpingus — koik kolm peapinget on nullist erinevad;
e tasandpingus — kaks peapinget on nullist erinevad;

e joonpingus — vaid iiks peapinge on nullist erinev.

Analoogiliselt, st. labi peadeformatsioonide, defineeritakse ruum-, tasand- ja
joondeformatsioons.

Uldjuhul v6ib nii pinguse kui deformatsiooni iseloom olla keha erinevates
punktides erinev. Kui igas keha punktis on pingus (deformatsioon) sama ise-
loomuga siis 6eldakse, et kehas on thtlane pingus (deformatsioon,).

Elastsusteooria iilesannet nimetatakse tasandilesandeks (ehk tasapinnaliseks
tilesandeks) kui deformatsioon v6i pinge on kogu keha ulatuses tasapinnaline.
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5.2 Tasanddeformatsioon

Vaadeldaval juhul on koigis keha punktides deformatsioon tasapinnaline, st.
iiks peadeformatsioonidest on null. Tasanddeformatsioon saab tekkida kui
surded

u=u(z,y), v=uv(z,y), w = 0. (5.1)
Vastavalt Cauchy seostele (4.2)
— ou - ov . ow
Cox Y oy 0z 7 (5.2)
~Ou  Ov |®@+®8|o Imﬁl_.mglo .
oy = oy Ox’ T2 T, oy Yoz = e, T e T
Selline deformatsiooniseisund tekib pikas kehas, millele méjub keha pinnaga
(z-teljega) ristuv koormus. v
pil-

Niiteks: pikk tugisein; (metroo)tunnel; pikk radiaalselt surutud voll; pika did
plaadi silindriline paine (NB! Saint Venant’i printsiip).
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Pingete leidmiseks kasutame tildistatud Hooke'i seadust nn. poordkujul (4.4):

0p =N+ 2ue, = (A4 20)e, + A&y, Toy = IWYay,
oy = N +2pe, = Aep + (A +2p)ey, Tyz = Wy = 0, (5.3)
0, =N+ 2ue, = Ney +¢y), Tox = WYz = 0.

Teisest kiiljest, arvestades Hooke’i seadust kujul (4.3), peab
€= 0. —v(o, +0y)] =0,

kust saame
o, =v(o, + 0y).

Kuna siirded u ja v soltuvad vaid koordinaatidest x ja y, siis avaldiste (5.2)
ja (5.3) pohjal ka pinge o, soltub vaid koordinaatidest x ja y.
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Tasakaaluvorrandid (4.1):

(Do,  O1yp  OTsy X

Ox o dy i 0z Y
0Ty 0oy 0Ty,
M\ f—
A Ox i Oy * 0z * u
01y, 071y, 0o, B
et T tA0

Arvestades iilesande sisu jadb jéargi kaks vorrandit

do, Oy
v T x —,

Ox oy (5.4)
Ox oy -

kusjuures ka mahujoud Z = 0.
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Rajatingimustest (4.5)
Pvx = Q.aN + TyxTT + ToxTl,
Doy = Tayl + oym + Ty,
Pvz = ﬂaNN + Ty +o.n
jaab samuti alles 2 esimest vorrandit —
vr = Ozl + Tyem,

Doy = Tayl + oym;

e keha kiilgpind on paralleelne z-tejega ning seetottu normaali suunakoo-

sinus n = 0;

e p,. = 0 kuna muidu poleks meil tasanddeformatsiooni.
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Pidevusvorranditest deformatsioonides (4.6)

I_I J—

(0%, 0%, 0%y

oy2  0x2  Oxdy’
dD*e, 0%, 0%y,

I_I J—

022 Oy?  Oyoz’
e, 0%, 0.

I_l J—

Ox? 022 Oxdz’

0%c,
0y0z
d%e,
0x0z
0%,

0x 0y

=2

=2

=2

0 (07 N May  Ovys
oxr \ Oy 0z Ox
W @Q\u@ + @Q@N o @Q\&N
oy \ 0z Ox dy
o A@sx L O mqév
| 0z \ Ox dy 0z
jaab alles vaid esimene
0%c, N d%e, _ 0* Yy
oy2  0r2  Oxdy

5.8. Tasandpingus

5.3 Tasandpingus

Vaatleme olukorda, kus koigis keha punktides iiks peapingetest on null. Sel-
lisel juhul saame valida Descartes’i ristkoordinaadid nii, et

Or = QHA&?@VV Oy = Q@A&KQVV Tey = ﬂawﬁ&v@vv

Selline pingus tekib néiteks dhukeses plaadis, millele mojub servades raken-
datud koormus, mis on risti z-teljega.

Uldistatud Hooke’i seadusest &.wv saame

Tasakaaluvorrandid on tasandpinguse korral samad kui olid tasanddeformat-

siooni korral, st. esitatud kujul (5.4).

2 1 -
Ep = z oy —v(oy +0.)] = %v
H - x
€y = z oy —v(o.+0,)] = ﬁv
1 T
&=F 0. —v(oy +0y)] = Itﬁ

Vay =

Tyz =

Yex =

O, =Ty, =Ty, = 0. (5.7)

* JOO-
nis
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5.4 Tasandiilesande lahendamine pingetes

Viga sageli lahendatakse elastsusteooria iilesanded pingetes, sest sellel mee-
todil on vorreldes siiretes lahendamisega moned eelised:

e sageli ongi iilesande lahendina vaja leida vaid pingeid, siirded on tei-
sejargulise tdhtsusega ning neid polegi vaja leida;

e iildjuhul on siirete avaldised vorreldes pingete avaldisega tunduvalt kee-
rukamad.

Tundmatud: pingetensori komponendid o, 0, ja 7.
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Esmalt peame pidevustingimuse (5.6)

d%e, N 0%y _ Py
oy?  O0x2  Oxdy

avaldama pingetes. Selleks kasutame iildistatud Hooke’i seadust kujul (5.8)
kust leiame vajalikud osatuletised ldbi pingete:

(0%, 1 AQMQH QMQ@V

Oy? ~E oy Y 0y?

mwm@ 1 QMQ@ 0%,

Z Yy - — 5.9
A 02 NAQ&M t@%mvu (5.9)

vy 101, 2(14v) 0%y

| 020y Goxdy — E  Ox0y’

Seega saab pidevustingimus kuju

%Qa QMQ@ mw@ QMQ& mwﬁé
A@@w —v o7 v + A@&w — v %&wv = wﬁl_ltkuw@@. (5.10)
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Viimasest avaldisest saab tasakaaluvorrandite (5.4) abil ellimineerida nihke-

pinge. Selleks diferentseerime (5.4), z jargi ja (5.4), y jargi
QMQH 0’0, 00X

Ox0y oxz  Ox’

wwﬁé mmq@ oY

Ox0y o2 Oy’
Eeldades, et mahujou on konstantsed, saame viimaste liitmise tulemusena

0°T 2o, %o
22— — - U 12
0x0y Ox? Oy? (5.12)

(5.11)

Asendades viimase tulemuse pidevustingimusse (5.10) saame peale teisendusi

92 2
oy +o,)  Plowta) (5.13)

ox? Oy?

Kasutades Laplace’i operaatorit V? saame viljendada tasandiilesande pide-
vustingimuse pingetes kujul

V* (o, +a,) =0. (5.14)
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Tasandiilesande lahendamine pingetes lihtsustub oluliselt kui tuua sisse Airy’
pingefunktsioon ¢(x,y), mis on seotud pingekomponentidega jargmisel kujul:
0%p 0%p 0%p

Ox?’ Ox0y
kus X ja Y on konstantsed mahujoud. Alternatiivne voimalus siduda pinge-

komponendid ja pingefunktsioon:

@ﬁ ﬁm %ﬁ
x ;vm‘ M\ v &H| . UHQ
’ T Oy “ VT a2 4 Ty 0x0y (5.16)
Nii (5.15) kui (5.16) korral on tasakaaluvorrandid (5.4) automaatselt rahulda-
tud. Pannes selliselt defineeritud pingekomponendid pidevustingimusse (5.14)

saame biharmoonilise vorrands

wwﬁ mw ww
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Lahti kirjutatult saab viimane kuju

ot o ot
5ot 25t gt =0 (5.18)

Funktsiooni, mis rahuldab biharmoonilist vorrandit (5.17) voi (5.18) nimeta-
takse biharmooniliseks funktsiooniks.

Kuna tasakaaluvorrandid on antud juhul automaatselt rahuldatud, siis
taandub tasandiilesande lahendamine pingetes neljandat jarku osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Siinjuures tuleb loomulikult ar-
vesse votta pingetes antud &ddretingimusi. Peale pingefunktsiooni leidmist
méadratakse pingetensori komponendid (n#iteks avaldistest (5.15)). Seejérel
saab {ildistatud Hooke’i seaduse abil leida deformatsioonikomponendid ja
Cauchy seostest siirdekomponendid.

Tegelikult on pingefunktsiooni leidmine mitmel juhul suhteliselt lihtne. Vasta-
vat meetodit voib nimetada poolvastupidiseks meetodiks. Selle pohjal antakse
pingefunktsioon ette kas poliinoomina voi trigonomeetrilise reana, mis si-
saldavad médramata konstante. Viimased méaératakse iilesande lahendamise
kédigus ddretingimuste ja biharmoonilise vorrandi abil.
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5.5 Biharmoonilise vorrandi lahendamine
poliinoomides

Kui véaljendada Airy funktsioon poliitnoomina

2 2 32 2 2

FF@E& %
._'Agwa._'ww&@._.wa@._'wwa@._'%w +

b d
p = A@m 2 4 boxy + mw@mv + A|w& + =aty + |&@w + wv +
3-2
(5.19)

saab konstrueerida terve rea tasandiilesande lahendusi. Vaadeldav lahenemis-
viis on rakendatav kui uuritakse ristkiilikulisi plaate voi talasid. Mahujoud,
k.a. keha kaal, hiilgame. Kéesolevas alajaotuses vaatleme talasid, mille pikkus
on [, korgus 2c ja laius 1. Tala teljeks on z-telg ja y telg on suunatud iiles. Ku-
na lineaarses elastsusteoorias kehtib superpositsiooni printsiip, siis vaatleme
algul poliinoome kuni 5. astmeni eraldi. Jirgmises alajaotuses konstrueerime
saadud tulemuste abil erinevaid lahendeid.

Tjoonis
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A) Ruutpoliinoom s Co

oy = M% + boxy + 5V (5.20)

Sellise valiku puhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahulda-
tud. Mahujoude hiilgamise puhul saame avaldistest (5.15) pingekomponendid

kujul
W Oy = C; Oy =2, Ty = —Dbo. (5.21)

Selline pingeseisund tdhendab as > 0, by > 0 ja ¢o > 0 puhul iihtlast tommet
kahes ristuvas sihis koos iihtlase nihkega. Vastavad rajatingimused on esi-

(@I o, = LT T v, = = b,
UL Ty=hy - T, = b,
— — — | !
L] ] [ L]
3l 3 —_ @ | -
== == | |
o=¢; T o=e, <rrrmrrr .
(ST o =% w2

Joonis 5.1: Ruutpoliinoomile vastavad rajatingimused.

tatud joonisel 5.1. Vottes osa poliinoomi koefitsente vordseks nulliga, saab
rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppoliitnoom )
az s 3 9 C3 o

— B = = —q”. 5.22

Py =gt T STy Sy o (5.22)

Ka antud juhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahuldatud.

Pingete avaldiste (5.15) pohjal aga

o, = c3x +d3y; 0y = asx +bsy; Ty = —bsr — cay. (5.23)

o =-d c Valides vaid ds # 0
— saame puhtale pain-
=~ dele vastava pinge-
— X seisundi. Rajatingi-
_ o =d.c mused, mis vastavad

juhule d3 > 0 on esi-

Joonis 5.2: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: d3 # 0, tatud joonisel 5.2.
a3 = @w = C3 = 0.

Valides vaid b3 # 0 saame pingeseisundi, mille korral pindadel y = 4+c¢ moju-
vad pinged o, = *£bsc ja 7., = —bzx ning pinnal x = [ pinge 7,,, = —bsl. Juhu
bs > 0 jaoks on vastavad rajatingimused esitatud joonisel 5.3.
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LTI TITTT T Jo=-be TRt
I O I 0 1 Ty =P

Cc Cc

C

S |

REARRRRRRRRRRRRREY y |
LTI T TTTT L] Joy=be

Joonis 5.3: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: bs # 0, a3 = c3 = d3 = 0.

Muud voimalused:

O/\@wgmwwmo...
e Vaid ag #0 ...

e Jne. .

Teist ja kolmandat jarku poliinoomide puhul polnud vaja esitada taiendavaid
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kitsendusi poliinoomide koefitsentidele, sest biharmooniline vorrand oli auto-
maatselt rahuldatud. Korgemat jarku poliinoomide puhul pole asi aga enam
nii lihtne.

C) Neljandat jiarku poliinoom

g 4 bi 4 C4 9 9 di 3 €4 4
_ g be G N B 24
04 %.w&+w.m&@+w&@+w.w&@+%w (5.24)
Niiiid on biharmooniline vérrand (5.18) rahuldatud vaid juhul kui
g = |AM@P + mﬁv A@va
ning pingekomponendid (5.15) saavad kuju
0p = c42° + dyzy — (204 + ag)y’;
Oy = asr® + byry + Q@ww (5.26)
T HI@&MIMQ,& I@ 2
Kuna koefitsentide ay, . .., dy valik on vaba, siis on (5.26) abil voimalik kir-

jeldada mitmesuguseid rajatingimusi.
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Néiteks kui vaid d4 on nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis

oy =dyry; 0y =0; Ty = 5y (5.27)
g 777777::@:::::{H-EON
=-djc Héulo_@_% 1111111 T, = - 04lc
: — I |
— | Hx
. Cc
) | I q
, | o =djc y
LTI, = - 0mé

Joonis 5.4: Neljandat jédrku poliinoomile vastavad rajatingimused juhul kui dy > 0 ja
ay = @& = C4 = 0.

Juhule dy > 0 vastavad rajatingimused

d o d
Tyw = IM% kuiy = ¢, 74y = g@ kui x = 0;

7 2 (5.28)
Try = IWQMQ 0, = dyly, kui x =1

on kujutatud joonisel 5.4.
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Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis saaksime aval-
distest (5.26)

0y = 42’ — 204y oy = ey’ Toy = —2C4TY. (5.29)
Jne., jne.

D) Viiendat jirku poliinoom

as b5 ds 5 5
= — — — 5.30
b= 5 gt T gt g gty g gy eyt g (5:30)
Niiiid on biharmooniline vérrand (5.18) rahuldatud kui
1
= |Awmm + w@mv u@ «\w = |Wme + M&mv Amev
Pingekomponendid
( @mﬁm
Op = =
oy?
05
\ 0y = 52 (5.32)
. 05
(" 0x0y
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Valides vaid ds > 0 nullist erinevaks poliinoomikoefitsendiks, saame pinge-

jaotuse
2 1
Op = &m@w@ —3 wvu oy = w&éwv Toy = —dszy?. (5.33)
Viimasele vastavad rajatingimused
( 1
y==*c, o,= u_uwgmmw“ Tye = —dswC”
2d5y°
{a=0, o,=— wwv Ty = 0, (5.34)
2
r=10 o,= &QO@ - W wvv Tyy = |&mN@w.
\

Kuna biharmooniline vorrand (5.18) on lineaarne diferentsiaalvorrand, siis
on tema lahendiks ka suvaline lahendite superpositsioon. Seega, liites eespool
leitud elementaarlahendeid, saame leida meid huvitava probleemi lahendi.
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Tala pinnal méjuvate pingete (pindjéudude) peavektori ja peamo-
mendi leidmine
e Vaatleme tala, mille pikkus on [, kérgus 2c¢ ja laius 1.

e Eeldame, et tala kontuuril méjuvad normaal- ja nihkepinged on positiiv-
sed.

e Valime taandamistsentriks koordinaatide alguse.

Peavektori projektsioonid koordinaattelgedel x ja y:

Nwa — Nw& AQ.&V_HHN |_| Nw& AQ.RV_&HO |T Nwa A\@&X@Hq |_| Nwa A\ﬂ@&v_ -

y=—c

H\ Qa_alm@l\ q&_ano&@.T\o @a_@nn&&lf\o @L@Hé%ﬁ

R, = R, AQ@:@HQ + Ry AQ@X@HA + Ry (Tuy)| o + By (Tay)] ooy =

l l c c (5.36)
H\o QFH@&&I\@ Q@_@né&,&l\ ﬂé_anogwl_.\ Tay| ey AY.
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Peamoment koordinaatide alguse suhtes!

Mo = Mo (02)|,—0 + Mo (02)|,—; + Mo (oy)l,—. + Mo (0y)],— .+
I_l >\§Q Aﬂ@.&.v_ﬁnn I_I >\§Q A\NMQHV_@H|Q I_l N&Q Aqumd@v_ -

x=l
C C
H\ Qa_alo@m@l\ Oy y dy+
—C —C
l l
+\ Qm_wlm&&&l\ oyl v dr—
0 0
l l c
I\ @a_@nom&&l\ Qa_@ném&&Lj,\ Tayl g L dy.
0 0 —c

(5.37)

'Kuna y telg on suunatud alla, siis on positiivne moment vastupieva.




