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Peatiikk 5

Elastsusteooria tasandiilesanne
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5.1 Tasandiilesande moiste

Selleks, et iseloomustada pingust voi deformatsiooni elastse keha punktis ka-
sutatakse peapinge ja peadeformatsiooni moistet. Pinguse puhul eristatatkse
jargmist kolme juhtu:

o ruumpingus — koik kolm peapinget on nullist erinevad;
e tasandpingus — kaks peapinget on nullist erinevad;

e joonpingus — vaid iiks peapinge on nullist erinev.

Analoogiliselt, st. labi peadeformatsioonide, defineeritakse ruum-, tasand- ja
joondeformatsioons.

Uldjuhul v6ib nii pinguse kui deformatsiooni iseloom olla keha erinevates
punktides erinev. Kui igas keha punktis on pingus (deformatsioon) sama ise-
loomuga siis 6eldakse, et kehas on thtlane pingus (deformatsioon,).

Elastsusteooria iilesannet nimetatakse tasandilesandeks (ehk tasapinnaliseks
tilesandeks) kui deformatsioon v6i pinge on kogu keha ulatuses tasapinnaline.
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5.2 Tasanddeformatsioon

Vaadeldaval juhul on koigis keha punktides deformatsioon tasapinnaline, st.
iiks peadeformatsioonidest on null. Tasanddeformatsioon saab tekkida kui
surded

u=u(z,y), v=uv(z,y), w = 0. (5.1)
Vastavalt Cauchy seostele (4.2)
— ou - ov . ow
Cox Y oy 0z 7 (5.2)
~Ou  Ov |®@+®8|o Imﬁl_.mglo .
oy = oy Ox’ T2 T, oy Yoz = e, T e T
Selline deformatsiooniseisund tekib pikas kehas, millele méjub keha pinnaga
(z-teljega) ristuv koormus. v
pil-

Niiteks: pikk tugisein; (metroo)tunnel; pikk radiaalselt surutud voll; pika did
plaadi silindriline paine (NB! Saint Venant’i printsiip).
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Pingete leidmiseks kasutame tildistatud Hooke'i seadust nn. poordkujul (4.4):

0p =N+ 2ue, = (A4 20)e, + A&y, Toy = IWYay,
oy = N +2pe, = Aep + (A +2p)ey, Tyz = Wy = 0, (5.3)
0, =N+ 2ue, = Ney +¢y), Tox = WYz = 0.

Teisest kiiljest, arvestades Hooke’i seadust kujul (4.3), peab
€= 0. —v(o, +0y)] =0,

kust saame
o, =v(o, + 0y).

Kuna siirded u ja v soltuvad vaid koordinaatidest x ja y, siis avaldiste (5.2)
ja (5.3) pohjal ka pinge o, soltub vaid koordinaatidest x ja y.
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Tasakaaluvorrandid (4.1):

(Do,  O1yp  OTsy X

Ox o dy i 0z Y
0Ty 0oy 0Ty,
M\ f—
A Ox i Oy * 0z * u
01y, 071y, 0o, B
et T tA0

Arvestades iilesande sisu jadb jéargi kaks vorrandit

do, Oy
v T x —,

Ox oy (5.4)
Ox oy -

kusjuures ka mahujoud Z = 0.
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Rajatingimustest (4.5)
Pvx = Q.aN + TyxTT + ToxTl,
Doy = Tayl + oym + Ty,
Pvz = ﬂaNN + Ty +o.n
jaab samuti alles 2 esimest vorrandit —
vr = Ozl + Tyem,

Doy = Tayl + oym;

e keha kiilgpind on paralleelne z-tejega ning seetottu normaali suunakoo-

sinus n = 0;

e p,. = 0 kuna muidu poleks meil tasanddeformatsiooni.
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Pidevusvorranditest deformatsioonides (4.6)

I_I J—

(0%, 0%, 0%y

oy2  0x2  Oxdy’
dD*e, 0%, 0%y,

I_I J—

022 Oy?  Oyoz’
e, 0%, 0.

I_l J—

Ox? 022 Oxdz’

0%c,
0y0z
d%e,
0x0z
0%,

0x 0y

=2

=2

=2

0 (07 N May  Ovys
oxr \ Oy 0z Ox
W @Q\u@ + @Q@N o @Q\&N
oy \ 0z Ox dy
o A@sx L O mqév
| 0z \ Ox dy 0z
jaab alles vaid esimene
0%c, N d%e, _ 0* Yy
oy2  0r2  Oxdy

5.8. Tasandpingus

5.3 Tasandpingus

Vaatleme olukorda, kus koigis keha punktides iiks peapingetest on null. Sel-
lisel juhul saame valida Descartes’i ristkoordinaadid nii, et

Or = QHA&?@VV Oy = Q@A&KQVV Tey = ﬂawﬁ&v@vv

Selline pingus tekib néiteks dhukeses plaadis, millele mojub servades raken-
datud koormus, mis on risti z-teljega.

Uldistatud Hooke’i seadusest &.wv saame

Tasakaaluvorrandid on tasandpinguse korral samad kui olid tasanddeformat-

siooni korral, st. esitatud kujul (5.4).

2 1 -
Ep = z oy —v(oy +0.)] = %v
H - x
€y = z oy —v(o.+0,)] = ﬁv
1 T
&=F 0. —v(oy +0y)] = Itﬁ

Vay =

Tyz =

Yex =

O, =Ty, =Ty, = 0. (5.7)

* JOO-
nis
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5.4 Tasandiilesande lahendamine pingetes

Viga sageli lahendatakse elastsusteooria iilesanded pingetes, sest sellel mee-
todil on vorreldes siiretes lahendamisega moned eelised:

e sageli ongi iilesande lahendina vaja leida vaid pingeid, siirded on tei-
sejargulise tdhtsusega ning neid polegi vaja leida;

e iildjuhul on siirete avaldised vorreldes pingete avaldisega tunduvalt kee-
rukamad.

Tundmatud: pingetensori komponendid o, 0, ja 7.
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Esmalt peame pidevustingimuse (5.6)

d%e, N 0%y _ Py
oy?  O0x2  Oxdy

avaldama pingetes. Selleks kasutame iildistatud Hooke’i seadust kujul (5.8)
kust leiame vajalikud osatuletised ldbi pingete:

(0%, 1 AQMQH QMQ@V

Oy? ~E oy Y 0y?

mwm@ 1 QMQ@ 0%,

Z Yy - — 5.9
A 02 NAQ&M t@%mvu (5.9)

vy 101, 2(14v) 0%y

| 020y Goxdy — E  Ox0y’

Seega saab pidevustingimus kuju

%Qa QMQ@ mw@ QMQ& mwﬁé
A@@w —v o7 v + A@&w — v %&wv = wﬁl_ltkuw@@. (5.10)
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Viimasest avaldisest saab tasakaaluvorrandite (5.4) abil ellimineerida nihke-

pinge. Selleks diferentseerime (5.4), z jargi ja (5.4), y jargi
QMQH 0’0, 00X

Ox0y oxz  Ox’

wwﬁé mmq@ oY

Ox0y o2 Oy’
Eeldades, et mahujou on konstantsed, saame viimaste liitmise tulemusena

0°T 2o, %o
22— — - U 12
0x0y Ox? Oy? (5.12)

(5.11)

Asendades viimase tulemuse pidevustingimusse (5.10) saame peale teisendusi

92 2
oy +o,)  Plowta) (5.13)

ox? Oy?

Kasutades Laplace’i operaatorit V? saame viljendada tasandiilesande pide-
vustingimuse pingetes kujul

V* (o, +a,) =0. (5.14)
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Tasandiilesande lahendamine pingetes lihtsustub oluliselt kui tuua sisse Airy’
pingefunktsioon ¢(x,y), mis on seotud pingekomponentidega jargmisel kujul:
0%p 0%p 0%p

Ox?’ Ox0y
kus X ja Y on konstantsed mahujoud. Alternatiivne voimalus siduda pinge-

komponendid ja pingefunktsioon:

@ﬁ ﬁm %ﬁ
x ;vm‘ M\ v &H| . UHQ
’ T Oy “ VT a2 4 Ty 0x0y (5.16)
Nii (5.15) kui (5.16) korral on tasakaaluvorrandid (5.4) automaatselt rahulda-
tud. Pannes selliselt defineeritud pingekomponendid pidevustingimusse (5.14)

saame biharmoonilise vorrands

wwﬁ mw ww
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Lahti kirjutatult saab viimane kuju

ot o ot
5ot 25t gt =0 (5.18)

Funktsiooni, mis rahuldab biharmoonilist vorrandit (5.17) voi (5.18) nimeta-
takse biharmooniliseks funktsiooniks.

Kuna tasakaaluvorrandid on antud juhul automaatselt rahuldatud, siis
taandub tasandiilesande lahendamine pingetes neljandat jarku osatuletis-
tega diferentsiaalvorrandi lahendamisele. Siinjuures tuleb loomulikult ar-
vesse votta pingetes antud &ddretingimusi. Peale pingefunktsiooni leidmist
méadratakse pingetensori komponendid (n#iteks avaldistest (5.15)). Seejérel
saab {ildistatud Hooke’i seaduse abil leida deformatsioonikomponendid ja
Cauchy seostest siirdekomponendid.

Tegelikult on pingefunktsiooni leidmine mitmel juhul suhteliselt lihtne. Vasta-
vat meetodit voib nimetada poolvastupidiseks meetodiks. Selle pohjal antakse
pingefunktsioon ette kas poliinoomina voi trigonomeetrilise reana, mis si-
saldavad médramata konstante. Viimased méaératakse iilesande lahendamise
kédigus ddretingimuste ja biharmoonilise vorrandi abil.
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5.5 Biharmoonilise vorrandi lahendamine
poliinoomides

Kui véaljendada Airy funktsioon poliitnoomina

2 2 32 2 2

FF@E& %
._'Agwa._'ww&@._.wa@._'wwa@._'%w +

b d
p = A@m 2 4 boxy + mw@mv + A|w& + =aty + |&@w + wv +
3-2
(5.19)

saab konstrueerida terve rea tasandiilesande lahendusi. Vaadeldav lahenemis-
viis on rakendatav kui uuritakse ristkiilikulisi plaate voi talasid. Mahujoud,
k.a. keha kaal, hiilgame. Kéesolevas alajaotuses vaatleme talasid, mille pikkus
on [, korgus 2c ja laius 1. Tala teljeks on z-telg ja y telg on suunatud alla. Ku-
na lineaarses elastsusteoorias kehtib superpositsiooni printsiip, siis vaatleme
algul poliinoome kuni 5. astmeni eraldi. Jirgmises alajaotuses konstrueerime
saadud tulemuste abil erinevaid lahendeid.

Tjoonis
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A) Ruutpoliinoom s Co

oy = M% + boxy + 5V (5.20)

Sellise valiku puhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahulda-
tud. Mahujoude hiilgamise puhul saame avaldistest (5.15) pingekomponendid

kujul
W Oy = C; Oy =2, Ty = —Dbo. (5.21)

Selline pingeseisund tdhendab as > 0, by > 0 ja ¢o > 0 puhul iihtlast tommet
kahes ristuvas sihis koos iihtlase nihkega. Vastavad rajatingimused on esi-

(@I o, = LT T v, = = b,
UL Ty=hy - T, = b,
— — — | !
L] ] [ L]
3l 3 —_ @ | -
== == | |
o=¢; T o=e, <rrrmrrr .
(ST o =% w2

Joonis 5.1: Ruutpoliinoomile vastavad rajatingimused.

tatud joonisel 5.1. Vottes osa poliinoomi koefitsente vordseks nulliga, saab
rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppoliitnoom )
az s 3 9 C3 o

— B = = —q”. 5.22

Py =gt T STy Sy o (5.22)

Ka antud juhul on biharmooniline vorrand (5.18) automaatselt rahuldatud.

Pingete avaldiste (5.15) pohjal aga

o, = c3x +d3y; 0y = asx +bsy; Ty = —bsr — cay. (5.23)

o =-d c Valides vaid ds # 0
— saame puhtale pain-
=~ dele vastava pinge-
— X seisundi. Rajatingi-
_ o =d.c mused, mis vastavad

juhule d3 > 0 on esi-

Joonis 5.2: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: d3 # 0, tatud joonisel 5.2.
a3 = @w = C3 = 0.

Valides vaid b3 # 0 saame pingeseisundi, mille korral pindadel y = 4+c¢ moju-
vad pinged o, = *£bsc ja 7., = —bzx ning pinnal x = [ pinge 7,,, = —bsl. Juhu
bs > 0 jaoks on vastavad rajatingimused esitatud joonisel 5.3.
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LTI TITTT T Jo=-be TRt
I O I 0 1 Ty =P

Cc Cc

C

S |

REARRRRRRRRRRRRREY y |
LTI T TTTT L] Joy=be

Joonis 5.3: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: bs # 0, a3 = c3 = d3 = 0.

Muud voimalused:

O/\@wgmwwmo...
e Vaid ag #0 ...

e Jne. .

Teist ja kolmandat jarku poliinoomide puhul polnud vaja esitada taiendavaid
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kitsendusi poliinoomide koefitsentidele, sest biharmooniline vorrand oli auto-
maatselt rahuldatud. Korgemat jarku poliinoomide puhul pole asi aga enam
nii lihtne.

C) Neljandat jiarku poliinoom

g 4 bi 4 C4 9 9 di 3 €4 4
_ g be G N B 24
04 %.w&+w.m&@+w&@+w.w&@+%w (5.24)
Niiiid on biharmooniline vérrand (5.18) rahuldatud vaid juhul kui
g = |AM@P + mﬁv A@va
ning pingekomponendid (5.15) saavad kuju
0p = c42° + dyzy — (204 + ag)y’;
Oy = asr® + byry + Q@ww (5.26)
T HI@&MIMQ,& I@ 2
Kuna koefitsentide ay, . .., dy valik on vaba, siis on (5.26) abil voimalik kir-

jeldada mitmesuguseid rajatingimusi.
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Néiteks kui vaid d4 on nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis

oy =dyry; 0y =0; Ty = 5y (5.27)
g 777777::@:::::{H-EON
=-djc Héulo_@_% 1111111 T, = - 04lc
: — I |
— | Hx
. Cc
) | I q
, | o =djc y
LTI, = - 0mé

Joonis 5.4: Neljandat jédrku poliinoomile vastavad rajatingimused juhul kui dy > 0 ja
ay = @& = C4 = 0.

Juhule dy > 0 vastavad rajatingimused

d o d
Tyw = IM% kuiy = ¢, 74y = g@ kui x = 0;

7 2 (5.28)
Try = IWQMQ 0, = dyly, kui x =1

on kujutatud joonisel 5.4.
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Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis saaksime aval-
distest (5.26)

0y = 42’ — 204y oy = ey’ Toy = —2C4TY. (5.29)
Jne., jne.

D) Viiendat jirku poliinoom

as b5 ds 5 5
= — — — 5.30
b= 5 gt T gt g gty g gy eyt g (5:30)
Niiiid on biharmooniline vérrand (5.18) rahuldatud kui
1
= |Awmm + w@mv u@ «\w = |Wme + M&mv Amev
Pingekomponendid
( @mﬁm
Op = =
oy?
05
\ 0y = 52 (5.32)
. 05
(" 0x0y
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Valides vaid ds > 0 nullist erinevaks poliinoomikoefitsendiks, saame pinge-

jaotuse
2 1
Op = &m@w@ —3 wvu oy = w&éwv Toy = —dszy?. (5.33)
Viimasele vastavad rajatingimused
( 1
y==*c, o,= u_uwgmmw“ Tye = —dswC”
2d5y°
{a=0, o,=— wwv Ty = 0, (5.34)
2
r=10 o,= &QO@ - W wvv Tyy = |&mN@w.
\

Kuna biharmooniline vorrand (5.18) on lineaarne diferentsiaalvorrand, siis
on tema lahendiks ka suvaline lahendite superpositsioon. Seega, liites eespool
leitud elementaarlahendeid, saame leida meid huvitava probleemi lahendi.
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Tala pinnal méjuvate pingete (pindjéudude) peavektori ja peamo-
mendi leidmine
e Vaatleme tala, mille pikkus on [, kérgus 2c¢ ja laius 1.

e Eeldame, et tala kontuuril méjuvad normaal- ja nihkepinged on positiiv-
sed.

e Valime taandamistsentriks koordinaatide alguse.

Peavektori projektsioonid koordinaattelgedel x ja y:

mp; — Nwa AQ.&X&HN + Nwa AQ.HV_HHQ + m& Aﬂ@av_@ c Nw& Aﬂ.@av_ -

= @”lﬁ

¢ c ! l (5.35)
H\ Qianlwl\ Qa_ano&@Ln\o innn&&l\o Qa_@né&ﬁ

R, = R, AQ@:@HQ + Ry AQ@X@HA + Ry (Tuy)| o + By (Tay)] ooy =

l l c c (5.36)
H\o QFH@&&I\@ Q@_@né&,&l\ ﬂé_anogwl_.\ Tay| ey AY.
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Peamoment koordinaatide alguse suhtes!

Mo = Mo (02)|,—0 + Mo (02)|,—; + Mo (oy)l,—. + Mo (0y)],— .+
I_l >\§Q Aﬁ@&.v_@”n IT i@ A\Q\HV_@H|Q I_I i@ Aqwd@v_ -

r=l

H\ 9@_?%@|\ Ol Y dy+
o /¢ (5.37)
+ oyl _ &&&I\ oyl xdr—
,\o Q_@Io 0 @_ﬁllo
l l c
I\ Qa_@nmm&&l\ @a_@ném&&Lj\ Tayl g L dy.
0 0 —c

'Kuna y telg on suunatud alla, siis on positiivne moment péripieva.
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5.6 Konsooli paine

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega konsooli, mille vabas otsas (z = 0) on
rakendatud joud P, mida voib vaadelda kui otspinnal méjuvate nihkepingete
peavektorit (joonis 5.5). Konsooli pealmine ja alumine pind on pingevabad
ja ots x = [ jaigalt kinnitatud.

|
4
T
{

| NNNNAN
S

3}

o
.
NNNNNANNNNGN

4

Joonis 5.5: Kitsa ristkiilikulise ristloikega konsool pikkusega [, korgusega 2c¢ ja paksusega 1.
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Sellist olukorda saab vaadelda kui superpositsiooni puhtast nihkest (alajaotus
5.5 A valemid (5.21) as = ¢o = 0 ja by # 0) ja valemitega (5.27) esitatud
juhust (alajaotus 5.5 C ay = by = ¢4 = e4 = 0 ja dy # 0). Saame

d
oy =dyry, 0,=0, T,=—by— M@w = Tyz- (5.38)
Rajatingimused
2b
C C @M 5 M.ww
E; =P = - ey dy = by — —= d by = —.
MU@| \éﬂ@@ \é 2~ Y y = 2 1

(5.40)

Pannes niitid konstandid by ja dy valemitest (5.39) ja (5.40) pingete avaldisse
(5.38) saame

3P 3P y?
Oy — |M|waw@v Oy — Ov Tey — |H® A — MV . AW%HV
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Arvestades, et inertsimoment [ = I, = 2¢3 /3, siis
Oy = —7TY, Oy= 0, Ty = Imﬁm —y°). (5.42)

Lahend on tédpne Saint-Venanti printsiibi mottes, st., 5.5 C puhul on tala
otsas nihkepinged paraboolse jaotusega.

Leiame niiiid siirdekomponendid = ja v. Lahtume Hooke’i seadusest ja
Chauchy seostest, mille pohjal

( . ou oy P
T = — = — = ——X> ,
ox B EI'’
ov o, VP
§ Sy oy = Vo = (5.43)
ou v Ty P,
oy tar — @~ aerC Y
Integreerime (5.43), koordinaadi x jérgi ja (5.43), koordinaadi y jérgi:
P vP
Y T y+fly), v= SETY *+ fi(x), (5.44)
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kus funktsioonid f(y) ja fi(x) on integreerimiskonstantide analoogid.

Pannes (5.44) valemisse (5.43), saame

P df(y) vP o  dfi(z) Py
— = ——(c"—y°). A4
51t a2l T @ a1t ~v) (5.45)
Viimane on esitatav kujul
F(z) +Gy) = K, (5.46)
kus
dfi(z) P, df(y) P 2 L
= — K=———c.
Flo) == —am" CW ==+ ME “oar) Y 2GI¢
(5.47)

Kuna F(z) + G(y) = K = const., siis peavad ka F(x) ja G(y) olema kons-
tantsed. Téhistades F'(x) = d ja G(y) = e saame valemitest (5.46) tingimuse

P,
= —— 4
d+e= wQ@m (5.48)
ja diferentsiaalvorrandid
afy) (P P\ ile) P,
= d. A4
dy Aw@ MEVQ +e dr  2EI" (5.49)
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Viimaste integreerimisel saame

|wiuw |h
\ASIA@QNIQNNVQ +m@+m“ \;&VIQNNH +&&+mﬁm.mov

Seega saavad siirete avaldised (5.44) kuju

P P vP

B N vP P
= mm%@ 6GI  6EI

— h.
MNN.&.@ + 23+ dr +

6EI
(5.51)

Konstandid d, e, g ja h madratakse tingimusest (5.48) ja kolmest rajatingi-
mustest siiretele.

v%+&+9 @

Olgu punkt A tala ristloike x = [ kese. Jéiga kinnituse tottu peab see punkt
olema fikseeritud — tema siirded on nullid ja ristldéige x = [ ei saa poorduda
timber punkti A. Seega kui x =1 ja y = 0, siis u = v = 0 ning

PI?

—0 ja h=——"— 52
g=0 ja h Yol dl. (5.52)

Vottes valemis (5.51), y = 0, saame konsooli koverdunud telje vorrandi (enne
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deformatsiooni on teljeks z-telg, st. sirge y = 0):

p ., PP
0= —1" — — —d(l — x). :
V=0 = 51" ~gEr W) (5:53)
Konstandi d méa#dramiseks kasutame kolmandat rajatingimust, mis ei luba
vaadeldaval ristloikel poorelda timber punkti A. Seda tingimust voib ette

anda mitmel viisil. Vaatleme kahte:

a) tala telje element on punktis A fikseeritud, st.,

@
%& =1

y=0

= 0; (5.54)

b) tala ristloike vertikaalne element on punktis A fikseeritud, st.,

ou

— = 0. 5.55

= (5.55)

y=20
Juhul a) saame avaldiste (5.54), (5.53) ja (5.48) pohjal
PI? PI? Pc?
=951 1 ¢~ 91 ~sar (5-56)

5.6. Konsooli paine 172

Joonis 5.6: Rajatingimused otsas = = [.

Seega saavad siirdekomponentide avaldised (5.51) ja koverdunud telje vorrand

(5.53) kuju

S vP 5. P o P2 P
v= NE& Y=6er? Tea1? T\2E1 T 2G1
P P P2 PP
Cu= X2 3_ o (5.57)
V=0 T eErY oErt T 3ED
o P, PP . P
=0T Ert ToRTr T 3ED




5.6. Konsooli paine 173

Vorrand (5.57), annab konsooli vaba otsa z = 0 lidbipaindeks PI*/3EI, mis
iihtib tugevusopetusest tuntud tulemustega.

Juhul b) saame konstantidele vaértused

PI? P>  Pc?
o) SR o) A6l (5.58)
ning siirdekomponentide ja tala koverdunud telje jaoks avaldised
( P vP s, P P h PI?
U= ———a’y — —
“2E1"Y " 6E1Y Tear? TaEl?
A vP 2 P PI? N Pc? N Pc?l N PI? (5.59)
CT o™ Terr" T \2EI T 2GI 2GT " 3ET’ |
o = P , PP N PI? N Pc? ( v
=T GETT T2ET 3BT 26T
Seega saame vorrandi (5.59), kasutamise puhul tala teljele
Pc? 3P
—(—x)=—-(— 5.60
e AT (5.60)
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vorra suuremad lédbipainded kui vorrandi (5.57); puhul. Pohjus on selles,
et rajatingimused (5.54) keelavad tala telje poorded kuid lubavad otspinna
poordeid punktis A (vt. joonis 5.6 a). Rajatingimused (5.55) keelavad aga
tala otspinna poorded kuid lubavad telje poordeid (vt. joonis 5.6 b). Mdlemal
juhul toimuvad poéorded iihe ja sama nurga « vorra kuigi poorduvad erinevad
elemendid:

3P .
P2 ——— kuib=1,
o~ tana = I% = %mm (5.61)
— kui L.
4G b7

Tegelikult jadab aga kogu otspind z = [ paigale ja 0iget tulemust ei anna ei
juht a) ega b) ning kinnituskoha ldheduses ei vasta ka pingejaotus valemitega
(5.42) antule. Avaldise (5.42) puhul tuleb rakendada Saint-Venant’i printsii-
pi, st., et (5.42) annaks toepédrasema tulemuse, peame olema otsast x = [
piisavalt kaugel. Seega pikkade konsoolide puhul on tulemus ,tédpsem”, st.
vastab enam tegelikkusele, kui lithikeste puhul.
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Naited

Joonistada:

1. tala koverdunud telg (elastne joon) ja

2. ristléigete x = 050, 5/; [ deformeerunud kuju

erinevate ¢, [ ja P vaartuste jaoks molema iilalvaadeldud adaretingimuse kor-
ral. Tala materjal on teras, mille elastsuskonstant £/ = 210 GPa ja v = 0,3
ning tala laius b = 0,1 m.

Jargnevatel joonistel tahistavad oy, ja ags vastavalt koverdunud telje ja
otspinna numbriliselt leitud tousunurka kraadides punktis A. Nurk oy, mis
on leitud avaldisest tan ay,, = 3P/(4cbG), vastab rajatingimuste a) korral
koverdunud otspinna tousule ja rajatingimuste b) korral koverdunud telje
tousule punktis A (vordle joon. 5.6).
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Tala telje ja I16igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2=0.2m; | =1m; P =500 kN)
-0.1 . . . . . . . . ‘

0.1 I I I I | I I I I [

Joonis 5.7: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2 =0.2m; | =1m; P =500 kN)

T T T T T / T
—0.080\ - \
\ — \
0.08 —0.08 , d
~0.06/ 1 \
— \
0.06 ~0.06} _ -
~0.04} - .
— |
0.04 ~0.04} | -
~0.02 - _
— |
0.02 .02 i |
Or R I
> =N 0 0 ! 4
0.02f : : R l
0.02] i
0.02F .
00 | a)a, = 0.0p6602
0.04 0.04} : :
0.06} - b)a_ = 0.026704
0.06 | telo
0.06} , -
008 | ) 0.026602
0.08 ca, =0.
0.08f, VO
0.1} 1 .
1 1 1 O-H\ 1 1 1 O.H 1 1 / 1
1 o0 1 0499 05 0501 1 1 1
X XHOlm X X

Joonis 5.8: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2 =0.2m;|=1m; P =1000 kN)
|O.H y T T y y u U u ¥ —

B B -

S | ‘ ‘ 1
0.05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .

0.1 .

Joonis 5.9: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2 =0.2m; | =1m; P = 1000 kN)

, ! \ T
| 0.08 \
— I\ . : 1 —U. \
0.06 \ ood , ‘
) 0.06 !
— L\ : 1 —0. \
0.04 ool | |
\
0 0ok | -0.04 _
0.02 ~0.04 d 1
ol | -0.02 __
-0.02F | ‘
|
0
.. 0.02 1 0 i |
|
0.04f 0.02 on _ |
. _wvnoau 0.053203
i 0.04
008 0.04 __ 1
0.08" 0.06] _ﬁwv Qa_o =0.053408
. 0.06} , ]
0.08 \ _
0.1} c)@,, = 0.053203
0.08}, Jteor
0.1r \
12t
0 i i i i 0.1 i i \ ;
-2 0498 05 0502 0.9999 1 1
X x10° X X

Joonis 5.10: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2=0.2m; | = 1.5m; P =1000 kN)
-0.1 _ _ —

of m m .
> - |
0.1+ : : b

Joonis 5.11: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I10igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju

.{=0.1m; 2=0.2m;|=1.5m; P=1000 kN)

\
-0.06f .
of\ - -0.08" -
A\ \
-0.04f . ,
0.02+ . ~0.06f \ -
\
-0.02 . _
0.04- . ~0.04t | -
)
or ] i
0.06 . ~0.02 | ]
|
> 0.08 ___ 00z - > 0 _ ]
|
0.04} _
0.1 I ]
0.02 a)a_ = 0.063203
1 ots
0.06f
0.12f 0.04+ __ i
0.08 b) o, = 0.05351
0.14+ . 0.06 ,, ]
\
016 0.1} 008 e,waa- 0.053203
\
o . . .\ 0, , A I B N
5 0 5 0.745 075 0.755 14999 15 15
X X “_.Olw X X

Joonis 5.12: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.

5.6. Konsooli paine 182

Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; I] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2 =0.4m; | =3m; P = 1000 kN)

>

-0.2

O.

0.2

0

0.5

15

2.5

Joonis 5.13: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.




5.6. Konsooli paine 183

Tala telje ja I6igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2 =0.4m; | =3m; P = 1000 kN)

\ T
-0.1f ~0.15 | /
-0.15 | .
~0.05 oal | ,_
-0.1 __ ‘
or —~0.05} ] |
|
-0.05 i i
|
0.05/ ol | |
> _ _d N 0 i |
0.1 0.05 ] |
0.05 a)a_ = 0.026602
|
0.15/ 01l | _
|
01 b) = 0426678
\
0.2r 0.15f . |
0.15 ¢, =0.026602
0.25 0l | /
\
1 1 1 1 1 1 O.N 1 1 1
5 0 5 1495 15 1505  2.9999 3 3
X x10° X X

Joonis 5.14: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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Tala telje ja I6igetex=1[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2= 0.8m; | =1m; P =50000 kN)
|o.b\\ T T T T T T T T T T ]

[

[

[

-0.3f! I
[

-0.21 h

0.2 .

0.3r h

O.L.\ I _ 1
| | | | | | | | | | |

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Joonis 5.15: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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8m; | = 1m; P = 50000 kN)

.66501

66517

66501

Tala telje ja I16igetex=[ 0; 0,3; 1] deformeerunud kuju. f=0.1m; 2=0.
T T T T T T \
/ /
\ \
—0.37 4 03 1 -0.3
\
/ /
-0.2 '
. -0.2 \
\
\
L \
—0.1 -0.1r \
\
\
L \!
> 0 Op————s
0.1 01k
0.2f 02k
0.3 03l
O.L.\ i OA.\ i i OL. i
-0.01 0.495 0.5 0.505 0.998

X

X

1.002

Joonis 5.16: Rajatingimused a) — sinine pidev joon; rajatingimused b) — punane kriipsjoon.
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5.7 TUhtlaselt koormatud tala paine

Joonis 5.17: Uhtlaselt koormatud kitsa ristkiilikulise ristloikega tala

2¢, paksus 1).

a)

DONNWNNNN >

!

b)

(tala pikkus 2I, korgus

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega tala (joonis 5.17). Tala on otstes va-
balt toetatud ja talle mojub iihtlaselt jaotatud koormus intensiivsusega gq.
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Rajatingimused: a) kiilgpindadel y = +c¢

b) otspindadel x = +I

( c
\ Tayl,—y Ay = Fql, poikjoud tala otstes,
—C
&
X \ Ol ey dy = 0, pikijoud tala otstes, (5.63)

o

\ 0| ey ydy = 0, paindemoment tala otstes.
\ —C

Rajatingimusi (5.62) ja (5.63) saab rahuldada kui kombineerida alajaotuses
5.5 leitud lahendeid.
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Lahtume lahendist (5.33) (lk. 163)
2 1
2 3 3 2
Op — &mAH Yy — W vu Oy = W&w@ y o Tay = |&m&@ )
millele vastavad rajatingimused on kujutatud joonisel 5.18. Et vabaneda
-—ac et = - dJe?
L LU 111%® O_%Na , Tyx %N
O AL i oS ®ER) s — — — — — — Ty =9l
= = t X
E c = Q
o=-alciy ST o qe-ady v

(I III@I I e =dc¥3
y 5

Joonis 5.18: Viiendat jérku poliinoomile vastavad rajatingimused ds # 0 ja a5 = by = ¢5 =
es = f5 = 0 puhul.

tombepingetest kiiljel y = ¢ ja nihkepingetest kiilgedel y = +c lisame tédmbe
o, = ay lahendist (5.21) ja pinged o, = bsy ning 7,, = —bsz lahendist (5.23).
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Kokku saame

2 1
.= d 2, =3 — 2d 3 b
o WA&. Yy 3 vv Oy 3 5Y + w@nT@wu AW@%V
Try = IQUHQM — b,
Rajatingimustest (5.62) méarame
q 3q 34
a2 Mn 3 %Qv 5 43 AW @Wv
Arvestades, et [ = I, = 2¢%/3 saame valemitest (5.64) ja (5.65)
90 24 o ads o 23
q
Toy = IMA% — ).

Leitud pingekomponendid rahuldavad lisaks rajatingimustele (5.62) ka
(5.63); ,. Et oleks rahuldatud ka (5.63), lisame puhtale paindele vastavad
pinged o, = d3y ja o, = 7,, = 0 lahendist (5.23). Rajatingimusest (5.63),
leiame

3q (VP 2
d3=-=-|—=—-=]. 5.67
T 4c\2 5 (5:67)
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Seega avaldub normaalpinge o, 16puks kujul
qd (72 2 q (235 2,
= — (I© — — | =y’ — = : 5.68
o 57 A x v Y+ Vi w@ mo Y ( )

Avaldise (5.68) esimene liige vastab elementaarsele paindeteooriale ning teist

saab vaadelda kui parandusliiget ja ta on viike vorreldes esimesega. <Paran- x o,
dusliige> on pohjustatud sellest, et elementaarteooria puhul eeldatakse, et Joo-
o, = 0, kuid (5.66) pohjal pole see nii. Lisaks on valemite (5.66) ja (5.68) ™
pohjal selge, et o, ja 0, avaldise ,,parandusliige” ei soltu koordinaadist x.

Joonistel 5.19 ja 5.20 on esitatud pingete o, ja o, epiilirid vordluse mottes
samas mootkavas. Sinine pidevjoon vastab o, puhul summaarsele pingele
vastavalt valemile (5.68), punane kriipsjoon esitab nn. pohiliiget ja roheli-
ne punktiirjoon parandusliiget. Nendelt joonistelt selgub, et mida suurem on
tala pikkuse ja korguse suhe [/c, seda tithisem on parandusliikme méju ja
pinge o, maksimaalne viartus vorreldes o, maksimaalse vaédrtusega.
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c=3 I=5 c=3 I=5
-3 i T — T -3 T T
—2b B -2t i
|.H\ 4 |H\ 4
> or N > o+ 4
1+ b 1+ 7
2F b 2F 7
w w L L L L L L L L
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
a
y
c=3 I=15
-3 T T -3 T
N
N
-2k SN i -2t i
|“_.\ - |“_.\ 4
> or N > o+ 4
1+ b 1+ 7
2 ~. ] 2r 1
N
" /
w L L L [ L L L “W L L L L L L
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
g (o)
X y

Joonis 5.19: Pinged o, ja o, iihtlaselt koormatud talas vastavalt valemitele (5.66) ja (5.68).
Tala laius on 1 ja korgus 2¢ = 6. Ulemistel joonistel on tala pikkus 20 = 10 ja alumistel
joonistel 20 = 30. Pinge o, on esitatud tala keskel kohal x = 0. Punane kriipsjoon vastab
elementaarteooriast périt pohilitkmele ja roheline punktiirjoon parandusliikmele.
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c=2 |I=5 c=2 I=5
N J— — : -2 :
N~
_al I ]
> or N > o+ 4
1r 1 1r 1
NG
N L L L L L L L L N L L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
g a
S y
c=2 1=15 c=2 1=15
-2 : : -2 : :
.l [ i ]
> or N > o+ 4
1+ 1 1+ 1
N L L L L L L L M L L L L L L L L
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
g (o)
X y

Joonis 5.20: Pinged o, ja o, iihtlaselt koormatud talas vastavalt valemitele (5.66) ja (5.68).
Tala laius on 1 ja korgus 2¢ = 4. Ulemistel joonistel on tala pikkus 20 = 10 ja alumistel
joonistel 20 = 30. Pinge o, on esitatud tala keskel kohal x = 0. Punane kriipsjoon vastab
elementaarteooriast périt pohiliitkmele ja roheline punktiirjoon parandusliikmele.
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g 3 M M M M : —
o - - -parandusiige
= —o0
o 30 : y —
m .
o
3 25 .
=
x..m
& 20 1
(O]
IS
= 15 ]
(2]
>
e]
c
g 10 ‘
©
o
S,
o> 5 2
o IIIII e !
2 12 14

Joonis 5.21: Pinge o, ja parandusliikme osatdhtsus protsentides soltuvana tala pikkuse ja
korguse suhtest.
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Valemi (5.68) parandusliikme ja pinge o, osatdhtsuse hindamiseks on joonisel
5.21 esitatud suhted
max, 5 Aw@m — W%S : max, gy

Ja

Selle joonise pohjal on selge, et parandusliikme osatdhtsus on alla 5 % juba
siis kui suhe I/c > 2,5 ja pingete 0, ja 0, maksimaalsete véértuste suhe on
5 % véiksem kui suhe [/c > 5,5,

Avaldisega (5.68) esitatud pinged annavad otspindadel nulliga vorduva pea-
vektori ja peamomendi. Lahend on tépne vaid juhul kui otspindadel z = =+l
mojuks pindjoud

3 q (253 2

ty =41 (23— Ze2y) . .
103 w@ mm@ (5.69)

Saint-Venaint’i printsiibi pohjal loetakse lahend tédpseks punktides, mis on
otstest x = 4/ kaugemal kui tala korgus, st. 2¢, ka t,, = 0 puhul.
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Tala punktide siirded u ja v leitakse analoogiliselt alajaotusele 5.6. Niiiid
eeldatakse, et punktis © = y = 0 on horisontaalsed siirded vordsed nulliga ja
vertikaalsed siirded vordsed ldbipaindega 0. Kokku saame, et

( 3 2 2 1 2
:H% NMHI&W Y+ w@wlw%@ + v w@wlmw@an% g
4 2.2 2 4
9 )Y Yy 23 2 .Y Y Lo o
—__4)J I = 2oL 4L 2 —
7578 ST R Gl | U s
q [P2* 240 1, 1 9 9
—— == — = 1+ = J.
, AR T mm@.Jr +w~\ crt| +
(5.70)
Kuna (5.70), pohjal horisontaalsed siirded tala keskjoonel
vqx
o= — 5.71
o = 202, (5.71)

siis ei osutu keskjoon neutraalseks jooneks. Tala keskjoone punktide verti-
kaalne siire

@NM&MHAHMM H wm
|H||||||| H| . m.qm
@_@Lu 2EI | 2 5 sCT T (ltgr)ce | Av
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Kuna tala otsad on vabalt toetatud, siis v|,—+; = 0 ja

5 ql? 12¢2 (4 v
- L 14+ == =-+=]]. :
I A A (573)

Avaldises (5.73) nurksulgude ees olev kordaja esitab elementaarteooriale vas-
tavat labipainet (eeldades, et tala ristloiked jadvad deformatsioonil tasapin-
nalisteks). Teine liige nurksulgudes esitab parandust, st. arvestab poikjou
moju ldbipaindele.

J

Diferentseerides (5.72) kaks korda saame keskjoone koverust iseloomustava

avaldise
4 v

0%v q [?—2*

— = e 5.74

02|, , Bl 2 " “\5 "3 (5.74)
Ka selles avaldises vastab esimene liige elementaarteooria valemile ning on

proportsionaalne paindemomendiga ¢(I> — 2?)/2.

Kui soovitakse arvesse votta ka omakaalu, tuleb lisada pinge

oy = pg(c—y), (5.75)
mis annab tala {ilemisel pinnal y = —c pingeks 0, = 2pg(c) ja alumisel pinnal
y = c vastavalt o, = 0.
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Naide

e Tala pikkus 2/ = 10 m, korgus 2¢ = 0,8 m ja laius b = 0,1 m, koormus
q = 100 kN /m.

e Materjalid:
Teras: p = 7800 Wm\Ew“ E =210 GPa, v = 0.3, omakaal 61,2144 kN.
Alumiinium: p = 2600 kg/m*, E = 70 GPa, v = 0.35, omakaal
20,4048 kN.
Vask: p = 8900 wm\Bwv E =110 GPa, v = 0.32, omakaal 69,8472 kN.

Joonistada tala kdverdunud keskjoon vastavalt valemile (5.72) ja elementaar-

teooria valemile?

g [+ Uz+0)? P+
|m~§ 6 3 (5.76)

(%

ning hinnata valemi (5.73) nn. parandusliikme osatéhtsust soltuvana tala
korguse ja pikkuse suhtest.

2Parnes, Raymond. Solid mechanics in engineering. Wiley, Chichester, 2001.
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Joonis 5.22: Vabalt toetatud tala telje siirded. Punane kriipsjoon vastab nn. elementaarteoo-
riale ja sinine pidevjoon valemile (5.72).
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RN
o

©
T

parandus vorreldes elementaarteooriaga protsentides

| | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 012 014 016 0.18 0.2
tala k6rguse @ja pikkuse 2suhe

Joonis 5.23: Vabalt toetatud tala paine. Valemi (5.73) parandusliikme osatidhtsus protsenti-
des soltuvana tala korguse ja pikkuse suhtest (vt. alajaotus 5.7 lk. 196).
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5.8 Hiidrostaatiliselt koormatud tugiseina arvutus.

Vaatleme kolmurkse ristloikega tugiseina, millele mojub hiidrostaatiline surve
(joon 5.24). Olgu vedeliku tihedus p, tugiseina kaldenurk [ ja seina materjali
erikaal v. Seega on seinale mojuvateks vilisjoududeks vedelikust pohjustatud
hiidrostaatiline surve p = pgy ja mahujoud Y = v (seina erikaal). Hiillgame

A

N R

4

Joonis 5.24: Hiidrostaatiliselt koormatud kolmurkse ristldikega tugisein.

seina ja vundamendi vahelised mojud, st., vaatleme 0 < y < o0.




5.8. Hiidrostaatiliselt koormatud tugiseina arvutus. 201

Sellistel eeldustel on tegu tasapinnalise iilesandega ja rajatingimused

Pvz = Ozl + Ty,

Puy = Tayl + 0oym
Vertikaalsel kiiljel = 0 ja pinnanormaali suunakoosinused [ = —1 ning
m = 0. Kuna sellele seinale méjub hiidrostaatiline surve p, siis vastavalt
rajatingimustele
=0y |H I_lﬁbuov Opr — — ,
P9y (=) + 7y N gy (5.77)
0="Ty - (—1)+ 0,0, Toy = 0.
Kaldkiiljel x = ytan 3, | = cos, m = —cos(90° — ) = —sin(. Kuna
kaldkiilg on koormusest vaba, siis saavad rajatingimused kuju
0=o0,cos3+ Ty.(—sin 3), Or = Tyz tan 3,
B me(=sinp), tand,
0 = 74y cos B+ o,(—sin g), Toy = Oy tan 3.

Lahendi leidmisel 1ahtume ch@UoEboonmﬁ (5.22)

_as bs d3 3
ﬁwlww&._. a@._. &@._. 5
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Vastavalt valemitele (5.15) avalduvad pingekomponendid kujul

0, = 31 + d3y; o, = azr + bsy; Tyw = —bsx —c3y —yx.  (5.79)
Alternatiivsete valemite (5.16) kaudu aga kujul

0, = 3T + d3y; oy = a3z + b3y — yy; Tyr = —bsxr —c3y.  (5.80)

Jargnevalt ndeme, et molemal juhul saame pérast rajatingimuste (5.77) ja
(5.78) rahuldamist sama tulemuse.

Lihtume esiteks valemeist (5.79). Rajatingimused vertikaalkiiljel (5.77) an-
navad
d3s=—pg ja c3=0. (5.81)

Kaldkiiljel x = ytan 3 ja rajatingimused (5.78) saavad kuju
2cstan 3 + by tan® B+ ds + ytan* 5 =0

5.82
agtan® 3+ 2bstan 3 + ¢ + ytan = 0 ( )
Arvestades (5.81) saame viimastest avaldada
gl 2pg 2
— — b3 = —5— — 1. 5.83
“ tan 3 tan’ 3’ 5 tan? 7 (583)
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Sellega ongi neli tundmatut konstanti méaératud ning pingete avaldised (5.79)
saavad kuju
x

tan (8

0r = —pgy; oy = (y—2A4) + (A=) y; Tp=—-Azx,  (5.84)

kus konstant

Py
A= —F—. 5.85
tan? 3 (5.85)

Kui teha sama protseduur labi alternatiivsete pingeavaldiste (5.80) jaoks, siis
saame rajatingimustest (5.77) tulemuseks avaldised (5.81). Rajatingimused
kaldkiiljel annavad aga valemeist (5.83) erineva tulemuse konstandi b3 jaoks

7 2pg . ry
~tanf3 tan® @’ ~ tan? g’
Pannes aga avaldistega (5.81) ja (5.86) esitatud konstantide ag,...,ds
védrtused pingete avaldistesse (5.80) saame sama tulemuse, mis eelmiselgi
juhul. Seega voime kokkuvottes oelda, et vaadeldava iilesande korral on pin-
ged tugiseinas leitavad valemite (5.84) abil.

b3

as (5.86)

Valemi (5.84), pohjal vertikaalkiiljel o, = (A — ) y. Seega selleks, et viltida
tombepingeid (o, > 0) peab A < ~, kust saame kaldenurga jaoks kriitilise
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vaartuse
3" = arctan Py, (5.87)
Y
Kui f > (% siis on vertikaalkiilg surutud. Voéttes vee tiheduseks
p = 1000 kg/ m’ ja seina materjaliks betooni erikaaluga v = 24009 N/ m” saa-
me * = arctan \/1000/2400 = 32, 8°. Erikaalu v = 2000g N/m® korral saa-

me aga (3* = 35, 2°.

Vaatleme niiiid tugiseina ldiget v = yp. On selge, et selles 16ikes 0 < x <
Yo tan 5. Vastavalt valemeile (5.84) on normaalpinge 0, = —pgyo, st. kons-
tantne. Teine normaalpinge, st. o,, muutub aga védrtusest o,| _, = (A—"7)yo
védrtuseni oy|,_ = —Ayp. Nihkepinge 7[,_o = 0 < 7y < 7pf,_, =
—Ayptan 3.

Tugevusopetuse kursuse raames saadud valemid, nn. 0-jarku lahend, erineb

saadust oluliselt pingete o, ja 7., osas, kusjuures o, langeb kokku:

3pg 2
oV = 0; oy = Qm ﬁm@ = T xtan [ — o) (5.88)

Nihkepinge avaldise puhul on 0-jarku teoorias lahtutud samadest eeldustest,

vV

epiitiri
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mis talade paindel ja saadud paraboolne jaotus.
Markused:

e Vaadeldava iilesande lahendusele ei anna poliinoomi jargu tostmine mit-
te mingeid lisaliikmeid — koik korgemat jarku liikmed peavad vaadel-
davate rajatingimuste korral olema nullid.

e Kéesoleva lahendi puhul pole arvestatud vundamendi moéju — tugisei-
na alumisel osal on lubatud vabalt deformeeruda. Tegelikkuses soltub
aga suuremate y vaartuste korral vertikaalne deformatsioon vundamen-
di jaikusest.

e Kui me sooviksime arvestada ka rajatingimusi tugiseina alumisel osal
(seina ja vundamendi kinnituskohas), siis muutuks {ilesanne tunduvalt
keerukamaks ja teda poleks voimalik lahendada poliinoomides.

e Vottes kasutusele kuuendat jarku poliinoomid, saab leida lahendi
ristkiilikulise tugiseina (vertikaalse konsooli) jaoks. Seda vaadeldakse
jargmises alajaotuses.
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5.9 Hiidrostaatiliselt koormatud vertikaalne konsool

A

P DA oy At Fkifamirivsy .
TR T TR g e R pr R O R,

4

Joonis 5.25: Vertikaalsele konsoolile mojuv hiidrostaatiline surve.

Kui iildistada alajaotuses 5.5 esitatud lahendusmetoodikat ja vaadelda 6.
jarku poliinoomi, siis saame leida pingejaotuse hiidrostaatiliselt koormatud
vertikaalse konsooli jaoks:

3 3
P9y z° 3T _pgy T pg 5,6,
S||Q+E@T|%|va 7T Ty +§A|w§ +w§av“
3pgy? pg pg 3

(5.89)
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Siin téhistab p vedeliku tihedust (kg/m®) ja seega on koormuse intensiivsus
siigavusel y vordne pgy, poikjoud pgy?/2 ja paindemoment pgy®/6. o, ja Tuy
avaldiste esimesed litkmed vastavad jéllegi elementaarteooriale.

Konsooli vabal otsal y = 0 on leitud lahendi péhjal normaalpinged nullid.
Nihkepinged

E Py 3
Toy = I%A% - 8& + ﬂmww%?m - &wv (5.90)

pole nullid, kuid on viikesed iile kogu pinna ning nende peavektor on ligikau-
du null. See véimaldab lugeda véliskoormuse kohal y = 0 nulliks.

Kui tahetakse arvesse votta ka konsooli materjali omakaal, siis tuleb o, aval-
disse lisada liige —vy, kus v on konsooli materjali erikaal.

Vaadeldav lahend périneb Timoshenko ja Goodier &pikust® ning tegelikult
pole ka siin arvesse voetud vundamendi moju.

3S.P. Timoshenko, J.N. Goodier. Theory of Elasticity. McGraw-Hill, 1970. Venekeelne tolge: Teoria upru-
gosti, Mir, Moskva, 1975.
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5.10 Tasapinnalised iilesanded polaarkoordinaatides

5.10.1 Tasakaaluvorrandid ja Airy’ pingefunktsioon

0 z
N s
6
d Ty T
Sa” BL_ T
6.5+ § D
ol 6o C
g &&a,\% a+x\ *

Joonis 5.26: Viikese elemendi ABC' D tasakaal.

DRK-s esitatud tasakaaluvorrandite analoog saadakse kui vaadeldakse ele-
mendi ABC'D tasakaalu ja projekteeritakse tema kiilgedel méjuvad sum-
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maarsed joud ja mahujoud ¥ ja r sihile. Minnes iile piirile di¥ — 0 ja dr — 0

saalne @ H—mw
O.ﬁnTI ﬂEwITqﬁ Q%nT,\uﬁHO“
@ﬂ T @% T A@ @Hv
wmq%nTmﬂél_'wﬂ%Lw\q _9 .
r OU or r v

Siin téhistavad f. ja fy mahujoudude projektsioone radiaal ja tangentsiaal
suunale (r ja ¥ kasvamise suunale).

Ka siin saab mahujoudude puudumisel sisse tuua Airy’ pingefunktsiooni
@ = (Y, 7), nii et

100 1 0% 0%
r— T A S A5 oy = —=,
T Y or T 2o ' o2 (5.92)
10p 1 0% 0 [(10p .
Trd = 5=~ — — = ——— |\ —— 1.
YT200  rorod or \ r oY
Niiiid Laplace’i operaator
0? 0? 02 10 1 o?
2
(o o\ _(o 1o 1o 5.93
v Am&w i @@wv Amﬁw o TR @%v (5.93)
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ja biharmooniline vorrand
2 10 1Y\
Vip = A|+|I+I|v @ = 0. (5.94)

Kui pingekomponendid ja seega ka ¢ soéltuvad vaid koordinaadist r, siis saab
vorrandi (5.94) iildlahendi esitada kujul

w=Alnr + Brilnr + Cr* 4+ D. (5.95)

5.10.2 Deformatsioonikomponendid polaarkoordinaatides

ml@: m|:+H®@

S T e

_low Ov_w (2:90)
Qélﬁm% or r

Siin moistetakse suurusi v ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset siirdekompo-
nenti. Hooke’i seaduse kuju jaab endiseks:
1 1 Ty

Er = @Aqﬁ — tQ%vu EYy = MAQ% — TQLV Yrd = M Am.md

Siirete madramine toimub analoogiliselt DRK-ga.
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5.11 Kovera tala paine

MR

7

Joonis 5.27: Kovera tala paine.

Naitena vaatleme kovera tala puhast painet, st. vaatleme tala, mis paindub
koverustasapinnas otstesse rakendatud momentide M mojul. Sel juhul jaab
paindemoment konstantseks kogu varda pikkuse ulatuses, jarelikult soltub
pinge vaid radiaalkoordinaadist r. Seega saab kasutada lahendit (5.95).
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Rajatingimused:

(0, =0, r=a, r=0,

b b
\ oydr = 0, \ ogrdr = —M (5.98)

L 79 = 0, koigil rajapindadel.

7\

Pirast rajatingimuste (5.98) rahuldamist ja téhistuse

b
N = (b* — a*)? — 4a*V* In” — (5.99)
a
sissetoomist saame
( AM [a?b* . b o, T 0. @
Or = TN Aﬂgm + Ew +a va :
AM 22 b .
Yoo= " (- m2 .+ 2m® +0?—a?), (5.100)
N 2 a b r
| 70 = 0.

Lahend on tdpne vaid siis kui pingejaotus otspindadel vastab avaldisele
(5.100),. Muil juhtudel tuleb rakendada Saint-Venanti printsiipi.
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Joonisel 5.28 on esitatud suurused oya?/M ja o,.a*/M soltuvana suhtest r/a
juhul kui b/a = 2.

8 1.4
6 ] 1.2r (1,3600; 1,0699) ]
4 . 1+ .

= 2 1 = o8 .

s (1,443; 0) &

& 0 o= 0.6 .
-2+ 0.4- .
-4+ 0.2 .
|m L L L L O Il Il Il Il

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
rla r/a

Joonis 5.28: Pingete jaotus kovera tala paindel.

Jareldused: 1) o, > 0 iga r puhul vaadeldavas piirkonnas; 2) neutraalne telg
vastab r/a = 1,443 ja max oy > |min oyl; 3) 0, maksimum ei asu neutraalsel
teljel.
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5.12 Poorlev ketas

Teiseks naiteks polaarkoordinaatide puhul on podrleva ketta iilesanne. Vaat-
leme poorlevat ketast, mis poorleb jadva nurkkiirusega w. Ketta paksuse loe-
me raadiusega vorreldes viikeseks. Ainsaks mahujouks (mida arvesse vota-
me) on inertsjoud, st. f, = pw?r ja fy = 0. Antud juhul on tegu nn. po-
laarsiimmeetrilise iilesandega, kus o, ja oy soltuvad vaid koordinaadist r ja
seega valemi (5.92) pohjal 7,y = 0. Teine tasakaaluvorrandeist (5.91) on antud
juhul automaatselt rahuldatud ja esimesele saab anda kuju

d
—(ro,) — oy + pwir* = 0. (5.101)
dr
Kuna ka €, ja gy on vaid r funktsioonid, siis (5.96) pohjal
ou u
=2t =l 5.102
€ I &y ” A v
Hooke’i seadusest (5.97)
E E
o = ——(e, —vey), oy= (g9 — vey). (5.103)

12 1 — 12
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Asendades niitid deformatsioonikomponendid (5.102) Hooke’i seadusse
(5.103) ning viimase omakorda tasakaaluvorrandisse (5.101) saame diferent-
siaalvorrandi siirdekomponendi v maaramiseks:

d*u du 1—1?
2 _ 2.3
Selle diferentsiaalvorrandi iildlahend avaldub kujul
Ll er— (14 v)0t L=V 2 (5.105)
U= — —v)Cr — v)Ci— — ——pwr’| . :
E s
Vastavad pingekomponendid
1 3
o, =0C+C1— — Mtb&&;mv
r (5.106)
1 143
oy =C — QH|M — tm&&%.
r 8

Konstandid C ja (7 méiratakse rajatingimustest.

Téisketta (ilma auguta keskel) puhul vastab r = 0 siire u = 0, seega C; = 0.
Ketta serval r = b joudude puudumisel o, = 0, seega
3+v

C=— pw?b, (5.107)
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Seega pingekomponendid
3
o, = me N\Pcm@w — %)
31y ., 1430 5, (5.108)
oy = pwbT — ——pwr
8 8
Plaadi keskel on neil pingetel maksimaalne vaartus
3
0, =0y = .m Y o, (5.109)

Kui ketta keskel on ava raadiusega a, siis konstandid C' ja C; méaratakse
rajatingimustest o,|,—, = o,|,—p = 0 —

3 3
C = M tbSMA@M +b%), Cp=-— me viN@w@M. (5.110)
Pingekomponendid
(
3 2p?
op = MthmA%Lw@mI@qIﬂwv“
,
A 5,9 (5.111)
3+v @m+@m+@@ ~+wtﬁw
oy = W — :
\ v g r2 3+ v
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Radiaalpinge o, on niiiid maksimaalne kohal r = v/ab ja tangentsiaalpinge
(rongaspinge, i.k. hoop stress) oy sisemisel serval

& Wl Tb&mAw T @vwv

3 1-—
max oy = i tbﬁm A% + t@wv .

max o, =

(5.112)

4

Kui a — 0, siis max oy ldheneb véidrtusele, mis on kaks korda suurem kui
avaldisega (5.109) esitatud vaartus. Seega kui teha téisketta tsentrisse viike
ava, siis suureneb tangentsiaalpinge plaadi tsentris kaks korda.
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5.13 Radiaalne pingus.

Kiillaltki tihti esineb iilesandeid, kus igas keha punktis on nullist erinev vaid
radiaalne pinge o,. Sellist pingust nimetatakse radiaalseks pinguseks.

Antud juhul saab esitada pinge o,.(r,¥) kahe funktsiooni korrutisena:

o (r,9) = p(r)Y (). (5.113)

Pannes viimase tasakaalu- ja pidevusvorrandeisse ning integreerides, saame
radiaalse pinguse jaoks pingekomponentide avaldised

k
or(r, ) = —— cos(v — ), o9 =Ty =0, (5.114)
r

kus integreerimiskonstandid k ja 19y méératakse rajatingimustest.
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5.14 Kiilu surve.
, Vaatleme lopmata pikka
i stimmeetrilist kiillu (joonis 5.29),
mille stimmeetriatasandis mojub
§ joonkoormus F. Kiilu tipunur-
ga tahistame 2a. Analoogiliselt
tugiseina  arvutusega,  hiilgame
rajatingimused kiilu alaservas ja
vaatleme 0 < y < oc.
-
Y

Joonis 5.29: Siimmeertiline kiil ja tema
siimmeetriatasandis méjuv joud.

5.14. Kiilu surve.
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¥

Joonis 5.30: Siimmeertilisele kiilule mojuv
joud, radiaalne pinge, polaar ja ristkoordi-
naadid.

Votame kasutusele polaarkoordinaa-
did r ja ¢ (joonis 5.30). Sellisel
juhul on tegu radiaalse pinguse-
ga ja pingekomponendid on esita-
tavad kujul (5.114). Konstantide k
ja ¥y madrmiseks tuleb koik jooni-
sel 5.30 kujutatud joud (ja pinged)
projekteerida koordinaatide r ja v
(voi z ja y sihile). Kuna vélisjoud
on vaadeldaval juhul
(ja mojub siimmeetriatasandis), siis
on konstant Y5 =0 . Konstandi &
madramiseks projekteeritakse F ja o,
y-teljele:

vertikaalne

ﬁl\ or(cosV)rdy =0, (5.115)

«
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kust arvestades (5.114) saame

@\A wﬁ
F— \ — cos? Irdd) = 0, = k= — (5.116)
aT 2a0 + sin 2«

Kokku saame seega lahendi kujul:

2F cos v
20 +sin2«  r

, Oy = Ty = 0. Am.wwﬂv

q\\.Hl

Kuna valemite (5.114) tuletamisel kasutati nii tasakaalu kui pidevuse vorran-
deid, siis rahuldab ka vaadeldava iilesande lahend (5.117) nii tasakaalu kui

pidevuse vorrandeid.
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Praktiliste probleemide korral (vt. néiteks jargmist alajaotust) on siiski ots-
tarbekas kasutada koordinaate x ja y. Uleminekuks on jargmised valemid:

oy =012 + ogm? + 27.9lm,
o, =0, 12 + ogm? + 27.9lmy, (5.118)

Tay =o,.lly + ogmmq + ﬁ%QSH + NHSY

(
([ =cos(r,r) = sinv, r=yz?+y
T
m = cos(V, x) = cos v, sin ) =————,
12 4 2 5.119
A 1 =cos(r,y) = cos v, A . @1_. J ( )

my =cos(d,y) = —sin? cos v = :

\ 71 (¢, y) \ /22 + 2

Kokku saame kolm koordinaatidele x ja y vastavat pingekomponenti

kx?y ky? kay?

T T w4120

Oy = — (@2 + 22 22 1 y2)?
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5.15 Koondatud jou mo6ju poolruumile

Vaatleme elastset keskkonda, mis on pii-

z ratud koordinaattasandiga (x,z) ja mil-

= lele mojub piki z telge rakendatud joud
F. Selline iilesanne on tuntud Flamant’

X tilesandena ja ta kujutab endast eelmises
alajaotuses vaadeldud kiilu iilesande eri-
juhtu, kus nurk o = 7/2. Jarelikult kons-

y tant k = 2F /7 ja pingekomponendid po-
laarkoordinaatides
Joonis 5.31: Elastsele poolruumile o F 9
~ = coS
mojuv koondatud joud. o, = — : o9 =Ty =0
r
(5.121)
ning ristkoordinaatides
2F2? 2F3 2F xy?
o= — i Y (5.122)
(22 + y2)? (22 + y2)? (22 + y2)?
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F=1kohalx=0 F =1 kohalx=10
0 < 0 < On selge, et vaadel-
davas piirkonnas on
% M normaalpinged ne-
1 o 4 . . .
gatiivsed iga = ja y
S i) S korral, nihkepinge 7,
= 2 S 2 .~
m. 3 aga muudab jou raken-
o o duspunkti kohal oma
I p AR RN x J— . . ..
w 3 - 3 P marki: negatiivsete x
> - korral on 7,, > 0 ja
4 =TT e 4 N positiivsete x korral on
Toy < 0.
5 e T T 5 Joonisel 5.32 on esi-
| | tatud  normaalpinge
-5 w 5 -5 w > 0, ja nihkepinge 7,

epiitirid koordinaadi y

Joonis 5.32: Normaapinge o, ja nihkepinge 7., epiiiirid koor- fikseeritud —véirtustel
dinaadi y fikseeritud véértuste jaoks kohal z = 0 mojuva yo=1,2,...,5.
ithikulise jou F korral.
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F=1kohalx=0

0

yw\ 4

mh -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X ja o, epudrid

Joonis 5.33: Normaapinge o, epiiiirid koordinaadi x fikseeritud va#rtuste jaoks kohal z =0
mojuva iihikulise jou F korral.

Joonisel 5.33 on esitatud normaalpinge o, epiiiirid koordinaadi x fikseeritud
vaartuste xg = —3, —2, —1,1, 2, 3 jaoks.
Fikseeritud y korral omab normaalpinge o, ekstremaalset vaartust kohal z =

0, ja nihkepinge 7., kohal |z| = y/v/3. Analoogiliselt, fikseeritud x korral /
omab normaalpinge o, ekstremaalset vairtust kohal y = ¢/ V3.
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Samapinge jooned Sg_mm_u_som_w“ F=1

PI5915 | >

X
Joonis 5.34: Radiaalpinge o, samapinge jooned kohal x = 0 moéjuva iihikjou F korral.

Joonisel 5.34 on esitatud radiaalpinge o, samapinge jooned — ringjoonel raa-
diusega ry on radiaalpinge o, = —F/mrg. Koik sellised ringjooned puutuvad
x-telge jou F rakenduspunktis.

Sellise graafilise radiaalpingte esituse andis esmakordselt Joseph Boussinesq
ning seetottu nimetatakse neid ringe Boussinesqi ringideks.
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1.2- 1
1 ]
o
o 0.8 1
j=2]
c
=
T 0.6 ]
ks
°
o
0.4- 1
0.2 1
% 2 4 6 8 10

samapinge ringjoone qmmo__:w
Joonis 5.35: Radiaalpinge o, séltuvana samapinge joone raadiusest rg.

Joonisel 5.35 on néidatud kuidas soltub radiaalpinge o, samapinge joone
raadiusest rg.

5.15. Koondatud jou maoju poolruumile 228

Valemeid (5.121) ja (5.122) voib kasutada selleks, et hinnata vundamendi-
aluseid pingeid pinnases. Kuigi pinnas iildiselt ei kéitu elastselt, on siiski
leitud, et vaikeste sisepingete korral on koéigil pinnastel rakendatav lineaarne
elastsusteooria.

Eelpool vaadeldud lahend on lihtsalt iildistatav suvalise joonkoormuse p(x)
jaoks, mis mojub 16igul [a, b]. Esmalt vaatleme juhtu, kus koondatud joud F
ei moju mitte koordinaatide alguses, vaid punktis x = x(. Sel juhul saavad
valemid (5.122) kuju

2FE2y 2Fy3 2F &P

T @y T n(@ )P
kus £ = x — x.

Selleks, et arvutada 16igul a < z < b mojuvast joonkoormusest p(x) pohjusta-
tud pingeid, tuleb saadud valemites teha asendus F' = p(§)d¢ ja integreerida
16igul [a, b].
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Juhul kui p = const., saame

Oy = _ - |mm@ d§ = L Amaogbw _ Y v - =
T e (€97 a y &4y

Tr=a

—b — —b _
=L Tﬁogb (z =) — arctan (z—a) — y(@ 5 ) + y(z 5 @) ~ :
" / R
5.124
2p [0 P p A TS V =
= —— — 7 _d¢ = —= | arctan > + ——— —
BT e @t T R y &4y,
—b — —b _
S Twodmb (@ ) — arctan (z—a) T y(@ ; ) . y(x i a) ~ v
T Y Y (z—0)"+y* (z—a) +A% |
5.125
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r= r=b
S A S N
Y T Jz=a AMM + @wvw ﬁ.Mw + \,Qw r—a
2 2
=2 J - Y . (5.126)

Tz —=b)°+y2 (z—a)+y?

Saadud valemite (5.124)—(5.126) abil on voimalik hinnata pingeid vundamen-
dialuses pinnases.

Jaan Metsaveere koostatud éppevahendis? on vilja pakutud alternatiivne va-
lem P

o= P 5.127
R (5.127)

kus p on alusmiiiiri pikkusiihikule mojuv koormus, 2a vundamendi pikkus ja
—a < x < a. See valem baseerub ideel médrata vundamendi ja pinnase va-
heline rohk, mis pohjustab iihtlase vertikaalsiirde kogu vundamendi ulatuses.
Viimase valemi pohjal peaks vundamendi servades x = +a tekkima lopmata
suured pinged. Tegelikkuses selline olukord ei realiseeru — juba suhteliselt
véaikeste pingete juures tekkivad x = -+a iimbruses plastsed deformatsioonid
ning tegelik pingejaotus on tunduvalt iihtlasem.

4J. Metsaveer, Plaatide arvutus ja tasandiilesanne, Tallinn, 1987
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5.16 Naiide: joonkoormuse moju poolruumile

Ulesanne. Poolruumile majub 16igul —5 < z < 5 kontsantne joonkoormus
p = 1. Leida normaalpinged o,, o, ja 7, koordinaatide x ja y fikseeritud
vadrtuste jaoks kasutades eelmises alajaotuses toodud valemeid.

Lahendus.

1. Normaalpinge o, arvutamiseks saab kasutada valemeid (5.125), (5.123),
voi (5.127).

e Valem (5.125) voimaldab leida pinge o, vddrtusi iga y ja = jaoks.

e Valemi (5.123), rakendamiseks tuleb 16ik —5 < = < 5 jagada n vord-
seks osaldiguks pikkusega Az = 2a/n ja joonkoormus n+ 1 koonda-
tud jouks. Osaldikude otstes x; = —a + iAx, (i =0,...,n) mdjuvad
sel juhul koondatud joud F; = 2ap/(n + 1). Iga joud F; pohjustab
pinge o,(F;). Seega, rakendades superpositsiooni printsiipi, avaldub
n + 1 joust pohjustatud pinge summana o, = > ", 0,(F}).

e Valem (5.127) on moeldud pingete arvutamiseks vahetult vunda-
mendi all ning seetottu pole seal koordinaati y.
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e Tulemused on esitatud joonistel 5.36—5.38. Joonisel 5.36 on osaldiku-
de arv n = 100, joonisel 5.37 n = 20 ja joonisel 5.38 n = 10. Puna-
ne punktiirjoon vastab valemile (5.125), violetne kriipsjoon valemile
(5.127) ja sinine pidev joon valemile (5.123),.

2. Nihkepinge 7,, arvutamiseks saab kasutada valemeid (5.126) voi
(5.123),.

e Valemi (5.126) abil leida pinge 7., védrtusi iga y ja x jaoks.

e Analoogiliselt normaalpingega o, tuleb valemi (5.123), rakendami-
seks 1oik —5 < o < 5 jagada n vordseks osaldiguks ja joonkoormus
n + 1 koondatud jouks. Kokku saame niiiid 7,, = Y 1 70y (F}).

e Tulemused on esitatud joonistel 5.36—5.38. Joonisel 5.36 on osalbdiku-
de arv n = 100, joonisel 5.37 n = 20 ja joonisel 5.38 n = 10. Punane
punktiirjoon vastab valemile (5.126) ja sinine pidev joon valemile
(5.123),.
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3. Normaalpinge o, arvutamiseks saab kasutada valemeid (5.124) voi
(5.123),.

e Valemite (5.124) ja (5.123); kasutamise pohimoétted on samad, mis
eelnevatel juhtudel.

e Tulemused on esitatud joonistel 5.39-5.41. Joonisel 5.39 on osalbdiku-
de arv n = 100, joonisel 5.40 n = 20 ja joonisel 5.41 n = 10. Punane

punktiirjoon vastab valemile (5.124) ja sinine pidev joon valemile
(5.123),.

4. Joonistel 5.42-5.44 on lisaks esitatud samapingejooned pingetele o, o,
ja 7,y piirkonnas —10 < x <10, 0 <y < 5.
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T T T T T T

yija o
y ja Ty

4 ’ N_.. %.
. . T
5 5,
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
X X

Joonis 5.36: Normaapinge o, ja nihkepinge 7, epiiiirid koordinaadi y fikseeritud vadrtuste
jaoks loigul —5 < x < 5 mojuva iihikulise joonkoormuse korral, osaldikude arv n = 100.
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T

T

T

-10

-5

0
X

5

y ja Ty

3;

et T T Ty

T T

-10

-5

0 5 10
X

Joonis 5.37: Normaapinge o, ja nihkepinge 7, epiiiirid koordinaadi y fikseeritud vadrtuste
jaoks loigul —5 < o < 5 mojuva iithikulise joonkoormuse korral, osaldikude arv n = 20.
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T

T

000y

T

yja o

y ja Ty
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0
X
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0 5 10
X

Joonis 5.38: Normaapinge o, ja nihkepinge 7, epiiiirid koordinaadi y fikseeritud vadrtuste
jaoks loigul —5 < o < 5 mojuva iithikulise joonkoormuse korral, osaldikude arv n = 10.
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Joonis 5.43: Samapingejooned normaapinge o, jaoks.
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