6.6. Uhtlaselt koormatud plaatide lihtsamad paindeiilesanded 263

6.6 Uhtlaselt koormatud plaatide lihtsamad
paindeiilesanded

6.6.1 Silindriline paine

Kui ristkiilikuline plaat on «pika ristkiilikus> kujuline ja koormus on pikkade
kiilgede sihis konstantne, siis plaadi keskosa (vt. joonis 6.6) elstne pind on
silindrilise kujuga (silindri moodustaja on paralleelne y teljega). Teisisonu,
plaadi keskosas siirded w = w(z). Sellist plaadi deformatsiooni nimetatakse
silindriliseks paindeks.

Olgu plaat vilja venitatud y telje sihis ja koormus iihtlaselt jaotunud iile
kogu plaadi pinna, st., p(z,y) = p = const. (joon. 6.6). Plaadi elastse pinna
vorrand (6.10) saab sel juhul kuju

0tw(x)
D——— =p. 6.26
opt =P (6.26)
See vorrand on vaga sarnane tugevusopetusest tuntud tala elastse joone
vorrandiga 9
w(x)
El——= =p. 6.27
G =P (6.27)
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Joonis 6.6: Pikk ristkiilikuline plaat.
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Léabipainete  vordlemiseks — tuleb  vorrelda  plaadi  paindejdikust
D = Eh?/12(1 — v?) iihikulise laiusega tala’ paindejiikusega EI = Eh3/12.
Kuna plaadi paindejéikus on tala omast suurem, siis on plaadi labipaine tala
omast vaiksem.

Sisejoud madratakse seostest (6.13) ja (6.14). Kuna w = w(x), siis ka pain-
demomendid ja poikjoud on vaid koordinaadi x funktsioonid.
0*w(x) 0*w(x)

Vorreldes taladega tekivad seega plaadis ka paindemomendid M,,. Talas neid
ei teki kuna tala ristloiked saavad vabalt deformeeruda (joon. 6.7). On ilmsel-
ge, et paindemomendid M, pohjustavad pingeid o, mida tuleb arvesse votta
néiteks raudbetoonplaatide sarrustamisel: plaat tuleb kindlasti sarrustada ka
pikisuunas.

"Plaadi koormus on antud pinna iihiku kohta, talal aga pikkusiihiku kohta
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Tala Plaat

Joonis 6.7: Paindemomendid M,,.
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6.6.2 Uhtlaselt koormatud jiigalt kinnitatud elliptiline plaat

See on iiks vahestest plaadi painde iilesannetest, millele on voimalik leida
analiiiitiline (tdpne) lahend.

Vaatleme ellpitilist plaati (joon. 6.8), millele koordinaatteljed x ja y on
siimmeetriatelgedeks. Sellisel juhul saame elliptilise plaadi kontuuri vorran-
dile kuju

R S} (6.29)

w=uw (1-% L (6.30)

kus wy on plaadi ldbipaine koordinaatide alguses, rahuldab plaadi elastse
pinna (diferentsiaal)vorrandit (6.10)
Otw otw ow  p(x,y)

2 —
@i i @&wmww * @@% b

6.6.2. Uhtlaselt koormatud jiigalt kinnitatud elliptiline plaat 268

ey
—

Yy

A
4

N\

A
~

Z

Joonis 6.8: Elliptiline plaat.
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ja ddretingimusi jaigalt kinnitatud servas (6.19)

ow
kus n on plaadi kontuuri normaal. On ilmselge, et plaadi kontuuril on esime-
ne neist rahuldatud. Kuna plaadi kontuuril tuletised ow/0x = OJw/dy =
0, siis on tuletised suvalises suunas, kaasa arvatud normaal n, nullid ja

Adretingimused (6.31) rahuldatud.

Niiiid leiame avaldisest (6.30) vajalikud osatuletised, paneme need elastse
pinna vorrandisse (6.10) ja avaldame ldbipande plaadi keskel —

p

Wo = 75724 | 16 24\° (6.32)
D (G + 2 + 1)
Seega saab plaadi elastse pinna avaldis (6.30) kuju
)
w=L A ° (6.33)

D(G+ar+5)
Kuna avaldis (6.33) rahuldab nii elastse pinna vorrandit kui ddretingimusi,
siis on ta vaadeldava iilesande tépseks lahendiks.
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Edasi on voimalik leida paindemomentide avaldised, kasutades valemeid
(6.13)
(

NEH|®A|+N\|

2 2 2 2 2 2
S m— G T LA
6+ 4% + 6% a* b b? b*  a?

0w 0w
=0 (G55 ) -

@w 2 2 @m 2 2
(s B) e (e 2]
\ 6+4%+65 a* b a b*  a

Plaadi keskel, kus x = y = 0 saavad paindemomendid seega vaartuse

pa’ AH + EMIMV pb? AH + ENIMV
= - : M, = - : 6.35
64 4% + 6% 6 +42 68 (6.35)

M,
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Vaadeldava kinnitusviisi tottu on plaadi servas paindemomendid nullist eri-
nevad. Eeldusel, et a > b saame maksimaalse momendi plaadi servas kohal
x=0,y==+b
2pb?

6+4% + 6%
Erijuhul a = b = r saame ellipsist ringi, st., elliptilise plaadi asemel vaatleme
ringikujulist plaati ehk {imarplaati, mille korral momendid plaadi keskel ja
servas saavad vaartuse

max My = — (6.36)

2 2
pr pr
My=—(1 M, = ——. 6.37
Et saada maksimaalset paindepinget plaadi ristloikes, st., o(£h/2) tuleb saa-

dud momendiavaldised jagada vastupanumomendiga W = h?/3.
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6.7 Elastse pinna vorrandi lahendamine ristkiilikulise
plaadi korral

Plaadi painde diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb iildjuhul kasutada li-
gikaudseid meetodeid. Selliseid meetodeid on vilja téotatud suhteliselt palju.
jargmistes peatiikkides vaatleme neist moningaid.

6.7.1 Navier’ meetod — lahendus kahekordsetes

trigonomeetrilistes ridades

Vaatleme koikidest servadest vabalt toetatud ristkiilikplaati, mis on koorma-
tud meelevaldse ristkoormusega p(x, y). Vabalt toetatud plaadi elastset pinda
saab kirjeldada kahekordse trigonomeetrilise rea abil:

w(z,y) = MU MU Cln Sin SM& sin SM@. (6.38)

m=1 n=1

Selle rea iga liige rahuldab daretingimusi (6.21)




6.7.1. Navier’ meetod — lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades 273

p(x, S

%\\ ............. o

Joonis 6.9: Vabalt toetatud ristkiilikplaat.

0w 0%w
w =0, — =10 ja/voi — =0, 6.39
@.&.M ,H \ @@w A v
seega ka kogu rea puhul on déretingimused rahuldatud.
Plaadile rakendatud koormus arendatakse Fourier ritta, st.
= — mmTx . nm
=3 Buusin L sin Y. (6.40)
a b
m=1n=1
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Tegurid B,,, leitakse matemaatilisest analiiiisist tuntud valemite abil

4 a prb
= |\ \@TPS sin 0L g :ﬂ@&&&@ (6.41)
ab 0 0 b

a

Jargmise sammuna tuleb siire w ja koormus p asendada plaadi elastse pinna
vorrandisse (6.10):

55 (%) 2 (22 () () n 2

m=1 n=1
1 = — . mnrr . nmy
=5 SMHUH :MHM By sin ——sin— = (6.42)
Kuna viimane vorrand peab kehtima iga m ja n korral, siis
m§3
Con = : (6.43)

D [(m/a)? + (n/b)*’

Kokku oleme saanud Emm% elastse @55@ jaoks avaldise

: .Sﬂ&.:ﬂ@
. @.RE
A&@ gb Wm 3\@ PR 3 sl ——sin — Av
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p(x,y)

A A A >

N

4
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Joonis 6.10: Uhtlaselt koormatud ristkiilikplaat.

Uhtlaselt jaotatud koormuse juht. Elastse pinna avaldise (6.44) raken-
damise néitena vaatleme iihtlaselt koormatud plaati. Sellisel juhul kordajad

dp [ [V mrz . N
B = P sin @&&g@ (6.45)
ab 0 0 a b
Kuna integraal
a .
. mmnx 2a/mm, kui m=1,3,5,...
\ sin dr = fm, . P (6.46)
0 a 0, kui m =2,4,6,...
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Siis
4p 2a 2b 16p

Byn = — = : m,n,=1,3,5,.... (6.47)
abmmnmt  wmn

Elastse pinna avaldis saab antud juhul kuju

5@8 8 H .35&.§Q
SC&SH| M M mE mE .A@.mmv
m=1,3,5 n=1,3,5 "I [(m/a)? + Az\Sw_m a b

Kui téhistada plaadi kiilgede pikkuste suhe b/a = [ (s.t. asendame b = af3),
siis saame viimasele anda kasutamiseks mugavama kuju

H@B@g 1 . mmTx . nmy
w(z,y) = sin sin . (6.49)
ﬁ.mb 3M~Uw 5 3M~wa 33 Sw C@\va_w a Q@

Sisejoudude leidmiseks tuleb viimasest avaldisest votta piisaval arvul osatu-
letisi ning kasutada valemeid (6.13) ja (6.14):
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( 2 o0 o0 ) 9
16
M, — N@ MU MU m .w v(n/pB) _ G T ﬁ:@n
T 135 ne1as M (m* + (n/B)?] a af
16pa’? <~ « 2 2
M, — N@ MU MU vm w+ (n/pB) _sin mrz ﬁ:ﬂ@u
T 135 ne1ss M (m? + (n/B)?] a af
16(1 — v)pa® & — 1 mrr  nmy
T, = — cos cOS :
VT A e
16pa  ~— - 1 mmx nmwy
Qe = cos sin v
oA T e
16pa - - 1 mmx nmy
W=ms 2 2w A e e
. m=1,3,5 n=1,3,

(6.50)
Kui on vaja leida toereaktsioonid, siis tuleb kasutada valemeid (6.17) ja
(6.18).

Et vélja selgitada, mitu liiget iilaltoodud trigonomeetrilistes ridades tuleb
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votta, tuleb uurida ridade koonduvust. Selgub, et koige kiiremini koondub
labipainde avaldis (6.49). Pisut aeglasemalt koonduvad momentide avaldised
ja veelgi aeglasemalt poikjou ja toeraecktsioonide avaldised.

Koondatud jou juht. Olgu koondatud joud P rakendatud plaadi punktis
T

Y z

Joonis 6.11: Koondatud jouga koormatud ristkiilikplaat.

v

K koordinaatidega xg, 9. Valemite tuletamiseks eeldame, et see joud on
jaotunud lopmata vaikesele pinnale dxdy punkti K i{imbruses:

P
EﬁSn%@. (6.51)
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Tegurid By, leitakse valemi (6.41) abil. Siin esineva kahekordse integraali
arvutamisel tuleb arvestada, et see integraal on null kbikjal peale punkti K,
kus ta omab vadrtust

4 [ [P . mmwx . Ny AP . mmwxg . nmwy
= — p(x,y)sin sin —=dxdy = sin sin :
0 a

b ab a b
(6.52)

Kasutades niiiid valemit (6.44) saame avaldise

3@3&0 MHB. nmYo

8 .33@.5@
A&S @mE mE .Am.mwv
o 2, 2 Tt s G e

Teades labipainet, saame leida sise- ja reaktsioonjoud kasutades vastavaid
avaldisi (6.13), (6.14), (6.17) ja (6.18).

Kuna rida (6.53) koondub aeglasemalt kui rida (6.49) ning tema abil saa-
dud sise- ja reaktsioonjoude esitavad read aeglasemalt kui iihtlaselt jaotatud
koormusele vastavad read, siis tuleb koondatud joudude puhul olla ettevaat-
lik. Teisisonu, aktsepteeritava tulemuse saamiseks tuleb siin valida tunduvalt
pikemad read kui iihtlaselt jaotatud koormuse korral.
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dide. Vaatleme ruutplaati, st. b/a = 8 = 1, millel Poissoni tegur v = 0,3
ja HE:m_m mojub {ihtlaselt jaotunud wooH.Bsm p(x,y) = p. Leiame plaadi
labipainde, sisejoud ja toereaktsioonid monedes iseloomulikes punktides piir-
dudes vaid trigonomeetriliste ridade nelja esimese liikmega, st., m,n =1, 3.

Libipaine plaadi keskel, st. punktis x = 0,5a ja y = 0,50 = 0, Ha.
Kasutame valemit (6.49). Vaja on leida jargmised suurused:

e sin(mmnx/a),

o1/ T};z [m? + Az\@ﬁmwv m,n=1,3
o w avaldis arvestades, et D = Eh3/[12(1 — 1/?)].

Tulemusena saame

w = 0,0443pa’* / ER®. (6.54)

Paindemomendid plaadi keskel. Analoogiline protseduur annab tulemuseks

M, = M, = 0,0470pa*. (6.55)
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Vidndemoment plaadi nurgas v = y = 0 avaldub kujul
T., = —0,0315pa®, (6.56)
ning poikjoud ja toereaktsioon kiilje x = 0 keskel

Q. = 0, 28pa; R, =0, 36pa. (6.57)

e Positiivsed paindemomendid viitavad sellele, et plaadi alumine pool on
tommatud.

e Vastavalt valemile (6.18) pohjustab védéindemoment plaadi nurkades nn.
talendava koondatud reaktsioonjou R, = 27,, = —0, 0630pa?. Kuna
nurgas r = y = 0 on R, positiivne suund iiles (vt. vastavat joonist),
siis antud juhul on R, suunatud alla. See omakorda tdhendab seda, et
plaadi nurk piiiiab iiles tousta.

e Kiiljel z = 0 (vilisnormaal on suunatud z-telje negatiivses suunas) on
positiivsed (), ja R, suunatud iiles, st. z telje negatiivses suunas.
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Tabelite kasutamisest. Samasugused arvutused saab labi viia ka {ihest eri-
nevate (8 vadrtuste jaoks ja suuremate litkkmete arvuga ridade jaoks. Tulemu-
sed erinevad eeltoodud néitest vaid kordajate véédrtuste poolest. Seega saab
plaatide arvutamisel kasutatavatele valemitele (mis esitavad ldbipaindeid, si-
sejoudusid jne.) anda jargmise kuju:

labipaine ja paindemomendid plaadi keskel

w=ki—=; M, = kopa®; M, = kspa®; (6.58)
poikjoud ja toereaktsioonid pikema kiilje keskel
@z = kapa; R, = kepa; (6.59)
poikjoud ja toereaktsioonid lithema kiilje keskel
Qy = kspa; R, = k7pa; (6.60)
koondatud reaktsioonjoud plaadi nurkades

R, = kgpab. (6.61)
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Kuna Poissoni teguri fikseeritud vadrtuse (néiteks v = 0,3) korral soltuvad
konstantide ki, ..., ks vadrtused vaid suhtest (3, siis on moistlik koondada
need konstantide viartused tabelisse, eeldades seejuures, et b > a.

Asjavaadeldud niite korral on konstantidel tabeli 6.1 pohjal jargmised
vaartused: k1 = 0,0443, ko = 0,0479, k3 = 0,0479, ky = 0,338, k5 = 0, 338,
ke = 0,420, k7 = 0,420 ja kg = 0,065. Seega on nédha, et labipainde ja pain-
demomentide leidmisel piisabki vaid neljast esimesest rea liikmest (viga jaab
alla 2%), kuid néiteks poikjou korral oleks vaja rohkem liitkmeid.

Taolised tabelid on koostatud ka teiste kinnitustingimuste ja koormusskeemi-
de jaoks. Vastavalt ddretingimustele on seejuures kasutatud ka Navier mee-
todist erinevaid meetodeid. Jargnevalt on esitatud kuus tabelit, mille péhjal
on voimalik arvutada labipaindeid, sise- ja reaktsioonjoudusid iihtlasele koor-
musele allutatud ristkiilikulise plaadi jaoks. Tabelid péarinevad opikust <R.
Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967 ».
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Vabalt toetatud servadega plaat

SQA a__ ks _ ks Be | ks | ke | ke | e

) _
73 1 0 00443 00479 00479 0338 0338 0420 0420 0,065
IR 1 00530 00554 00493 0360 0347 0440 0440 0070
| } 00616 00627 00501 0380 0353 0455 0453 0074

ot ot ot
B WhN— O

7
“
v |
" " ) 0,0697 10,0694 0,0503 0,397 0,357 0,468 0,464 0,079
\ i Rley 0,0770 0,0755 0,0502 0,411 0,361 0478 0471 0,083
L__|___ ¥

T2 1,5 00843 00812 00498 0424 0363 0486 0480 0,085

Tn 3 1,6 00906 00862 0,492 0435 0365 0491 0485 0086

g 1,7 00964 00908 00486 0444 0367 0496 04838 0088

) 1,8 01017 00948 00479 0452 0368 0499 0491 0,090

w0y 90 09 _pga| 19 01064 00985 00471 0450 0360 0502 0494 0091
3 =

" Eh Q® —kyga| 20 01106 01017 00464 0465 0370 0503 0496 0,092

M;' = koga? v =R 30 01336 01189 00406 0493 0372 0505 0498 0.093

MY — poog? R? —lkega| 40 01400 0,1235 00384 0498 0372 0,502 0,500 0.094

y = ksqa @ 50 01416 01246 00375 0500 0372 0501 0500 0.095

Pr — ksqab Ry —kga| oo 01422 01250 00375 0500 0372 0500 0500 0.095

Tabel 6.1: NB! Tabeli ¢ on meil p ja tabeli Pz on meil Ry.
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. X
M 3 “ 2 *ir Jdigalt kinnitatud servadega plaat
2 |1 i
* @\Q k~ ‘ b.w _ ks \ﬁp — ks ; ke _ ke * \wm * wo
7Sl
4 - . 1 1,0 0,0138 0,0231 0,0231 0,0513 0,0513 0,452 0,452 0,440 0,440
e 1,1 00165 00264 00231 0,0581 0,0538 0448 0,412 0,473 0,450
A‘Owuil,wlt. 1,2 0,0191 0,0299 0,0228 0,0639 0,0554 0,471 0,381 0,493 0,457
g 1,3 0,0210 0,0327 0,0222 0,0687 0,0563 0,491 0,352 0,505 0,462
) gat @ 1,4 0,0227 0,0349 0,0212 0,0726 0,0568 0,505 0,327 0,510 0,464
”@ x ”W aQ
¢ " Eh? 15 00241 00368 00203 00757 00570 0517 0305 0515 0465
\S:V — k.ga2 y =ksqa 1,6 0,02561 0,0381 0,0193 0,0780 0,0671 — —_ -
o 29 @ 1,7 0,0260 0,0392 0,0182 0,0799 0,0571 — — —_ -
MY — kyqa? Re =kqa  1's 00967 00401 00174 00812 00571 — — — —
Y @ 1,9 0,0272 0,0407 0,0165 0,0822 0,0571 — — — -
@ Ry = kyqa S
\SR ”].\w»QDm
(3) 9 2,0 0,0276 0,0412 0,0158 0,0829 0,0671 — — —_ -
My = —ksqa oo 0,0284 0,0417 0,0125 0,0833 0,0671 — — 0,500 0,465
Tabel 6.2: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Kahel vastasserval vabalt toetatud, bla _ ky £, ko ke
kahel jdigalt kinnitatud plaat
0 0,0284 0,0125 0,0417 0,0833
1/2 0,0284 0,0142 0,0420 0,0842
X 1/1,5 0,0270 0,0179 0,0406 0,0822
& 1/1,4 0,0262 0,0192 0,0399 0,0810
“ 3 “ } 1/1,3 0,0255 0,0203 0,0388 0,0794
i Qley
Ll 1/1,2 0,0243 0,0215 0,0375 0,071
| |4 1/1,1 0,0228 0,0230 0,0355 0,0739
! lalq, 1 0,0214 0,0244 0,0332 0,0697
| d oy 1,1 0,0276 0,0307 0,0371 0,0787
> 1,2 0,0349 0,0376 0,0400 0,0868
a..a_|
g2 2 1,3 0,0425 0,0446 0,0426 0,0938
N 14 0,0504 0,0514 0,0448 0,0998
1 “w 0,0582 0,0585 0,0460 0,1049
. . . 1, 0,0658 0,0650 0,0469 0,1090
5% ‘= wz EM_” ‘s w.\& 1,7 0,0730 0,0712 0,0475 0,1122
w =k w =k
Eh3 Eh? rw 0,0799 0,0768 0,0477 0,1152
W, W, 1, 0,0863 0,0821 0,0476 0,1174
= = kaqb My = kzqa 2 0,0987 00869 0,0474 01191
MY — fygh? MY — kyga? 3 0,1276 0,1144 0,0419 0,1246
- @ 4 0,1383 0,1223 0,0390 0,1250
My, = —kuqb? My = —kyqga?
5 0,1412 0,1243 0,0379 0,1250
00 0,1422 0,1250 0,0375 0,1250

Tabel 6.3: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Kahel naaberserval vabalt toetatud, bla ki f ks ks B ks
kahel jdigalt kinnitatud plaat
1,0 0,0229 0,0304 0,0304 0,0678 0,0678
. 1,1 0,0276 0,0353 0,0311 0,0766 0,0709
it X 1,2 0,0318 0,0397 0,0312 0,0845 0,0736
7 3 1 ) 1,3 0,0353 0,0435 0,0308 0,0915 0,0754
! 1) ga 1,4 0,0384 0,0469 0,0302 0,0975 0,0765
4 [ .D_z w =k
212 11 |y 'ERS
v i e 1.5 0,0415 0,0497 0,0293 * 0,1028 0,0772
7 i x = koga® 1,6 0,0441 0,0521 0,0284 0,1068 0,0778
2 | , 1,7 0,0463 0,0541 0,0274 0,1104 0,0782
Al 1 My =kga? 18 0,0482 0,0557 0,0265 0,1134 0,0785
¢Wt1 m il M? = _higa? 19 0,0497 0,0570 0,0256 0,1159 0,0786
y! MY = _ksga2 2,0 0,0511 0,0582 0,0247 0,1180 0,0787
0o 0,0560 0,0625 0,0188 0,1250 —
Mirkus. Maksimaalne viljamoment on paindemomendist M.® 9—16% suurem.
Tabel 6.4: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Uhel serval jdigalt kinnitatud, 5
teistel vabalt toetatud plaat |l|\a 1 :‘F\. - ks s i . a
i X 0 0,0569 0,0188 0,0625 0,1250
[ 3 | I 0,5 0,0530 0,0235 0,0601 0,1210
I SN 0,6 0,0489 0,0268 0,0573 0,1156
“ p | i 0,7 0,0444 0,0297 0,0529 0,1086
_ ” i 0,8 0,0399 0,0315 0,0484 0,1009
I I
_ i Shev 0,9 0,0352 0,0331 0,0437 0,0922
N ) iy | 1,0 0,0304 0,0339 0,0391 0,0840
a_a_| 1,1 0,0387 0,0411 0,0422 0,0916
2 Z 1,2 0,0468 0,0484 0,0443 0,0983
Y 1,3 0,0549 0,0557 0,0461 0,1040
Kui a = b: Kui a << b: 1,4 0,0627 0,0625 0,0471 0,1084
N qb* - gat 1,5 0,0702 0,0691 0,0478 0,1121
w =k Fiv w =k 7 1,6 0,0774 0,0750 0,0481 0,1148
o o 1,7 0,0842 0,0806 0,0481 0,1172
My = kygh? M, = kyqa? 1,8 0,0903 0,0855 0,0477 0,1189
1) (1)
My~ = kaqb® My~ = ksqa? 1,9 0,0961 0,0901 0,0473 0,1204
MY — oo MO — ho 2,0 0,1012 0,0942 0,0470 0,1216
v = —R4q y = —F.4qa o0 0,1422 0,1250 0,0375 0,1250

Tabel 6.5: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Uhel serval vabalt toetatud,
teistel jdigalt kinnitatud plaat bla ki kg ks ky ks
7 L
4 3 F * 0 0,0569 0,0188 0,0625 — 0,1250
Q| 0,5 0,0491 0,0259 0,0558 0,0783 0,1140
2 11 2F . 0,6 0,0419 0,0290 0,0496 0,0773 0,1020
0,7 0,0346 0,0305 0,0428 0,0749 0,0907
7 0,8 0,0282 0,0306 0,0352 0,0708 0,0778
B 0,9 0,0223 0,0297 0,0294 0,0657 0,0658
2.2, 1,0 0,0172 0,0278 0,0236 0,0600 0,0547
2 2 1,1 0,0197 0,0309 0,0230 0,0659 0,0566
Y w ,W 0,0216 0,0336 0,0222 0,0705 06,0573
. 0,0230 0,0357 , X )
Kui a > @M Kui a < b: 0,0211 0,0743 0,0574
0 — g, 90 o® g 92 14 0,0241 0,0374 0,0200 0,0770 0,0576
Eh3 YERs 1,5 0,0251 0,0386 0,0190 0,0788 0,0569
M a 1,6 0,0260 0,0397 0,0181 0,0803 0,0568
My = kyqb? My = kyga? “,M 0,0266 0,0404 0,0172 0,0815 0,0567
R 0,0271 0,0410 0,0165 0, ,
\SM:I kagh? E] ksqa? 0825 0,0567
@ @ 1,9 0,0274 0,0414 0,0158 0,0831 0,0566
M = —hagb® = My '=—huga? 2,0 0,0277 0,0417 0,0151 0,0833 0.0566
MY = ksgpr MP — _hyga? o0 0,0284 0,0417 0,0125 0,0833 0.0566
Tabel 6.6: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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6.7.2 Vorgumeetod ehk 16plike vahede meetod

Vorgumeetod ehk 1oplike vahede meetod on iiks diferentsiaalvorrandite
numbrilise (arvulise) lahendamise meetoditest.

,\w \mi &xiw \ 3

£
fiz £
fis
\> AlA|LA]IA|A

Xy X 4 Koy X

1 1

R.N.i HIN HIw X

Joonis 6.12: Funktsioon f(z) ja tema vaartused vorgusolmedes f(z;) = f;.

Meetodi idee: tuletised leitakse nn. 16plike vahede abil.
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e Vaatleme ithe muutuja funktsiooni f(z) (vt. joonis 6.12)

e Jagame x telje osadeks vordse sammuga A = A, — saame 1D vorgu,
mille i—ndas punktis z = z; ja f(x;) = f;.

e Tuletised punktis x; leitakse valemite abil, mis pohinevad tuletise defi-

nitsioonil:
. fle+Ay) — flx
Fila) = im TEFBIZIE iy ppayr L (662
[ J
Moo\ .\He\ﬁ.&+p|\u@.lﬁ
h\m A&sv | \W ND )
/ /
me N e Jitl  Ji—1 \I‘w — M,\m@. n_n\s.lw .
[la) =i =758 = A2 -
/ /
_ Jivrp = fioap _ fin = 2fi+ fia
A A2 g
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1 1/
moN _oem Jiwn = icn  Jive = 2fin +2fic1 — fioo
\ Abusv|\.@ - MD - MD@ )
P () = fi = fIV = = [ _ T=2f+ i _ (6.63)
' ' ' 2 A2
_ Jire—4fin+6fi —4fia+ fio
— Ad .

e Tihti esitatakse need ja nendega sarnased valemid nn. graafiliste operaa-
torite abil (vt. joonis 6.13), mis esitavad vorgu solmedes leitud funkt-
siooni véartuste f; o, f;_1,... kordajaid.

e Olles naiteks téhistanud ¢—ndale tuletisele vastava graafilise operaatori
T;, saame funktsiooni f tuletiste leidmiseks valemid

%\ ﬂ\ %\ Tyf
NS S ek

e Nimetatud graafilised operaartorid on kui trafaretid, millega liigutakse
mooda vorku ja médratakse f;_o, fi_1,... kordajad i—ndas s6lmes.
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1 4 6 —4 1

QICRGNS)

Joonis 6.13: Graafilised operaatorid funktsiooni f(x) tuletiste f/... f/” numbriliseks leidmi-
seks.
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Plaadi elastse pinna siirded, sisejoud ja toereaktsioond on kahe muutuja, x ja

y, funktsioonid. Seega on nende korral vaja numbriliselt méa&rata osatuletisi

nii x kui y jérgi. Vastavad valemid on analoogilised ithe muutuja funktsioo-

nide juures kasutatutega. Niilid tuleb vaid kasutada kahte indeksit, naiteks
punktis x = x; ja y = y, osatuletis

Of(x,y)  fivre — fi-1k of (x,y)  firr1 — fir

oxr 20, oy 27, ’

kus A, ja A, on vastavalt vorgusammud z— ja y—teljel.

(6.65)

ja

e Kuna vaatleme ristkiilikplaate, siis pole vaja osadeks jagada kogu x ja
y telge — piirdume vaid plaadi kiilgede pikkuste 16ikudega (joonis loen-
gus). Teisisonu, vaatlema 16ike 0 < z < a ja 0 < y < b, mille jagame
osadeks sammudega

a
DH pr— -, D — ) @@@
L 6= (6.66)
e Vaatleme plaadi elastse pinna (diferentsiaal)vorrandit (6.10)
otw Lo otw N otw _ p(x,y)
oz*  02%0y* oyt D
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Tuues sisse tahistuse W(z,y) = Dw(x,y), Saame viimasele kuju

®g§\+w oW +®ﬁ\_\| (2.1)
Ozt ox20y?  Oy* - ALY

ehk  V*(V°W) =p. (6.67)

Viimases vorrandis on vaja leida neljandat jarku osatuletised x ja y jargi
ning samuti neljandat jarku segaosatuletis.

e Vorrandi (6.67) vasakut poolt saab kujutada graafilise operaatori B abil
( vt. joonis 6.14). Selleks tuleb liita vorrandi liitkmetele vastavad graafi-
lised operaatorid ning tuua sisse tahistus

A, 1 o

e Seejirel saab biharmooniline vorrand (6.67), st. plaadi elastse pinna di-

ferentsiaalvorrand, kuju
BW = pAl. (6.69)
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() :
4 o = X
@ A

, y

202 —4a’(1+a’) 2032
1 —4(1+a’) 6+8a%+6a’ —-4(1+a’) 1
202 —4a’(1+a’) 202
.

Joonis 6.14: Biharmoonilise vorrandi graafiline operaator B.
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e Vorgupunktide liigitus. Vastavalt valemitele (6.66) oleme katnud
ristkiilikplaadi vorguga kus on (m + 1)(n + 1) punkti ehk sélme (joonis
loengus).

— Vorgupunkte, mis asetsevad plaadi servadel nimetame servapunkti-
deks ehk rajapunktideks.

— Vorgupunkte, mis asetsevad servapunktidest seespool nimetame
avapunktideks.

— Kuna neljanda tuletise arvutamise valemeis on vaja teada funktsioo-
ni vaartusi kahes naaberreas voi naaberveerus, siis tuleb sisse tuua
nn. vdlis- ehk lisapunktid, mis asuvad valjaspool plaati. Funktsiooni
vaartused neis punktides méaaratakse rajatingimustest. Tavaliselt on
voimalik piirduda iihe rea vilispunktidega.

— Punktide arv plaadil on (m + 1)(n + 1), neist (m — 1)(n — 1) on
avapunktid ja (m + 1)(n+ 1) — (m — 1)(n — 1) = 2(m + n) serva-
ehk rajapunktid.
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e Plaadi paindeiilesande lahendamiseks tuleb 16plikes vahedes esita-
tud biharmooniline vorrand kujul (6.69) lahti kirjutada igas avapunktis.

— Tulemusena saame vorrandisiisteemi, kus on avapunktide arvuga
vordne arv algebralisi vorrandeid. Saadud siisteemi lahend annabki
meile plaadi elastse pinna siirded (ldbipainded) avapunktides.

— Servapunktide siirded on esitatud rajatingimuste abil.

e Kui siirded on leitud, siis nende abil saame leida sisejoud vastavalt va-
lemitele (6.13)

\ P 2 2 2
iaHIUAQSJr @SVHIA@S\Lj @S\VH.??S\

022 9y 022 " oy? A2
0w 0*w O*W *W MW
< i@ =D A@@w + T@&wv = — A @“Qm + v @Rw v = >|w\“ Aaﬂcv
0%w O*W T yW

=(1—-v)a

Ty =—(1—-v)D

\ 0xdy - 4A2
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ja (6.14)
\@ _ (P, Puw\_ (W PW QW
J e Ox3  O0xdy?) \ 0x3  0x0y2)  2A3° (6.71)
T, Ow N Fw\ [ FPW N FPWYN QQQS\ .
L B 0x20y  Oy3 ) \ox20y  Oy? )] = 2A3°

My, My, Ty, Qp ja Q, on graafilised operaatorid (vt. joon. (6.15) ja
(6.16)).

e Toereaktsioonide leidmise juures 6nnestub plaadi elastse pinna vorrandi
abil ellimineerida nn. teise rea valispunktid. Kasutades graafilisi operaa-
toreid R, ja R, (vt. joon. (6.17)—(6.20)) saab vastavad avaldised esitada

kujul

R.W A 1R,W A
R,== e g o Dl P (6.72)
oA 2 a 2A3 2
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O = o=
1+ e -1 -vHRv+a) -V
—a*v —a’
-1 0 1
@ [
Dk
o =
A, 1 0 -1

Joonis 6.15: Graafilised operaatorid painde- ja vaadndemomentide leidmiseks.
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—2(+a)H 0 20+ HH- 1 0

Joonis 6.16: Graafilised operaatorid poikjoudude leidmiseks.

6.7.2. Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod 302

4
@ Q

a’(4—v) —4a’(1+a’) a’v
2 H-2Q@+4a’ —va’ )| 6 +8a* +6a* [—-2(1+a’v)
o’ (4-v) —4a’(1+a?) a*v
|
Qk

Joonis 6.17: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks.
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&)
|

a’(4-v)H 20" B’ +4-v) H &’ (4-v)

1H -4+ H  6+8a2+6a" [H-4(1+a*) H 1

v H “222@*+v) H v

Joonis 6.18: Graalfilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks.
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4
@ Q

_ gt —4a*(1+a’) —a’(4-v)
20+a’v) H - (6+8a +6a*) [H2(3 + 4a” —va*){-2
_dv —4a’(1+a?) —a’(4-v)
|
Qb

Joonis 6.19: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks.
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—atv H 228 @+v) [ —div
~1H 40+a®) H —-(6+8a*+6a") [H 40+a*) H-1
|QNA_A|5J 20°Ba’ +4-v) H-a’(@-v)

Joonis 6.20: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks.
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Asretingimused.
e Kinnisserv. Servapunktides, mis on risti z—teljega
ow
W, = O“ —_— =0 = S\.If\a = S\i.:a. Amﬂwv
or ), .
Servapunktides, mis on risti y—teljega
ow
W, =0, ®| =0 = S\QAIH = S\i?l. Am.ﬂ%v
T ), _
Y=Yk
e Vabalt toetatud serv. Servapunktides, mis on risti x—teljega
S\@. = U, Ai&vanﬁ =0 = S\.\; = —Wit1k- Am.ﬂmv
Servapunktides, mis on risti y—teljega
W, = Ov Qggv =0 = S\ﬁw\H = —Wik+1- Am.ﬂmv

Y=Y
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e Vaba serv. Siin on olukord tunduvalt keerulisem, sest W £ 0 ja W
vaartusi raja- ja véalispunktides ei onnestu avaldada avapunktide kau-
du. Selle asemel lisatakse avapunktides lahti kirjutatud plaadi elastse
pinna vorranditele lisavorrandid, mis véiljendavad vaba serva tingimusi
paindemomendi, poikjou ja/voi toereaktsiooni jaoks.

Niide. Ruutplaadile servapikkusega a mojub iihtlaselt jaotunud koormus
inensiivsusega p,.

Leida plaadi plaadi keskpinna siirded avapunktides ja paindemomentide
vaartused plaadi keskel ning servade keskpunktis kahel juhul: 1) kui koik
plaadi servad on jiigalt kinnitatud; 2) kui koik plaadi servad on vabalt toe-
tatud.

Katame plaadi pinna vorguga, mille samm A, = A, = A = a/4 (joonis 6.21).
Stimmeetria tottu peame vaatlema vaid kolme sisepunkti ja kirjutama nende

jaoks lahti biharmoonilise vorrandi, kasutades eeltoodud graafilist operaatorit
B.
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Joonis 6.21:
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Kui rajatingimusi ei arvesta, on tulemuseks kolmest vorrandist koosnev ka-
heksa tundmatuga vorrandisiisteem

200, — 32Wy + 8W5 + AW, + 0Ws + 0Ws + 0W5 + 0Wy = p, A%,
— 8W; + 25Wo — 16Ws5 — 8Wy + 6Ws5 4+ 0W5 + 15 + 0Ws = p,A?,

W — 16Wy + 22Ws + AWy — 16W5 + 2W5 + 0W5 + 2Wy = p, At
(6.77)
Molema rajatingimuse korral on siirded servapunktides nullid, st. W, = W5 =
W = 0 ja tundmatute arv viheneb kolme vorra.

Jaiga kinnituse korral saame lisaks tingimused W; = W5 ja Wy = W3 ning
vorrandisiisteem (6.77) saab kuju

20W, — 32Ws + 8Ws5 = p, A,
— 8W + 26W, — 16W5 = p, A%, (6.78)
2W, — 16Wy + 24W5 = p, A%,

Selle lahend on
Wy = 0,4607p,A%, Wy = 0, 3090p,A%, W3 =0,2093p,A*.  (6.79)
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Paindemomendid (v = 0.3)

My = (2,6W; — 2Wy — 0,6Ws)/A* = 0, 3944p,A* = 0, 0246p,a” 6,50
M, = —2W,y/A?* = —0,6180p,A* = —0, 0386p,a* (6.80)
Et vorrelda saadud siirde W, véartust tabelites antud konstandiga k; tuleb
W, jagada suurusega n'/[12(1 — v?)]. Tulemuseks on ki = 0.0197, mis erineb
tabelist saadud véartusest k&1 = 0,0138. Et saavutada suuremat kooskola,
tuleb suurendada vorgupunktide arvu. Néiteks n = 12 korral saame kj =
0.0146 ja n = 24 korral saame &k} = 0.0140 (vt. joonist 6.22 kus on esitatud
vastav relatiivne viga soltuvana vorgupunktide arvust ja joonist 6.23 kus on
esitatud k] soltuvana vorgupunktide arvust). Paindemomentide korral pole
sellist {imberarvutamist vaja teha. Vorgupunktide arvule n = 4 vastavad

5> = 0,0246 ja k; = 0,0386, tabelis ko = 0,0231 ja ks = 0,0513. Véirtusele
n = 12 vastavad k5 = 0,0232 ja k; = 0,0495 ning n = 24 vastavad kj =
0,0230 ja k; = 0,0500.
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Jaik kinnitus
N—m T T T T T T T T T

351 .
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Joonis 6.22:
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Jaik kinnitus
OON T T T T T T T T T
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0.018- .
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Joonis 6.23:
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Vaba toetuse korral saame lisaks rajatingimused W; = —Ws5 ja Wy = —Wjs
ning vorrandisiisteem (6.77) saab kuju

20W; — 32Ws + 8W5 = p, A,

— 8Wy 4 24Wy — 16W5 = p,A?, (6.81)
W, — 16Wy + 20Ws5 = p,A*.

Selle lahend on
Wi =1,0313p,A% Wy =0,7500p,A*, W3 =0,5469p,A*. (6.82)
Paindemomendid (v = 0.3)

My = (2,6W; — 2Wy — 0,6W3) /A% = 0, 7312p,A* = 0, 0457p,a?,

My = (Ws — Wy) /A% = 0. (6.83)

Et vorrelda saadud siirde W, véartust tabelites antud konstandiga k; tuleb
W, jillegi jagada suurusega n'/[12(1 — v?)]. Tulemuseks on k} = 0.0440, mis
erineb tabelist saadud véartusest k; = 0, 0443 tunduvalt vahem kui jaiga kin-
nituse lahend (vt. joonist 6.24 kus on esitatud vastav relatiivne viga soltuvana
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vorgupunktide arvust ja joonist 6.25 kus on esitatud k] soltuvana vorgu-
punktide arvust). Ka paindemomentide vadrtused on antud juhul paremas
kooskolas tabelis antutega. Tabelis ks = 0,0479, ja n = 4,12,24 vastavad
k5 = 0,0457;0,0476;0,0478.
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Vaba toetus
Om T T T T T T T T T

kl relatiivne viga, %
o
N
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Joonis 6.24:
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Vaba toetus
OOL.L. T T T T T T T T T

0.0443- ]

0.0443-

0.0442

0.0442- i

—

*

K jak

0.0441- i

0.0441- : .

0.044

0.044- -

OOA.W 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Joonis 6.25:




