Peatiikk 2

Pinge
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2.1 Joud ja pinged

Kehale méjuvad vilisjoud saab jagada kahte riihma.

1. Pindjoud ehk kontaktjoud on pohjustatud keha kontaktist teiste kehade voi
keskkondadega. Naiteks survejoud, mis moéjuvad vette asetatud kehale voi
vundamendi surve pinnasele jne.

e Pindjou dimensioon: 1N/m”
e Kui pind, millel joud méjub on viike vorreldes keha modtemetega

(keha vilispinnaga), siis voib sellist joudu lugeda koondatud jouks, st.
summaarne joud loetakse rakendatuks iihte punkti.

2. Mahujoud ehk ruumjoud mojuvad igale keha punktile. Néiteks gravitat-
sioonijoud (raskusjoud) voi elektromagnetilised joud véi inertsjoud.
e Mahujou dimensioon: HZ\Bw

e Monedes opikutes késiteltakse mahujou asemel massjoudu. Vastav di-
mensioon 1N /kg
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Vaatleme meelevaldse kujuga keha, millele méjuv pind- ja mahujéududest koos-
nev (vélis)joudude siisteem on tasakaalus.

Rakendame loikemeetodit: jagame keha motteliselt osadeks 1 ja 2; hiilgame osa
2 ja vaatleme osa 1 (joon. 2.1).
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Joonis 2.1: Pingevektori p, koordinaatelgede z,y, z suunalised komponendid.
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e Selleks, et osa 1 oleks ka peale osa 2 eraldamist tasakaalus tuleb
16ikepinnale rakendada osa 2 asendavad joud, st. sisejoud, mis on jaotunud
iile kogu 16ikepinna.

e Loikepind osal 1 on méaratud vélisnormaaliga v. Mojugu vaikesel pinnal
AA, mis timbritseb punkti P, summaarne sisejoud AS. Suhet AS/AA
voib nimetada keskmiseks pingeks pinnal AA. Vv

e Kui minna piirile AA — 0, saame (tegeliku) pinge vaadeldavat punkti P
labival pinnal normaaliga v

AS
, = lim —. 2.1
Pr= (00 A4 21)
e Uldjuhul vektorite v ja p, suunad ei iihti.
e Edaspidi on tihti otstarbekas kasutada pingevektori asemel tema projekt-

sioone koordinaattelgedel p,,, pyy, pv., mis omakorda méaédravad dra pin-
gevektori p, koordinaatelgede zyz sihilised komponendid (vt. joon. 2.1).
Siin ja edaspidi mérgib esimene indeks pinnanormaali sihti ja teine pinge-
komponendi mojumise sihti.
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Joonis 2.2: Pingevektori p, lahutamine normaal- ja nihkepingeks.

e Teisest kiiljest saab pinnal normaaliga v moéjuva pingevektori lahutada
normaal- ja nihkepingeks: p, = o, + 7,. Nihkepinge 7, lahutatakse ta-
valiselt veelkord kaheks komponendiks: 7, = 7,5 + 7, (vt. joon. 2.2, kus
Puvn = Oy, Pus = Tus u@ Put = ﬂiv.

2.1. Joud ja pinged 2-0

Kui 16ike pind on paralleelne koordinaattasanditega, siis kasutatakse indeksi v
asemel loikepinnale normaaliks oleva koordinaattelje nime, néiteks x.

% #m..» Margireeglid: joonis 2.3.

e Positiivne sisepind on 1dike pind,
mille vélisnormaal on suunatud
koordinaadi positiivses suunas.

e Positiiune normaalpinge mojub
positiivsel  sisepinnal  koordi-

naattelje positiivses suunas ja

negatiivsel sisepinnal koordinaadi
negatiivses suunas. Positiivne
normaalpinge vastab tombele.

e Positiiune nihkepinge mojub po-

sitiivsel sisepinnal koordinaattel-
Joonis 2.3: Normaal- ja nihkepingete je positiivses suunas ja negatiivsel
positiivsed suunad. sisepinnal koordinaadi negatiivses
suunas.



2.2. Tasakaalu diferentsiaalvorrandid 2-7

2.2 Tasakaalu diferentsiaalvorrandid

Vilisjoudude toimel tahkes kehas tekkivad pinged pole iildjuhul konstantsed,
vaid voivad omada igas keha punktis erinevaid véartusi:

o = 0.(2,Y, 2), 0y =0y(x,y,2), 0, =0.(2,y,2), Ty = Tayx,y,2),... (2.2)

Vaatleme vilisjoudude moju all tasakaalus olevast kehast valja 16igatud ele-
mentaarristtahukat (joon. 2.4). Igal risttahuka tahul majub 3 pingekomponenti,
kokku seega 18 pingekomponenti. Olgu punktis koordinaatidega z, v, 2 normaal-
pinge véirtus o,(x,y, z). Kasutades Taylori rittaarendust! (siilitades seejuures
vaid esimest jérku véikesed suurused) voime kirjutada

o +dry+dy, z+dz) =

Ooy(z,y, 2 do,(z,y, z Ooy(z,y, 2 2.3
ox(x,y,2) + 7(2,Y v&a + 7:(&:y vﬁ@ + 7(2,y V&N. (2:3)
Ox oy 0z
e Avaldise (2.3) pohjal o, (z + dx,y,2) = o.(x,y, 2) + %&&.
e Teiste pingekomponentide jaoks saab tuletada analoogilised valemid.
1Uhe muutuja funktsiooni korral f(z +dz) = Y p ) & f " (2)dz
2.2. Tasakaalu diferentsiaalvorrandid 2-8
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Joonis 2.4: Elementaarristtahukas

e Kehale mojuvate mahujoudude projektsioonid téhistame XY, Z (NB! ma-
hujéu dimensioon on 1 N/m?).
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Keha on tasakaalus, jarelikult peab ka elementaarristtahukas olema tasakaalus
ja talle mojuvate joudude peavektor ja peamoment olema vordsed nulliga. Ta-
sakaaluvorrandite koostamiseks liidame esiteks risttahukale moéjuvate joudude
projektsioonid z-teljele ja vorrutame saadu nulliga:

oy + do. dz | dydz — o.dydz + ( Tye + @ﬁﬁ dy | dzdz — 1ypdxdz+
o % (2.4)
% zxr ’
A@& + @ﬁw &Nv dxdy — T.,dxdy + Xdxdydz = 0

Avame sulud ja jagame saadud vorrandi elementaarruumalaga dV = drdydz:

Q&+®Q&Iw+ﬂ&+®@aIQ&Jr@anT@@aI@a;'NIo
or dx dy Oy dy dz 0z dz -

Peale koondamist saame iihe otsitavatest vorranditest

Oo, O oT

YT 2y
- + +X =0 2.5
Ox Jy 0z (25)
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Analoogiliselt saab tuletada veel kaks tasakaaluvorrandit kasutades joudude
projektsioone y- ja z-teljel:

(Do,  O1yp  OTsy
XH
Ox + Oy + 0z + s
01y 0oy 0Ty, B
. 5 9y + 5, +Y =0, (2.6)
01y, 071y,  Oo,
Z = 0.
( Oz * oy * 0z * 0

Saadud vorrandid ongi elastse keha tasakaalu (diferentsiaal)vorrandid. Kui ma-
hujoudude projektsioonid sisaldavad inertsjoudusid, saab viimste abil lahenda-
da ka diinaamika iilesandeid.

Jargnevalt leiame momendid ristahuka keskpunkti ldbiva x-telje suhtes ja
vorrutame tulemuse nulliga:

0z 2
(2.7)

2 d d . d d
A@N + ory m@v dxdz @.TQN&H&N Y Aﬁé -+ or @&Nv &&&@%I@.@&am@N = 0.
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Avame sulud:

Ty.drdydz — T, drdydz + oy 5 @M@ &&&@h = 0. (2.8)

. o

kérgemat jarku viikesed liitkmed —0

Parast korgemat jarku viikeste litkmete hiilgamist saame 7,, = 7,,. Leides
analoogiliselt momendid y- ja z-telje suhtes saame kokkuvottes

Toy = Tyas Tyz = Tay, Tusy = Top- (2.9)

mis on tuntud nihkepingete paarsuse seadusena.? Tanu nihkepingete paar-
susele viheneb tundmatute pingekomponentide arv iiheksalt kuuele. Nende
madramiseks on meil aga ainult kolm tasakaaluvorrandit. Seega on tegu staa-
tiliselt madramata iilesandega ja me vajame lisavorrandeid, mis votaks arvesse
materjali fiilisikalisi omadusi. Neist tuleb ldhemalt juttu jargmises peatiikis.

2Sama seadus oli homogeense pinguse jaoks tuletatud 2. peatiikis.
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2.3 Pinged kaldpinnal, rajatingimused keha pinnal

| Y6,
Vax AN ;
umrinl A\ b ax \C
T {&
Vd &\N

Joonis 2.5: Pinged kaldpinnal. Kaldpinnal normaaliga ¥ mojuv pingevektor p, on esitatud labi
tema projektsioonide p,, puy ja Do
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Selleks, et uurida pingeseisundit suvalises keha punktis on vaja osata leida pin-
geid meelevaldse orientatsiooniga kaldpinnal. Joonisel 2.5 kujutatud kaldpinna
abc orientatsioon koordinaattelgede suhtes on méadratud pinnanormaali v suu-
nakoosinustega

| = cos(v, z), m = cos(v,y), n = cos(v, z). (2.10)

Koos koordinaatpindadega moodustub lopmata viike tetraeeder Oabe.
Téahistame kaldpinna abc pindala dA. Tetraeedri teiste kiilgede pindalad aval-
duvad niiiid lébi vektori v suunakoosinuste?:

\ng =dA - NV \PO@Q =dA - m, \wQ@o =dA - n. AMHHV

Koostame tetraeedri jaoks tasakaalu vorrandid. Peale joonisel 2.5 ndidatud pin-
gete mojuvad tetraeedrile veel mahujoud X, Y, Z, mida pole joonisel naidatud.
Projekteerime tetraeedrile méjuvad joud z-teljele:

@t&&.\w - O.&KQOQ@ - ﬁ@&\w@wo - ﬁu&\w@@n + XdV =

(2.12)
PradA — 0,dA -1 — 7)pdA-m — 7,,dA - n 4+ XdV = 0.
3Nurgad tetraeedri tahkude ja vastavate normaalide vahel on vérdsed.
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Jagame viimase avaldise pindalaga dA, hiillgame viimase liikme kui korgemat
jarku viikese* ja saame avaldise

Doz = Ozl + Tyem + Topn. (2.13)

Korrates sama protseduuri teiste telgedega saame avaldised pingevektori p,
iilejadnud kahe projektsiooni leidmiseks. Kokku saame

Pvz = Q.HN + TyaxTT + T,
Doy = Tayl + oym + Toyn, (2.14)

Pvz = Tl +T1.m + o.n.

Valemid (2.14) voimaldavad leida mis tahes kaldpinnal mojuva pingevektori p,
komponente kui on teada pinnanormaal v ja pingekomponendid koordinaat-
pindadel o, ..., Ty, .

Kui pind abe iihtib keha vilispinnaga, siis esitavad vorrandid (2.14) rajatingi-
must (ddaretingimusi) keha pinnal.

%:E&x—io Am:\\&\c =0
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2.4 Peapinged, pinge invariandid

Kuna vaadeldav tetraeeder on lopmata viike, siis tegelikult voimaldavad
valemid (2.14) médrata pingeid keha mis tahes punkti ldbival mis ta-
hes kaldpinnal kui on teada pinnanormaal v ja pinged (pingekomponendid
Oz, Oy, Oy Tay, Tyz, Toz) Seda punkti ldbivatel koordinaattasanditel.

Pinnal normaaliga ¥ mojuva pinge saab omakorda jagada normaalpingeks o,
ja nihkepingeks 7,. Kui on teada pingevektori p, komponendid ja normaali v
suunakoosinused, siis saame leida pingevektori p, projektsiooni normaalil v:

Oy =Py -V = @E& + Prym + pun. AMHWV

On selge, et vaadeldav projektsioon on samal ajal ka normaalpinge o projekt-
sioon pinnanormaalil v ja seetottu kasutamegi siin téhistust o,. Kasutades va-
lemeid (2.14) saab 0, omakorda avaldada koordinaattasandeil mojuvate pingete
kaudu. Nihkepinge 7, kujutab endast pingevektori p, projektsiooni vaadeldaval
pinnal ja tema moodul

T2 =p2 — oo (2.16)

v v
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On selge, et nii p,, kui o, ja 7, soltuvad pinna orientatsioonist. Saab néidata,
et igas punktis leidub vahemalt kolm omavahel ristuvat pinda, millel nihkepinge
7, = 0 ja normaalpinge o, = p,. Selliseid pindasid nimetatakse peapindadeks,
neil pindadel moéjuvaid normaalpingeid peapingeteks ja neid pindu méaaravaid
pinnanormaale peasuundadeks.

Peapingete ja peasuundade leidmise protseduur.

e Tidhistame otsitava peapinge o ja talle vastava pinnanormaali suunakoosi-
nused [, m, n.

e Nende nelja tundmatu médramiseks on vorrandsiisteem

(0p — o) + Typm + Topn = 0,
Tayl + (0 — o)m + 7oyn = 0, (2.17)

Tozl + Ty + (0, —o)n =0
koos lisatingimusega

P4+m?+n’=1 (2.18)
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e Meid huvitab selle VS-i mittetriviaalne lahend (I, m, n pole korraga nullid).
See tingimus on tédidetud kui karakteristlik determinant

Oy — 0O q.@& Trx
\NI,H.N \NlﬁN QN — 0

e Viimasest saadakse omakorda karakteristlik vorrand
o —ITo* + 150 — I =0, (2.20)
kus suuruseid
(I =0, +0,+ 0,

o T o T o T
o T T z x zT
Nw — Y Y Y :

Ty Oy Tyz Oz Tez Oz AMMHV

o __
I3 = |Tuy 0y Ty

\ Toz Tyz Oy

nimetatakse pinge invariantideks’.

ST#psemalt 6eldes nimetatakse neid pingetensori invariantideks. Tensori méiste juurde tuleme &ige pea.
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e Uuritaval juhul on kuupvorrandil (2.20) kolm reaalarvulist lahendit, mis /
jarjestatakse kahanevas jarjekorras o1 > 09 > 03.

e Neile vastava kolme peasuuna méaaramiseks asendatakse saadud kolm pea-
pinget kordamooda vorrandisiisteemi (2.17), (2.18). Tulemusena saame iga- o
le peapingele o; vastava peasuuna suunakoosinused [;, m;,n;, 1 = 1, 2, 3.

e Peasuundade praktilise leidmise juurde tuleme tagasi alajaotuses 2.6.
Soltuvalt kuupvorrandi lahendite vaartustest, saab eristada kolme juhtu:

1. Kui koik kolm peapinget on erinevad, siis saadakse vorrandisiisteemi (2.17),
(2.18) lahendamisel kolm ristuvat iihikvektorit.

2. Kui koik kolm peapinget on vordsed, siis sobib peapinnaks iga vaadelda-
vat punkti labiv pind. Praktilistel kaalutustel valitakse tavalistelt ristuvate
pindade kolmik, mis omakorda mé&drab omavahel ristuvate peasuundade

kolmiku.
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3. Kui kaks peapinget on vordsed ja kolmas neist erinev, siis saame méarata
sellele kolmandale peapingele vastava peasuuna, mis omakorda méaarab
peapinna. Ulejadnud kaheks peasuunaks sobib mistahes ristuvate suun-
dade paar, mis on omakorda risti kolmanda peasuunaga.

Kasutades peapingeid saame pinge invariandid kujul

N%HQHnTanTQw:
I3

N% — 0109203.

Q.HO.wlTO.wQ.wITQ.HQ.w: AMMMV

e Pinge invariandid on séltumatud koordinaatide xyz valikust.

e Kuna invariandid on soltumatud koordinaatide valikust, tuleb neid vaadel-
da kui pohilisi suurusi, mis iseloomustaved pinget vaadeldavas punktis —
koik pingekomponendid on médratavad 1dbi invariantide.
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2.5 Pingetensor

Vaatleme keha meelevaldset punkti. Seda punkti 1dbib kolm koordinaattasan-
dit, millel m&juvad kolm normaalpinget o,,0,, 0. ja kuus nihkepinget 7,, =
Tyzs Tyz = Tay, Taz = T2z Moodustavad pingetensori

Or Ty Txz
Tyr Oy Tyz| - Awwwv

Trx Tzy O

Pingetensor on teist jarku tensor ja teda saab esitada 3 x 3 (tasandiilesannete
korral 2 x 2) tabelina nagu maatrikseid. Pingetensor iseloomustab téaielikult pin-
gust (pingeseisundit) antud punktis ning tema abil saab méarata pingevektori
suvalisel seda punkti ldbival pinnal (vt. valemid (2.14)).

Kéesolevas kursuses vaatleme kolme liiki fiiiisikalisi suurusi — skalaare, vekto-
reid ja (teist jarku) tensoreid.

1. Skalaar pole seotud suunaga, teda iseloomustab vaid (arv)vaartus. Néited:
mass, tihedus, temperatuur.
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2. Vektorit iseloomustab lisaks moodulile (arvvéartusele) ka suund. Vektori
iga komponent on samuti seotud iihe suunaga ja tema tahistamisel kasu-
tatakse iihte indeksit. Naited: joud, pinnanormaal, kiirus, siire.

3. Teist jdrku tensori iga komponenti iseloomustab lisaks moodulile kaks
suunda ja tema tdhistamisel kasutatakse kahte indeksit. Naiteks pingeten-
sori korral néitab esimene indeks pinnanormaali suunda ja teine indeks
pingekomponendi suunda.

e Vektoreid voib nimetada esimest jarku tensoreiks ja skalaare nullindat
jarku tensoreiks.

Maatriksite ja tensorite omavaheline suhe

e Kui on fikseeritud kordinaatsiisteem, siis saab iga teist jarku tensori esitada
3 x 3 maatriksina ja iga vektori arvukolmikuna.

e Vastupidine aga ei kehti — iga 3 X 3 maatriks ei osutu tensoriks.

e Koordinaatide teisendamisel teisenevad nii tensori kui vektori komponen-
did kindlate reeglite alusel.
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— Pérast koordinaatteisendust peab tensor (vektor) esitama endiselt
tapselt sama fiitisikalist suurust, mida enne teisendust.

« Kui see nii on, siis ongi tegu tensoriga (vektoriga), vastupidisel
juhul mitte.

* Vastupidine olukord on fiiiisikaliselt vastuvotmatu. Pole voimalik,
et pinge keha punktis voi punkti siire voi kiirus soltuks koordi-
naatsiisteemi valikust.

* Néiide. Vektor ning kaks koordinaatsiisteemi xy ja x'y’, mille vahe-
line nurk on 6.

e Kui tensor (vektor) on mé#ratud igas vaadeldava keha punktis, siis on
meil tegu tensorviljaga (vektorviljaga). Naiteks on pingetensori korral te-
gu tensorvaljaga, sest ta on médratud igas vaadeldava keha punktis.

e Pingetensor koordinaatides (x,y, z) on esitatud kujul (2.23) ja peasuunda-
des kujul

0 o, 0]. (2.24)
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2.6 Ulesanded

Ulesanne 1. Pingus keha punktides on antud
pingetensoriga (Descartes’i ristkoordinaatides)

3zy 5y 0
S= |52 0 2z
0 2z O

Leida  pinge(vektor), mis m&jub silindri
kiilgpinnal y? 4+ 2> = 4 punktides P,Q, R, L ja
M ning silindri otspindade punktides @) ja R.
Lahutage pingevektor normaal- ja nihkepingeks.

Lahendamisel tuleb kasutada valemeid (2.14), (2.15) ja (2.16).
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Ulesanne 2. Leida peapinged ja peasuunad pingetensorile

-1 —-16 =2
S=|-16 5 -—14
-2 —-14 14

Ulesannet 2 on voimalik lahendada kahel pshimétteliselt erineval viisil.

A. <KAasitsi.>

1. Tuleb koostada vorrandisiisteem (2.17) ja vastav karakteristlik determi-
nant.

2. Karakteristliku determinandi abil tuleb moodustada karakteristlik vorrand
ja leida selle lahendid. Viimased ongi peapinged, mis tuleb jérjestada ka-
hanevas jirjekorras (o1 > g9 > 03).
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3. Peapinged o; (i = 1,2,3) tuleb asendada iikshaaval vorrandisiisteemi
(2.17).

(a) Iga peapinge o; jaoks saate kolm vorrandit, millest peab vélja valima
suvalised kaks. Neisse tuleb asendada n; = 1 ja leida vastavad [; ja m;.
Tulemusena saate vektori N*; = (I, m}, n}), mis méa#rab peapingele
o; vastava peasuuna.

(b) Jargmise sammuna tuleb saadud vektor N* normeerida, s.t. leida vas-
tav iihikvektor N; = N*;/ [IN*;].

4. Peale peasuundade leidmist tuleb kontrollida, kas nad moodustavad pare-
ma kéde kolmiku, s.t. kas N3 = N7 x No.

o Kui Ny = (I3, m1,n1) ja No = (ly, m2, n2), siis

33§ :H ? ? 35
my | |ng la||ly ma

ZHXZMHA ,

2.6. Ulesanded 2-26

B. <Arvutiga>

1. Sisestada pingetensori maatriks.

2. Leida peaviairtused ja peasuunad. Harilikult on selleks késk eig (eigenva-
lues).

3. Jarjestada peavairtused ja peasuunad iimber nii, et 01 > 09 > 03. Kuna
koos peaviartustega tuleb iimberjirjestada ka peavektorid, siis tuleb tihti
muuta arvutist saadud peavektori N3 orientatsioon selliseks, et peavektorid
moodustaksid parema kae kolmiku ja seega N3 = Ny X No.



