Peatiikk 6

Ohukeste plaatide paine

6.1 Plaatide paindeteooria pohimoisted ja hiipoteesid
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Plaat on prismaatiline voi silindriline keha, mille kérgus on véike vorreldes
teiste dimensioonidega.! Harilikult nimetame seda korgust plaadi paksuseks ja
tahistame h. Kéesolevas peatiikis vaatleme ristkiilikplaate, jargmises aga ka
iimar- ja rongasplaate.
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Joonis 6.1: Plaadi mootmed ja koordnaattasandite valik.

ITihti defineeritakse plaat kui kooriku erijuht. Koorik on konstruktsioonielement, mille iiks mééde on teistega
vorreldes véike. Plaat on koorik, mille kdverus on null, st. mida {imbritsevatest pindadest kaks on paralleelsed
tasandid.
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Pinda, mis jagab plaadi paksuse kaheks vordseks osaks, nimetatakse plaadi
keskpinnaks. Koordinaatteljed valime nii, et x ja y teljed on kesktasandil ning
z telg on suunatud alla (vt. joonis 6.1). Plaadi laiuse tdhistame a ja pikkuse b.

Plaadile m&juva koormuse saab alati lahutada kaheks komponendiks.

e Plaadi keskpinnaga ristuv koormus ehk péikkoormus

— Plaadi paine
e Plaadi keskpinna sihis méjuv koormus

— Stabiilsus — kriitiline koormus — molkumine
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Plaatide liigitus.
Paksuse jdrgi.
e Paksus voib olla nii konstantne kui muutuv.

e Ohukesed ja paksud. Eegi ja Poveruse? jérgi loetakse Shukeseks plaati,
mille lithema kiilje pikkus a on vdhemalt viis korda suurem kui paksus A,
st., a/h > 5, Ugurali® jirgi aga kui a/h > 20.

Materjali omaduste jdrgi.
e isotroopsed plaadid — metallplaadid
e anisotroopsed plaadid

— ortotroopsed plaadid — vineer, ristsarrusega raudbetoonplaat (norgalt
ortotroopne)

2R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967
3A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999
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Painde iseloomu jérgi.

e Jaigad plaadid. Kui plaadi maksimaalne ldbipaine on vorreldes plaadi pak-
susega viike, siis votavad enamuse valiskoormusest vastu paindemomendid
ja poikjoud. Selliseid plaate nimetatakse jiikadeks. Metsaveere* pshjal on
viiike ldbipaine 10% paksusest, Eegi ja Poveruse® pohjal 1/3 Ugurali® pohjal
aga 1/2.

o Membraanid. Kui ldbipainded iiletavad mitmekordselt (Eek & Poverus: 5
korda) plaadi paksuse, siis votavad enamuse koormusest vastu plaadi kesk-
tasandis tekkivad pikijoud — nn. aheljoud. Selliseid plaate nimetatakse
membraanideks.

e Painduvad plaadid. Plaate, mis pole ei jdigad ega membraanid nimetatakse
painduvateks.

Jaikade plaatide puhul hiiljatakse ahelpinged, membraanide puhul paindepin-
ged. Painduvate plaatide korral tuleb aga arvesse votta molemad.

4J. Metsaveer, Plaatide arvutus ja tasandiilesanne, Tallinn, 1987
°R. Eek, L. Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967
6A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999
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Kuna maksimaalne labipaine séltub moéjuvast koormusest, siis voib sama plaat

......

Kdesolevas kursuses vaatleme vaid ohukesi iihtlase paksusega isotroopseid jdiku
plaate. Sellise plaadi t66 koormuse vastuvotmisel on paljuski sarnane tala téole.
Samas aga on sisejoudude ja toereaktsioonide leidmisel olulisi erinevusi.

Ohukeste jdikade plaatide paindeteoorias on kasutusel terve rida lihtsustavaid
hiipoteese, mis on sarnased tugevusopetuses kasutatavatele. Samas ei késitleta
plaate tugevusopetuse vaid hoopis elastsusopetuse raames iilesannete keerukuse
tottu.

Miarkus: Paljud autorid ei kasutata jédiga ja painduva plaadi moistet, vaid
iitlevad, et esimesel juhul loetakse ldbipainded véikeseks ning kasutatakse
klassikalist plaatide teooriat. Teisel juhul aga on tegu loplikele ehk suurtele
labipainetele vastava teooriaga.
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Hiipoteesid

1. Plaadi keskpind ei pikene ega lithene vaid ainult paindub (koverdub).

e See viitab jdiga plaadi definitsioonile.

e Kesktasandi punktide siirded on vaid z telje sihis, plaadi pinna sihis
on siirded nullid.

2. Sirged, mis enne paindumist olid keskpinnaga risti, jddvad ka peale pain-
dumist keskpinnaga ristuvateks sirgeteks.

e Analoogia talade juures kasutatava ristloigete tasandilisuse
hiipoteesiga.

3. Paindumisel ei muutu plaadi motteliste kihtide vahelised kaugused paksuse
sihis.

e Plaadi keskpinna siire w = w(x, y).

4. Plaadi paksuse sihilised normaalpinged hiiljatakse véiksuse tottu, st.
o, =0.
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e Kuna plaat on 6huke, siis ei méjuta see lihtsustus oluliselt lahendit.

5. Koormus mojub plaadi pinnaga risti ja on esitatud ruumjouna:

Z(x,y,2) = W AH = wv p(z,y). (6.1)

e Selline koormussedus annab vilispinnale z = £0, 5h nullise koormuse,
plaadi keskpinna iihiku kohta aga summaarse koormuse

im
\ NA&E“NV&NH:.HE&EV. A@.wv
—h/2

e Tavaliselt vaadeldaksegi plaadi keskpinnal mojuvat koormust kujul
p(z,y).
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6.2 Deformatsioonide avaldamine plaadi punkti siirete
ja labipainde kaudu.

Plaadi  kesktasandi  punktide
vertikaalsiiret w(z,y) nimetatak-
se ldbipaindeks. Esimese kolme -
hiipoteesi pohjal on voimalik
avaldada plaadi suvalise punk-
ti siirdekomponendid u ja v
labipainde w(z,y) kaudu.

Vaatleme plaadi keskpinna nor-
maali punktide A ja B liikumist
paindel (joonis 6.2) ja leiame siir-
dekomponentide u ja w vahelise u

seose. Z 4 >

Joonis 6.2: Plaadi keskpinna normaali punktide A ja
B liikumine paindel.
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e Vastavalt tehtud hiipoteesidele saab keskpinna punkt A liikuda vaid ver-
tikaalselt. Kesktasandi normaal peab aga jadma ka peale deformatsiooni
risti keskpinnaga, seejuures AB = A'B’ = z = const.

e Plaadi keskpind punktis A poérdub nurga o vorra. Sama nurga vorra
poordub ka sirge AB.

— Seega punkti B siire x telje sihis u = —z sin «.
— Kuna nurk « on viike, siis

ow
~ sl ~t = —. 6.3
a~sina~tana = o (6.3)
e Analoogiliselt saame siduda ka siirdekomponendid v ja w. Kokkuvottes
oleme saanud valemid

ow ow
= 2T = 27 4
u o ja w N@@ (6.4)
Cauchy seoste (3.6) ja valemite (6.4) pohjal
ml@ll©w|8 ml@llw@ I@Jr@IIwN@mS (6.5)
T or o VT oy o MM oy ox oxdy o
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6.3 Plaadi elastse pinna vorrand

Léhtume tasakaalu diferentsiaalvorranditest (2.6)

(Do, OTyy  OTu
LN p—
Ox + Oy * 0z + “
01y 0oy 0Ty
.M\ p—
A ox * oy * 0z + 0
01y, 071y,  Oo,
Z =0.
( Oz * oy * 0z * 0

e Diferentseerime esimest tasakaaluvorrandit x jargi, teist y jargi ja kolman-
dat z jargi.

e Arvestades nihkepingete paarsusseadust saame ellimineerida 7, ja 7.

e Arvestades et 0, = X =Y = 0 ja Z on antud avaldisega (6.1) saame
1opuks vorrandi

0o 0°T 0o zp(x,
vy o9 Tey | IOy _ |Ev (6.6)
Ox? oxdy  Oy? i
6.3. Plaadi elastse pinna vorrand 6-12
kus suurus
Dw
= — 6.7
1= 13 (6.7)

kujutab endast plaadi ristldike inertsimomenti pikkusiihiku kohta, st., inertsi-
momendi intensiivsust.

Selleks, et tuletada pingete ja ldbipainete vahelised seosed kasutame Hooke’i
seadust kujul

E E E
1 _ .2 1 _ .2 Am@ + N\mav v Tay = iQ&@ Am.mv

ning asendame viimasesse seosed (6.5). Tulemus on jargmine:

(  Ex 0w N 0w
e =T 12\ 22 t@@w ’
Ez 0*w 0w
X @IIHIEMAQ,@ijt@&wv“ (6.9)
Ez 0w
Ty =TT TH B S@&@L
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Pannes viimased pingeavaldised vorrandisse (6.6) saamegi plaadi elastse pinna
vorrandi

4 4 4
Mtw ., dw  dw _ply) (6.10)

Viw = 2
R i 0x20y? * oy* D

Suurust

Ei Eh’
D= — 6.11
1—v2  12(1 —v?) (6.11)

nimetatakse silindriliseks paindejiikuseks. Suurust E/(1 — v?) voib siinjuures
nimetada plaadi taandatud elastsusmooduliks. Vorrand (6.10) on jillegi bihar-
mooniline vorrand.

Plaadis mojuvate pingete leidmiseks tuleb seega koigepealt lahendada bihar-
mooniline vorrand (6.10). Tulemusena saame plaadi ldbipainde avaldise w(zx, y).
Seejirel saame seoste (6.9) abil leida pinged o,, 0, ja 7,,. Nihkepingete 7. ja
T.. madramiseks tuleb kasutada kahte esimest tasakaaluvorrandit, kust saab
avaldada osatuletised O07,./0% ja Ot,./0z. Peale integreerimist z jargi rajatin-
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gimustel 7|, _ L0 = Tyz| L5, = 0 saame

B Im AmM - va 3w N O3w

) Taz = 2(1 —v?) \0x3  0x0y?)’ (6.12)
B Im A>M - va 3w N 3w

T T 20— ) \o2ay T o)

6.4 Sisejoud

Talade korral moisteti sisejoudusid kogu tala laiuse ulatuses, st., sisejouks nime-
tati mingis ristloikes mojuvat summaarset joudu voi momenti. Plaatide korral
on kasutused teistsugune ldahenemine. Siin nimetatakse sisejouks hoopis sisejou
intensiivsust. Teisisonu, painde- ja vaindemomentide ning poikjou asemel vaa-
deldakse vastavaid suurusi pikkusiihiku kohta.
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=

Joonis 6.3: Plaadi sisejoud.

Taladest erinev on ka paindemomentide ja poikjou téhistus (joonis 6.3).
Plaatide puhul on kombeks téhistada pinge o, poolt pohjustatud painde-
momenti M, ja o, poolt pohjustatut M,. Pingest 7,. ja 7,. pohjustatud
poikjoudusid téhistatakse vastavalt @), ja @),. Seega viitab plaatide korral pain-
demomendi ja poikjou tahises olev indeks vaadeldava ristloike normaali sihile.
Vaandemomendid 7T,, = T, on pohjustatud nihkepingetest 7,, = 7,,.
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Painde- ja vddndemomendid. Momentide arvutamine kéib tavapérasel moel
ning arvestades avaldisi (6.9) saame painde- ja vaddndemomendid esitada
labipainde w kaudu:

( h
z Pw  *w
i&“NMNQ&&N“|® A%ITN\%Vv
> 0w 0w ]
A »\&@ = \w NQ.@&N = |NU ®|@w |_| N\% , AQ MWV
h
2 0w
, Ty = \|w 2Tpydz = —(1 — 5@%&@@.
Poikjoudude jaoks saame avaldised
4 h
z Pw  Pw
Tz — Tz =—-D )
© \L a2 A@&w i @&@@mv
X K - - (6.14)
2 w w
O = \lw neds = b A%w@@ i m@wv .
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Midrgireeglid kattuvad talade juures kasutatavatega. Positiivne paindemoment
pohjustab positiivsete kihtide (z > 0) tommet. Positiivne poikjoud méjub po-
sitiivsel pinnal z telje positiivses suunas.

Vastupidised seosed:

4 (6.15)
~3Q; 22 ~3Q, 22
L™ T an GLﬂv“ W= o M e

On selge, et paindepinged o, ja o, ning nihkepinge (vééndepinge) 7, muutu-
vad ristloikes lineaarse seaduse pohjal ning omavad ekstreemseid vaértusi kohal
z = ®£0, 5h. Nihkepinged 7,. ja 7,, muutuvad aga ruutparaboolse seduse jargi
omades maksimumi kohal z =0 .
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6.4.1 Toereaktsioonid

Talade korral on reaktsioonjoud arvuliselt vordsed poikjouga toe korval. Plaati-
de puhul on olukord aga pisut komplitseeritum, sest reaktsioonjoud R, (mojub
x telje sihilise normaaliga pinnal) ja R, peavad tasakaalustama ka plaadis tek-
kinud vddndemomendi madju ja néiteks reaktsioonjoud

Ro=Q,+Q. (6.16)

kus @/, on vadndemomendi poolt tekitatud nn. tdiendav poikjoud. Eelmise va-
lemi pohjal on selge, et analoogiliselt poikjouga, esitatakse ka reaktsioonjoud
R, ja R, plaadi serva pikkusiihiku kohta.

Selgituseks vaatleme kahte korvutist vordse laiusega dy elementaarristkiilikut
ristloikes, mille normaal on x telje sihiline (joonis loengus). Parempoolsel
ristkiilikul mojub summaarne vddndemoment 7,,dy ja vasakpoolsel (T, +
(0T, /0y)dy)dy. Asendame need vadndemomendid joupaaridega (F,, —F) ja
(Fl,—F}), kus F, =T, ja F, =T,, + (01,,/0y)dy. On selge, et kahe elemen-
taarristkiiliku iihisel serval on nii tekkinud tdiendav poikjoud dF = F, — F, =
(0T, /0y)dy. Selline téiendav poikjoud tekib igas elementaarristkiilikus laiusega
dy. Téhistame selle jou intensiivsuse Q' = dF/dy = 01}, /0y.

v

pin-
gete
epiitiri
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Korrates sama protseduuri y telje sihilise normaaliga ristldike jaoks saame
taiendava poikjou intensiivsusega Q) = dF/dx = 9T,,/0x. Reaktsioonjoud
on seega

( T, o 0
R, =Q:+Q,= Q.+ *=-D NMITAMIEV gm ’
dy ox 0x0y
A T, Ow Dw (6.17)
Ry=Qu+ Q=@ Gt =D |G+ (2= |

\
Selliselt sisse toodud joupaarid annavad aga lisaks méoda kiilgi jaotunud reaks-

tioonjoule (reakstioonjou intensiivsusele) veel tdiendavad koondatud reakt-
sioonjoud

Ry = Tyy + Tyw = 2T, (6.18)

plaadi nurkadesse. Vastavate reaktsioonjoudude positiivsed suunad on naidatud
joonisel 6.4. Nende koondatud reaktsioonide sissetoomise vajadus tuleneb fak-
tist, et plaadi nurgapunktides puuduvad vaadeldud elementaarristkiilikutel ta-
sakaalustavad naaberristkiilikud.
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Joonis 6.4: Reaktsioonjoudude positiivsed suunad.

6.5 Rajatingimused

Biharmoonilise vorrandi lahendamiseks on vaja teada vajalikul hulgal raja- ehk
serva- ehk ddaretingimusi. Kuna vorrandi jirk on mélema koordinaadi (z ja )
jargi neli, siis on vaja molema koordinaadi jargi ka neli rajatingimust. Teisisonu,
iga plaadi serva jaoks kaks tingimust. Fiiiisikaliselt peavad need tingimused
vastama plaadi serva kinnitusviisile.
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Kolm tiiiipilist plaadi serva kinnitusviisi ja vastavad téhistused on esitatud joo-
nisel 6.5. Serv x = 0 on jdigalt kinnitatud, serv x = a vabalt toetatud (liigendiga
kinnitatud) ning servad y = 0 ja y = b vabad.

§

a

vl

Joonis 6.5: Plaadi serva kinnitusviisid ja vastavad téhistused.
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Vaatleme jargnevalt nelja juhtu.

1. Jdigalt kinnitatud serv ehk kinnisserv. Sellise kinnitusviisi korral ei saa plaadi
serv omandada deformatsiooni kédigus ei poordeid ega siirdeid ja dédretingimused
on esitatavad kujul

ow ow

w =0, 5 = 0  ja/voi i = 0. (6.19)

2. Vabalt toetatud serv voi liigendiga kinnitatud serv. Antud juhul ei saa plaadi
servapunktid siirdeid, kui péorded on lubatud. Selliselt toetatud plaadi serv ei
vota vastu momente ja ddretingimused saavad kuju

w =0, M, =20 ja/voi M, = 0. (6.20)
Avaldise (6.13) pohjal M, = —D Awwqm\ + twmqm\v. Kuna modda sirget serva tule-
tis WM% = 0 (sirge teine tuletis on alati null), siis saavad &dédretingimused kuju

(kasutades M, jaoks analoogset ldhenemist)

O*w O*w
— O — O 1 O] _— =
w =0, ja/voi i

-3 0. (6.21)
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Siin valem (6.21), vastab tingimusele M, = 0 ja (6.21); vastab tingimusele
M, =0.

3. Vaba serv. Sellise serva punktid voivad saada nii siirdeid kui poordeid. Ar-
vestades #ddretingimuste fiiiisikalist sisu peavad nii paindemoment kui reakt-
sioonjoud olema vabas servas nullid.

R,=0 ning M,=0 ja/véi R,=0 ning M, =0. (6.22)

Arvestades reaktsioonjoudude ja paindemomentide avaldisi saame viimase esi-
tada kujul

( 93w Ow 0%w 0%w
I 0 WA Wl —
Ox3 * 5@&@% 0 Ox? v Oy? 0
{ ja/voi (6.23)
Pw OPw 0%w 0w
T (9 _ —
| Oy3 + 5@%@@ 0, Oy? * gy 0

Kuna algne sirge vaba serv ei pruugi deformeerudes jadda sirgeks, siis siin pole
voimalik enam tdiendavaid lihtsustusi teha.
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4. Stimmeetriatelg. Kui plaat ja koormus omavad iihist siimmeetriatelge ja
toetusviis on samuti siimmeetriline, siis on ka ldbipaine w siimmeetriline. Sel
juhul piisab kui lahendada plaadi vorrand vaid iihel pool siimmeetriatelge.
Siimmeetriatelge ennast aga vaadelda kui tinglikku (virtuaalset) serva, kus ra-
jatingimused juhul kui siimmeetriateljeks on x ja/voi y telg avalduvad kujul

ow ow

5 = 0, Q=0 ja/voi o 0, Q, = 0. (6.24)

Arvestades poikjou avaldisi (6.14) saame viimastele kuju

@|€|o ®w€+ OBw _0 i /voi ®|8|o Pw +®w8
or ox3  Oxdy? Jarv oy 0x20y 0Oy’
(6.25)
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6.6 Uhtlaselt koormatud plaatide lihtsamad
paindeiilesanded

6.6.1 Silindriline paine

Kui ristkiilikuline plaat on ,,pika ristkiiliku” kujuline ja koormus on pikkade
kiilgede sihis konstantne, siis plaadi keskosa (vt. joonis 6.6) elstne pind on si-
lindrilise kujuga (silindri moodustaja on paralleelne y teljega). Teisisonu, plaadi
keskosas siirded w = w(z). Sellist plaadi deformatsiooni nimetatakse silindrili-
seks paindeks.

Olgu plaat vélja venitatud y telje sihis ja koormus iihtlaselt jaotunud iile kogu
plaadi pinna, st., p(z,y) = p = const. (joon. 6.6). Plaadi elastse pinna vorrand
(6.10) saab sel juhul kuju

O*w(z
pPuts) _, o
Ox
See vorrand on viga sarnane tugevusopetusest tuntud tala elastse joone
vorrandiga
o*w(x
o) o
Ox
6.6.1. Silindriline paine 6 - 26
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Joonis 6.6: Pikk ristkiilikuline plaat.
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Léabipainete vordlemiseks tuleb vorrelda plaadi paindejaikust
D = Eh?/12(1 — v?) iihikulise laiusega tala’ paindejiikusega EI = Eh3/12.
Kuna plaadi paindejiikus on tala omast suurem, siis on plaadi ldbipaine tala
omast vaiksem.

Sisejoud médratakse seostest (6.13) ja (6.14). Kuna w = w(z), siis ka painde-
momendid ja poikjoud on vaid koordinaadi x funktsioonid.
0*w(x) 0*w(x)

Vorreldes taladega tekivad seega plaadis ka paindemomendid M,. Talas neid
ei teki kuna tala ristloiked saavad vabalt deformeeruda (joon. 6.7). On ilmsel-
ge, et paindemomendid M, pohjustavad pingeid o,, mida tuleb arvesse votta
néiteks raudbetoonplaatide sarrustamisel: plaat tuleb kindlasti sarrustada ka
pikisuunas.

"Plaadi koormus on antud pinna iihiku kohta, talal aga pikkusiihiku kohta

6.6.1. Silindriline paine 6 - 28

Tala Plaat

Joonis 6.7: Paindemomendid M,,.



6.6.2. Uhtlaselt koormatud jiigalt kinnitatud elliptiline plaat 6o-29

6.6.2 Uhtlaselt koormatud jiigalt kinnitatud elliptiline plaat

See on iiks vdhestest plaadi painde {ilesannetest, millele on voimalik leida
analiiiitiline (tdpne) lahend.

Vaatleme ellpitilist plaati (joon. 6.8), millele koordinaatteljed x ja y on
siimmeetriatelgedeks. Sellisel juhul saame elliptilise plaadi kontuuri vorrandile
kuju

2 2

X )
PER (6.29)

Naitame, et plaadi elastse pinna (keskpinna vertikaasiirete) avaldis kujul
2 2\ 2

w=w (1-L L (6.30)

kus wy on plaadi ldbipaine koordinaatide alguses, rahuldab plaadi elastse pinna
(diferentsiaal)vorrandit (6.10)
otw otw Mw  p(x,y)

2 —
Ox? i 0x20y? * Oy* D
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Yl
—

Y

v

A

N\

YVY F VYV VVYVYYN F VVVVYVY A YVN A »

N
v

A

Joonis 6.8: Elliptiline plaat.
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ja ddretingimusi jdigalt kinnitatud servas (6.19)

ow
=
kus n on plaadi kontuuri normaal. On ilmselge, et plaadi kontuuril on esimene
neist rahuldatud. Kuna plaadi kontuuril tuletised dw/dx = dw /0y = 0, siis on

tuletised suvalises suunas, kaasa arvatud normaal n, nullid ja d&retingimused
(6.31) rahuldatud.

Niiiid leiame avaldisest (6.30) vajalikud osatuletised, paneme need elastse pinna
vorrandisse (6.10) ja avaldame l&dbipande plaadi keskel —
p
DG+ 2 +5)
Seega saab plaadi elastse pinna avaldis (6.30) kuju
(1-5-4)
p a? b?

SHUAMIMP.T%.TMIWV. (6.33)
Kuna avaldis (6.33) rahuldab nii elastse pinna vorrandit kui ddretingimusi, siis
on ta vaadeldava iilesande tapseks lahendiks.

w =0, 0, (6.31)
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Edasi on voimalik leida paindemomentide avaldised, kasutades valemeid (6.13)

\
0w 0w
M,=—D _
@Hw._'tm@w
2 2 2 2 2 2
S G G LA
6+4% + 6% 2 )R 2 a2
A (6.34)
0%w 0w
M, = —-D @@wLﬂt@Hw =
@w 2 2 @w 2 2
\ 6+4% 465 a* b a b* «a

Plaadi keskel, kus x = y = 0 saavad paindemomendid seega vaartuse
2 a?
pa AH + N\@va

pb? AH.TQNINV
M, = . M, = .
6+4% + 6% Y L

(6.35)
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Vaadeldava kinnitusviisi tottu on plaadi servas paindemomendid nullist erine-
vad. Eeldusel, et a > b saame maksimaalse momendi plaadi servas kohal x = 0,
y = *b:

2pb?
6445 + 65

max My, = — (6.36)

Erijuhul @ = b = r saame ellipsist ringi, st., elliptilise plaadi asemel vaatle-
me ringikujulist plaati ehk timarplaati, mille korral momendid plaadi keskel ja
servas saavad vaartuse
2
%ﬁ pr
My = 1 M, = ——. 6.37
0= 15 —(1+v), K 3 (6.37)
Et saada maksimaalset paindepinget plaadi ristloikes, st., o(4+h/2) tuleb saadud
momendiavaldised jagada vastupanumomendiga W = h?/3.
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6.7 Elastse pinna vorrandi lahendamine ristkiilikulise
plaadi korral

Plaadi painde diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb iildjuhul kasutada li-
gikaudseid meetodeid. Selliseid meetodeid on vilja tootatud suhteliselt palju.
jargmistes peatiikkides vaatleme neist moningaid.

6.7.1 Navier’ meetod — lahendus kahekordsetes
trigonomeetrilistes ridades

Vaatleme koikidest servadest vabalt toetatud ristkiilikplaati, mis on koormatud
meelevaldse ristkoormusega p(z,y). Vabalt toetatud plaadi elastset pinda saab
kirjeldada kahekordse trigonomeetrilise rea abil:

w(z,y) = MU MU ' SIN MY in 3M@. (6.38)

a

Selle rea iga liige rahuldab daretingimusi (6.21)
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p(x,y)

i
e I

y z | PAY P

Joonis 6.9: Vabalt toetatud ristkiilikplaat.

0w . . 0*w
w =0, 57 = 0  ja/voi O

seega ka kogu rea puhul on déretingimused rahuldatud.

=0, (6.39)

Plaadile rakendatud koormus arendatakse Fourier ritta, st.

= - mnrx . nmy
= M M By sin sin : (6.40)
a b
m=1 n=1
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Tegurid B,,, leitakse matemaatilisest analiiiisist tuntud valemite abil

AP a b
= — \ \ p(x,y) sin T in ™ dady. (6.41)
ab 0 0 b

a

Jargmise sammuna tuleb siire w ja koormus p asendada plaadi elastse pinna
vorrandisse (6.10):

> [(25) 2 () () (5) | am 2 -

m=1 n=1
= |MM® n SiN &mwb §M@. (6.42)

m=1 n=1

Kuna viimane vorrand peab kehtima iga x ja y korral, siis

m§3
Chrn = . (6.43)

D [(m/a)? + (n/b)?)"

Kokku oleme saanud UE@% elastse @55@ jaoks avaldise

: .33&.3@
. @.RE
A&@ gUSMHm 3\@ PSR 3 sin ——sin — Av
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p(x,y)

Y z

Joonis 6.10: Uhtlaselt koormatud ristkiilikplaat.

Uhtlaselt jaotatud koormuse juht. Elastse pinna avaldise (6.44) rakenda-
mise néitena vaatleme iihtlaselt koormatud plaati. Sellisel juhul kordajad

4 a rb
=P \ \ sin " gin E&H&@. (6.45)
ab 0 0 a b

Kuna integraal

a .
. MmmT 2a/mm, kui m=1,3,5,...
\ sin dr = fm, . C (6.46)
0 a 0, kui m =2,4,6,...
6.7.1. Navier’ meetod lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades o - 38

Siis
dp 2a 26 16p
abmmnr  w2mn’

Byn = m,n,=1,3,5,.... (6.47)

Elastse pinna avaldis saab antud juhul kuju

16p - - 1 . mrwx . nmy
w(r,y) = —— M M sin sin . (6.48
@y m m=1,35 n=135 "1 [(m/a)? + Az\@vw_w a b (6.48)

Kui tahistada plaadi kiilgede pikkuste suhe b/a = § (s.t. asendame b = af3),
siis saame viimasele anda kasutamiseks mugavama kuju

H@u% 1 . mmTx . nmy
w(z,y) = sin sin . (6.49)
ﬁ.mu EMHUw 5 :MHme 3@3 Sw A\;\Qvﬁw a Q%

Sisejoudude leidmiseks tuleb viimasest avaldisest votta piisaval arvul osatuletisi
ning kasutada valemeid (6.13) ja (6.14):
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16
M, = w@ MU MU m” +v(n/B) sin mrz . ﬁ:@u
T 135 ne1a5 M (m? + (n/B)?] a af
16pa® - 2 2
N&.@ _ wM@ M M vm- + AQ@\QV . sin mmx sin 33.@“
T Sss wiias M [m? 4 (n/B)?] a af

_ 16pa . mnx
Qy = 83 MU MU S?gm._.ﬁﬁ\\@ﬁmys - CoS e

L m=1,3,5 n=1,3,5

Kui on vaja leida toereaktsioonid, siis tuleb kasutada valemeid (6.17) ja (6.18).
Et vilja selgitada, mitu liiget {ilaltoodud trigonomeetrilistes ridades tuleb votta,
tuleb uurida ridade koonduvust. Selgub, et koige kiiremini koondub ldbipainde
avaldis (6.49). Pisut aeglasemalt koonduvad momentide avaldised ja veelgi aeg-
lasemalt poikjou ja toeraektsioonide avaldised.

6.7.1. Navier’ meetod lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades 0 - 40

Koondatud jou juht. Olgu koondatud joud P rakendatud plaadi punktis K
P

X
.uxc Nu

RON

2 7
Y 4

Joonis 6.11: Koondatud jouga koormatud ristkiilikplaat.

v

koordinaatidega xg, yo. Valemite tuletamiseks eeldame, et see joud on jaotunud
lopmata vaikesele pinnale dxdy punkti K iimbruses:

w
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Tegurid B,,, leitakse valemi (6.41) abil. Siin esineva kahekordse integraali ar-
vutamisel tuleb arvestada, et see integraal on null kéikjal peale punkti K, kus
ta omab vadrtust

4 [o 0 4P
H|\ \@Gﬁ@v sin 35& i ﬁ:ﬂw&&&cl sin mrTo sin sié. (6.52)
0

a b ab a b

Kasutades niitid valemit (6.44) saame avaldise

e e n 7R gin = mrx . Ny
@ . .
T M M sin sin . (6.53
wiz,y) = b@g —_ = 3\@ + (n/b)?)? a b (6.53)

Teades labipainet, saame leida sise- ja reaktsioonjoud kasutades vastavaid aval-
disi (6.13), (6.14), (6.17) ja (6.18).

Kuna rida (6.53) koondub aeglasemalt kui rida (6.49) ning tema abil saadud
sise- ja reaktsioonjoude esitavad read aeglasemalt kui iihtlaselt jaotatud koor-
musele vastavad read, siis tuleb koondatud joudude puhul olla ettevaatlik. Tei-
sisonu, aktsepteeritava tulemuse saamiseks tuleb siin valida tunduvalt pikemad
read kui iihtlaselt jaotatud koormuse korral.
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Niide. Vaatleme ruutplaati, st. b/a = = 1, millel Poissoni tegur v = 0,3 ja
millele mojub iihtlaselt jaotunud WooﬁEcm p(x,y) = p. Leiame plaadi ldbipainde,
sisejoud ja toereaktsioonid monedes iseloomulikes punktides piirdudes vaid tri-
gonomeetriliste ridade nelja esimese liikmega, st., m,n =1, 3.

Lébipaine plaadi keskel, st. punktis x = 0,5a ja y = 0,50 = 0, Ha.
Kasutame valemit (6.49). Vaja on leida jargmised suurused:

e sin(mmz/a),
o1/ ASS [m? + AS\QEMW“ m,n=1,3
e w avaldis arvestades, et D = Eh3/[12(1 — v?)].

Tulemusena saame
w = 0,0443pa*/ ER®. (6.54)
Paindemomendid plaadi keskel. Analoogiline protseduur annab tulemuseks

M, = M, = 0,0470pa’. (6.55)
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Vidandemoment plaadi nurgas x = y = 0 avaldub kujul
T., = —0,0315pa’, (6.56)
ning poikjoud ja toereaktsioon kiilje x = 0 keskel
Q. = 0, 28pa; R, =0, 36pa. (6.57)
e Positiivsed paindemomendid viitavad sellele, et plaadi alumine pool on
tommatud.

e Vastavalt valemile (6.18) pohjustab vidndemoment plaadi nurkades nn.
tiiendava koondatud reaktsioonjou R, = 2T, = —0,0630pa*. Kuna nurgas
x =y = 0 on R, positiivne suund iiles (vt. vastavat joonist), siis antud
juhul on R, suunatud alla. See omakorda tdhendab seda, et plaadi nurk
piiiiab iiles tousta.

e Kiiljel x = 0 (vilisnormaal on suunatud z-telje negatiivses suunas) on
positiivsed (), ja R, suunatud iiles, st. z telje negatiivses suunas.

6.7.1. Navier’ meetod lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades 6 - 44

Tabelite kasutamisest. Samasugused arvutused saab labi viia ka iihest eri-
nevate [ védrtuste jaoks ja suuremate liikmete arvuga ridade jaoks. Tulemused
erinevad eeltoodud néitest vaid kordajate vadrtuste poolest. Seega saab plaatide
arvutamisel kasutatavatele valemitele (mis esitavad ldbipaindeid, sisejoudusid
jne.) anda jargmise kuju:

labipaine ja paindemomendid plaadi keskel

4
pa
w = \ﬁ%w M, = kopa®; M, = kspa®: (6.58)

poikjoud ja toereaktsioonid pikema kiilje keskel

Q. = kspa; R, = kepa; (6.59)
poikjoud ja toereaktsioonid lithema kiilje keskel

Qy = kspa; R, = k7pa; (6.60)
koondatud reaktsioonjoud plaadi nurkades

R, = kgpab. (6.61)



6.7.1. Navier’ meetod lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades 0 - 45

Kuna Poissoni teguri fikseeritud véartuse (néiteks v = 0,3) korral soltuvad
konstantide k1, ..., kg vadrtused vaid suhtest 3, siis on moistlik koondada need
konstantide vaartused tabelisse, eeldades seejuures, et b > a.

Asjavaadeldud niite korral on konstantidel tabeli 6.1 pohjal jiargmised
vaartused: k; = 0,0443, ky = 0,0479, ks = 0,0479, ky = 0,338, k; = 0,338,
ke = 0,420, k7 = 0,420 ja ks = 0,065. Seega on nédha, et ldbipainde ja painde-
momentide leidmisel piisabki vaid neljast esimesest rea liikmest (viga jadb alla
2%), kuid naiteks poikjou korral oleks vaja rohkem liikmeid.

Taolised tabelid on koostatud ka teiste kinnitustingimuste ja koormusskeemi-
de jaoks. Vastavalt ddretingimustele on seejuures kasutatud ka Navier meeto-
dist erinevaid meetodeid. Jargnevalt on esitatud kuus tabelit, mille pohjal on
voimalik arvutada ldbipaindeid, sise- ja reaktsioonjoudusid iihtlasele koormus-
sele allutatud ristkiilikulise plaadi jaoks. Tabelid parinevad 6pikust <R. Eek, L.
Poverus, Ehitusmehaanika II, Tallinn, 1967 >.
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ke

Vabalt toetatud servadega plaat SQ— b A L * b _ b _ b
1 2 3 4 5

X
51z 1
12

0,0443 0,0479 0,0479 0,338 0,338 0,420 0,420 0,065
0,0530 0,0554 0,0493 0,360 0,347 0,440 0,440 0,070
0,0616 0,0627 0,0501 0,380 0,353 0,455 0,453 0,074
0,0697 0,0694 0,0603 0,397 0,357 0,468 0,464 0,079
0,0770  0,0755 0,0502 0,411 0,361 0,478 0,471 0,083

BN —O

Qley

{
! }
| Qley
Lo ¢

~

[y S U

0,0843 10,0812 0,0498 0,424 0,363 0,486 0,480 0,085
0,0906 0,0862 0,0492 0,435 0,365 0,491 0,485 0,086
0,0964 0,0908 0,0486 0,444 0,367 0,496 0,488 0,088
0,1017 0,0948 10,0479 0,452 0,368 0,499 0,491 0,090
0,1064 0,0985 0,0471 0,459 0,369 0,502 0,494 0,091

&
:_‘Hb—‘i—l)—‘
Qoo~No o

) at

H : i OWV = kqqa

m @Ma = kyga
) R @ _ kega

My" = kyqa? * 5%

Pr = kgqab h@@ = k:qa

0,1106 0,1017 0,0464 0,465 0,370 0,503 0,496 0,092
0,1336 0,1189 0,0406 0493 0,372 0,505 0,498 0,093
0,1400 10,1235 10,0384 0,498 0,372 0,502 0,500 0,094
0,1416 10,1246 0,0375 0,500 0,372 0,501 0,500 0,095
0,1422 0,1250 10,0375 0,500 0,372 0,500 0,500 0,095

O W
SO OoCOo

8

Tabel 6.1: NB! Tabeli ¢ on meil p ja tabeli P on meil Rj.
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% 7
7 3 b1 Jdigalt kinnitatud servadega plaat
[ Qlq,
2 1 By
Z ’ @\Qh k“_ - Nﬁ wm N» ‘ .@m — \mm _ kq \wm ~ %m
2 Qley
Z 1 1,0 00138 0,0231 0,0231 0,0513 0,0513 0,452 0,452 0,440 0,440
Va1 1,1 00165 0,0264 0,0231 0,0581 0,0538 0,448 0,412 0,473 0,450
Wh A 1,2 00191 0,0299 0,0228 0,0639 0,0554 0,471 0,381 0,493 0,457
2 1,3 0,0210 0,0327 0,0222 0,0687 0,0563 0,491 0,352 0,505 0,462
. gat @ 1,4 0,0227 0,0349 0,0212 0,0726 0,0568 0,505 0,327 0,510 0,464
”@ x ”@ a
@ " En @@ * 1,5 0,241 00368 0,0203 0,0757 0,0570 0,517 0,305 0,515 0,465
MY — boaa? v =kga 16 00251 00381 00193 00780 0,0571 -~ — — —
= el @ 1,7 0,0260 0,0392 0,018 0,0799 0,0571 — — — —
MY = kyga? Re"=ksqa 1’3 000267 00401 00174 0,0812 00571 — — — —
v ® 1,9 00272 00407 00165 0,0822 00571 — — — —
(2 Ry " = koga ’ ?
My ”ll.\w»m\nw
® \ 2,0 00276 00412 00158 0,0829 0,0571 — — — —
My = —ksqa oo 0,0284 0,0417 00125 00833 00571 —  — 0,500 0,465
Tabel 6.2: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Kahel vastasserval vabalt toetatud, bla £, ky ko k,
kahel jdigalt kinnitatud plaat
0 0,0284 0,0125 0,0417 0,0833
1/2 0,0284 0,0142 0,0420 0,0842
X 1/1,5 0,0270 0,0179 0,0406 0,0822
72 1/1,4 0,0262 0,0192 0,0399 0,0810
BRE } 1/1,3 0,0255 0,0203 0,0388 0,0794
Qloy
AN 11,2 0,0243 0,0215 0,0375 0,0771
| T 1/1,1 0,0228 0,0230 0,0355 0,0739
[ 1SN 1 0,0214 0,0244 0,0332 0,0697
| ] i 1,1 0,0276 0,0307 0,0371 0,0787
1,2 0,0349 0,0376 0,0400 0,0868
a.a_|
Q‘N 2 1,3 0,0425 0,0446 0,0426 0,0938
: 1,4 0,0504 0,0514 0,0448 0,0998
w,m 0,0582 0,0585 0,0460 0,1049
. . . . 6 0,0658 0,0650 0,0469 0,1090
Rulogk: — Rig<é& 17 0,0730 00712 0,0475 0,1122
(1 q m qa
w =k w =k
Eh? EHh3 1,8 0,0799 0,0768 0,0477 0,1152
o w 1,9 0,0863 0,0821 0,0476 0,1174
= kaqb* \sw: = kyga® : 0,0987 0,0869 0,0474 0.1191
MY p.gb? — b.ga? 0,1276 0,1144 0,0419 0,1246
v v 4 0,1383 0,1223 0,0390 0,1250
M, = —kuqb? My = —kyqga?
5 0,1412 0,1243 0,0379 0,1250
o 0,1422 0,1250 0,0375 0,1250

Tabel 6.3: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Kahel naaberserval vabalt toetatud, | 4, ki _ ks ks £, ks

kahel jdigalt kinnitatud plaat T

1,0 0,0229 0,0304 0,0304 0,0678 0,0678

1,1 0,0276 0,0353 0,0311 obumm w,wwmm
, X 1.2 0,0318 0,0397 0,0312 0,084
HEAa I3 00353 00435 00308 00915  0,0754

7 ! <l m ga* 14 0,0384 0,0469 0,0302 0,0975 0,0765
7 Nl w =k
42 7 || Eh3 R
4 R} W 1.5 0,0415 0,0497 0,0293 0,1028 0,0772
7 | Mz = koga? 1,6 0,0441 0,0521 0,0284 0,1068 0,0778
7 | ) 1,7 0,0463 0,0541 0,0274 0,1104 0,0782
A=zzl== 1§ My = ke 18 0,0482 0,0557 0,0265 0,1134 0,0785

a.léa @__ 2 1,9 0,0497 0,0570 0,0256 0,1159 0,0786
‘M"N \Sa = \N»QQ
g MY — ka2 2,0 0,0511 0,0582 0,0247 0,1180 0,0787
u o0 0,0560 0,0625 0,0188 0,1250 —
Mirkus. Maksimaalne viljamoment on paindemomendist M.® 9—16% suurem.
Tabel 6.4: NB! Tabeli ¢ on meil p.

6.7.1. Navier’ meetod lahendus kahekordsetes trigonomeetrilistes ridades 6 - 50
Uhel serval jdigalt kinnitatud, 5 P L 5
teistel vabalt toetatud plaat la _ ks . .

) D X 0 0,0569 0,0188 0,0625 0,1250
| 3 0 T 0,5 0,0530 0,0235 0,0601 0,1210
| [ SN 0,6 0,0489 0,0268 0,0573 0,1156
“ y | i 0,7 0,0444 0,0297 0,0529 0,1086
. 1 | 0,8 0,039 0,0315 0,0484 0,1009
] |
] i Slev 0,9 0,0352 0,0331 0,0437 0,0922
g ppgs * 1,0 0,0304 0,0339 0,0391 0,0840
al.a_ 1,1 0,0387 0,0411 0,0422 0,0916
2 Z 1,2 0,0468 0,0484 0,0443 0,0983
Y 1,3 0,0549 0,0557 0,0461 0,1040

Kui a = b: Kui a << b: 1,4 0,0627 0,0625 0,0471 0,1084
M gb* a gat 1,5 0,0702 0,0691 0,0478 0,1121

wo=ho s W=k 1.6 0,0774 0,0750 0,0481 0,1148
o " 1,7 0,0842 0,0806 0,0481 0,1172

My = koqb? My = kyga? 1,8 0,0903 0,0855 0,0477 0,1189
(1) (1)

My~ = kygb? My = kya? 1,9 0,0961 0,0901 0,0473 0,1204
(3) 3) 2,0 0,1012 0,0942 0,0470 0,1216

My = —keqb® My = —hyqa? S 0.1422 01250 0,0375 0.1250

Tabel 6.5: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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Uhel serval vabalt toetatud,

teistel jdigalt kinnitatud plaat bla ky ky ks ‘ ky _ ks
2 i X ‘
4 3 } 0 0,0569 0,0188 0,0625 — 0,1250
Qe, 0,5 0,0491 0,0259 0,0558 0,0783 0,1140
2 |1 20 0,6 0,0419 0,0290 0,0496 0,0773 0,1020
7 2 + 0,7 0,0346 0,0305 0,0428 0,0749 0,0907
/ N 0,8 0,0282 0,0306 0,0352 0,0708 0,0778
. 7 09 0,0223 0,0297 0,0294 0,0657 0,0658
2.4, 1,0 0,0172 0,0278 0,0236 0,0600 0,0547
2 2 1,1 0,0197 0,0309 0,0230 0,0659 0,0566
Al #.w 0,0216 0,0336 0,0222 0,0705 0,0573
, 0,023 0, ) , g
Kui @ > w» Kui a < b: 0 0357 0,0211 0,0743 0,0574
w® —p 9 oW 9 14 0,0241 0,0374 0,0200 0,0770 0,0576
Eh3 1 EHh3 1,5 0,0251 0,0386 0,0190 0,0788 0,0569
o " 1,6 0,0260 0,0397 0,0181 0,0803 0,0568
M; = kygb? My == kyga? w.m 0,0266 0,0404 0,0172 0,0815 0,0567
y 0,0271 0,0410 0,016, 0, ,
\SM:I kygh? \SEI ksga? 5 0825 0,0567
@) 9 @) 1,9 0,0274 0,0414 0,0158 0,0831 0,0566
M = —kugb M = —hiqa? 2.0 0,0277 0.0417 0,0151 0,0833 0.0566
M, = —ksqb? M, = —ksqa? o« 0,0284 0,0417 0,0125 0,0833 0,0566
Tabel 6.6: NB! Tabeli ¢ on meil p.
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6.7.2 Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod

Vorgumeetod ehk 16plike vahede meetod on iiks diferentsiaalvorrandite numb-
rilise (arvulise) lahendamise meetoditest.

\ &\1_ \\IN \ 3

£
fiz” f()
fis ]
\D Al AL AL A|A

Xisg Xip X X Xy X Xy X

i

Joonis 6.12: Funktsioon f(x) ja tema vaartused vorgusolmedes f(z;) = f;.

Meetodi idee: tuletised leitakse nn. 16plike vahede abil.
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e Vaatleme ithe muutuja funktsiooni f(x) (vt. joonis 6.12)

e Jagame z telje osadeks vordse sammuga A = A, — saame 1D vorgu, mille
i—ndas punktis x = x; ja f(z;) = fi.

e Tuletised punktis x; leitakse valemite abil, mis pohinevad tuletise definit-

sioonil:
. Jle+Ay) — [l
Flo) = im JEEEIZIE gy pay L )
[
Mo\ — .\HNN.+H|\@.IH
,\u A&@v \@ MD )
/ /
meoN e Jikl o Ji—1 \I‘w - w,\w n_nb.lw L
[la) =i =758 = 42 -
/ /
_ Fivie = Jicapo _ fin = 2fi+ fia
A AN ’
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" "
me N e Ji+l  Ji—1 \w#w - wb.ﬁ + w,\le - \@.Iw
\ AHsv|\s — MD - NDw )
n et IV @\RH - N\NH - @\MI — wf\m.: -+ N:IH B Am.@wv
o) = 7= fi" = = =
! ! 2A A2
_ Jire —4fin +6fi —4fia+ fio
= Al )

e Tihti esitatakse need ja nendega sarnased valemid nn. graafiliste operaa-
torite abil (vt. joonis 6.13), mis esitavad vorgu sélmedes leitud funktsiooni
vaartuste f;_o, fi_1,... kordajaid.

e Olles néiteks tahistanud i—ndale tuletisele vastava graafilise operaatori 77,
saame funktsiooni f tuletiste leidmiseks valemid

I HNJH\J MJM\ MJM\» m__ MM.\J

fi=gn =3 F=ge M= %T (6.64)

e Nimetatud graafilised operaartorid on kui trafaretid, millega liigutakse
modda vorku ja méadratakse f; o, fi_1,... kordajad :—ndas s6lmes.
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QICRGNS)

Joonis 6.13: Graafilised operaatorid funktsiooni f(x) tuletiste f/... /" numbriliseks leidmiseks.
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Plaadi elastse pinna siirded, sisejoud ja toereaktsioond on kahe muutuja, x ja
y, funktsioonid. Seega on nende korral vaja numbriliselt méarata osatuletisi nii
x kui y jérgi. Vastavad valemid on analoogilised iihe muutuja funktsioonide
juures kasutatutega. Niiiid tuleb vaid kasutada kahte indeksit, néaiteks punktis
r = x; ja y =y, osatuletis

of (x,y) _ Jirik = fican of (z,y) _ ik = fik
Ox 24\, oy 27, v

kus A, ja A, on vastavalt vorgusammud z— ja y—teljel.

ja (6.65)

e Kuna vaatleme ristkiilikplaate, siis pole vaja osadeks jagada kogu z ja y
telge — piirdume vaid plaadi kiilgede pikkuste 16ikudega (joonis loengus).
Teisisonu, vaatlema 1oike 0 < x < a ja 0 < y < b, mille jagame osadeks
sammudega

Ap=—, Aj=-—, (6.66)

e Vaatleme plaadi elastse pinna (diferentsiaal)vorrandit (6.10)

O*w L9 o*w N 0*w _ p(z,y)
Ox? ox20y? Oyt D
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Tuues sisse tahistuse W(z,y) = Dw(x,y), Saame viimasele kuju

@ﬁ;\lfw oW +®ﬁ\<| (z.)
Ox? 0x20y?2  Oy* B

ehk  V*(V°W) =p. (6.67)
Viimases vorrandis on vaja leida neljandat jarku osatuletised = ja y jargi
ning samuti neljandat jarku segaosatuletis.

e Varrandi (6.67) vasakut poolt saab kujutada graafilise operaatori B abil (
vt. joonis 6.14). Selleks tuleb liita vorrandi litkmetele vastavad graafilised
operaatorid ning tuua sisse tahistus

(6.68)

e Seejirel saab biharmooniline vorrand (6.67), st. plaadi elastse pinna dife-
rentsiaalvorrand, kuju

BW = pAl (6.69)
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®) :
4 a = X
@ A

A y

202 —4a’(1+a’) 20°
1 —4(1+ o) 6+8a> +6a’ {401 +a?) 1
202 —4a’(1+a’) 20°
QAk

Joonis 6.14: Biharmoonilise vorrandi graafiline operaator B.
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e Vorgupunktide liigitus. Vastavalt valemitele (6.66) oleme katnud
ristkiilikplaadi vorguga kus on (m + 1)(n + 1) punkti ehk solme (joonis
loengus).

— Vorgupunkte, mis asetsevad plaadi servadel nimetame servapunktideks
ehk rajapunktideks.

— Vorgupunkte, mis asetsevad servapunktidest seespool nimetame ava-
punktideks ehk sisepunktideks.

— Kuna neljanda tuletise arvutamise valemeis on vaja teada funktsioo-
ni vaidrtusi kahes naaberreas voi naaberveerus, siis tuleb sisse tuua
nn. vdlis- ehk lisapunktid, mis asuvad véljaspool plaati. Funktsiooni
vaartused neis punktides médratakse rajatingimustest. Tavaliselt on
voimalik piirduda iihe rea vélispunktidega.

— Punktide arv plaadil on (m + 1)(n + 1), neist (m — 1)(n — 1) on ava-
punktid ja (m + 1)(n + 1) — (m — 1)(n — 1) = 2(m + n) serva- ehk
rajapunktid.
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e Plaadi paindeiilesande lahendamiseks tuleb 16plikes vahedes esitatud
biharmooniline vorrand kujul (6.69) lahti kirjutada igas avapunktis.

— Tulemusena saame vorrandisiisteemi, kus on avapunktide arvuga
vordne arv algebralisi vorrandeid. Saadud siisteemi lahend annabki
meile plaadi elastse pinna siirded (ldbipainded) avapunktides.

— Servapunktide siirded on esitatud rajatingimuste abil.

e Kui siirded on leitud, siis nende abil saame leida sisejoud vastavalt valemi-
tele (6.13)

‘ P 2 2 2
iaHIUAQSJr QGVHIAQS\Lw @S\VH\,\?S\

022 9y 022 " oy? A2
0w 0w PW PW MW
A i@ =D A@@w + T@&wv = — A @@w + v @&.w V — >|w\u AmwﬂOv
0w W ToyW

=(1—-v)a

T,y=—(1—-v)D

\ 0xdy - 4A2
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ja (6.14)

( 3 3 3 3
Q.= D @SI_. 0w _ %S\._.@S\ H@aS\“
) ox3  0x0y? ox3  O0xdy? 2A3 (6.71)
0, — D Pw N FPw\ [ OPW N FPWYN Q@.QS\ .
v 0x20y  Oy3 ) \ox20y  Oy3 )] = 2A3°

\

My, My, Toy, Qr ja Q, on graafilised operaatorid (vt. joon. (6.15) ja
(6.16)).

e Toereaktsioonide leidmise juures onnestub plaadi elastse pinna vorrandi
abil ellimineerida nn. teise rea valispunktid. Kasutades graafilisi operaa-

toreid R, ja R, (vt. joon. (6.17)—(6.20)) saab vastavad avaldised esitada
kujul

R R.W  pA, R 1R,W  pA, (6.72)
tO2A3 2’ Yo 243 2 .
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1) Ee 01) [-a

— 1+ -1 -vHRv+a) -V
—a*v —a’
~1 0 1
)
DH
o =
De 1 0 -1

Joonis 6.15: Graafilised operaatorid painde- ja vaddndemomentide leidmiseks. (Tehnilistel
pohjustel pole joonistel kasutatud samu fonte, mis tekstis.)
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_|Nc+§i 0 H2+aHH-1 0

Joonis 6.16: Graafilised operaatorid poikjoudude leidmiseks. (Tehnilistel pohjustel pole joonistel
kasutatud samu fonte, mis tekstis.)
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4
@ Q

a’(4—v) —4a’(1+a’) a’v
2 H-2+4a” —va) ) 6+ 8¢ + 6a’ -2(1+a’v)
a’(4—v) —4a’(1+a’) atv
|
Qb

Joonis 6.17: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks. (Tehnilistel pchjustel pole joo-
nistel kasutatud samu fonte, mis tekstis.)
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®)
|

a’(4-v)H -2a°GBa’ +4-v) H o> (4-v)

1H -40+a»HH 6+82+6a* [H-40+a>) 1

v H “284@+v) H v

Joonis 6.18: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks. (Tehnilistel pdhjustel pole joo-
nistel kasutatud samu fonte, mis tekstis.)
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4
@ Q

_ v —da’(1+a?) —a*(4-v)
20+ a’v) H —(6+8a*+6a™) Naiaﬂféwvlw
—a’v IAQNC+QNV IQNQ_IE
.

Joonis 6.19: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks. (Tehnilistel pohjustel pole joo-
nistel kasutatud samu fonte, mis tekstis.)



6.7.2. Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod b-067

—o’v [ 2a%(a’+V) | —a’v
-1 40+a®) H —-(6+8a”+6a”) [H 41+a®) H-1
|QNA_A|5| 20003 +4-v) H-a’(@-v)
IMQA

Joonis 6.20: Graafilised operaatorid toereaktsioonide leidmiseks. (Tehnilistel pohjustel pole joo-
nistel kasutatud samu fonte, mis tekstis.)
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Asretingimused.

e Kinnisserv. Servapunktides, mis on risti z—teljega

ow
§ - Ov % - O = S\.If\a - S\I.fw. Aﬁﬂwv

T=X;
Servapunktides, mis on risti y—teljega

ow
§ = Ov =0 = S\ﬁwlﬂ = S\ﬁw.ﬁ. Am.ﬂ%v

@mw Y=Yk

e Vabalt toetatud serv. Servapunktides, mis on risti x—teljega

W; = Gv Q&av =0 = E\.\:ﬂ = —Wi+1k- Am.ﬂmv

T=X;

Servapunktides, mis on risti y—teljega

W; = Ov Q&@v =0 = E\ﬁw\H = =W k+1- Amﬂmv

Y=Y



6.7.2. Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod
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e Vaba serv. Siin on olukord tunduvalt keerulisem, sest W # 0 ja W

vaartusi raja- ja valispunktides ei onnestu avaldada avapunktide kaudu.
Selle asemel lisatakse avapunktides lahti kirjutatud plaadi elastse pinna
vorranditele lisavorrandid, mis véaljendavad vaba serva tingimusi painde-

momendi, poikjou ja/voi toereaktsiooni jaoks.

Naiide. Ruutplaadile servapikkusega a mojub iihtlaselt jaotunud koormus inen-

silvsusega p,.

Leida plaadi keskpinna siirded avapunktides ja paindemomentide véartused
plaadi keskel ning servade keskpunktis kahel juhul: 1) kui koik plaadi servad

on jdigalt kinnitatud; 2) kui koik plaadi servad on vabalt toetatud.

Katame plaadi pinna vorguga, mille samm A, = A, = A = a/4 (joonis 6.21).

Seega oleme antud juhul valinud n = m = 4. Siimmeetria tottu peame vaatlema
vaid kolme sisepunkti ja kirjutama nende jaoks lahti biharmoonilise vorrandi,

kasutades eeltoodud graafilist operaatorit B.

6.7.2. Vorgumeetod ehk loplike vahede meetod
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Joonis 6.21: Ruutplaati arvutusteks vajalikud vorgupunktid n = m = 4 korral.
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Kui rajatingimusi ei arvesta, on tulemuseks kolmest vorrandist koosnev kaheksa
tundmatuga vorrandisiisteem

200, — 32Wy + 8Ws5 + 4W, + 0Ws5 + 0Ws + 0W5 + 0Ws = p, A%,
— 8W, + 25Wy — 16Wy — 8Wy + 6Ws 4+ 0Ws 4+ 1W5 + 0Ws = p,A*, (6.77)
2Wy — 16Ws + 22W5 + AW, — 16W5 + 2W5 + OWy + 2Ws = p, A%,
Molema rajatingimuse korral on siirded servapunktides nullid, st. Wy, = W5 =
Ws = 0 ja tundmatute arv viaheneb kolme vorra.
Jaiga kinnituse korral saame lisaks tingimused W7 = W5 ja Wy = W3 ning
vorrandisiisteem (6.77) saab kuju
20W; — 32Ws + 8W5 = p, A,
— 8W4 + 26Wy — 16Ws5 = p, A4, (6.78)
2W, — 16Ws + 24W5 = p,A”.

Selle lahend on

Wy = 0,4607p,A%, Wy = 0,3090p,A%, W3 = 0,2093p,A*.  (6.79)
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Paindemomendid (v = 0.3)

M = (2,6W; — 2Wy — 0,6Ws)/A* = 0,3944p,A* = 0, 0246p,a” 6,20
M, = —2W,y/A?* = —0,6180p,A* = —0, 0386p,a* (6.80)
Et vorrelda saadud siirde W, véartust tabelites antud konstandiga kq tuleb
W, jagada suurusega n'/[12(1 — v?)]. Tulemuseks on ki = 0.0197, mis erineb
tabelist saadud vadrtusest k; = 0,0138. Et saavutada suuremat kooskola, tuleb
suurendada vorgupunktide arvu. Néiteks n = 12 korral saame ki = 0.0146
ja n = 24 korral saame ki = 0.0140 (vt. joonist 6.22 kus on esitatud vastav
relatiivne viga soltuvana vorgupunktide arvust ja joonist 6.23 kus on esitatud
ki soltuvana vorgupunktide arvust).

Paindemomentide korral pole sellist imberarvutamist vaja teha. Vorgupunktide
arvule n = 4 vastavad k3 = 0,0246 ja ki = 0,0386, tabelis ky = 0,0231 ja
ky = 0,0513. Véaartusele n = 12 vastavad k5 = 0,0232 ja k; = 0,0495 ning
n = 24 vastavad k5 = 0,0230 ja k; = 0, 05009.
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Jaik kinnitus
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Joonis 6.22: Suuruse kj relatiivne viga soltuvana vorgupunktide arvust.
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Jaik kinnitus
OON T T T T T T T T T
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Joonis 6.23: Suuruse k] véértus soltuvana vorgupunktide arvust (sinine kover) ja tabeli kons-
tandi k; védrtus (punane sirge).
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Vaba toetuse korral saame lisaks rajatingimused W7 = —W5 ja Ws = —W3 ning
vorrandisiisteem (6.77) saab kuju

20W, — 32Ws + 8Ws5 = p, A,

— 8Wy + 24W, — 16W3 = p,A?, (6.81)
2W, — 16Ws + 20Ws5 = p, A,

Selle lahend on
Wy, = 1,0313p,A%, Wy = 0, 7500p,A%, W3 = 0,5469p,A%.  (6.82)
Paindemomendid (v = 0.3)

M, = (2,6W; — 2W, — 0,6W,)/A* = 0,7312p,A? = 0, 0457p,a?,

My = (Wy — Wa) /A = 0. (6.83)

Et vorrelda saadud siirde W, véartust tabelites antud konstandiga kq tuleb
W, jillegi jagada suurusega n*/[12(1 — v?)]. Tulemuseks on k} = 0.0440,
mis erineb tabelist saadud vaidrtusest &y = 0,0443 tunduvalt vdhem kui
jaiga kinnituse lahend (vt. joonist 6.24 kus on esitatud vastav relatiivne vi-
ga soltuvana vorgupunktide arvust ja joonist 6.25 kus on esitatud k] soéltuvana
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vorgupunktide arvust). Ka paindemomentide véédrtused on antud juhul pare-
mas kooskolas tabelis antutega. Tabelis ko = 0,0479, ja n = 4;12; 24 vastavad
k3 = 0,0457;0,0476;0,0478.
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Joonis 6.24: Suuruse kj relatiivne viga soltuvana vorgupunktide arvust.
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Vaba toetus
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Joonis 6.25: Suuruse kj véddrtus soltuvana vorgupunktide
tandi k; védrtus (punane sirge).
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