Peatiikk 7

Telgsiimmeetrilised pinged ja
deformatsioonid poordkehades

7.1. Uldvérrandid 7-2

Mboningaid selliseid iilesandeid oleme juba eespool vaadelnud (néiteks alajao-
tused 5.11 ja 5.12). Kéesoleva peatiiki kahes esimeses paragrahvis vaadeldakse
telgsiimmeetriliste iilesannete lahendamist Love’i pingefunktsiooni ja Legendre’i
poliinoomide abil vabalt toetatud iimarplaadi paindeiilesande néitel. Saadud
lahendid on lineaarse elastsusteooria mottes tédpsed lahendid, st. lahendamisel
lahtutakse elastsusteooria pohivorranditest. Sellisele lahenemisviisile «vastan-
dub> nn. 0-jarku teooria, mille korral ldhtutakse tala elastse joone voi plaadi
elastse pinna vorranditest. Sellist lahenemist iimarplaadi paindeiilesande lahen-
damisele vaatleme kolmandas paragrahvis.

7.1 Uldvérrandid

Kéesolevas alajaotuses leiavad késitlemist iilesanded, kus ei esine véénet. Si-
lindriliste koordinaatide (7,1, z) puhul tdhendab see seda, et vastavatest siirde-
komponentidest v = 0 ja komponendid u ja w ei soltu koordinaadist /. Seega
ka pingekomponendid ei soltu koordinaadist 1 ja kaks neist 7.9 = 79, = 0.
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Nullist erinevad deformatsioonikomponendid avalduvad kujul
ou u ow ou  Ow
.= == gy Y= — +—. 7.1
© or = r c 5. ! 0z * or (7.1)
Tasakaaluvorrandid saavad aga kuju
@ T mw rz r
o i T, 4 o Oy i R— “
or 0z r (7.2)
@ﬁg 4 mwQ.N 4 Trz L7 = .
or 0z T -

kus R ja Z on koordinaatide r ja z sihiliste mahujoudude intensiivsus (dimen-
sioon N/m?). Paljudel juhtudel on jillegi otstarbekas tuua sisse pingefunktsioon

v, mida siin nimetatakse Love’i pingefunktsiooniks.

Tasakaaluvorrandid on rahuldatud kui valida

( 2
Qﬁ”WA<M€|@ﬁvu o WAN\QM |W@|€vv

) 0z or? - 0z ror (73)
om g |e-ne-FE]L n- g |a-nvre-5E).
7.1. Uldvorrandid 7- 4
Siinjuures peab ¢ rahuldama biharmoonilist vorrandit
Vip =0, (7.4)
kus
qwm@|w+wW+w@|w+m|M (7.5)

on Laplace’i operaator silindrilistes koordinaatides. Kuna antud juhul ei soltu
¢ koordinaadist 1, siis langeb Laplace’i operaatoris (7.5) kolmas liige vélja.

Siirdekomponendid u ja w médratakse avaldistega

0%
ordz’

2Gu = — v=0, 2Gw=2(1-v)V% -

o
022"

(7.6)
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Joonis 7.1: Sfaarilised koordinaadid.

Monel juhul on silindriliste koordinaatide asemel moistlik kasutada stéérilisi
koordinaate, st., r ja z asemel kasutatakse koordinaate R ja 1. Niilid on vaja
(7.5)-s asendada osatuletised r ja z jirgi. See iileminek on omakorda analoogne
DRK =z ja y ja polaarkoordinaatide r ja 1 vahelisele seosele. Saame

0? 0? 0? 1 0 1 0?

o2 T 92 T 0R: T ROR T Rog? an
10 1 mmwbﬁLﬂoo@@W |W®+ooﬁ€© .
rOr Rsiny \OR R 0¢y) ROR R? Oy
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Seega omab biharmooniline vorrand (7.4) silindriliste koordinaatide puhul kuju

%E%w
A%+Q+%V p=0 (78)

ja sfadriliste puhul

P20 ooty d 1PN
ORZ " ROR '~ R oy  r2oyr) 7

Vorrandi (7.9) lahend peab samal ajal rahuldama ka Laplace’i vorrandit, st,

?p 20p cotpdp 1 0%

— 4+ = —— = 0. 7.10

OR: " ROR T R o0 ' 1202 (7.10)
Viimase erilahendit voib otsida kujul

on = R"V,, (7.11)

— 0. (7.9)

kus ¥,, on vaid muutuja ¢ funktsioon. Kokku saame viimasest kahest hariliku
diferentsiaalvorrandi

H& &63
Snodo Am::w 0 V +n(n+1)¥, =0. (7.12)
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Kui tahistame x = cos ja valime x uueks soltumatuks muutujaks, siis saame
(7.12)-st Legendre’i vorrandi

%Ez 5 dv,,
— 2r
dr? dx

Selle vorrandi lahendid on esitatavad Legendre’i poliinoomide P, (z) kaudu:

(1 — %) +n(n+1)¥, = 0. (7.13)

( 1
Pow) =1, Pi(z) ==, Pyx)=;(32" 1),
1 1
Py(z) = =(52® — 3z), Py(z) = =(352* — 302% + 3),
A 2 8 (7.14)
; .
Ps(7) = waw% — 702° + 152),. . .,
1
P(z) = ——(2® = 1)"
\ (z) 2! dx” (z )

Neid poliinoome vo6ib kasutada funktsioonidena W,, avaldises (7.11) kusjuures
igat neist voib veel korrutada konstandiga A,,.
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Kasutades valemeid

r=cosy, Rr=z ja R=+\r?+2? (7.15)

saab minna tagasi muutujatele r ja z. Seejuures saab vorrandi (7.9) lahend kuju

(o= Ao, 1= 412,
9 = A NNIWA M+NML :
3 = Az -Nw - WN?N + Nwé :
. - 6 5 (7.16)
oy = Ay |24 — mww?w +2%) + %A " NMVL :
05 = As -Nm — %Nw?w + 2%) + %HA 2 4 NJ& :

\

Toodud poliilnoomid on ka biharmoonilise vorrandi (7.4) lahendiks.
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Saab ndidata, et kui R"W¥,, osutub harmoonilise vorrandi (7.10) lahendiks, siis
R"™2¥,, rahuldab biharmoonilist vorrandit (7.4) (kuid ei rahulda (7.10)) Kor-
rutades (7.16) R* = r? + 22, saame uued lahendid

(09 = By(r? + 22),

@3 = Baz(r* + 2%),

04 = By(22% — rH(r? + 27), (7.17)
w5 = B5(22° — 3r%2)(r* + 2%),

.
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7.2 Umarplaadi paine
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Joonis 7.2: Siimmeetriliselt jaotatud poikkoormusega koormatud ja servadest vabalt toetatud
iimarplaat.

Vaatleme stimmeetriliselt koormatud timarplaati (joonis 7.2). Valides avaldis-
test (7.16) ja (7.17) kolmandat jarku poliinoomid, saame pingefunktsiooni esi-
tada kujul
0 = A3(22° — 3r?2) + B3(r’z + 2°). (7.18)

Avaldiste (7.3) pohjal saame seejirel pingekomponendid kujul
(0, = —6A3 + (10v — 2)Bs,

= —6A3 + (10v — 2) B3,
7 s+ (10v =2)Bs (7.19)
o, = —12A5 + AH% — HOTvmw“

L 7 = 0.
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Seega osutuvad pingekomponendid kogu plaadi ulatuses konstantseteks. Va-
lemites (7.19) olevate konstantide Az ja B3 médramiseks tuleb kasutada ra-
jatingimusi o, ja o0, jaoks. Kokkuvottes: kolmandat jarku poliinoomide abil
saab esitada lahendi, mis vastab olukorrale, kus plaadi pinnale on rakendatud
telgsiimmeetrilised konstantsed koormused.

Valides (7.16) ja (7.17) neljandat jérku polilnoomid, saame pingekomponentide

jaoks avaldised
o, =96A42z + 4B,(14v — 1)z,

o, = —192A42 + 4B,4(16 — 140)z, (7.20)
Tr, = 96 Ayr — 2B4(16 — 14v)r.
Kui votta 9644 — 2B4(16 — 14v) = 0, saame
0,=7,=0 ja o,=28(1+v)Byz, (7.21)

mis esitab plaadi puhast painet juhul kui ta servadesse on rakendatud iihtlaselt
jaotatud momendid.

7.2. Umarplaadi paine 7-12

Uhtlaselt jaotatud koormusele allutatud plaadi lahendi saamiseks lihtutakse
kuuendat jarku poliinoomidest. Vastavatele pingetele (mida siin ei esita, kuid
mis sisaldavad konstante Ag ja Bg) lisatakse lahend (7.20) juhul B, = 0 ja z-telje
sihiline iihtlane tomme o, = b lahendist (7.19). Seega tuleb rajatingimustest

o,=0, z=c¢ 0, =—(q, 2= —C;
I (7.22)
7. =0, 2z=Zc;
madrata neli konstanti Ag, Bg, A4 ja b.
Kokku saame )
( 24+vz* 3B8+v)riz 3z
or = ¢ - — — =2,
8 32 & 8¢
[ 2 3z 1
Qg =gl 22 2 (7.23)
oz Q- %mwn_.%m L“
_3qr 2
rﬁ&||%AO |Nv
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Valemite (7.23) puhul on huvitav see, et esitatav pingejaotus on analoogiline
pingete o, ja 7., jaotusega kitsa ristkiilikulise tala puhul (vordle valem (5.66)
lk. 5-47). Tala valemite puhul tuleb arvestada, et sisse on toodud inertsimoment
I = 2¢°/3. Radiaalsed pinged on esitatud paaritu funktsioonina koordinaadist
z ja annavad servas iihtlaselt jaotatud paindemomendi.

Et saada lahendit servast vabalt toetatud plaadi jaoks, lisame pingeavaldistele
(7.23) lahendi (7.21) ja mdarame konstandi B, rajatingimusest

\ orzdz =0, r=a. (7.24)

—C

Seega saab vaba toetuse puhul radiaalse normaalpinge o, avaldis kuju

S ~w+tmw 33+v)r’z 3(2+v)z  3(3+v)a*z (7.95)

S & 32 & 8 5 ¢T3 B

Kui votta r = 0, saame pinge o,, mis mojub plaadi tsentris. Elementaarteooria
puhul esitab pinget plaadi tsentris valem

3(3+v)a*z
32

v (7.26)

oy =

7.2. Umarplaadi paine 7-14

s.0. (7.25) viimane liige. Kui plaadi paksus 2¢ on viike vorreldes raadiusega a,
siis osutuvad ka <parandusliikmed> véikesteks.

Puhta painde lisamisega ja rajatingimuse (7.24) rakendamisega korvaldasime
me kiill paindemomendid vabas servas r = a, kuid ei vabanenud pingetest
24+v22 3(2+v)z

— — = ) 7.27
8 ¢ 8 5 ¢ ( )

Q.ﬁ_ﬁH@ =4

Nende pingete peavektor ja peamoment plaadi servas on nullid, seega tuleb
lahendi tédpsuse ja <kehtivuse> hindamisel rakendada Saint-Venant’i printsiipi.

Kui kasutada kuuendast korgemat jarku poliinoome, saab leida lahendeid

juhtude jaoks,kus ¢ = ¢(r). Teist liiki Legendre’i poliinoome (Qo(z) =

w_b m“ Qi(z) = 5ln m —1,...) kasutades saab leida lahendeid rongasplaadi

jaoks. Koik need lahendid kehtivad juhul kui labipainded on vaikesed vorreldes
paksusega 2c. Suurte ldbipainete puhul tuleb arvestada plaadi kesktasandi pi-

kenemisega.
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7.3 Telgsiimmeetrilise plaadi elastse pinna
diferentsiaalvorrand.

Siin alajaotuses rakendame ristkiilikplaatidega analoogilist ldhenemist: parag-
rahvis 6.1 toodud plaatide paindeteooria hiipoteesid saavad telgsiimmeetrilisel
juhul kuju

w(r,z) =w(r), u(r,z)= IN%M|MWVV o, =0, A v
2 7.28
R(r,z) =0, Z(r,z)= W AH — wv p(r).

Seejérel saame tasakaaluvorranditele (7.2) kuju

WQQ;QL oy  OT.

S\ 29 -0
r or r * 0z “ (7.29)
1o(rr.) 3 { 422 () .
- = - = r).
r  Or 2h ne )P
7.3. Telgsiimmeetrilise plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand. 7-16
Viimasest kahest vorrandist saab ellimineerida pinge 7,..:
10 10%(ro, h3
Lo(ray) , 10%(rar) _ 2 R (7.30)
r  Or r  Or? i 12

kus ¢ on inertsimomendi intensiivsus. Elastse pinna diferentsiaalvorrandi saa-
miseks tuleb niiiid deformatsioonid avaldada labi siirete Cauchy seoste abil ning
seejarel pinged deformatsioonide kaudu iildistatud Hooke’i seaduse abil. Tule-
museks on neljandat jarku diferentsiaalvorrand

dw 2dw 1dw 1ldw p Eiq ER?
et e T D = — 7.31
T rad 2 ar  Bdar D 1—v2  12(1 —1?) (7.31)
Peale vorrandi (7.31) lahendamist saab leida normaalpinged
( 2
o = _p (W, vdwyz
A dr?  rdr ) i (7.32)
D 1 dw N d*w\ z .
— — T J—
\ 7 rdr dr? ) i
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Nihkepinge 7, saame leida vorrandi (7.29), integreerimisel z jérgi:

oy 1
= — — —(ro,) | dz= ..., 7.33
no= [ |20 s (7.33)
kust peale rajatingimuste 7,.|.—1j/» = 0 rahuldamist saame
Bw 1w 1dw\ 3 422
Yy = — —t— =] = (1-—=. 7.34
B dr? * rdr? r2dr ) 2h h? (7.:34)

Analoogiliselt valemitele (6.15) on pingete ja sisejoudude vahelised seosed kujul

oy = N§MN“ oy = N§W v Tpy = wwmmﬂ 1— %\m : (7.35)
kust saame ) P i
Mr=-D dr? +M% v
! My=-D WM@M + :Mm “ (7.36)
d? 1d? 1d
r@,Hlb &Mer%@M IU%
7.3.  Telgsiimmeetrilise plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand. 7- 18

Diferentsiaalvorrandi (7.31) saab kirjutada lahendamiseks sobivamale kujule:

1d d (1d [ dw

o Vo rar Ve )| T (7:37)
Juhul kui p(r) = p, = const saame viimasest
por
w(r) = Cir*Inr 4+ Cor® + CsInr 4 Cy + @Mb. (7.38)
Konstantide C,...,Cy méadramiseks tuleb kasutada rajatingimusi w(r),

dw(r)/dr, M.(r), My(r) voi Q,(r) jaoks. Vastavad avaldised omavad kuju
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(

&\EA%V Qw Bcﬁw

—= =2C"rl C 2C! —

dr e G wﬁ._.ﬁl_.gbv
Cs5(1 —
M.(r)=—D [2C1(1 4+ v)Inr + C1(3+v) +2C5(1 + v) — { —
r
2
PoT
— (3
A Bl
QwAH — N\v
My(r)=—D [2C1(1 +v)Inr + C1(1 + 3v) + 2C(1 + v) + — |-
(1+30)2 o
- 1%
16
4DCYy  por
\ Qrlr) = r 2
(7.39)

Suurustest (7.38) ja (7.39) on vilisserval teada tavaliselt kaks. Rongasplaadi
puhul lisandub siseservas veel kaks tingimust, mis kokku véimaldavad ma&rata
neli konstanti. Umar- ehk ringplaatide korral peab konstant Cs = 0 — vastasel
korral poleks siirded plaadi keskel 1oplikud suurused, sest Inr — —oo kui r» — 0.

Samas, r*Inr — 0, kui r — 0.

7.3. Telgsiimmeetrilise plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand.

7-20

Konstandi €7 médramiseks kasutame tingimust, et mooda suvalist kontsentri-

list ringjoont mojuv poikjoud peab tasakaalustama selle ringjoone sees mojuva

koormuse.

o Uhtlane koormus p,. Eeldades nii p kui @, jaoks positiivsed suunad (Vt.

joonis), saame
211 Qy + Tr?p, = 0

Seega (7.39), pohjal peab C; = 0.

—n

e Tsentris mojuv koondatud joud F'. Niiiid

2mrQ,. + F =0

= Q

= @ﬁ“

PoT
— ) A4
5 (7.40)

F

o

(7.41)
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Vottes avaldises (7.39), koormuse p, = 0 saame

4DC, F F
R _ N AL 7.42
@ r o L™ 8Dr (7.42)

7.4 Umar- ja réngasplaatide kiitumine erinevate
koormusskeemide ja toetusviiside korral.

7.4.1 Rajatingimused

e jiik kinnitus

dw
w ) &Q\. ) A v
e vaba toetus
w=0, M, =0; (7.44)
e vaba serv
M,=0, Q,=0. (7.45)
7.4.2. Uhtlaselt jaotatud koormusega timarplaat 7-22

7.4.2 Uhtlaselt jaotatud koormusega iimarplaat (vt. joonis 7.3).

Konstandid C; = C3 = 0 ja avaldised (7.38) ja (7.39) saavad kuju

2 R
w(r) =Cyr® + Cy + Mﬁu.
dw(r) Dol
=2
a2t
P
| Mi(r) == 2DCa(1 +v) = (3 + 1) 7, (7.46)
Mo (r) — Por?
o(r)=—=2DC5(1+v) — (14 3v) 6
_Dor
\ Q. (r) = o
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Joonis 7.3: Uhtlaselt koor- Joonis 7.4: Koondatud jouga koormatud iimarplaadi paine.
matud iimarplaadi paine.

7.4.2. Uhtlaselt jaotatud koormusega imarplaat 7-24
a) Jaik kinnitus (vt. joonis 7.3 a))

Rajatingimused plaadi vélisservas r = b on antud kujul w = 0 ja dw/dr = 0.
Kasutades viimaseid, saame méaarata konstandid Cs ja Cy:

Qm = — ; QRP = . Aﬂ%ﬂv

( Do 2 2)\2
SAQ\.V |®%® A@ r v )
! M.(r) nmlm D21+ v) — (3 + )], (7.48)
, My(r) H@|m [0*(14v) —r*(1 + 3v)]
Vastavad ekstremaalsed vaartused
Po ;4 @o@m
=0: = b M, = My = 1 :
g YT 64D 1= g 1Y) (7.49)
oV
r=b: M, 2, My =22
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Pinged. Vastavalt valemitele (7.49) ja (7.48) paindepinged® plaadi keskel

3 b\’
0rlyg = 00l = wﬁ +v)po % (7.50)
ja plaads servas
3 (b\°
o,y = —qbo(g) ogl,_y =V 0|,y - (7.51)

Pingete suhe servas ja keskel Poisson’i teguri v = 1/3 korral

LAY ) (7.52)

Or _ﬁHo

!Pingete-momentide vaheline seos: o = 12M z/(2¢)?, omax = 6M/(2¢)?, 2¢ on plaadi paksus.
Vt. ka A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999

7.4.2. Uhtlaselt jaotatud koormusega timarplaat 7-26

b) Vaba toetus (vt. joonis 7.3 b))

Kasutades rajatingimusi plaadi vélisservas » = b kujul w = 0 ja M, = 0 saame

madrata konstandid

3+v pb? 3+v pbt  pbt
Cy=— : Cy = : - : 7.53
T 14 32D ‘T 140 32D 64D (7.53)
Pannes need viartused avaldistesse (7.46) saame
( Cp(bP =) 5+
v =" "1, )
S ) 2PBEY) o (7.54)
%AQ\.V H@ A r vg
\ My(r) H%|m [V*(34v) —r*(1+3v)].
Ekstremaalsed vaartused on plaadi keskel, st.,
5+v pobt Po(34+v)
— — . iﬂ. —_— .Ng f— |® . .
r=0 YT T4 64D v 16 (7.55)
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Pinged. Jirgnevate avaldiste tuletuskéike vaata A. C. Ugural, Stresses in Pla-
tes and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999

o Maksimaalne pinge plaadi keskel

w @w
Q.ﬁ_ﬁHo - O.m_ﬁHo - IAw + N\vﬁo M|O .

: (7.56)

o Poikjou moju libipaindele. Poikjoust pohjustatud labipainde w® ja pain-
demomendist pshjustatud libipainde w" suhe
Q 20\ 2

w c

—=1,5(—] . 7.57

wM v b ( )
Seega, mida suurem on plaadi paksuse suhe raadiusse, seda suuremat
osatdhtsust omab poikjoust pohjustatud ldbipaine. Naiteks 2¢/b = 0,1
korral w® /wM = 0,015 = 1,5%, kuid 2¢/b = 0,2 korral juba w®/wM =
0,06 = 6% ( vt. joon. 7.5).

7.4.2. Uhtlaselt jaotatud koormusega timarplaat 7-28

Poikjéu moju labipaindele

T T T T

13.5

0.05 0.1 015 0.2 0.25 0.3
Paksuse ja plaadi raadiuse suhef?

Joonis 7.5: Poikjoust pohjustatud ldbipainde w® ja paindemomendist pshjustatud libipainde
w? suhe (protsentides) soltuvana plaadi paksuse ja raadiuse suhtest.



7.4.2. Uhtlaselt jaotatud koormusega timarplaat 7-29

Kahe toetusviisi maksimaalsete pingete vordlus. Poissoni tegur v = 1/3,
iillemine indeks <j> tahistab jaika kinnitust ja <vts vaba toetust.

vt vt
— 0,
: o _ 2, 5; 197l —ol = 1,667. (7.58)
o o
7.4.3. Keskel koondatud jouga koormatud imarplaat 7-30

7.4.3 Keskel koondatud jouga koormatud iimarplaat
(vt. joonis 7.4).

Konstandid C; = F/(8D7) ning C5 = 0 ja avaldised (7.38) ja (7.39) saavad
kuju

( w(r) mm% Inr+ Cor? + Gy,
gmmv nmwaﬁ (217 + 1) + 2Cyr,

} M (r) n|uﬁ%§f\:i+a+§+ch+5% (7.59)
53n|uﬁ%ﬁﬁ+w:i+ﬁ+§+Q%+i“

@Lﬁv - = h

\ 2mr
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a) Jaik kinnitus (vt. joonis 7.4)

Konstandid C5 ja Cy médratakse rajatingimustest w = 0 ja dw/dr = 0 plaadi
véalisservas r = b. Tulemus on

F(2lnb+1) Fbv?
C2 16Dr ' 16D (7.60)
Siirded ja paindemomendid (7.59) saavad seejérel kuju
( F
w(r) =16Dn Awﬁw EM —r? + @mv “
F r
{ Mo(r) = — — T+ (1+v) :T% (7.61)
47 b
F
, My(r) =— in TIT GITSFm :
Plaadi servas » = b paindemomendid
F Fv
M, =——, My=——-. 7.62
47 v 4 ( )
Lébipaine plaadi keskel on loplik, st.
Fb? . 9. T
W= Ten sest Wmvwﬁ In = 0. (7.63)
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Paindemomendid ei oma aga keskel 16plikke va&rtusi: kui r — 0 siis In — —o0
ning M, — oo ja My — oo. Tapsemad arvutused koormuse rakenduspunkti
timbruses (3 — 4 plaadi paksust) paksude plaatide teooria pohjal néitavad, et
pinged iiletavad voolavuspiiri vaid plaadi surutud osas — koormuse rakendus-
punkti timbruses tekib lokaalne voolamine. Plaadi tdommatud kihtides omavad
pinged loplikku vasrtust

F b
o =0y = ﬂﬁ + v) Ao“ 485 In 5 + 0, mwv (7.64)
ning neile saab vastavusse seada nn. fiktiivsed paindemomendid
F b
M, = My = WG +v)(0,4851n 7 +0,52 ). (7.65)

Vt. joonis 7.4, kus on toodud paindemomentide epiiiirid juhul v = 0, 3. Ris-
tikestega on tahistatud fiktiivsete paindemomentide véaartused kolme erineva
raadiuse—paksuse suhte b/h joaks. Kokkuvottes pole olukord ohtlik kuni pinged
(7.64) jadvad lubatud piiridesse.
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b) Vaba toetus

Rajatingimused vélisserval » = b on w = M, = 0, kust leiame

F Fb*(3 +v)
= — 2(1 Inb = : :
Cy 5?&+5? +v)Inb+ 3+ v], Cy 6Dr(1 7 1) (7.66)
Siirded ja paindemomendid (7.59) saavad seejérel kuju
( F r
= 34+ 0) (07 = 1%) + 201+ v)rin
w(r) 60711 0) T +v) ( r?) +2(1 4 v)r |,
Fl4+v) r
§ M. (r)=—"—"-"""21In- 7.67
F(1
,iil HI%OBMLjH.TEV.
Ekstremaalne labipaine plaadi keskel on 1oplik
Fb*(3 +v)
v 16D7(1+v) (7.68)

Paindemomendid plaadi keskel on aga avaldiste (7.67) pohjal 1opmata suured
(kui 7 — 0 siis In — —o0 ning M, — oo ja My — 00).
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Analoogiliselt jdiga kinnitusega néitab ka siin tdpsem uuring, et koormuse ra-
kenduspunkti ldhedal tekib lokaalne plastne tsoon kuid plaadi tommatud kihti-
des omavad pinged loplikku va&rtust

F
T2

b
T +v) Ao“ 485105+ 0, %V +0, i . (7.69)

Or = 0Oy

Ka sel juhul pole olukord ohtlik kuni pinged (7.69) jéddvad lubatud piiridesse.
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7.4.4 Rongasplaat

a) Jaiga siidamikuga iimarplaat.

) YT Mg
_ s ppasyinersrote B .

B
i
\

A\
S
<
)
=

-
=

LY

L

>
w
<
[=2%
-0
[

Joonis 7.6: Uhtlaselt koormatud réngasplaadi paine. NB! Joonisel ¢, meil p,!
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Vaatleme vabalt toetatud astmelist iimarplaati, mille keskmise osa jaikus on
suur vorreldes viélise osaga (vt. joonis 7.6). Seetottu kéitub véline, st. viikese
jaikusega osa kui rongasplaat. Plaadile mojub iihtlaselt jaotatud koormus in-
tensiivsusega p,. Lihtsuse mottes eeldame, et sisemise osa raadius a = 0,4b ja
v = 0. Lisaks toome sisse nn. dimensioonita raadiuse p = r/b.

Rajatingimused:
4
w = 0,
véalisserv, p =1 :
M, = 0;
) dw _ (7.70)
siseserv, p = 0,4:$ dr
Q = —0,2bp,, sest |Q-2mal = TSM?_ :

Kasutades viimaseid koos avaldistega (7.38) ja (7.39) saame méérata konstandid
Ci,...,Cy4.
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Saadud konstantide asendamisel vorrandiesse (7.38) ja (7.39) saame siirete ja
sisejoudude avaldised vilise osa jaoks:

[ w = pyb" (1,562p" — 8,151p> + 2,4481In p + 6,589, ) /100D
dw

o pob” (6,250p° — 16,302p + 2,448/p) /100D,
.

Y M, = pb? (—18, 7500 + 2,448/ p* + 16,302) /100,
My = pob° (—6,250p* — 2,448/ p* + 16, 302) /100,
Q = —0,500p,bp.

(7.71)

\

Plaadi keskmine, st. jdigem osa, arvutatakse vastavalt iimarplaadi valemitele.

Siirete ja sisejoudude epiiiirid on toodud joonisel 7.6. Vasakpoolne alumine
joonis esitab labipainde epiiiiri ja parempoolsed sisejoudusid. Kriipsjoonega
on esitatud iihtlase paksusega plaadi siirete ja sisejoudude epiiiirid. On néha,
et keskmise osa jédikuse suurendamine vdhendab kiill labipaindeid, kui samas

kaasneb ka pingete kasv, siis ei saa sellist tiilipi konstruktsiooni lugeda heaks.
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Kui plaadi keskmise osa jédikus pole suur vorreldes dédrmise osaga, siis on arvu-
tus keerulisem, sest plaati tuleb vaadelda kui tervikut, vottes arvesse paksuse
hiippelist muutust. Tuleb koostada siirete avaldised plaadi molema osa jaoks.
Need avaldised sisaldavad 8 konstanti, millest kaks keskmisele osale vastavat
on nullid. Ulejainud 6 méiratakse rajatingimustest vilisserval, st. p = 1 on
w = M, = 0 ja pidevustingimustest siirete w ja sisejoudude @), M, ning My
jaoks kohal r = a.

b) Vilisservast jiigalt kinnitatud ja siseservast vaba rongasplaat.

Jaigalt kinnitatud vilisservas r = b peavad w = 0 ja dw/dr = 0. Vabas sise-
servas r = a aga M, = 0 ja () = 0. Kasutades selliseid rajatingimusi saame
avaldistest (7.38) ja (7.39) neli vorrandit konstantide C1, ..., Cy méadramiseks.
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Kui konstandid on leitud saame omakorda leida siirete ja sisejoudude avaldised,
milledest siinkohal esitame vaid siirete oma:

( w = MMM [—1+2(1—k—26°)(1—p*) +p' —4klnp—85°p°Inp]
{ p= m = m (7.72)
. (1—v)3*+ G+SG+§£BE%.
( 1=v)+1+v)s

Kokkuvote. Rongasplaatide korral on voimalikud vaga mitmed jdiga kin-
nituse, vaba toetuse ja vaba serva kombinatsioonid. Kbigi nende puhul tuleb
lahtudes avaldistest (7.38) ja (7.39) ning konkreetsetest rajatingimustest (7.43)—
(7.45) koostada vorrandisiisteem konstantide C1, ..., Cy méaramiseks. Seejérel
saadakse siirete ja sisejoudude avaldised.
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7.4.5 Umarplaadi paindeiilesande lahendeid

Jiargnevasse tabelisse’? on koondatud mitmed praktilist tdhtsust omavad
timarplaadi paindeiilesande lahendid. Vaatluse all on jargmised juhud:

1. Koormus: iihtlaselt méoda serva jaotunud moment M ; serv vabalt toetatud
(voi vaba).

2. Koormus: iihtlaselt méoda ringjoont raadiusega c¢ jaotunud joonkoormus
Py; serv vabalt toetatud.

3. Koormus: tentrist kaugusel ¢ moéjuv koondatud joud P. Lébipaine w on
vabalt toetatud serva korral ligikaudselt sama, mis juhul 2 ja jaigalt kin-
nitatud serva korral ligikaudu sama, mis juhul 6.

4. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py; serv vabalt
toetatud.

5. Koormus: iihtlaselt iile ringi (raadiusega c) jaotunud koormus py; serv va-
balt toetatud.

6. Koormus: iihtlaselt méodda ringjoont raadiusega ¢ jaotunud joonkoormus

Py serv jaigalt kinnitatud.
2Tabel on périt 6pikust A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999
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7. Koormus: iihtlaselt {ile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py; serv jaigalt
kinnitatud.

8. Koormus: iihtlaselt iile ringi (raadiusega c) jaotunud koormus py; serv
jaigalt kinnitatud.

Kasutatud tdahistused:

a — plaadi raadius,

t — plaadi paksus,

po — iihtlaselt jaotunud koormus (dim py = N/m?),

P, — joonkoormus (dim P; = N/m), mis on {ihtlaselt jaotunud mooda
ringjoont raadiusega c,

e P — koondatud joud (dim P = N),

e M — iihtlaselt mooda plaadi vélisserva jaotunud momentkoormus
(dim M = N),

e 0 — maksimaalne paindepinge,

e w — ldbipaine plaadi keskel,

e ) — plaadi keskpinna kaldenurk plaadi servas,

e v — Poisson’i tegur,

e I/ — Youngi moodul (elastsusmoodul).
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Tabel 7.1: Valemid iimarplaadi paindel ilmnevate maksimaalsete pingete, ldbipainete ja kalde-
nurkade arvutamiseks.

Nr. Toetusviis ja koormuse skeem Omax> Wmax, Omax
1. Edge simply supported M .
(or no support): o= o~|~ (uniform)
load uniform along edge
gedg Ma?
w=6(1 —v) 7
"G O N
1 ]
AN JAN Ma
An!QIuL o =120-v) Et3
2. Edge simply supported; 3 Pic , c? a
load uniform along a TES T _HG —Vv) A_ - QIN.V +2(I+v)In M“_

circle of radius ¢

_ 7044;«3 L _ 3=y P
A

A 2 EO
I

x Tw +v)a*=c*) —2(1 +v)*n ﬁ
p

2
6 = 6(1 — 1) 14¢ A_ - mnv

(at center)

Er3 a?
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Tabel 7.1: jatkub
Nr. Toetusviis ja koormuse skeem Omaxs Wmax, Omax
3. Q.o:on::maa load at a Deflection w at center approximately same as
distance ¢ from the center Case 2 for edge simply supported, and same as
Aai& P Case 6 for edge fixed.
[ 1
AN AN
e—a llL
4. Edge simply supported; 3(3 +v) poa®
load uniform 7="3 ) (at center)
il L _ 3= V)5 +) poat
YYYYYYYYYYY N 16 E3
] WA~ - CMV EOQ,.W
o = N0
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Tabel 7.1: jatkub
Nr. Toetusviis ja koormuse skeem Omaxs Wmax, Omax
5. Edge simply supported; 3 poc? o2 &
uniform load on circular o =37 4-(1- V)3 + 4(1+v)ln -
area of radius ¢
(at center)
-t C >
al 3(1 = v) poc?
W == e 3
' YYY VY Y Y uo m.N
% | % 2 2 2 d
AtimlL X T@.ch:rlﬁx_rwcvn —4(1 +v)cIn Mg
g - 3(1 —v) nomew 5 m.mi
& Er3 a?
6. Edge :xn.a, _oma. ::..3:: > = 3(1+v) Pic nJ comé (at center)
along a circle of radius ¢ 2 2\ 2 e
C | ¢ > ﬁ_ Pic n.m
o=23 3 1 — pr} (at edge)

Il

-AllﬁlL w:ltwv Nu_n.Au

v 2 Et3
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Tabel 7.1: jatkub

Nr. Toetusviis ja koormuse skeem Omaxs Wmax, Omax
7. Edge fixed; load uniform ,
3 poas (at _—
) o=~ - (at edge
k Po 1 2 £
AA ‘f FYYYY) 3(1 — :wv ﬁczu
w=
16 Et3
|— (I 'V_

Juhul kui pladi paksus ¢ > 0, 1a, siis annab nn. modifitseeritud paindeteooria ldbipaineks

3a(l — v?) poat t\?
= — H . M - .
v 6 B TR

a
8. Edge fixed; load uniform
o lar area of 2 2
over a circular area o > = 3(1 +v) EM APJ 44 mv T——
radius ¢ 3 12 72 -
C > 2 2
T 3 poc- ¢
) | ——n — e : g
Do o= 172 2 = (at edge)
AEXEAR. 3(0—=v) poct (5 3,  a
% W= ——7— %3 :rlwq-lq In —
R m
e d |L . ’
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Jareldused

e Koigil vaadeldud juhtudel on nii pinge kui ldbipaine vordeline rakendatud
koormusega: suurendades (fikseeritud koormusskeemi korral) koormust 2
korda, suurenevad nii pinge kui ldbipaine samuti 2 korda.

e Koigil vaadeldud juhtudel on pinge poordvordeline paksuse ruuduga:
vihendades (fikseeritud koormusskeemi korral) plaadi paksust 2 korda,
suureneb pinge 2% = 4 korda ja vastupidi.

e Koigil vaadeldud juhtudel on ldbipaine poordvordeline paksuse kuubiga:
vihendades (fikseeritud koormusskeemi korral) plaadi paksust 2 korda,
suureneb libipaine 23 = 8 korda ja vastupidi.

e Juhtudel 4 ja 7 on pinge vordeline plaadi raadiuse ruuduga ja ldbipaine
plaadi raadiuse neljanda astmega.

e Juhtudel 2, 5, 6 ja 8 soltub nii pinge kui ldbipaine raadiusest c. Kuna vasta-
vad soltuvused on mittelineaarsed, siis on maistlik esitada nad graafiliselt.
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— Joonistel 7.7-7.12 esitatud graafikute koostamisel kasutati jargmisi
andmeid: plaadi raadius a = 1; plaadi paksus ¢ = 0,05; koormuse
moju madrava ringjoone raadius 0,2 < ¢ < 0,99; iihtlaselt jaotunud
koormus py = F/(wc?); joonkoormus P; = F/(27c); summaarne koor-
mus F' = 500kN oli fikseeritud; Youngi moodul £ = 210GPa; Poisson’i
tegur v = 1/3.

— Joonisel 7.7 on esitatud vabalt toetatud ja joonisel 7.8 jaigalt kinnita-
tud timarplaadi labipainete graafikud.

— Joonisel 7.9 on esitatud pinged plaadi keskel vabalt toetatud ja joonisel
7.10 jaigalt kinnitatud timarplaadi jaoks.

— Joonisel 7.11 on esitatud pinged jdigalt kinnitatud plaadi servas.

— Joonisel 7.12 on esitatud jaotatud koormuste P; ja py ja raadiuse c
vahelise soltuvuse graafikud fikseeritud F' jaoks.
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Labipainded plaadi keskel

0.97 1
0.8 1
0.7} 1
0.6/ 1
0.5 1

w [cm]

0.4r ]
0.3 1

0.2r .

|_uH

O.H_.\ - UO N

02 03 04 05 06 07 08 09
Cc

Joonis 7.7: Vabalt toetatud iimarplaadi labipainete ja raadiuse ¢ vaheline soltuvus summaarse
koormuse F' fikseeritud vairtuse korral.



7.4.5. Umarplaadi paindeiilesande lahendeid 7-49

Labipainded plaadi keskel

0.35

0.3

0.05

02 03 04 05 06 07 08 09

Joonis 7.8: Jaigalt kinnitatud timarplaadi labipainete ja raadiuse ¢ vaheline soltuvus summaarse
koormuse F' fikseeritud véaartuse korral.
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Pinged plaadi keskel

— P

250~ | | — R ]

200- ‘ ]

o [MPa]
|_\
(o)
=

100~ ]

02 03 04 05 06 07 08 09
C

Joonis 7.9: Pinged vabalt toetatud imarplaadi keskel soltuvana raadiusest ¢ summaarse koor-
muse F' fikseeritud véartuse korral.
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Pinged plaadi keskel

200
180-
160-

— P
— P,

02 03 04 05

Joonis 7.10: Pinged jidigalt kinnitatud iimarplaadi keskel soltuvana raadiusest ¢ summaarse

koormuse F' fikseeritud vaartuse korral.
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Pinged plaadi servas

|_UH

|_uo

02 03 04 05

0.6
Cc

0.7

0.8

0.9

Joonis 7.11: Pinged iimarplaadi jaigalt kinnitatud servas soltuvana raadiusest ¢ summaarse

koormuse F fikseeritud vaartuse korral.
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Summaarsele koormusele= 500 kN <mmﬂm<m%p_.m Py

— P
3500 1A
— — P
zm 3000 ]
<
= 2500 .
o
S, 2000 .
B
> 1500 .
X,
™ 1000 -
500 :
/
02 03 04 05 06 07 08 0.9

c

Joonis 7.12: Jaotatud koormused P; ja pg soltuvana raadiusest ¢ summaarse koormuse F' fik-
seeritud vaartuse korral.
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Miirkusi koondatud jéu lokaalse moju kohta?®

e Plaadi keskel mojuv koondatud joud pohjustab médramatust pingete (ja
momentide) avaldises.

e Koondatud joud ei moju tegelikult mitte kunagi iihes punktis, vaid ta on
jaotunud iile mingi véikese pinna, mille raadiuse tdhistame r,.

e Selleks, et saada lahti koondatud jou rakenduspunktis tekkivast
méadramatusest pingete (ja momentide) avaldises tuleb:

1. raadius r. asendada nn. ekvivalentraadiusega (vt. joonis 7.13)

V1,62 1 2 — 0,675t < 0,5,
v = Ore +17 0,008, 7 (7.73)
\\.ﬁv \\.ﬁ v Og w.h 9

kus ¢ on plaadi paksus (nagu eelnevates tabelites);

2. asendada koondatud joud F' ringis raadiusega ¢ = r, mojuva iihtlaselt
jaotunud koormusega py = F/(mc?) ning kasutada juhtudele 5 voi 8
vastavaid valemeid.

3Vt. lisaks A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999
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Ekvivalentraadius plaadi paksuste [0,01; 0,05; 0,1; 0,2] jaok
ON T T T T

0.15 .

0.05 .

O\, | |
0.0D.025 0.05 0.1 0.2

Joonis 7.13: Ekvivalentraadius r, vastavalt valemile (7.73) nelja erineva plaadi paksuse korral.
Koverad on joonistatud 0, 12 < r. < 0,97t jaoks.
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7.4.6 Rongasplaadi paindeiilesande lahendeid

Jiargnevasse tabelisse* on koondatud mitmed praktilist tdhtsust omavad
rongasplaadi paindeiilesande lahendid. Vaatluse all on jargmised juhud:

1. Koormus: summaarne koormus P on jaotunud {ihtlaselt méoda vélisserva;
siseserv: jaigalt kinnitatud; vélisserv: vaba.

2. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: jaigalt kinnitatud; vélisserv: vaba.

3. Koormus: summaarne koormus P on jaotunud iihtlaselt mooda valisserva;
siseserv: vabalt toetatud; vélisserv: vaba.

4. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: vabalt toetatud; vélisserv: vaba.

5. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: vaba; vilisserv: vabalt toetatud.

6. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: poorded keelatud; valisserv: vabalt toetatud.
4Tabel on périt pikust A. C. Ugural, Stresses in Plates and Shells, Boston, McGraw-Hill, 1999
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7. Koormus: summaarne koormus P on jaotunud iihtlaselt moéoda vélisserva;
siseserv: jaigalt kinnitatud; vélisserv: poorded keelatud.

8. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: jaigalt kinnitatud; vélisserv: poorded keelatud.

9. Koormus: summaarne koormus P on jaotunud iihtlaselt modda siseserva;
siseserv: vaba; valisserv: jaigalt kinnitatud.

10. Koormus: iihtlaselt iile kogu plaadi pinna jaotunud koormus py;
siseserv: vaba; valisserv: jaigalt kinnitatud.
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Kasutatud tihistused (NB! joonkoormuse tdhistus on siin erinev vorreldes
imarplaadiga,):

e a — plaadi vialisraadius,

e b — plaadi siseraadius,

e t — plaadi paksus,

e P — koormus, mis on iihtlaselt jaotunud moodda sise- voi vilisserva
(dim P = N),

e py — iihtlaselt jaotunud koormus (dim py = N/m?),

e Y — Youngi moodul (elastsusmoodul),

omax — maksimaalne pinge,

Wmax — ldbipaine sise- voi vélisservas.
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Tabel 7.2: Valemid réngasplaadi paindel ilmnevate pingete ja ldbipainete arvutamiseks. Pois-
son’i tegur v = 0, 3.

Nr. Toetusviis Koormuse skeem O max Wmax
1. Inner edge fixed h ml..v# ble— w~ , pa?
—_ hy —
\\\%\\
2. Inner edge fixed ~—a—>| b _Al,
, Po k poa’ h voaa
mmwmm _ WMWM.W 2 2 Nmnw
777877
3. Inner edge simply I n..lv“ ble— P )
supported WP hy Pa
R | TS ——_ 3’2 E13

4. Inner edge simply _A.!n a—slb
supported _Al Po " poa’ " poa”

5. Outer oam.o simply *AI a—lb TI Po , )
supported pod poa

(YYYYY o YPYYdY ks 2 hs £
FI‘\\&V
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Tabel 7.2: jatkub
Nr Toetusviis Koormuse skeem O max Winax

6. Outer edge simply _Aul. a llv_ b _Al > 5 .
supported, inner- g X poa h poda
edge rotation \\H\\k ¥V * 1 8 ES
prevented {

7. Inner edge fixed, el P )
outer-edge rotation | k P h Pa

| 172 153
prevented _ t t
\\\\w\\

8. Inner edge fixed, Tnl a i.v_ b _AI . .
outer-edge rotation _ Po iy poa” he poa
prevented @ _ E 12 Et3

777

2. Outer edge fixed 4 —| bl . b2

a

M../«..lu«\w\,_m . 12 i Er3
10. Outer edge fixed _A.tt a IxV’ b *A.! . " i

0
poa poa
k h
1073 10753

PRI111 111127
T~
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Tabel 7.3: Konstantide k; ja h; vairtused séltuvana vilis- ja siseraadiuse suhtest a/b.

alb 125 1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
ki 0.227 0.428 0.753 1.205 1.514 1.745
hy 0.0051 0.0249 0.0877 0.209 0.293 0.350
k> 0.135 0.410 1.04 2.15 2.99 3.69
hy 0.0023 0.0183 0.0938 0.2925 0.448 0.564
ks 1.10 1.26 1.48 1.88 2.17 2.34
h3 0.341 0.519 0.672 0.734 0.724 0.704
k4 0.66 1.19 2.04 334 4.30 5.10
hy 0.202 0.491 0.902 1.220 1.300 1.310
ks 0.592 0.976 1.440 1.880 2.080 2.19
hs 0.1841 0.4139 0.6640 0.8237 0.8296 0.813
ke 0.122 0.336 0.74 1.21 1.45 1.59
he 0.0034 0.0313 0.1250 0.291 0.417 0.492
kq 0.115 0.220 0.405 0.703 0.933 1.13
hq 0.0013 0.0064 0.0237 0.0619 0.0923 0.114
kg 0.090 0.273 0.71 1.54 2.23 2.80
hg 0.0008 0.0062 0.0329 0.1096 0.1792 0.2338
kg 0.194 0.320 0.454 0.673 1.021 1.305
hg 0.00504 0.0242 0.0810 0.172 0.217 0.288
kio 0.105 0.259 0.480 0.657 0.710 0.730
hyo 0.00199 0.0139 0.0575 0.130 0.162 0.175
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Jareldused:

e Mooda sise- voi valisserva iihtlaselt jaotunud koormuse P korral on koik

avaldised kujul

NB! dim P =N

Wmax = \ﬁ

e Pindkoormuse pg korral on koéik avaldised kujul

Omax — \As

_@o@w
2

Pa?

Et3

(7.74)

(7.75)
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Tabel 7.4: Valemid lineaarselt muutuva ristloikega rongasplaadi paindel ilmnevate pingete ja
lébipainete arvutamiseks. Juhtude numbrid vastavad tabelile 7.2; Poisson’i tegur v = 0, 3;
plaadi paksus siseservas t; = bty /a.

Nr. Toetusviis Koormuse skeem O max Winax
1. Inner edge fixed a— b P {
,V bk |.lm. h, Pa-
\\\A_Q\ 3 a? Et3
2. Inner edge fixed ~—da l.i_ blem Po k
¢ 4
poa- poa”
\,.u 5 ‘:u F 3
15 15
. e (| | b _ATI Do
6. Outer edge simply «
supported, inner- Y7 poa’ poa®
edge rotation : K ko =5 ho 75
% - 5 Ers
prevented ! A - -
7.4.6. Rongasplaadi paindetilesande lahendeid 7- 04
Tabel 7.4: jdatkub
Nr. Toetusviis Koormuse skeem O max Wnax
7. Inner edge :xoa.. G b P «
outer-edge rotation i A P Pa?
prevented ' , ki 2 ha Et3
77737 T > 2
8. Inner edge fixed, |— a‘lv‘ @_Al Po
outer-edge rotation ! « poa’ poa®
prevented kg —5— hg —-
_ i Et]

7757,
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Tabel 7.5: Tabelis 7.4 esinevate konstantide k; ja h; vadrtused soltuvana vilis- ja siseraadiuse

suhtest a/b.
alb

1.25

1.50 2.00 3.00 4.00 5.00
ky 0.353 0.933 2.63 6.88 11.47 16.51
hy 0.0082 0.0583 0345 1.358 2.39 3.27
0 0.249 0.638 3.96 13.64 26.0 40.6
h> 0.0037 0.0453 0.401 2.12 4.25 6.28
ke 0.149 0.991 2.23 5.57 7.78 9.16
hs 0.0055 0.0564 0.412 1.673 2.79 3.57
k7 0.159 0.396 0.091 3.31 6.55 10.78
hy 0.0017 0.0112 0.0606 0.261 0.546 0.876
kg 0.1275 0.515 2.05 7.97 17.35 30.0
hg 0.0011 0.0115 0.0934 0.537 1.261 2.16



