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Eessona

Kaesolev loengukonspekt pohineb autori poolt alates 1999. aastast
Tallinna Tehnikaiilikoolis tehnilise fiitisika eriala iiliopilastele pee-
tud elastsusteooria loengutel. Antud kursus, kus leiavad késitlemist
nii lineaarsed kui mittelineaarsed probleemid, kujutab endast jatku
minu poolt loetavale pideva keskkonna mehaanika kursusele. See-
ga eeldan kuulajatelt pideva keskkonna mehaanika mittelineaarse
kéasitluse elementaarset tundmist. Loengukonspekti esimese varian-
dina tuleb vaadelda autori poolt kasitsi kirjutatud ja 1999-2000.
aastani loengutel kasutatud kilesid, millest {iliopilased said endale
koopiad.

Kuna tegu on &ppevahendiga, mis valmis 2001/2002 6/a kevadse-
mestril ja joudis seda ainet oppivate tudengiteni jark jargult, siis
on kirjanduse loetelu esitatud sissejuhatava peatiiki viimase pa-
ragrahvina (mitte aga vahetult enne sisukorda nagu on kombeks
fikseeritud sisuga ja kirjastatud dppevahendite puhul).

Markused:

1. Loengukonspekt (pidevalt uuenevana) on viéljas internetis mi-
nu kodulehekiiljel http://cens.ioc.ee/ salupere.

2. Loengukonspekt pole moeldud kasutamiseks iseseisva opiku-
na.



2

3. Teksti paremas servas olevad mérgid (1/, e, x jne.) tahistavad
kohti, kus loengus esitatakse olulisi selgitavaid markusi.

4. Loengukonspekt voib sisaldada triikivigu.

Andrus Salupere

Peatiikk 1

Sissejuhatus

Katsed on nédidanud, vélismdjude (pindkoormused, massjoud, soo-
jendamine, jahutamine) toimel voivad tahked kehad deformeeruda.
Kui deformatsioonid ei iileta teatud piiri, siis vélismojude korval-
damisel keha taastab oma esialgse kuju. Sellist tahke keha oma-
dust nimetatakse elastsuseks. Elastsusteooria uurib elastsete ke-
hade deformatsioone ja liikumist. Séltuvalt vélismojude korvalda-
mise kiirusest voivad siin kaasneda teatud vonkumised. Kui defor-
matsioonid aga iiletavad teatava piiri, siis keha algne kuju ei taastu
taielikult — osa deformatsioone séilib. Neid jadvaid deformatsioone
nimetatakse plastseteks deformatsioonideks.

Elastsusteooria piiiiab méérata ja hinnata

e geomeetrilisi suurusi, mis iseloomustavad keha
deformatsiooni;

e pingeid (sisejoude), mis ilmnevad deformatsiooniprotsessis.

Selleks rakendatakse matemaatilise fiiiisika meetodeid.
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Elastsusteooria pohineb pideva keskkonna mehaanikal’. Seega on
vaja sisse tuua voi méarata:

Pideva keskkonna moiste.
Pideva keskkonna tihedus.

Geomeetrilised suurused, mis kirjeldavad keha
deformatsioone.

Sisejoud ja nende seos vilismojudega.

Sisejoudude ja deformatsioonide vahelised seosed
(olekuvorrandid).

Viimased méadratakse eksperimentidest — seega on tegu fenomeno-
loogilise teooriaga.

1.1 Kirjandus

1.

2.

3.

4.

A.C. Eringen. Nonlinear Theory of Continious Media.
McCraw-Hill Book Company, New-York et al., 1962.

M.N.L. Narasimhan. Principlec of Continuum Mechanics.
John Wiley & Sons, Inc., New-York et al., 1993.

A.C. Eringen. Mechanics of Continua. John Wiley & Sons,
inc., New-York et al., 1967.

Y.C. Fung. Foundation of Solid Mechanics. Prentice-Hall Inc.,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1965.

!Pideva keskkonna mehaanika uurib tahkiste (deformeeruvate tahkete ke-
hade), gaaside ja vedelike liikumist vélismdjude toimel.
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Y. Basar, D. Weichert. Nonlinear Continuum Mechanics of
Solids: Fundamental Mathematical and Physical Concepts.
Springer, Berlin et al., 2000.

A.J.M. Spencer. Continuum Mechanics. Series: Longman
mathematical texts. Longman Scientific & Thechnical, Har-
low, 1988.

J. Salencon. Handbook of Continuum Mechanics: General
Concepts, Thermoelasticity. Springer, Berlin et al., 2001.

U. Nigul, J. Engelbrecht. Nelineinoje i lineindje perehodndje
volnovoje protsesso deformatsii termouprugih i uprugih tel
/ Mittelineaarsed ja lineaarsed deformatsioonilainete leviku
ileminekuprotsessid termoelastsetes ja elastsetes kehades/.
Tallinn, 1972 (vene keeles).

W. Nowacki. Teoria uprugosti /Elastsusteooria/. Mir, Mosk-
va, 1975 (vene keeles).

S. Timosenko, J.N. Goodier. Teoria uprugosti /Elastsusteoo-
ria/. Nauka, Moskva, 1975 (vene keeles).



1.2 Ulevaade pideva keskkonna
mehaanika pohimoistetest,
-hiipoteesidest ja -vorrandeist.

1.2.1 Pohieeldused ja -hiipoteesid
Pidevushiipotees

Koik kehad koosnevad osakestest, kuid meid huvitavas mahus (ruu-
malas) on neid palju. Seetottu eeldame, et uuritavad vedelikud, gaa-
sid ja tahked kehad on sellised keskkonnad, mis tdidavad vaadeldava
ruumi pidevalt. See hiipotees voimaldab nende keskkondade mate-
maatilisel kirjeldamisel kasutada pidevaid funktsioone.

Ruumi meetrilisus

Eeldame, et kahe pidevas ruumis asuva punkti vaheline kaugus on
alaty theselt mddratav. Eksperimendid on néidanud, et reaalseid
fiitisikalisi ruume voib mitte viga suurte mastaapide puhul lugeda
eukleidilisteks ruumideks. Meie vaatleme edaspidi eranditult euk-
leidilisi ruume. Mehaanikat, mis baseerub eukleidilisel ruumil, ni-
metatakse Newtoni mehaanikaks.

Aja absoluutsus

Eeldame et eksisteerib absoluutne aeg, mis kulgeb koigis
taustsiisteemides iihesuguselt 2.

Newton: “Absoluutsel ajal pole mitte midagi iihist mitte millegagi
viljaspool teda ning ta kulgeb iihtlaselt.” Praktikas ldhtutakse aja modtmisel
siiski mingist konkreetsest fiiiisikalisest néhtusest.
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Koordinaadid

Euleri koordinaadid ehk ruumilised koordinaadid (EK).
1,2 .3

'z, x° on ajas muutumatud. Nende suhtes kirjeldatakse kesk- /

konna materiaalsete osakeste liikumist.

Lagrange’i koordinaadid ehk materiaalsed koordinaadid
(LK). Fikseerime ajahetkel ¢t = tq keskkonna materiaalsete punk-
tide asendi ja seome nendega koverjoonelise koordinaatsiisteemi
X1 X2 X3 Kui niiiid ajahetkel ¢ > +t; keskkond liigub ja
muudab kuju, siis liigub ja muudab kuju ka koordinaatsiisteem
X1, X2 X3, Sellist koordinaatsiisteemi nimetatakse Lagrange’i
koordinaatsiisteemiks ehk materiaalseks koordinaatsiisteemiks ning
vastavaid punkti koordinaate X', X2, X3 Lagrange’i koordinaati-
deks ehk materiaalseteks koordinaatideks.

Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i rist-
koordinaatide (DRK) kaudu Nii EK kui LK tuuakse sisse libi
DRK:
=Rt 2?2, k=1,2,3, (1.1)
7K = 78X, X? X?), K =1,2,3. (1.2)
Seega eeldatakse, et nii EDRK kui LDRK soltuvad kolmest Euk-
leidilise ruumi E? muutujast (vastavalt z!, 2% 23 ja X! X2 X3).
Funktsioonide z* ja Z¥ puhul eeldatakse kuuluvust klassi C",r > 1
ning on defineeritust mingis ruumi E? piirkonnas.

Vastavad poordteisendused:
ot = a2k (2 2223, k=1,2,3, (1.3)
XK =X8(ZY, 722 7%, K =1,2,3. (1.4)

Teoreem ilmutamata funktsioonist: koordinaatteisendus (1.1) omab
ruumipunkti p timbruses § iihest poordteisendust (1.3) siis ja ainult
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siis kui eksisteerivad osatuletised 9z* /0% ja jakobiaan

02"

Siin zf, k = 1,2, 3, on ruumipunkti p koordinaadid.

Analoogsed tingimused peavad olema téidetud ka LK ja LDRK pu-
hul: koordinaatteisendus (1.2) omab materiaalse punkti P imbruses
J ithest poordteisendust (1.4) siis ja ainult siis kui eksisteerivad osa-
tuletised 02K /0XX ja jakobiaan

ozx
oXE

7 0;

JL:‘ X* - X >0, (1.6)

Siin XX, K = 1,2,3, on ruumipunkti P koordinaadid.

e Koordinaatkoverad

e Koordinaatpinnad
Edaspidises eeldame, et

e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descar-
tes’i ristkoordinaatide kaudu (EK kujul (1.1) ja LK kujul
(1.2)) selliselt, et jakobiaanid (1.5) ja (1.6) pole samaselt nul-
lid ruumis E? vo6i viihemalt mingis meid huvitavas ruumi E?
piirkonnas (v.a. mdned singulaarsed punktid, jooned vo6i pin-
nad);

e iildjuhul on pikkuse mootmiseks piki telgi 2* ja Z% valitud
iithtne mastaap.
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1.2.2 Skalaar, vektor, tensor

Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme ¢ ja n'. Funktsiooni (¢!, (2, (3) =
©(¢) nimetatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koor-
dinaatteisendusega ¢* = C*(n', 7% n®) = *(n), k = 1,2,3 oma
algvaartust, st.,

(¢ (M), (M), () = v(n) = ¢(C). (1.7)

Seega ei soltu skalaari vadrtus antud punktis koordinaatide valikust.

Naide: Temperatuur on absoluutne skalaar.

Kontravariantne vektor

Suurusi ©*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponen-
tideks ehk lihtsalt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaattei-
senduse ¢ = ¢(n) puhul muutub ta vastavalt seadusele

S Cm) = v () = w<c>§gi§ k=123 (18)

Suurusi 1*(n) tuleb siin méista kui suuruste ¢*(¢) komponente
koordinaatsiisteemis n’, i = 1,2, 3.

Naide: Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
o = dC*, saame

o

_ m_ m O
_ 8<md<

k _ k
Yt =dn =¥ gem
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Kovariantne vektor

Suurusi ¢ (¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks
ehk lithidalt kovariantseks vektoriks kui nad koordinaatide teisen-
duse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad vastavlt seadusele
ocm
er(C(n)) = Yi(n) :“Om(C)a_nk’ k=1,23. (1.9)

Naide: Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor,
sest tihistades

o
kus ® on absoluutne skalaar, saame
. _ 0 9P o o

Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), ®(¢) ja ®F(¢) nimetatakse vastavalt kontra-
variantseteks-, kovariantseks- ja segatensoriks kui nad koordinaat-
teisenduse ¢ = ¢(n) puhul teisenevad seaduste

ki — Tkl _ &mn 6’77’“ 877[ .
PG = W) = 9 (Q) g ki I=1,2,3, (110)

aC™ o¢™
Bu(¢(n) = V) = PO G 7 5o 1= 123, (L11)
ja
on* ocn
BGln) = Wi(m) = O FE T KD =123 (112

jargi.
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1.2.3 Baasivektorid ja meetrilised tensorid

EDRK z* ja LDRK Z%X — ortonormeeritud baasid ij, ja I

EK z* ja LK XX jaoks defineeritakse kovariantsed baasivektorid g,
ja Gk ldbi punktide p ja P kohavektorite kujul

op 02",
S (1.13)
ja
oP ozM
G = 5o = gyl (1.14)

Kroneckeri delta

def 1, K = L
5KL=IK-IL={ 0. K £ L (1.15)
Kovariantne meetriline tensor
def def
Gigr=Grx = Gk - Gp, Il = ik = 8k & (1.16)
Kontravariantne baas — g* ja G defineeritakse libi ortonor-
maalsustingimuste
GK'GL:5KL ja gk'gl :5kl (117)
kust
GE =GELG, ja gF = gMg. (1.18)
Kontravariantne meetriline tensor —
factor G fact
GKL _ cofac gr KL ia gkl _ o acgor gkl7 (1.19)
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kus
G = |Gkl ja g=|gul (1.20)

on determinandid.

GLMGMK = 5LK, gklglm = (5km jne. (1.21)
v =ugh = v'g (1.22)

v = My ja v, = gt (1.23)

M =gmck o F = ¢y ine. jne. (1.24)

1.2.4 Liikumise kirjeldamine

Liikumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaati-
de teisendust

o = oF(XY X2 X300 (1.25)
VOl

X = XK 2% 2% 1), (1.26)
mis siirdab materiaalse punkti X', X2, X3 ruumipunkti z*, 22, 23.

e Koordinaatteisendused (1.25) ja (1.26) on teineteise
poordteisendused.

e Uhesus: 302%/0X* ja

. OxF
)= oxT

40 (1.27)

ruumipunkti p {imbruses |x’c — x'§| > 0.
e (1.25) — Lagrange’i kirjeldus.

e (1.26) — Euleri kirjeldus.
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1.2.5 Deformatsioon ja siire
Siire

Materiaalse punkti P asukoha muut ajavahemikus At on méaaratud
siirdevektoriga u.

Joonis 1.1: Deformatsioon

Elementaarpikkuse ruut (kohavektori muudu ruut)

dS? = dP - dP = GgrdX®dXl = §dz¥dz*, (1.28)
ds* = dp - dp = guda"dx' = 6dz"d2. '
Deformatsioon (deformatsiooni moot)
ds* — dS? (1.29)
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Deformatsioonigradiendid

k 8Ik(X17X27X37t>
T K —
’ OXK

ja XK,k =

OXE(xt, 2% 23, 1)

oxk

Deformatsioonitensorid

Cauchy deformatsioonitensor

def K L
Cr = C - = G X" 1 X7

Greeni deformatsioonitensor
def k 1
Ckr = Ck - Cp = gux KT L
Fingeri deformatsioonitensor
—1g; def
el def k1 GKLSCk,K$l,L

Piola deformatsioonitensor
VKL def ~K AL klyvK L
C =C".C :gX’kXJ
_ —1
Nende puhul ¢, cml — 0il ja Crpr OME = 65t
Lagrange’i deformatsioonitensor

2Bk =2E1k = Ckr — Gk1L

, (1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

1.2.5. Deformatsioon ja siire

15
Euleri deformatsioonitensor
2er = 2€5 = gr — Cl (1.36)
Kuna
dS? = dP - dP = GrrdX%dX! = ¢pdatda’,
{ ds’> =dp-dp = gkldaskdxl = CyrdX¥ax*t
siis niitid
ds® — dS? = 2ExdX*dX" = 2eyda*da’, (1.37)
Seosed:

ko1 K L
Exr = epx KT L Ja €l = Eygr X ,k:X l

7 (1.38)
Kovariantsed osatuletised
Christoffeli teist litki siimbolid
MY et 022N XM m) def 022" Ox™
= ja o 22 20 (1.39)
KL OXKOXL 9ZN kl orkox! 0zn

Christoffeli esimest liiki siimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Lébi Christoffeli teist liiki siimbolite

[KL,M]défGMN{ N}, {M

_ MN
KL KL}_G [KL,N],

1.40
def n m mn ( )
[k m] < g 3 0 ot =gkl ).
ii) kujul
df 1 (0Grn  0Gry  OGkr

[KL’M]_§(5>XL XK _8XM>’ L

i, )] def 1 OGrm n OGim B G .

’ 2\ ozl oxk  Oxm
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NB ! Christoffeli siimbolid pole tensorid!

Osatuletused vektoreist U voi u avalduvad kujul

0 0

aX—K(ULGL) = U kG, B 8X—K<ULGL> = Up.xGM,
a l m el a l m
@(U gl) =U k8m, @(ulg ) = Um;k8 -
(1.42)
Siin
v det OUM M L
UY .k = IXEK + {KL U”,
(1.43)

m  def du™ m l
Gk Gt +{kz}“

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste
tensorite G, ja gg jirgi) ning

det OUny L
Umx = IXE {MK} Ur,

e 2 Ot 1L
m;k_axk mk 1

on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised (meetriliste ten-
sorite Gk, ja gi jargi).

(1.44)

Suurused UM & ja u™y on segatensorid ning Uppx ja Up kova-
riantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid (1.43) — (1.44)
ja vastupidi:

{ UL;K — GLMUM;K

UL;K - GLMUM;K

l m
Uk = JimU sk

Ilm
Uk =0 Umk

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon
Kovariantse osatuletise avaldised (1.43) ja (1.44) koosnevad kahest
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osast. Neist esimene iseloomustab vektori u muutumist kui muutub
koordinaat X (voi 2*) ning teine u muutumist kui seoses X% (voi
7%) muutumisega muutub baas Gy (voi g,,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli stimbolid sama-
selt nullid ja seega kovariantne osatuletis on vordne “hariliku”
osatuletisega.

Deformatsioonitensorite ja siirete vahelised seosed

Cxr = Grr + Uk + Uk + Un.xgUY L,
{ KL KL K;L L:K N:K :L <1'45>

n
Ckl = Gkl — Ukl — Uk + Uppt .

2Fk = 2Ex = Oxp, — Ggp = Uk + Upie + Upnrx UM g,
2ep = 2€ = Gl — Chl = Uky + Upk — Uty
(1.46)
Need vorrandid on PKM iihed pohivorrandid, mis seovad omava-
hel Lagrange’i ja Fuleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete
punktide siirded u.

Suurusi v, v, jne. nimetatakse tihti siirdegradientideks. Sirgjoo-
neliste koordinaatide puhul Uynx = Upx jne. DRK puhul lisaks
eelnevale UM | = Uy i jne. ning vorrandid (1.46) saavad kuju

2Bk = 2Bk = Ckr — Grr = Uk + Uk + U kUi 1,
2er = 2€1 = Gri — Cll = Uy + Uk — U kU i
(1.47)

f
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Pikenemine ja nihe (nurga muutus)

Vaatleme koverjoonelist roptahukat® (Joon. 1.2). Tema “servavek-
torid” hetkel t =ty on GxdX%E ja need deformeeruvad servavekto-
riteks Crd X .

Joonis 1.2: Koverjoonelise r6optahuka deformatsioon

Defineerime vektorite dX ja dx sihilised iihikvektorid

ax . dx

N=_— ——
a5 T s

(1.48)
mille komponendid
N¥ = —— ja nf = "~ (1.49)

kujutavad endast iithikvektorite N ja n suunakoosinusi.

Pikenemiskoefitsendid*

31.k. curvlinear parallelepiped
41.k. stretch
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ds 1
Ay = Awm) = S = O NENL = W (1.50)

Fiitisikaliselt on suurused AN ja An) samad — esimene on vaid
esitatud LK-s, teine EK-s.

Suhteline pikenemine (suunas N)°

ds —dS

LDRK ja EDRK

(1.52)

Kui Exg < 1 voi ey, < 1, siis arendades avaldised (1.52), ja
(1.52), Maclaurin’i ritta ning séilitades vaid koige madalamat jirku e
liikmed, saame

E K~ E(K) ja €k ~ €(k) (153)

5T.k. extension
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Vaatleme kahte 16pmata véikest vektorit dX; ja dX5, mille vaheline
nurk on © = O(n, N,) ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dx,
mille vaheline nurk on ¥ = ¥y, n,)-

Joonis 1.3: Nurga muutus

Uhikvektorid
dX dx
NO{ = 704 1 a = «
X, T Jax,|
ning nurkade koosinused
dX;-dXy GrrdXFdXxt

a=1,2 (1.54)

0= = = G NENE 1.55
CRE T [dXs| T dXy] |dXs) kiNP Ny (1.55)
ja
cost  — dx; - dxs _ CxrNIEN¥ tibistame (1.56)
|dx; | |dxs| Ay A, S

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega N; ja Ng
médratud pinnal on defineeritud kui algse nurga © muut —

F(NLN2) = Y(ni1,n2) = @(N1,N2) - 19(111,112)’ (157)

sinl' = sin(© — ) = Hsin® — V1 — H? cos © (1.58)
Kui N; L Ny, siis sinl' = H.
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LDRK
2Bk = (1+ Ex)) (14 Eg))sinTgy, K#L. (1.59)
Kui nii |Ex)| < 1, |Eqy| < 1kui [sinD )| < 1 siis saame
2Bk ~sinT gy, K # L. (1.60)
Kui lisaks I' g1y — 0, siis
2Bk ~ Tk, K #L. (1.61)
Kui 2% on EDRK, ey < 1, ey < 1 ja gy — 0, siis

Qekl =~ Ykl k 7& l. (162)

Deformatsioonitensori peasuunad

Tuleb lahendada vorrandisiisteem
(CFp —Cs% ) NV =0. (1.63)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakte-
ristlik determinant on null, st.,

|CFp —Cs% | =0. (1.64)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik
vorrand (mis kujutab endast kuupvorrandit)

—C? +1C* —11cC 4+ 1Ie = 0 (1.65)

tundmatu C méaaramiseks.

Karakteristlik vorrand (1.65) omab kolme juurt C,, o = 1,2,3,
mida nimetatakse omavdidrtusteks ehk peavidrtusteks®. Vorran-
disiisteemi (1.63) abil saame niitid igale peaviirtusele C, seada
vastavusse omavektori ehk peavektori N, mis maédrab peasuuna.
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Saab toestada, et peavadrtused on reaalsed ning neile vastavad pea-
suunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati.

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht
iihtib peavektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis

Nt = ko0, (1.66)
ja avaldiste (1.63) pohjal
Ck, = Cu%,, (1.67)

St., Cll = Cl, 022 = Cz, C33 = 03 ja CKa = 0, kui K 7é .
Kokkuvottes voib delda, et peavddrtused vorduvad deformatsioo-
nitensori normaalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsiooni-
dega). Nihkedeformatsioonid selliste telgede (koordinaatide) puhul
puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid —
10201+02+Cg,

IIC - 0203 + 0103 + 0102, (168)
[Ile = C1C5C5.

Pikenemiskoefitsendid peasuundades

a:A \/7_\/—

(1.69)

51.k. eigenvalues or principal values or proper numbers
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1.2.6 Kiirus ja kiirendus
Materiaalne tuletis vektorist

Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi) nimetatakse operat-
siooni

et df (1.70)

dt X=const

LK OF(X, ¢
f(X,t) = <8t’ ) (1.71)

EK: P 5
ot ‘98 (1.72)

1) = O (i) + ()i

Esimest liiget nimetatakse siin lokaalseks tuletiseks (monikord ka
tuletiseks aja jargt), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaal-
ne tuletis iseloomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumi-
punktis ning konvektiivne tuletis muutusi, mis on pohjustatud ma-
teriaalse punkti liikumisest (vaadeldava ruumipunkti timbruses).

Defineerime materiaalse tuletise vektori komponentidest

Df* qer 8f o . Dfi aet Of Ny
lef IR 7R REA 1.73
Dt Tl T = g (1.73)
Vektori jaoks seega
f = = . 1.74
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Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni
& = O(x,t). Materiaalne tuletis skalaarist on defineeritud kujul
& — Do od 0 ,

—E—E—i‘%x. (175)

Naiide: Tahistagu skalaar ® materiaalse punkti temperatuuri. Tem-
peratuuri muutumisel véib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti
temperatuur muutub ja 2) liikudes satub materiaalne punkt teise
ruumipunkti, kus on erinev temperatuur (vorreldes ruumipunktiga,
kus ta oli). Viimast nahtust nimetatakse fiitisikas konvektsiooniks.

Materiaalse punkti kiirus
Joonise 1.1 (lk. 13) pohjal punkti kohavektor

p=b+P+u (1.76)
Kuna b ja P ei soltu ajast, siis

v=p=1. (1.77)

Kui lahtuda materiaalse punkti kohavektorist

p = 2F (X1, X2 X3 t)gy, siis tema kiirus

v =vFg, kus V=1t = (1.78)

k— -k a_xk Da*

ot Dt~
Kui lihtuda siirdevektorist u = UX (X, t)Gg = u*(x,t)gy, siis saa-
me LK ja EK puhul kardinaalselt erinevad kiiruse avaldised.

LK:
oUK

V = VKGK, kus VK = W

(1.79)
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EK:

v=1fg, kus o = —— = +u"; v (1.80)

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri
koordinaatide puhul ilmutamata kujul.

Materiaalse punkti kiirendus

a=v. (1.81)

Lagrange’ koordinaatide puhul

ovE  9rUK
a K o o (182)
ning Euleri koordinaatide puhul
D k k
a=a"g,, d = AL + vk, o (1.83)

—~—

x!

Dt Ot

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmu-
tatud kujul.

Deformatsioonikiiruse tensorid

Euleri deformatsioonikiiruse tensor

2dk:l = Ug;1 + Uik, (184)

Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor

DEky
Dt

EKL = = dkll'k’Kl’l’L. <185)
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Keeriselisuse tensor

Defineerime (Cauchy) keeriselisuse tensori’

1
Wk, = 2 (Vrg — Vi) = Ulk;1] - (1.86)

1.2.7 Mass

Mass on positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Te-
ma dimensioon M ei soltu ei pikkuse dimensioonist L ega aja di-
mensioonist 7. Kui mass on absoluutselt pidev, siis leidub funkt-
sioon p, mida nimetatakse massi tiheduseks. Sel juhul keha kogu
mass

m:/vpdv. (1.87)

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom —
massi jidvuse seadus

Globaalne massi jidvuse aksioom: keskkonna kogumass on
litkumisel invariantne —

/podV:/de. (1.88)
1% v

Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame glo-
baalset massi jadvuse aksioomi materiaalse punkti Iopmata véikeses
iimbruses.

Lagrange’s kirjeldus:

0o = pJ = p/Ille voi p= pod ' = por/IlL,. (1.89)

"Lk. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poérlemistensor, i.k. vastavalt
spin tensor.
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Siin on arvestatud, et

02k — 1
d p— d 1 pr— p— III pu— ppe—

Avaldisi (1.89) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja
nad esitatakse Lagrange’i koordinaatides.

Euleri kirjelduse saame kui esitame globaalse massi jadvuse ak-
sioomi kujul % fv pdv = 0. Viimase pohjal avaldub lokaalne massi
jadavuse aksioom kujul

% + (pvk);k =0, (1.90)
mis kujutabki endast ruumilist pidevusvorrandit ja esitatakse EKs.
Avaldised (1.89) ja (1.90) esitavad iihe ja sama nidhtuse kaht erine-
vat kirjeldust — (1.89) on mugavam kasutada tahke keha mehaa-

nikas, (1.90) aga vedelike ja gaaside puhul.

1.2.8 Joud

Pideva keskkonna vaatepunktist lahtudes voib joud jagada kolme
kategooriasse:

1. Mahu- ehk massijoud ® méjuvad keha voi keskkonda moodus-
tavatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). Néiteks
gravitatsiooni joud voi elektrostaatilised joud. Summaarne
joud saadakse integreerimisel iile kogu ruumala v. Siin eel-
datakse, et on teada jou tihedus iithikmassi voi ithikruumala
kohta.

2. Pinna- ehk kontaktjoud ® on pohjustatud teiste kehade voi
keskkondade mojust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on
teada pinnaiihikule méjuv joud. Naiteks hiidrostaatilise rohu
moju vette asetatud keha pinnale.

81.k. body forces(loads)
91.k. surfice or contact forces(loads)
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3. Sisejoud 1° on pohjustatud materiaalsete punktide omavahe-
lisest mojust. Diinaamika kursuses néidati, et koigi sisejoudu-
de peavektor ja peamoment on vordsed nulliga. Punkt-
masside vahelised joud (sisejoud) muutuvad pinnajoududeks
kui me isoleerime (motteliselt) keskkonna voi keha iihe osa
iilejddnust. See annab pingehiipoteesi.

Pideva keskkonna mehaanika kursuses kasutasime jargmisi
tahistusi:

f — massijoud (joud massitihiku kohta),
t(n) — pinnajoud (joud pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,
F ., — punktis p, mojuv koondatud joud,
m — massimoment (moment massiiithiku kohta),
m,) — pinnamoment (moment pinnaiihiku kohta) punktis,
mille pinnanormaal on n,

M, — punktis p, modjuv joupaari moment.

Seega, kehale mojuva jousiisteemi peavektor

J-':/ fd9ﬁ+/t(n)da+z.7-'a (1.91)
m s o

ja peamoment

M, = / m+p><f]d9ﬁ+/[m(n)—l—p><t ]da+

-l-Zpax.’F +ZM5 (1.92)

Koondatud joudusid defineeritakse tihti kui piirjuhte pinna- voi

mahujoududest. Selline késitlus voib aga monikord pohjustada ma- /

01 k. mutual or internal forces(loads)
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temaatilisi raskusi ning vajab seetottu tédiendavate tingimuste ka-
sutamist. Naiteks, et viltida maaramatusi rakendatakse lokaalseid
teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei méju koondatud joudu-
sid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.

1.2.9 Liikumishulk

Keha (mahus v sisalduva massi M) liskumishulk' P avaldub kujul

P(x,t) déf/gmv(x,t)di)ﬁ:/mvk(x,t)gk(x)dim (1.93)

kusjuures baasivektorid gx(x) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul
dM = pdv, siis pole oluline, kas integreeritakse iile ruumala voi
massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarselt G¥(X) siis saa-
me liilkumishulga P komponendid P¥ LK-s —

PK(X, ) = / 0" L (X, )0H (x, 1), (1.94)
m
Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom —

liikumishulga tasakaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus. Liikumishulga
muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) mojuvate joudude
peavektorigal?

P = F ehk —/ gl ptdom = FX (1.95)

U1 k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit
impulss.
121 k. principle of balance of momentum



1.2.10. Kineetiline moment 30

1.2.10 Kineetiline moment

Keha (mahus v sisalduva massi M) kineetiline moment*® H, ruu-
mipunkti o suhtes

H, < [ pxvdm= / g v dI. (1.96)
m m

Analoogselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid
esitada LK-s

T — as
L

Pideva keskkonna mehaanika II1 pohiaksioom —
kineetilise momendi tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus. Kineetili-
se momendi muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) moju-
vate joudude peamomendiga'? (mdlemad momendid peavad olema
voetud iihe ja sama ruumipunkti suhtes) —

: D
H, =M, ehk E/ gKkeklmplvmdfszf ehk
m

D
Dt 9" kg™ (™" = ploh)dam = ML,
tJom

(1.98)

13Lk. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse
ka termineid impulsi moment ja péordeimpulss.
T k. principle of balance of moment of momentum
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1.2.11 Pinge

Pinnal Aa méjub keskmine joud AF ja keskmine moment punkti p
suhtes M,,. Kui Aa — 0, siis suhe AF/Aa — t(y). Kui vaadeldavas
protsessis moment punkti p suhtes ei lahene nullile, siis saame ka
suuruse m(n).

Joonis 1.4: Pingevektor ja momentpinge

Vaatleme viikest ruumipiirkonda v, mis on imbritsetud pinnaga s
ja mis asub téielikult kehas mahuga V ja pinnaga S (joonis 1.4).
Punktis p, mis asub pinnal s on vélisnormaal n ning méjuvad joud
t(n) ja moment my pinnaiihiku kohta. Molemad nad on pohjusta-
tud mahtude v ja V — v koosmojust pinnal s. Suurust t(,) nimeta-
takse pingevektoriks ja suurust m,)pingemomendiks ehk momen-
di pingeks'®. Nad iseloomustavad vaadeldava mahu v vilispinnal s
mojuvat véliskoormust, mis ei soltu ainult vaadeldava punkti koha-
vektorist p vaid ka pinnanormaalist n.

Cauchy pingehiipotees. Vaatleme viikest tetraeedrit (joonis
1.5), mille tipp p asub vaadeldava piirkonna v sees ja mil-
le kolm tahku on koordinaatpinnad ning neljas asub pinnal s.
Koordinaatpinnal ' = const. mojuva keskmise pinge tdhistame
—t7. Kasutame vaadeldava tetraeedri jaoks liikumishulga tasakaalu

BLk. couple stress
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- t.X

_t‘z

xl!

Joonis 1.5: Tetraeeder

seadust (integreerimisel on rakendatud keskvéértusteoreeme) —

d * * * *
7 (pv*Av) = t(,Aa — trAa® + pf* Av. (1.99)
Siin Av on tetraeedri ruumala, Aa ja Aa* — tetraeedri tahkude
pindalad, v* — tetraeedri punktide keskmine kiirus ning f* — kesk-

mine mahujoud.

Jagame niilid viimase avaldise Aa ja laseme Aa — 0 nii, et punkt p
laheneb pinnale s mahu v seest. Kuna Av/Aa — 0, siis piiril saame
da*
tm) = ti— = tn® = tny, 1.100

(n) L k k ( )
sest teatavasti elementaarpind da = nda = da*g;, ja da* = n*da.
Kokkuvottes oleme seega toestanud teoreemi — pingevektor pin-
napunktis p on lineaarfunktsioon thikulisest pinnanormaalist n.
Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevektorid, mis mojuvad
vaadeldavat punkti ldbivatel koordinaattasanditel.

Pingevektorid t; ei soltu pinnanormaalist n. Eeldades, et t(,) on
pidev funktsioon normaalist n ja vottes valemis (1.100) n = —n

saalme
tn) = —tw), (1.101)
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st., punktis p mojuvad sama pinna vastaskiilgedel vordvastupidised
pingevektorid.

1.2.12 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekomponent) ¢;; on koordinaatpinnal

x¥ = const mojuva pingevektori t;, I-is komponent, st.,

t) = tg' (1.102)

Seega néitab esimene indeks koordinaatpinda, millel pingevektor
t; mojub ja teine indeks vaadeldava komponendi mojumise suun-
da. Pingekomponentide positiivsed suunad on nédidatud joonisel 1.6.

t33

|
|
|
c Il [}
|
>

%3
: | ta2
b | t3 z/_ Tt
T
ty ! b t;
/71: |7
tpp<—==> | —
[ t22
|
-t, P! to
g
t3 jSm————p— ~—— 7P
il Ata 1
e
7ty /
/ 1

x!
Joonis 1.6: Pingetensor

Pingetensori normaalkomponente k£ = [ nimetatakse normaalpinge-
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teks' ja segakomponente k # [ nihkepingeteks'”.

Pingevektori t(,) saab niiiid avaldada kujul

b = tin® CE tnkgl (1.103)
kust
tony = tun”. (1.104)

Seega oleme toestanud teoreemi — punkti p libival suvalisel pinnal
(normaaliga n) mojuv pingevektor tm) avaldub lineaarfunktsioonina
vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Maiarkus: Kui vaadeldavat pingetensorit t,; on vaja eristada
teistest pingetensoreist, siis nimetatakse teda Cauchy pingetenso-
riks.

Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontra-
variantseid ja segatensoreid, néiteks

mn — 3

Seega, lisaks valemeile (1.102) ja (1.103), on pingevektorite avalda-
miseks mitmeid voimalusi —

tn) = t* g = tiFnlg, = tfmg = tun®gl,
t" = t*.g' = Mg, (1.105)
t, = ti'g = tug'.

Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensor
siimmeetriline. Seega kehtivad tema kohta samad seaduspérasused,
mis deformatsioonitensorite kohta —

161 k. normal stress
171 k. shear stress
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(i) pingetensoril leidub vihemalt kolm peasuunda;

(ii) pingetensoril leidub kolm peapinget, ¢, (a = 1,2, 3), mis mdju-
vad peapindadel;

(iii) peapindadel on nihkepinged nullid;

(iv) pingetensoril leidub kolm séltumatut invarianti I, IT; ja III,,
mille leidmise eeskirjad, 14bi pingetensori t*; voi peavisrtuste
ta, on analoogsed Greeni deformatsioonitensori C¥  invarian-
tide leidmise eeskirjadele (1.68) (k. 22).

1.2.13 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalse tasakaalu seadused —
Cauchy liikkumisseadused

Liikumishulga lokaalse tasakaalu seadus

1 0
N
ehk
i+ p(ff—d) =0
Need vorrandid véljendavadki liskumishulga lokaalse tasakaalu sea-
dust ja on samas tuntud ka Cauchy’ esimese litkumisseadusena .

(Vat*) + p(f —a) =0
(1.106)

Alternatiivsed kujud:
$ht, +p(fk _ ak:) —0,
tha+p (fe —ax) =0, (1.107)
tus' + p (fe — ax) = 0.
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Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus

Vaatleme mittepolaarset juhtu (st. puuduvad mahu ja pinnamo-
mendid) ja eeldame, et litkumishulk on lokaalses tasakaalus. Sel
juhul saab kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seadus kuju

gr xtF =0 ehk €%ty =0 (1.108)

Vorrandid (1.108) on tuntud ka Cauchy teise litkumisseadusena.
Sisuliselt tdhendab viimane tingimus, et pingetensor peab olema
siimmeetriline —

éFty =0 = tj—ty =0, (1.109)

Jareldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu-
ja pinnamomendid puuduvad, on kineetiline moment lokaalses ta-
sakaalus parajasti siis kui pingetensor on siimmeetriline. Seega
on meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponen-
bz $11 422 433 412 — 421 413 _ 431 423 _ 432 op

t = ty, =1tk =k (1.110)

1.2.14 Liikumisvorrandid Lagrange’i
koordinaatides

(Pseudo)pingevektor TX esitab pinget ruumipunktis x, kusjuures
pinge vastab deformeerumata pinnale dA materiaalses punktis X =
X(x,t) ja

tmyda = t"da), = T*dAg. (1.111)

Seos pingevektoriga t* (mis vastab deformeerunud pinnale da):

th = J 712k o TK ja TF = JXF V. 1.112
, J :
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Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensorid: Piola (1833, 1836 ja
1848) toi sisse pseudopinge tensorid T! ja TKL nii, et

TK = TKlgl = TKLI’Z’Lgl = TKLGL. (1113)

Ténapéeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-
Kirchhoffi pseudopinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse
siin seetottu, et molemad tensorid viljendavad pinget algse (defor-
meerumata) pinna kohta. Tensor T5! esitab pinge ruumipunktis x
ja tensor T5Y materiaalses punktis X. Seosed Cauchy pingetenso-
riga:

TKl — JXKJCtkl’ tkl — J—laj.’c’Kfvil7

TRE = TRIXE = JX5  XE itk (1.114)

tkl — J_1$k7Kl'l7LTKL, TKl — xl7LTKL.

Cauchy esimene liikumisseadus (liikumishulga tasakaalu
seadus):

%ax% (vaTr) + Jp (f—a) =0,
e (1.115)

TKk:K + Po (fk - ak) - 07
(4T%) , + 00 (P — ) =0

Koolon tahistab viimastes vorrandites kovariantset taistuletist

(AKk — AKk(X,X»

AKk:L :AKk,L+ {]é(L} AMk—f- (AKk7l+ {TSZ}AKWL> ZBl’L.

TV TV
ARk AKk

(1.116)
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Cauchy teine liikkumisseadus (kineetilise momendi tasakaa-
lu seadus):

TKk:L,m’K — TKmLUk7K.
KL _ LK (1.117)
Tensoritega TXL ja THK! seotud valemeid on mugav kasutada
viikeste deformatsioonide puhul, sest nad on seotud algpinnaga
ning jérelikult on lihtne aproksimeerida jargnevaid vaikseid muu-
tusi. Deformatsiooni kéigus keha vilispind muutub ja seega tuleb
rajatingimused esitada liikuval ja muutuval pinnal ning nad soltu-
vad siirdevektorist u, mis on tundmatu. Lagrange’i kirjelduse puhul
aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse pinna
jaoks, mis on teada. Tosi kiill, liikumisvorrandid ise on sel juhul “pi-
sut” keerukamad. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadeldava
kirjelduse vahel kaob.

1.2.15 Energia ja entroopia

Keskkonnale (v6i tema osale voi kehale) rakendatud pind- ja ma-
hujoud pohjustavad tema osade liikumist. Liikumise olemus séltub
keskkonna (voi keha) omadustest. Néiteks deformatsioon, jiiga ke-
ha liikumine, vedeliku voolamine. Seega teevad keskkonnale raken-
datud joud t66d ja keskkond omandab energiat. Nimetatud ener-
giale voib liituda veel muu péritoluga energiaid (néiteks soojus-
energia, keemiline energia jne.). Pideva keskkonna mehaanika pu-
hul piirdutakse muude energiate osas tavaliselt vaid soojusenergia-
ga.Summaarne energia'® on seega pohjustatud soojusenergiast ja
vilisjoudude t6ost. Osa sellest summaarsest energiast <kulutatak-
se> kineetilise energi kujul (néiteks keskkonna deformeerimiseks voi
vedeliku voolamiseks). Ulejadnud osa summaarsest energiast kuju-
tab endast vaadeldava keskkonna (kui mehaanikalise siisteemi) si-

18] k. Total energy
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seenergiat'®. Deformeeruva keha puhul voib siseenergia koosneda
niiteks soojusenergiast ja deformatsioonienergiast, vedeliku voola-
misel aga soojusenergiast ja viskoosse dissipatsiooniga seotud ener-
giast.

Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom —
energia jadvuse seadus

Globaalne energia jaidvuse seadus (termodiinaamika I sea-
dus): Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirus vordub
valisjoudude poolt ajaiihiku jooksul tehtud t66 (vélisjoudude voim-
suse) ja ajaiihiku jooksul keskkonda sisse tulnud voi sealt lahkunud
soojusenergia summaga —

K+E=W+Q. (1.118)

Kineetiline energia: Keha (mahus v sisalduva massi 1) kinee-
tiline energia®® (d9N = pdv)

1 1 1
K= 3 /,OUdeU =3 /pv -vpdu = 5 /pgklvkvlpdv. (1.119)

Siseenergia: Kui on teada siseenergia tihedus ¢ (iithikmassi koh-

ta), siis
E:/ sdi))"(z/psdv. (1.120)
m v

191, k. Internal energy. Siseenergia moiste vottis 1851. a. kasutusele W.
Thomson sénastamaks termodiinaamika I seadust.
201.k. kinetic energy
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Vilisjoudude t66 ajaiihikus (vilisjoudude véimsus):

W:/t’"pvpdamL/pfpvde:/t(n)-vda+/pf~vdv. (1.121)
s % s %

Siin elementaarpind da = dx() X dx@@ = nda = dag® ja
day = da - gy.

Ajaiihiku jooksul keskkonda sisse tulnud vo6i sealt lahku-
nud soojusenergia: Soojuse juurdevool koosneb kahest osast: (i)
soojuse juurdevool ldbi pinna S kehasse V ja (ii) keha siseallikaist
toodetud soojus, st.,

Qz/quap+/phdvz/q-nda+/phdv. (1.122)
s % S Y

Siin q = ¢”g, on soojuse juurdevool ehk soojuse voog pinnaiihiku
kohta ja h — keha siseallikaist toodetud soojus massiiithiku kohta.

Lokaalne energia jaadvuse seadus

pé = t"dy, + ¢°., + ph. (1.123)

Esitatud diferentsiaalvorrand véljendab lokaalset energia jddvuse
seadust ja teda nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferent-
staalvorrandiks. Kuna arvesse pole voetud energia jaotust elemen-
taarmahu pinnal, siis voidakse siia lisada veel iiks ¢”,, tiiiipi liige.
Viimases avaldises esinevat mehaanikalist energiat

¢ = td,, (1.124)

nimetatakse ka pinge voimsuseks, sest ta iseloomustab pinge poolt
deformeerimisel voi voolamised tehtud t66 muutumise kiirust.
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Potentsiaalne energia

Vaatleme juhtu, kus mahu- ja pinnamomendid puuduvad (nn. mit-
tepolaarne juht) ning vélisjoud f, (massijoud) on statsionaarsed ja
avaldatavad 14bi potentsiaali U(x), st. f, = —U,. Seega potent-
siaalne energia

U= /pUdv (1.125)

Vilisjoudude voimsuse avaldisele (1.121) saab niiiid anda kuju
W = / t"Puyda, — U (1.126)

ja globaalsele energia jadvuse seadusele (termodiinaamika esimene
seadus) kuju

K+&E+U= /trpvpdaerQ. (1.127)
Antud kujul védidab termodiinaamika esimene seadus, et koguener-
gia muutus vordub pindjoudude véimsus pluss soojuse juurdevool
ajaithikus. Kui p.p. on null, siis

K+ &+ U = const. (1.128)

Selline olukord esineb kui keha on isoleeritud (st. @ = 0) ja pin-
najoud ja/voi kiirused on nullid v6i omavahel risti.

Entroopia

Entroopia on termodiinaamiline olekufunktsioon, mis iseloomus-
tab energia poordumatut hajumist. Tihti defineeritakse entroopiat
ka kui suurust millega moddetakse siisteemi korrastamatuse astet.
Energia ja entroopia konteseptsioonid on termodiinaamika alusta-
lad. Termodiinaamika esimene seadus — energia jadvuse seadus



1.2.15. Energia ja entroopia 42

— sétestab, et materiaalses siisteemis muutub energia iihest vor-
mist teise kuid ei teki juurde ega kao. Samas ei sitesta see sea-
dus, mis vormis selline energia muutumine ehk iilekanne toimub.
Niiteks ei anna termodiinaamika esimene seadus informatsiooni sel-
le kohta, kas selline iilekanne on péoratav voi poordumatu. Viimane
kiisimus energia iilekande péoratavusest on eriti tdhtis juhtudel, kus
on vaja teada energia hulka, mida on voimalik vaadeldava siisteemi
puhul kasutada. Entroopia kontseptsioon tuuakse sisse selleks, et
modta energia hulka, mis on podrdumatult muundunud kasutata-
vast vormist kasutamatusse. Viimase all tuleb moista seda hulka
energiast, mida pole enam voimalik muundada (mehaanikaliseks)
tooks. Naiteks, kui deformeeruvale kehale mojub joud, siis keha
(iildjuhul) deformeerub. Viimase protsessiga kaasneb alati teatav
temperatuuri tous (soojusenergia juurdekasv). Sellist soojusenergia
kasvu deformeerumisprotsessis iseloomustabki entroopia.

Stisteemi summaarne entroopia:

H:/pndv, (1.129)

kus 7 on erientroopia ehk entroopia tihedus (massiiihiku kohta)?!.
Tema dimensioon dim(7n) = (energia)/(mass - temperatuur)

Termodiinaamika teine seadus

Entroopia tootmise kiirus:
: P h
N:H—/%M—/%MZO (1.130)

Klassikalised sonastused: 1) Clausius: soojus ei saa iseenesest min-
na kiilmemalt kehalt soojemale; 2) Kelvin: protsessid, mille ain-
saks tulemuseks on keha jahtumine ja selle arvelt saadav t66 pole

211.k. specific entropy or entropy density

1.2.15. Energia ja entroopia 43

voimalkud; 3) Carathéodory: iga termodiinaamilise oleku timbruses
eksisteerivad nn. naaberolekud, kuid iileminek iihest naaberolekust
teise pole voimalik adiabaatilise protsessi kéigus.

Termodiinaamiline olek

Termodiinaamika iiks pohieeldus viidab, et igal materjali jaoks lei-
dub iiks ja ainult iiks funktsioon, mida nimetatakse siseenergia ti-
heduse funktsiooniks ja mis on esitatav kujul

e=¢e(n,vi,... ,Vp, X). (1.131)

Siin 7 on erientroopia ja suurused v, kujutavad endast mehaanika-
lisi, keemilisi, elektromagneetilisi jne. parameetreid, mis iseloomus-
tavad siisteemi termodiinaamilist kditumist. Suurusi 7 ja v, nime-
tatakse termodiinaamilisteks olekumuutujateks ning nad méadravad
siisteemi termodiinaamilise oleku materiaalses punktis X. Kuna si-
seenergia tiheduse funktsioon ¢ iseloomustab vaadeldava materjali
sisemist ehitust, siis nimetatakse teda olekufunktsiooniks.

Temperatuur ¥ ja termodiinaamiline pinge 7 on defineeritud
jargmiselt —
def O . def O¢
= — ja 7% = —.
an A,

Seega fikseeritud materiaalse punkti jaoks avaldub siseenergia tihe-
duse 16pmata viike muut kujul

(1.132)

de = Ydn + %dv,. (1.133)

Viimane on tuntud kuiGibbs’i vorrand [1873].
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1.2.16 Pidevustingimused ehk
sobivustingimused

Kolmemootmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (soltu-
matut) komponenti seotud siirdevektori kolme komponendiga 1dbi
kuue vorrandi (vt. (1.46) 1k.17). Néiteks,

2Fk; = Cky — Grp = 2E1x = Ugp + U + GMN U Unr.

(1.134)
Kui on teada siirdevektori komponendid Ug, siis valemi (1.134)
pohjal saab méaarata kas tensori C'ir, vOi i1, kuus komponenti. Kui
aga on vastupidi, st., et teada on tensori C'xy, voi Fi kuus kom-
ponenti, siis on meil kolme tundmatu méidramiseks kuus vorrandit.
Jarelikult on meil tegu iileméédratud siisteemiga. Selleks, et siirde-
komponendid Uy oleks iiheselt méiratavad ja pidevad (siirdevili
peab olema iiheselt madratud ja pidev) tuleb niitid deformatsiooni
tensori komponentidele peale panna lisatingimused, mis viélistaks
nende meelevaldse valiku. Neid tingimusi nimetatakse pidevustin-
gimusteks ehk sobivustingimusteks*?. Kui siirdekomponendid Ug
on ette teada (siirdekomponendid on valitud pchimuutujateks) siis
on kooskoélatingimused automaatselt tdidetud. Kui aga pohimuut-
jateks on deformatsioonitensorid, siis on sobivustingimustel téita
oluline roll.

Avaldised

€km;ln + €inskm — Clm;kn — ekn;lm+

-1
+ ™ [(emq;l + Cigin — el?n;q) (ekp;n T+ Cnpik — ekn;p) - (1.135)

- (elq;n + Cngyl — eln;q) (ekp;m + Cmpsk — ekm;p)] =0,

-1 : : L . : o :
kus ¢P?on Fingeri deformatsioonitensor, esitavad pidevustingimusi
Euleri deformatsioonitensori jaoks.

221.k. compatibility conditions
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Kui avaldistes (1.135) asendada tensor ey, lineaarse teooria defor-
matsioonitensoriga ej; = %(uk;l + uy,) ning hiiljata koik mitteli-
neaarsed lilkkmed, saame lineaarse teooria (lopmata viikeste defor-
matsioonide) sobivustingimused —

€kn;lm + €lm;kn — €kmsin — Clngkm = 0. <1136)

Saadud 81 vorrandist vaid 6 osutuvad lineaarselt séltumatuteks.
Tasapinnalise deformatsiooni puhul jadb neist kuuest jarele vaid
iiks vorrand.

1.2.17 Olekuvorrandid

Olekuvorrandid on vaja sisse tuua selleks, et saada vordseks tund-
matute arv ja vorrandite arv. Meil on kaheksa vorrandit: massi
jaavus — 1 vorrand; Cauchy I ja II liikumisseadus — 3 + 3 vorran-
dit; energia jadvus — 1 vorrand. Eringeni jérgi on tundmatuid
kakskiimmend viis: tihedus p — 1; kiirusvektori komponendid v;
— 3; pingetensori komponendid t“— 9; momentpingetensori kom-
ponendid m¥ — 9; soojuse juurdevool ¢* — 3. Lisanduda vé&ib veel
elektrilisi ja keemilisi muutujaid. Kui tegu on nn. mittepolaarse
juhuga, siis vdheneb tundmatute arv iitheksa momentpingetensori
komponendi ja kolme pingetensori komponendi vorra ning samas
vorrandite arv kolme vorra (Cauchy II liikumisseaduse arvelt, mille
pohjal peab pingetensor olema siimmeetriline). Seega antud juhul
on viis vorrandit ja kolmteist tundmatut.

Nimetatud vorrandid kehtivad suvalisest materjalist keskkonna pu-
hul, olekuvorrandid kirjeldavad aga konkreetse keskkonna omadusi.

Olekuvorrandidite tuletamise meetodid:

(i) statistilis mehaanikaline — arvestab keskkonna koosnemist
osakestest;
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(ii) puht matemaatiline — oige arv vorrandeid tagab fiitisikaliste
nahtuste iihese kirjelduse;

(iii) termodiinaamiline — arvestab eeskétt soojuse ja temperatuu-
rli moju;

(iv) pideva keskkonna fiiiisikal baseeruv meetod — arvestab koiki
kolme eeltoodud meetodit.

Olekuvorrand kirjeldab teatavat idealiseeritud materjali. Et see kir-
jeldus oleks adekvaatne, peab ta lahtuma teatavatest printsiipidest.

1. Vilistamise ehk hiilgamise printsiibid

(a) Parilikkuse (mélu) arvestamine
(b) Umbruse printsiip

(c) Vordse kohaloleku ehk soltumatute olekuparameetrite
valiku iihesuse printsiip

(d) Unifitseerimise printsiip

jne.
2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes
3. Ruumiline invariantsus
4. Materiaalne invariantsus
5. Mootiihikuist soltumatuse printsiip

6. Sobivusnouded
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Greeni meetod

e Lihtub hiiperelastse keha mudelist — siseenergia on funkt-
sioon deformatsioonist. Naiteks

PoE = E(XKa $k;ng707 GKaxk,K)
voi (1.137)
poc = X(XX, 1,11, III),

kus I,II ja III on invariandid iihest deformatsioonitensorist

-1
KL ki pKL M ~
(CHE ) ERE ) ¢™ ) jne., jne.).

e Elektrilised, keemilised ja termodiinaamilised né&htused
hiiljatakse.

e Eeldatakse, et eksisteerib nn. loomulik olek.

e FEeldatakse, et dissipatsioon puudub.

Cauchy meetod

1. Lahtub ideaalselt elastse keha mudelist — pinge soltub vaid
deformatsioonist, st. eeldatakse, et pinge on deformatsiooni
funktsioon.

2. On iildistatav ka dissipatiivsele siisteemile.
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1.3 Elastsusteooria pohivorrandite
siisteem

1. Massi jaadvuse seadus: Lokaalne massi jadvuse seadus on
esitatud kas Lagrange’i voi Euleri koordinaatides:

e materiaalne pidevusvorand?® —

1
L /L = : (1.138)

e ruumiline pidevusvérand® —

dp kY _
i ("), =0. (1.139)

2. Cauchy I ja II liikumisseadus. FEuleri koordinaatide korral
on Cauchy I liikumisseadus esitatav kujul

Mo+ p(ff—d) =0 wvoi
thha+p(fr—ap) =0  véi (1.140)
tlk;l +p (fk - ak) =0

ja Cauchy II liikumisseadus kujul
=% vei R =" (1.141)

Loomulikult saab Cauchy I ja IT liitkumisseadust esitada ka Lagran-
ge'i koordinaatides (vt. alajaotus 1.2.14 1k. 36).

231. k. Material equation of continuity
241, k. Spatial equation of continuity
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3. Keskkonna olekuvorrandid. Naitena vaatleme kahte isot-
roopset keskkonda iseloomustavat olekuvorrandit.

e Kokkusurutav keskkond — Fingeri olekuvorrand (vt. Pideva
keskkonna mehaanika loengukonspekt).

t5, = b_y ¢ k) + bod®, + bycky, (1.142)

( 3 0% 2 0¥
by =2(Ill,)? = ,
! (L) oll. I, (91761

0% )
by = —2+/111. (Hc(?I—IC + IHC@I—HC)

5 ( 9% o5 ) (1.143)

I, + 11T,
\ /III—Cl

¢ (9H_Cl c 8III_01
()Y )y
by = —2\/11108—16 = -2 III—Cl (911,01'

\

e Kokkusurumatu keskkond — Ariano-Rivlini olekuvorrand
(vt. Pideva keskkonna mehaanika loengukonspekt).

0¥ -1, o
_9
oL, € oL,

tkl = —pékl + 2 Ckl. (1144)

Isotroopse materjali korral on loomulik eeldada, et t, > t3 alati kui
Ao 2> Ag. Seetdttu peavad olekuvorrandid rahuldama lisatingimusi

0 kui Ag#A\
0% | |5 0% {> i Ag£ A, (o, 8,7 #) (1.145)

81_01 a(?H_cl > 0 kui )\ﬁ = )\7 (Od,ﬁ,")/ 7£)

Lisakas iilaltoodud vorranditele tuleb voi saab  kasutada
alljargnevaid seoseid ja tingimusi.
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.
e Deformatsioonitensorid —
on = G X® X",
—1kl KL_k I (1.146)
c" =G "2t g g
e Kiirus ja kiirendus —
Du*  ou
k kol
— = — . 1.147
Di ot Y (1.147)
DvF v
k kol
= = — 1.148
Dr ot UM (1.148)
5. Alg- ja rajatingimused.
e Kui keha pinnal S on pinged tk(n) teada, siis
"y = t*n; = s, pinnal S. (1.149)

e Kui teame pinna S siirdeid, siis voime kirjeldada kas 2 voi
u”* pinnal S.

e Voimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapin-
nal on antud siirded, osal pinged.

e Algtingimused

(X, 0) = 2%, (X, 0) = vp* (1.150)

kirjeldavad olukorda kehas alghetkel ¢ = 0.

6. Pidevus- ehk sobivustingimused. Juhul kui péhimuutuja-
teks on deformatsioonid vo6i pinged, voi kui teoorias esineb olulisi
lihtsustusi (néiteks plaatide ja koorikute teoorias), ldheb iildjuhul
vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi (vt. alajaotus 1.2.16).
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