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Peatiikk 2

Valik teemasid
mittelineaarsest
elastsusteooriast

2.1 Homogeenne ehk iihtlane defor-
matsioon

See on iiks lihtsamaid iilesannete klasse elastsusteoorias Valime
DRK, st. x, = 2, ja Xk = Zk. Uhtlasi koab erinevus ko- ja kontra-
variantsete koordinaatide vahel ning edaspidi on selles paragrahvis
indeksid all.

2.1.1 Pohiseosed
Homogeenset deformatsiooni esitab teisendus

T — AkKXK7 (21)

kus Agx on konstantne ja mittesingulaarne tensor. Vastav /
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poordteisendus

—1
XK = Akak (22)

-1
ja A Ak = 0. Cauchy deformatsioonitensor ja vastav
poordtensor olid defineritud kujul

. _1kl
Crl = GKLXK,kXL,l Ja ¢ = GKLZL"k,Kl“z,L-

DRK puhul teatavasti Gxr, = GEE = k1 ja g = g™ = 6. Seega

-1 1 B
e =0k Ak AL ja Clkl = dx LAk AL (2.3)

Lokaalse massi jadvuse seaduse pohjal

P L = ]ew| =

Po

Seega on homogeenne deformatsioon isohooriline parajasti siis kui
-1

AKk

—1
Al - (2.4)

= 1. Pingete ja deformatsioonide vahelist seost esitav ole-

kuvorrand on saadud Greeni meetodil (vt. 1k.47). Eeldame, et sise-
energia on esitatav kujul poe = X(I, IL, III), loeme keskkonna isot-
roopseks ja lahtume jirgmistest olekuvorrandeist (I = Ly, .. )

(a) kokkusurutav keskkond —

1
tht = b_1 € 1 + bodry — bick, (2.5)

kus fenomenoloogilised kordajad

( B 2 8_2
1T VI a1
9 B> B>
_ ox ou 2.6
b= —— (11 o T am) (2.6)
B)
| = 2V~




2.1. Homogeenne ehk tihtlane deformatsioon 53

(b) kokkusurumatu keskkond —

00X -1 0
t = _pakl + Qﬁ Crl — 2ﬁ0kl’ (27)

kus p on hiidrostaatiline surve.

Asendades deformatsioonitensorid (2.3) olekuvorrandeisse (2.5) ja
(2.7) saame kokkusurutavale keskkonnale vorrandi

1 -1
tit = b_10k L Ak A + bodry + 010k Ak AL (2.8)
ja kokkusurumatule keskkonnale
ox ox -1 -1
ti = —pOw + 20 Arx Air — 2=k A AL (2.9)

ol oIl

Vaadeldaval juhul, st. homogeense deformatsiooni korral, on nii
-1
tensorid Argx ja Ak kui fenomenoloogilised kordajad b_q1, by ja

b, konstantsed. Pinge-deformatsiooni seoste (2.8) ja (2.9) korral
on tasakaaluvorrandid (Cauchy I liikkumisseadus (1.140) juhul kui
f =a=0) ty, = 0 kokkusurutava keskkonna puhul automaat-
selt rahuldatud ja kokkusurumatu keskkonna puhul kui p = const.
Jargnevalt vaatleme moéningaid erijuhte.

2.1.2 Puhas homogeenne deformatsioon

Puhta homogeense deformatsiooni! puhul on deformatsioon kirjel-
datud kujul

ehk

A =\ =1 kui k=K
{ kK k + e, ul (2.1”

Ak:K:07 kui k#K

1. k. Pure homogeneous strain
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—1
Seega tensoreile Apx ja Ak vastavad maatriksid

M O 0 » /A 0 0
[AkK] = 0 )\2 0 ja lAkK] = 0 1/)\2 0
0 0 X 0 0 1/Xs
(2.12)

.. ) . ) .1
Ulesanne: Leida deformatsioonitensoritele ¢ ja ¢y vastavad
maatriksid!

(2.13)

Invariandid:
[=1, =X+ +A,
[T =11, = APAS + A5A35 + A3AT, (2.14)
I = I, = APAAS.

Niiiid saame vorrandist (2.8) kokkusurutava materjali jaoks

( 1 [ox %] )
t11 = 2) T2 2402 2] f o=
H 1{)\2)\3 Kl + (et X) | T 38111}’
1 [ox %] )
fay = 2 T2 2 2] g 2=
] 2{A3>\1 o0 TNt A) g s lam}’ (2.15)
1 [ox %] )
—9 - 2 2\ 7~ =
fss A?’{AMQ ar T ) o +)\1)\28HI}’
(=0, k#l
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Kokkusurumatu keskkonna puhul III = A AA3 = 1 ja valemist
(2.9) jéreldub, et

0¥x 2 0%

o~ ar (2.16)

t@ = —p-l— 2)\%

2.1.3 Tomme

(Lihtsa) tombe? puhul on kaks normaalpinge komponenti nullid ja
vastavad pikenemiskoefitsendid on vordsed, néiteks t9s = t33 = 0
ja Ay = A3. Seega saavad kokkusurutava materjali olekuvorrandid
(2.15) kuju

105 9%, 0%
TIPS W QiR i I el
= (A% o1 "am " 23111)’

1 0% (M ) 0% ox.
- L (A 9%
T ( ) T

(2.17)
0

N ) or 230

Vorrand (2.17), seob omavahel pikenemiskoefitsendid A\ ja Ay =
A3. See on transtsendendentne vorrand, mille lahend Ay = f(\1) va-
jab igal juhul tdiendavat uurimist, sest (vihemalt Eringeni pohjal)
ei pruugi ta olla iihene ja reaalne.Seega voib tasakaal soltuda
néiteks koormuse rakendamise viisist.

Kokkusurumatu keskkonna puhul annab t99 = ¢33 = 0 asendamine
vorrandeisse (2.16) hiidrostaatilise surve

_20% ) oy
T\ 01 Lorr

1\ /02 10%
_ 2 _ = -~ o=
=2 (Al )\1> (81 DY au) (2.19)

21. k. Simple extension

p (2.18)

ja pinge
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Kokkuvottes on olukord kokkusurumatu materjali puhul vorrel-
des kokkusurutava materjaliga monevorra lihtsam, sest pinge t1y
soltub vaid pikenemisest ;. Kokkusurutava materjali puhul aga
lisaks ka pikenemistest Ay = A3, kusjuures A\; ja Ay vahelise seo-
se madramine voib osutuda {ipris komplitseerituks. Enamgi veel, et
tagada vaadeldava kokkusurutava materjali puhul kindla suurusega
pikenemine, voib osutuda vajalikuks pindkoormuse rakendamine.

2.1.4 Hidrostaatiline surve

Hiidrostaatilise surve® puhul A\, = K ja ty = —pdy. Seega saame
vorrandeist (2.15) avaldada surve
1 0% 00X 00X
=2 == +2K—— + K*—— | . 2.20
b (K ar T am T 8111) (220)

Kuna IIT = I1, = 1/IIL, = A2M\3\2 = K° ja p/po = VIIL, siis

K = {/po/p. Seega nii deformatsioonitensori ¢ invariandid kui
siseenergia avalduvad tiheduse p funktsioonidena (I = I(p),..., 2 =
¥(p)) ning ka olekuvorrandi (2.20) iildkuju on p = p(p).

2.1.5 Nihe

(Lihtsa) nihke* puhul deformeerub ruut O ABC réépkiilikuks O Abe
(vt. joonis 2.1). Niiiid kirjeldavad deformatsiooni seosed

= X'+ KX? 2?=X?% 2P =X3 (2.21)
kus K = tan~y. Seega valides
1 K 0 . 1 =K 0
[Aiz) =10 1 0| ja [AlL] 0 1 0 (2.22)
0 0 1 0 0 1

31. k. Hydrostatic pressure
41. k. Simple shear
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2
XA x2

Joonis 2.1: Nihe

saame ka nihke puhul esitada deformatsiooni kujul (2.1), st. ka nihe
on vaadeldav homogeennse deformatsioonina ja vastavalt avaldiste-
le (2.3) avalduvad Fingeri ja Greeni deformatsioonitensorid kujul

1 1+ K2 K 0 1 —-K 0
[’ckl]z K 1 0| ja [ew]=|-K 1+K2 0
0 0 1 0 0 1

(2.23)

Fingeri deformatsioonitensori _clkl invariandid
[=11=3+K? ja Il = 1. (2.24)

Viimane vordus viitab isohoorilisele deformatsioonile.

Asendades avaldised (2.22)—(2.24) olekuvorrandeisse (2.5) ja arves-
tades vorduseid (2.6) saame pingetensori komponendid
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( % ) )Y

o 2\ 7~ 2\ 7~ =
tn=2(1+K?) 5 +2(2+K>8H+28HI’

ox oY oY
t —28—2+2(2+K2)8—2+28—E 22
P oI “orr’
oY, 0¥

\t12:2K<ﬁ+ﬁ>’ tog = t31 = 0.

Deformeerunud pinna Ac iithiknormaali n projektsioonid koordinaa-
telgedel (vt. joonis 2.1)

{m = cosy = (1 +K2)(_1/2),

B (2.26)
ng = —siny = —K (1 —i—Kz)( 1/2) ,ng = 0.

Keha pinnal mojuva pingevektori koordinaattelgede sihilised kom-
ponendid on esitatud valemiga tym) = trmy (n on pinna normaal
ning indeksid on all, sest kasutame DRK). Seega,

.

_ 212 (08 0¥ | 0¥
fim = 2 (14 K7) (81 2o o )
< _ o (-1/2) (0% 9% (2.27)
lom) = 2K (1 + K ) Bli + a1 )
( L3(m) = 0.

Normaal- ja nihkepinged (tangentsiaalpinged) tahul Ac

'N:t(n)-n:tk(n)nkz

_ 2\ (=1/2) 8_2 2 8_2 2 8_2

=2(1+K?) laI+(2+K)aH+(1+K)aIH
o8 08
oI  oIl)’

T = t(n) -m = tk(n)mk = 2K (1 + K2)71 (
\

(2.28)
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kus m; = ny ja my = —ny. Deformeerumata pindadel X? = const.
ja X3 = const. majuvaid pingeid saab leida otse valemeist (2.25).

Leitud pingeavaldistest nahtub, et vastupidiselt lineaarsele teooria-
le, pole antud juhul véimalik saavutada nihkeseisundit vaid nihke-
pingete rakendamisega kuubi tahkudele. Antud juhul tuleb nihke
saavutamiseks lisaks pingetele t9; = t15 rakendada ka normalpin-
ged pinged tx, (vt. valemid (2.25)). Viimased v6ib omakorda jagada
kahte ossa:

(i) ruumala muutust — Kelvini effekti — é&ra hoidev
hiidrostaatiline tdmme, mis on vordne normaalpingega tos;

(ii) keha proportsioonide muutust — Poyntingi effekti —
drahoidev osa tg; — ta2.

Kokkusurumatu materjali puhul ldhtume olekuvérrandist (2.7) ning
valemeist (2.23) ja (2.24) ning saame pingetensori komponendid
kujul

()Y 0x

= — 2— = —D — 2— = —
tll =P + 2K ol ) t22 p 2K aII? t33 D,
(2.29)
t1o = 2K o + 0% t31 =130 =0
12 — aI 811 3 31 — 32 — Y.

Valides viimastes vorrandites p = 0 saame pinnad X2 = const.
pingevabaks.

Kokkusurumatu materjali puhul loomulikult ei esine Kelvini effekti,
kuid Poyntingi effekt on endiselt esindatud (vt. t1; ja teo avaldisi).

Nii kokkusurutava kui kokkusurumatu materjali puhul

tll — t22 = Ktlg. (230)
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2.2 Ringsilindri vaine

Ringsilindri ehk {imarvarda (iihtlast) viifinet® esitab deformatsioon
r=R, 0=0+4+KZ, z=12, (2.31)

kus K on vadne varda pikkusiihiku kohta. Antud juhul Euleri koor-
dinaadid z* < 7,9,z ja Lagrange’i koordinaadid X* < R,©, Z,
kusjuures vastavalt definitsionile (2.31) r = R.

Joonis 2.2: Umarvarda vaane

Silindriliste koordinaatide puhul meetrilised tensorid

10 0 1 0 0
lgu] = [0 r* 0] ja [Gwxr]= [0 R* 0O (2.32)
0 0 1 0 0 1

. . . . —1
Deformatsioonitensorid cx = G X% (X1 ja = GREgF ol 1.

Kuna antud on litkumise Lagrange’i kirjeldus, siis leiame algul oM

°1. k. Uniform torsion of a circular cilinder
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[‘cl’fl]: N (2.33)

Kuna kasutatavad olekuvorrandid on esitatud segatensorite jaoks,
siis tuleb jargmisena leida ok

Ckli

)
| = Gim ¢ "™ ja viimase poordtensor

{_clkl}: R I T [ckl}: cee e e (2234)

1k

Fingeri deformatsioonitensori ¢ *; invariandid

[=1=3+K*? ja Ill = 1. (2.35)

Seega on deformatsioon isohooriline ning seetottu vaatleme siin vaid
kokkusurumatut materjali. Parast indeksite iilestostmist saame ole-
kuvorrandist (1.144)

( ox ox
th=—pt2—-2—=
PEEoT T o
o o
r2t22:—p+2(1+K2r2)ﬁ—2ﬁ7
< 3 = — +28—Z—2(1+K2r2)a—E (239
R oI’
oY, 0%
2B _op (22 L 22 31 _ 421 _
t (8I+(’9H)’ =11 =0

\
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Homogeense deformatsiooni puhul (vt. lk. 53) olid Cauchy liiku-
misvorrandeist saadud tasakaaluvorrandid (p = const.) puhul au-
tomaatselt rahuldatud, niiiid see aga nii pole. Cauchy I liikumis-
seaduse (1.107), pohjal omab tasakaaluvérrand omab kuju

t*, =0. (2.37)
Meil tuleb leida®
= (2.40)
Seega tuleb leida jargmised kovariantsed osatuletised:

2 = (2.41)

\ tgl;l =

Viimaste valemite tuletamisel on arvestatud, et avaldiste (2.36)
pohjal 7222 = t1 42K %222 ja 133 = 1 —2K%? 22 Kuna avaldiste
(2.35) pohjal soltuvad invariandid I ja II vaid koordinaadist r, siis

saavad tasakaaluvorrandid (2.41) olla rahuldatud vaid juhul kui

5Kontravariantse tensori kovariantne tuletis —
LTS N VS N L (2.38)
m m mn mn '

Christoffeli siimbolid silindriliste koordinatide 7, ¢ ja z puhul —

1 2 2 Lo kol _
{22} - {12} - {21} = hoik teised {lm} - (239
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( tll

o s O\ . ., 0%
w_
o0, ’ Dz

Seega soltub hiidrostaatiline pinge p vaid koordinaadist r ja seega
saab ta médrata integreerides avaldist (2.42),, st.

p=2 (86—? o / r—dr) + Ch. (2.43)

Konstandi C; madramiseks kasutame tingimust ¢;; = 0 silindri pin-
nal r = a, st. avaldiste (2.36), ja (2.43) pohjal

C, = 2K? / T—dr (2.44)

Asendame viimase vordusse (2.43), ning tulemuse omakorda aval-
distesse (2.36) ning saame

= —2K2/ r—dr

)y RENO)Y
r?t? = 2K? <r2%—1 — raa—Idr> ,

33 = —2K? ( BT / r—dr) ,

oy 0¥
23 _ 31 _ 421 _
\t —ZK(aI—f-aII) L t 0.

(2.45)

Peatiikk 2. Valik teemasid mittelineaarsest elastsusteooriast 64

Silindri vabal otsal z = [ on ithiknormaal n = (0,0, 1). Seega pin-
gevektori t(,) komponendid t’("n) = tFlp,
by =0, Ty =17, tly =1 (2.46)
Jarelikult radiaalne pinge puudub, kuid eksisteerivad tangentsiaal-
ne pinge (nihkepinge) ja silindri telje sihiline normaalpinge. Viima-
se labi ilmnebki Pointingi effekt. Kuna eksperimentide pohjal on
tuletised 82 T ja aH ~ mittenegatiivsed, siis on pinge 3 < 0. Kui var-
da otsa ei rakendata seda pinget tasakaalustavat normaaljoudu, siis
silindriline varras piiiiab vé&ndel litheneda. Lineaarses teoorias nor-
maalpinged *£ hiiljatakse kui 16pmata viikesed (vérreldes pingega
£23).
Silindri otspinnal md&juvate pindjoudude summaarse moju (pea-
vektori ja peamomendi) leidmiseks on vaja teada pingetenso-
ri fiitisikalisi komponente. Teatavasti on kontravariantse tensori
fiitisikalised komponendid defineeritud jargmiselt

t(k)(l) = w/gﬂgﬁtkl. (247)

Seega t(l)(l) = t117 t(2)(2) = 7”2t22’ t( )(3) — t33 Ja t( )(3) = 7"t23 nlng
otspinnal mdjuvate pindjoudude (0, rt?3, t33) peamoment ja peavek-
tor avalduvad kujul

M, = 27r/ 323 dr,
0

. (2.48)
N = 27r/ rt33dr.
0
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2.3 Ploki paine

Vaatleme ploki (tala) painet’. Lagrange’i koordinaatideks on vali-
tud DRK (X! = X, X? = Y, X3 = Z) ja Euleri koordinaatideks
silindrilised koordinaadid (z! = r, 2% = 9,2 = 2).

2

Z A
Y
A
B b
-a 0 a X 0 Tl
c— D

Joonis 2.3: Ploki paine — tasandid X = —a ja X = a deformee-
ruvad silindrilisteks pindadeks » = r; ja r = ry; tasandid Y = +b
tasanditeks ¥ = +1y; tasandid Z = const. tasanditeks z = const.

Joonisel 2.3 kujutatud deformatsioon on kirjeldatav valemitega

r= f(X), v =g((Y), z=h(Z). (2.49)

"I. k. Bending of a block. Vt. ka pideva keskkonna mehaanika loengukons-
pekt paragrahv 2.10
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Meetrilised tensorid

GKL = GKL = 5KL7

1 00 1 0 0

lgu] = [0 7% 0], ("] = [0 =2 0

0 0 1 0o 0 1
Deformatsioonitensorid ¢ = Grr X* . X1, o = GRExk wal

ja ok, = glm_clkm. Kui tahistame f' = 0f/0X, ¢ = 9g/0Y ja

h' = 0h/0Z, siis

700
[ka}: 0 g/ 0 )
0 0 W
(2.50)
0 0 0
{‘Clkl]: 0 ... 0 ,{—gkl]: 0 0
0 0 0 0

. . Rt Y . .
Deformatsioonitensori ¢ ¥, invariandid (arvestades, et r = f)

I = f/2 +7’2g'2 + h/2 _ f/2 + f29/2 + h/2,

I = f’27’29’2 + f/2h/2 + 7“29/2h/2 _ f2f/2g/2 + f/2h/2 + JcQg/?h/?7

I = f’27’29’2h’2 _ fo/ZQIQhIQ.

(2.51)

Selleks, et protsess oleks isohooriline peab III = 1. See on tagatud
kui ff'=A, ¢ =Cjah’=D=1/AC, kus A, C, D on konstandid.
Seega saame konkretriseerida funktsioonide f, g ja h sisu — tuues
sisse veel iihe konstandi B voime avaldada

r=Vv2AX+B, 9=CY, z=DZ (2.52)

k

. . S . . . . —1 . . .
Deformatsioonitensorid ja deformatsioonitensori c¢*; invariandid
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saavad niiiid kuju

A%/r2 0 0 r?/A* 0 0
rl= 0 e o] [k =] 0 e o
0 0 D? 0 0 1/D?
A? 5 o ) 1 r?
I:ﬁJrC’r +D, HZE—FE—FW, II = 1.
(2.53)

ning konstantide A, B, C' ja D méaramiseks on jargmised valemid
(vt. joonis 2.3)

r3 —ri 3+t C—% Do dab

A= _ _ dab
4a 2 b Do(r3 —r?)

(2.54)

Kuna tegu on isohoorilise deformatsiooniga, siis valime Ariano-
Rivlini olekuvorrandi (1.144) (kokkusurumatu materjali jaoks)

Arvestades deformatsioonitensorite avaldisi (2.53),, on seega pin-
gete ja deformatsioonide vahelised seosed jargmised

( a_ N 24%20% 2?2 0%
O TR e Tk
ox 2 0%
2, = —p+ 202222 — o=
N R & (2.55)
o)y 2 0%
3y = — 2D*— — =
3T TP T e o
[t =0, k#L
Tasakaaluvorrandid tlk;l = 0 saadakse Cauchy I liikumisseadusest
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(1.106). Seega on meil vaja leida kovariantsed osatuletised®
Lol [
tll;l -

tay = (2.57)

tl3;l —

Seega saavad tasakaaluvorrandid kuju
otty tt —t?

! 2 _ ), Ot7y _ O3

or r oY 0z

Vastavalt valemitele (2.53);, . avaldub siseenergia kujul poe =

X(I IT) = (r). Seega valemite (2.58) ja (2.55), ; pohjal ka p = p(r).
Avaldame valemitest (2.55)172

tll —t22 A2 2 82 T 1 82

2 3
o, s _, (2.58)

Teiselt poolt, kuna (I, IT) = 3(r), siis arvestades (2.53);

o3 _ovor ovon _
or Ol or Ollor
th —t%

r

(2.60)

8Segatensori kovariantne tuletis —

Akl;m = Akl,m - {ln }Akn + { k }Anl
m mn

Christoffeli siitmbolid silindriliste koordinatide 7, ¢ ja z puhul —

1 2 2 1 . . El
{22} =—r, {12} = {21} = koik teised {lm} =0.
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Avaldiste (2.58), ja (2.60) pohjal 2 (t'; — X) = 0. Selle integreeri-
misel saame
th =Y+ K, (2.61)

kus K on konstant. Asendades tulemused (2.60) ja (2.61) ole-
kuvorrandeisse (2.55) saame pingetensorite normaalkomponentide-
le? avaldised

(t4, =Y+ K,
A%\ (0% 1) 0%
2 2,2 7 o= 27~ e
) = (m Tg)(al Daﬂ) S K,
A%\ 9% (/0% 0%
3 _ 2 - = 22T
ima (0 B 22 (e sk

(2.62)
Vastavalt saadud avaldistele on pinged koverdunud pindadel r = r;
jar =ry

ti(r) = 2(r) + K ja t'(ry) = X(ry) + K. (2.63)

Kui vaadeldav deformatsioon on saavutatud vaid tala otstesse ra-
kendatud koormuste abil, siis peavad {ilaltoodud pinged (2.63) ole-
ma nullid, st.,

Y(ry) = X(r) = —K. (2.64)

Viimane tingimus téhendab thtlasi, et I(ry) = I(rg) ja II(r;) =

II(ry) , kust
A= Criry, ehk A® = % (2.65)

Seega jadvad vabalt valitaveteks konstantideks néiteks D ja ;.

9NB! Segatensori normaalkomponendid osutuvad ka fiiiisikalisteks kompo-

nentideks, sest

9kk
= tkl —.
@ 9

+(F)
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Paindemoment tala paksususiihiku kohta

72 1 T2
M, = / rttadr = o (1 = 73) K +/ r¥dr (2.66)
71 T1

Kui on teada 3 ja M., siis saab vorrandit (2.66) kasutada raadiuse
r1 maaramiseks.

Deformeerunud oleku neutraalkiht r = ry on méédratud tingimusega
c?y = C?r? = 1. Seega arvestades (2.65) 72 = Driry. Kui D = 1,
siis z = Z = const. ja rg = r17ry. Sama tulemuse annab ka lineaarne
teooria.

Poyntingi effekt avaldub jillegi selles, et pinge t33 pole null.
Jarelikult tuleb puhta painde saavutamiseks rakendada vastassuu-
nalist pindkoormust.
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2.4 Loplik tasapinnaline deformatsioofi

Suur hulk elastsusteooria iilesandeid on oma olemuselt tasapinnali-
sed. Nende lahendamine lihtsustub tunduvalt kui esitada siirdevéli
kujul

" =2%(X1 X%, 2P =)X?, (2.67)

kus A on konstatant. Tasapinnalise deformatsiooni puhul indeksid
a,b, c,d omavad vadrtusi 1 ja 2. Esimene avaldistest (2.67) kirjel-
dab deformatsioone (x!,2?) tasapinnas ja teine iihtlast pikenemist
23 sihis. Siinjuures eeldatakse, et 23 L (z!,2?) tasapinnaga. Sobi-
vaks koverjooneliseks koordinaatsiisteemiks selliste protsesside kir-
jeldamisel on on néiteks silindriline koordinaatsiisteem. Meetriline
tensor ja deformatsioonitensorid on niiiid esitatavad kujul

=[] [ = [l 5] =[5 2

(2.68)

Siinjuures on tensorid ¢, _clab ja ¢, vaid muutujate x' ja 22 funkt-
sioonid. Diinaamika iilesannete puhul voivad z* ja A soltuda lisaks
ka ajast t.

Deformatsioonitensori _clkl invariandid saab niiiid avaldada kujul
1k —la 2 2
[=cs=c%+ X =1+, Il—cl
II=...= NI +1,\% kus L[ (2.69)
I =...=\41,, 270

10T gplikku méistetakse siin kui vastandit 16pmata viikesele. I. k. Finite plane
deformation.
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Cayley-Hamiltoni teoreemi!! pohjal

-1, -1,

CCC b—Ilc b+125b—0‘cd:> (270)

IgCab - 115“b - _Clab (271)

Asendades (2.69) ja (2.71) isotroopse kokkusurutava keskkonna ole-
kuvorrandeisse (vt. Fingeri olekuvorrand (1.142), (1.143) lk. 49),

saame
2 [/8% 0% T L5\ .
Wi K A an) b (ﬁ“” am) 120 b} /

E (8_2 +1 8_2 +1 8_2)
VL \ a1l e T Pl
(2.72)
Niiiid oleks mottekas esitada ¥ = (I, I1, IIT) = X(Iy, Iy, A?). Seega
avaldiste (2.69) pohjal
0¥ 0% 5 0% 0¥ 0% 5 0%
o, —or Tham o, om T A

3y = thy =12, = 0.

ox om0 o8 .
oxr ot | ol ot
Viimase kahe avaldise pohjal
2 o) la
= 2 ( L Py, )
MW, 811 812 (2.74)

$3 _Ea_z
P VL ONY

"'Maatriks [c¥;] rahuldab karakteristlikku vorrandit

=0.

¢t —I.c? +1l,c—II.I=0,
kus ¢ = [c¥;] ja I on ithikmaatriks. Tensorkujul

ko™ — Tk ™ + 11.c — T1L.6F, = 0
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Kokkusurumatu materjali puhul III = M2[, = 1 ja seega ¥ =
(I3, A?) ning analoogselt valemitega (2.74) saame Ariano-Rivlini
olekuvorrandeist (1.144) (1k. 49)

0y -
t% = —pd“y + 28—1 Clab,
! (2.75)
35 = 2A282 % =t3,=0
3= D+ e’ 3 =1t =0.

Cauchy T liikumisseadus t*; + p(f* — a*) = 0 saab niiiid tasakaa-

luvorrandina kuju
%, = 0. (2.76)

Seega tuleb kokkusurutava materjali puhul lahendada voérrand
(2.76) koos olekuvdrrandiga (2.74) ja kokkusurumatu materjali pu-
hul koos olekuvdrrandiga (2.75).

Pindjoud olid esitatud valemiga tk(n) = t*n,. Niiiid
ta(n) = tbanb; t3(3) — ¢33, (2.77)

Jérgnevalt toome sisse Airy’ pingefunktsiooni, et veelgi lihtsustada
tasapinnalise deformatsiooniiilesande lahendamist. Pideva keskkon-

na mehaanika kursuses on niidatud, et tasakaaluvorrandile t*,; = 0
saab anda kuju
0 k - k _ 4kl
9k (\/§t ) = 0, kus pingevektor t* = t"'g;. (2.78)

Antud juhul saame esitada pingevektori kujul

t* = tgy, t3 = t¥gs. (2.79)
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Kuna g ja t* on vaid z' ja 2? funktsioonid, siis lihtsustub (2.78),

kujule
0 o
(Vi) =0, (2.80)

Vorrand (2.80) on rahuldatud kui pingevektori t* avaldada kujul

Al 22 _

t" =€“x,., kus¢ o 5 1 (2.81)

ja x on vektor tasandil 23 = 0, st.

.0y
X = X8 ja 570 =X = X8 (2.82)

Kokku annavad avaldised (2.81), ja (2.82),
t* = e\’ . (2.83)

Kuna kovariantne osatuletis on véetud tasandil, kus z® = 0, siis
saavad Christoffeli II liiki siimbolid kuju

1
{bac} = g*'[be, d] = §g“d (Gbde + Gedp — Ghed) - (2.84)

Avaldiste (2.79) ja (2.83) pohjal pingetensor

% = ey (2.85)
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Cauchy IT liikumisseaduse pohjal peab pingetensor olema
siimmeetriline. See on tagatud, kui tuua sisse Airy’ pingefuntsioon
o(x!, x?) selliselt, et
X" = e 4. (2.86)
Niitid
tab — Ecbéda¢;dc — Ebcead¢;cd‘ (287)
Vorrandi (2.87) lahendi saab esitada kujul

¢;ab = GGCEbdtdc = tcc(sab — tab. (288)

Asendades (2.74), vorrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni aval-
dise kokkusurumatu materjali jaoks

e 2 ) X\ ., 0X-1,
(ZS; b — )\\/E l(llall 12812) ) b 811 C b] (289)

Asendades aga (2.75), vorrandisse (2.88) saame pingefunktsiooni
avaldise kokkusurutava materjali jaoks

()Y 0¥ -1,

= 21 0% — 2— 2.90

¢ % ( p+ 1811) b 81161’ (2.90)

Avaldistest (2.89) on voimalik ellimineerida kas 2 oL = voi g—i kui votta
arvesse, et

2 ()X )
Go=—= L= +2I . 2.91
¢ Wins ( oL 2012) (291)

Vastavad alternatiivsed kujud valemile (2.89) on

a 1 . @ — 2 0X o -1 .
¢;b_§¢;05 )\\/_811< 5b+cb) Ja

1- 4 0% I —
¢, — (5ab — = b) ¢, = VL o% (—515ab+ Clab> :

(2.92)

I AL 0l
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Kokkusurumatu materjali puhul saame vorrandist (2.90)

()Y

= -2 21
¢.% D+ 1811

(2.93)

ja avaldistest (2.90) voime ellimineerida kas p voi g—i. Vastavad
alterrnatiivsed kujud on jargmised:

a 1 c a _ 82 a -1 :
¢;b_§¢;05 2611( 6b_cb) Ja

a a 1 c_2p Ila -1
¢;b—<5b Ilcb)¢ 11(25b Cb)

Kuna saadud vorrandid sisaldavad deformatsioonitensorit _clab, siis
tuleb enne iilesande lahendamist rahuldada pidevus ehk sobivustin-
gimused!?

(2.94)

R< C)klmn = 0. (2.95)
Vaadeldaval tasapinnalisel juhul vaid komponent Ris5 pole sa-
maselt null. Seega sobivustingimuste rahuldamiseks tuleb avalda-

da ¢, avaldistest (2.89) voi (2.90) (voi nende alternatiivkujudest
(2.92) vai (2.94)) soltuvana Airy’ pingefunktsioonist ¢ ning seejérel

-1
asendada saadud tulemus tingimusse R( ‘ ) 1212 = 0. Tulemuseks on
neljandat jarku mittelineaarne vorrand ¢ suhtes. Lineaarses teoo-
rias on selleks biharmooniline vorrand V*¢ = 0.

Jargnevalt piiliame selgitada suuruste x ja ¢ fiiiisikalist sisu.
Leiame summaarse jou millega méjub piirkond 1 piirkonnale 2 1abi
kaare goq;. Joud r on esitatud 2® pikkusiihiku kohta. Lihtume sel-
lest, et

q1
r = —/ t(n)dS. (296)
q0

121, k. Compatibility conditions (vt. pideva keskkonn amehaanika loengukons-
pekt)
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Joonis 2.4: Suuruste x ja ¢ fiiiisikaline sisu — piirkondade 1 ja 2
vastastikune moju.

Kuna
t t* t* _da:b
n = na = Ea
(n) b s
H/_/

Na

Asendades (2.97) ja (2.81) avaldisse (2.96) saame

r=— /q1 €“x ceabd—xbds = — /q1 X »dx’ = x ehk
% T ds w (2.98)

r=X =X = 0 1L0.

(2.97)

Jouga analoogne moment

m = (p"d. — ¢) g, (2.99)

st momendi moodul
m=pid, — . (2.100)
Kui vaadeldava piirkonna rajajoon on koormusvaba, siis x = 0

koigis rajapunktides Seega avaldise (2.98), pohjal ka ¢ = ¢ =0
ja ¢ = const. koigis rajapunktides.
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2.5 Elastsuskonstantide
eksperimentaalne miidramine

2.5.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroop-
seid lineaarselt elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjali-
konstanti — nn. Lamé konstanti — A, ja p. ning olekuvorrandina
tildistatud Hooke’i seadust

1 = Ae€™ 0" + 2pce™;. (2.101)

Nende konstantide méaramine on suhteliselt lihtne. On vaja soorita-
da vaid kaks eksperimenti — tomme ja nihe. Mittelineaarse teooria
olekuvorrandid homogeensele isotroopsele materjalile omavad aga
tunduvalt keerukamat kuju (vt. alajaotus 1.3 lk. 48). Kokkusuru-
tava materjali puhul néiteks

tkl = b_l_Clkl + bgdkl + blckl,

kus konstandid b,, s6ltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I,
IT ja III. Elastsuskonstantide médaramine on siin tunduvalt keeruli-
sem, sest keskkonna mittelineaarsuse tottu ei saa kasutada superpo-
sitsiooni printsiipi. Koefitsendid b, piilitakse méarata l&dbi potent-
siaali 2. See lihtsustab kiill asja, kuid kokkusurutavate materjalide
puhul on praktiliste tulemuste saamine, vihemalt Eringeni andmeil,
iilimalt problemaatiline.

Alljargnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale, mille ole-
kuvorrandid avalduvad kujul (1.144)

thy = —péF 42— ¢t —2—cF, (2.102)

kus invariandid vastavad deformatsioonitensorile Elkl, ¥ = X(L,1I)
ja IIT = 1. Kuna deformeerumata olekus I = Il = 3, siis on leitud,
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et potentsiaali Y voib esitada jargmise rea kujul

Y= f: Apn (1= 3)™(I1 — 3)", (2.103)

m,n=0

kus A,,, on konstandid ja Ayy = 0. Kuna viikeste deformatsioonide
puhul on suurused I — 3 ja IT — 3 viikesed, siis piirdutakse reaga

Y =A0I-3)+ A (Il = 3). (2.104)
Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali
Y= A -3). (2.105)

Selliseid materjale nimetatakse inglise keeles <neo-hookean mate-
rials.> Kui (2.105) ei rahulda siis kasutatakse ka potentsiaali

Y = Ap(I—3) + f(II - 3), (2.106)

kus f soltub vaid argumendist II.

Jargnevalt esitatakse iilevaade moningatest eksperimentidest, mis
algselt on teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased
korraldasid terve rea eksperimente <kummist lehega>, kus tekita-
ti selliseid homogeenseid deformatsioone, kus iiks invariantidest I
voi II omas fikseeritud vaartust. Eksperimentideseeria tulemusena

saadi olekuparameetrite %—? ja 22 ning invariantide I ja II vahelised

soltuvused. Nii suurte kui Véilfééte deformatsioonide puhul ilmnes
eksperimentaalseid ebatépsusi, néiteks kui invariandid I ja II olid
viiest viaiksemad, muutusid tulemused véga tundlikuks eksperimen-
di vigade suhtes. Olekuvorrandis (2.102) esinev tundmatu rohk p

madrati rajatingimustest.
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2.5.2 Puhas homogeenne deformatsioon
(kokkusurumatu lehe iihtlane laienemine)

Katse skeem on kujutatud joonisel 2.5. Ruudukujulist 6hukest kum-
mist lehte tommatakse risti kiilgedega. Pikenemiskoefitsentide A;
ja Ao arvutamiseks tuleb moota lehele joonistatud ruutude kiilgede
pikkused deformeerunud olekus. Ruudu kiilgede pikkusiihiku kohta
mojuvad joud ¢y ja t, saadakse mootes vedrudes mojuvad joud.

Joonis 2.5: Puhta homogeense deformatsiooni eksperiment —
<kummist lehe> iihtlane tomme ristuvates suundades.

Lahtume olekuvorrandeist (2.16), st.

o8 2 0%
b = —p+ 20252 — 252
R TR vr i

Kuna pindadel z = £H/2 (kus H on lehe paksus) t33 = 0, siis
saame viimasest avaldisest ellimineerida p —

( 1\ /o8 0%
o 2 - i 27~
=2 (Al A%A%) ( o+ A2811) /

D/, 1\ [ 0% (2.108)
b =2 (AQ mg) (aI A5 )

tss =t =0, k#I

(2.107)

\
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Kokkusurumatuse tottu A Ao A3 = 1. Seega invariandid

1 11

I:A§+A§+W, II:er)\Q—I—)\Q)\%, I = MA5)2 = 1.
172 1

(2.109)

Lehe serva pikkusiihiku kohta mojuvad joud t; ja t, avalduvad
jargmiselt

H
tl = tn—, tQ = t22_ (2110)

kus nii serva pikkus kui lehe paksus H on moddetud deformeeru—
mata olekus. Avaldistest (2.108) ja (2.110) saame avaldada % ja

% soltuvana joududest t; ja to —
oy L N(t/H)  N(/H)
Ol 2007 = A2) [ A2 = A72052 A2— 722
(2.111)
8_2 _ 1 M (t1/H) B Xo(ta/H)
Ol 2(A3—22) [ A2 = A\2\;2 A2 —\[2\2

M66tes niiiid t ja ty etteantud A ja Ay puhul, saab leida vastavad
> viirtused. Avaldiste (2.109) kaudu saame omakorda vas-
> kui

o Ja an
tavad I ja II vdartused ning meil on voimalik es1tada

invariantide I ja IT funktsioone.

BII

Eksperimendi kédigus muudeti A\ ja Ay véartusi nii, et emb-kumb,
kas I voi II oli jaav. Avaldise (2.109) pohjal

1
)\gzi{(l—)\?)ﬂ:\/(I—)\%)2—4)\1_2}, I = const.
1
2 —2 2 _
A = 2)\2{ Qi\/II— —4)\}, IT = const.
(2.112)

Seega pole pikenemiskoefitsente \; ja Ay voimalik suvaliselt ette
anda — fikseeritud I ja IT puhul on tegu suletud koveratega Ay — Ay
tasandil (vt. joonis 2.6). Punktiirjooned esitavad koveraid Ay = A} >
(ty = 0) ja Ay = Ay 2 (t; = 0), mis vastavad tombele servade sihis.
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3.0
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20

A, 15

10

05

Joonis 2.6: Pikenemiskoefitsentide A\ ja Ay vaheline soltuvus inva-
riantide I ja II erinevate véartuste puhul.

Tehtud eksperimendid néiitasid, et

e 0%/01 on konstantne piirkonnas 5 <1 < 12 ja 5 < II < 30
ning 0% /011 on vaid II funktsioon;

e suhe (0X/011)/(0%/01) ~ 1/8 invariandi II viikeste vadrtuste
jaoks ning kahanes kiiresti suuremate puhul;

e avaldist (2.106) voib kasutada siseenergia ¥ ja invariantide
vahelise soltuvuse aproksimeerimiseks (moistlikes piires).
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2.5.3 Puhas nihe

Puhas nihe'? on selline homogeenne deformatsioon, mille puhul iiks
pikenemiskoefitsentidest, néiteks Ao, hoitakse konstantne ja teisi
kahte muudetakse. Valemite (2.108), ja (2.110) pohjal

1\ /08 0%
=2H — = [ =+ N ). 2.11
h <A1 A%) (81 T an) (2.113)

Hoides niiiid Ay = const. ja moodtes t; erinevate A; puhul saame
joonistada suuruse 93 /91 + \30% /011 soltuvana teisest invariandist
I1. Kuna suurusel 0%/91 leiti olema konstantne vaartus 5 <1 < 12
ja b < II < 30 puhul, siis saame esitada ka 9% /01l ja II vahelise
soltuvuse.

NG
o>
1

o
(kg/em?)

S »
dL 2dL
o_l+>‘2 it

|\ 70772 4

Joonis 2.7: Puhta nihke  Joonis 2.8: Suurus 9%/0I + A\20% /011

eksperiment. soltuvana invariandist II. Kover A vas-
tab puhtale nihkele (As = 1) ja kover B
nihkele koos tombega (A = 0, 776).

Joonis 2.7 kirjeldab vaadeldavat eksperimenti. Kitsas 6huke kum-
miriba on kinnitatud klambrite C7 ja C5 vahele. Kui rakendada
risti klambritega joud ¢; (moodetunan pikkusiihiku kohta) siis te-
kib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsioon
on aproksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 2.8 esitab kover A

katsetulemusi Ay = 1 jaoks ja kdver B Ay = 0,776 jaoks. Eelmise- o

131 k. Pure shear
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na vaadeldud eksperimendis tuvastati, et (03/011)/(0%/011) = 1/8
kui IT = 5. Ay = 1 puhul saab niiiid jooniselt 2.8 méa&rata suuruse
0% /01 + 0% /011 vaartuse (A, = 1 !). Edasi saab leida, et II = 5
puhul 9%/01 = 1,84 kg/cm? ja 9% /011 = 0,23 kg/cm?. Eelmise
eksperimendi pohjal eeldatakse, et 9% /01 = 1,84 kg/cm? = const.
ja 03/011 soltub vaid invariandist II. Seega saab méérata 0% /011
véaartused suvalise II vaartuse jaoks.

Kover B joonisel 2.8 esitab eksperimendi tulemusi Ay = 0, 776 jaoks.
Need tulemused ldhevad hésti kokku tulemustega, mis saadakse

avaldisest 93/91 + 0, 77620% /011, kui suurused 93/91 ja 9% /011
votta eksperimendist, kus Ay = 1.

2.5.4 Tomme

Tombe'* puhul t9y = 33 = 0. Seega vottes avaldises (2.108), t2s = 0

saame \; = \; > BRI\ Avaldis (2.108), ja invariandid saavad niiiid
kuju
1 oY 10% 2 1
th=2N-< )|+ 5], =X+ II=22+.
" ( /\><81+/\8H>’ 1Dy DT

(2.114)
Katsekehaks on siin iihtlase ristloikega <kummikang>. Rakendatav
pikijoud N = Aty /A (A — ristloike algpindala). Seega modtes jou
N iga A jaoks saame arvutada 0%/01 + 1/X - 0%/0I1. Tulemused
on esitatud joonisel 2.9 (NB! horisontaalteljel on 1/)\). Kui kasu-
tati eelmistes eksperimentides saadud suuruste 03/01 ja 03/011
vadrtusi, siis leiti, et avaldise 0X/01 + 1/\ - 03 /011 véaartus iihtis
véga hésti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 2.10 on esitatud tombejoud jagatuna algpindalaga soltu-
vana pikenemiskoefitsendist .

1. k. Simple extention
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- ©

N/A 32
o 25T 281
e |
w T 24
< 23t ° % 20
S 5~
mi< S€ 16t
+ 21t X
8= | 3 £2r
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19+ $2 8
, £& 4r
¥
1.7 L L ! 1 L [ L J S 0 L L i 1 1 i
0.2 04 0.6 08 10 [ 0 200 400 600
I/ Percentage elongation °100%

Joonis 2.9 Suuruste 1/\ ja
0%/01 + 1/X - 0¥/0Il vaheline

Joonis 2.10: Tombejou soltuvus
pikenemiskoefitsendist

soltuvus.

2.5.5 Uhtlane kahedimensionaalne tomme

Tahistame

M=X=X MA=1/2%=X, ehk * =1/). (2.115)
Joonisel 2.11 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinnita-
tud kummikile alla ohku ja saavutatakse meid huvitav deformat-
sioon vaadeldava katsekeha keskosas. Joonis 2.12 esitab suuruste
0¥ /0I4+1/N-0% /01l ja 1/X vahelist soltuvust (NB! kohal 1/\ =1
toimub skaala muutus). Tabelis 1 on esitatud 0% /011 ja II vaheline
soltuvus, eeldades, et 0X/01 = const. Rohk p keras ja tomme T
pikkusiihiku kohta deformeeritud kiles (punktis P) on seotud vale-
miga
2T

p=—

. (2.116)

kus r on koverusraadius punktis P.
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L Tabel 1

N=1/N| 1 | 2o

0,5 4,251 0,16

0,6 3,69 | 0,26

0,7 3,35 | 0,33

0,8 3,14 | 0,39

3 9,67 | 0,12

5 254 | 0,06

Joonis 2.11: Uhtlane kahedimen- 7 49,3 | 0,04
sionaalne tomme 9 81,2 | 0,03
11 121 | 0,035

_ 20 |
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Joonis 2.12: Uhtlane kahedimensio-
naalne tomme — suurusted¥ /0I41/\'-
0% /01l ja 1/X vaheline soltuvus.
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Joonis 2.13: Uhtlane ka-
hedimensionaalne tomme
— suuruste p ja A vaheli-
ne soltuvus.
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Kuna deformeeritud olekus on kile paksus H/\?, siis saame valemi-
test (2.108), (2.115) ja (2.116), et

2Ht;, 4H 1 ox 5 0%
= =—(1—-=||=+X=—].
P="0e T ( A6)<81+ a1l
Joonise 2.12 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (2.117),
st. moodetakse p ja r iga A jaoks ning leitakse suurus 0% /01+1/X -
0% /011. Joonis 2.13 esitab rohu p ja pikenemise A\ vahelisi seoseid

erinevate I' = (0% /011)/(0%X/0l) védrtuste jaoks (a — sfadrilise
<6hupalli> algraadius.)

(2.117)

Niide. Ohupalli tdispuhumisel on kdige suuremat rohku tarvis
algul. Kui palli diameeter on saavutanud teatud véartuse, siis palli
suurendamiseks vajalik surve viheneb (vordle joonis 2.13).
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