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Peatiikk 3

Valik teemasid lineaarsest
elastsusteooriast

Kéesolev peatiikk pohineb opiku [2] 7. peatiikil (Selected topics in
Linear Elasticity Theory).

Eeldame, et vaadeldavad elastsed kehad on isotroopsed ja homo-
geensed ning deformatsioonid on isotermilised.

3.1 Pohivorrandid

Uldiselt lahtume 1. peatiikis esitatud pohivorrandeist, kuid lisaks
seni domineerivalt kasutatud komponentkujule esitame nad ka al-

ternatiivkujul, mis sarnaneb nn. maatriks ja vektorkirjaviisile. De- /

formatsioonitensorite ja olekuvorrandite puhul kasutame niiiid loo-
mulikult vaid lineaarseid seoseid.

1) Massi jadvuse seadus.

E—k(pv);k—O ehk aquV-U—O. (3.1)
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Operaatorit

0

nimetatakse siin gradientoperaatoriks kdverjoonelistes koordinaati-
des ¥ ning skalaarkorrutis V-v kujutab endast vektori v divergentsi e

0
V-v= divv=g"- 8—;; =gh. V" 8 = vk;k. (3.3)

2) Cauchy liikumisseadused.

d2
I) "+ p(fF —a") =0 ehk pd—;;:V-t—i—pf. (3.4)

Siin t on pingetensor ja f massjoud.

Teist jirku tensori t = tg, @ g = t*grg puhul on divergents /

defineeritud jargmiselt —
— . k ot k  4lm km

IT) tkt = ¢* ehk t =t
(3.6)

3) Euleri deformatsioonitensor on niiiid esitatud vastavalt li-
neaarsele teooriale, st. kujul

€kl Ekl = % (Uk;l + ul;k’) ehk e = % |:V11 + (Vu)m} . (37)

Vektori gradient Vu on siin defineeritud ldhtudes u kovariantsetest
komponentidest

ou " .
Vu = g’“@ = Upyg'g" = (Vu),, g'g", (3.8)
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kus

(Vu), , = Um (3.9)

on teist jarku kovariantne tensor ning kui kirjutatakse Vu, siis pee-

takse tavaliselt silmas just iilaltoodud kovariantset tensorit. Loo- %

mulikult saab meetriliste tensorite abil (Vu), . indekseid tosta ja
langetada. Analoogselt, tensor

{(vu)<T>} = U (3.10)

km

4) Lineaarse teooria olekuvorrand on antud kujul
th; = Xe™, 0% + 2uet; ehk t = ALI + 2pue. (3.11)

See on iildistatud Hooke’i seadus, kus A\ ja p on Lamé koefitsen-

did, T on nn. identsustensor ja I, deformatsioonitensori e esimene e

invariant, st.

I,=¢" =V -u (3.12)

5) Sobivus- ehk pidevustingimused

Cklymn + Cmn;kl — €kmiln — Clnkm = 0 (313)

6) Deformatsioonienergia tihedus

1 a1 1
SEE
2

5 [ALZ + 20€™ 1| > 0. (3.14)
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Liikumisvorrandid siiretes

Asendades invariandi I, avaldisest (3.12) olekuvorrandisse (3.11),

saame
t = AV -u)l+2ue. (3.15)

Kasutades viimast tulemust, saame Cauchy I liitkumisseadusele kuju

d*u

o =V ANV -w)I+ 2pe] + pf (3.16)

Teisendame avaldise (3.16) esimest liidetavat.

Kui A = @I, kus ® on diferentseeruv skalaarvéli, siis

V- (QI) = AM g = VO (3.17)

Seega vottas ® = \V - u, saame
VAV -u)I = AV(V - u). (3.18)

Korrutame niiiid avaldise (3.7) nablaga —

1
Vee=g (VPu+V(V-u)l. (3.19)
Siin on arvestatud, et V- Vu = V?u ja V- (Vu)") = V(V - u)
Asendame (3.18) ja (3.19) avaldisse (3.16) ja saame

d*u

Arvestades, et V2u = V(V-u)—V x V x u saame eelmisele vorran-
dile kuju

2

pd—;; =(A+2u)V(V-u) —puV x V x u+ pf. (3.21)
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Viimase kaks vorrandit, (3.20) ja (3.21) on tuntud kui Navier’
(Navier’-Cauchy) vorrandid. Nad esitavad liitkumisvorrandid siire-
tes ja on lineaarse elastsusteooria iihed pohivorrandid. Komponent-
kujul saab vorrandi (3.20) avaldada kujul

(A + p)u s + p"s + p(fy — i) = 0. (3.22)

Kuna lineaarses teoorias eeldatakse, et nii siirde kui kiiruse gra-

diendid on véikesed, siis tavaliselt esitatakse vorrandid (3.20) ja

(3.21) kujul, kus v.p. on liige p%, st., materiaalse tuletise asemel

vaadeldakse osatuletist.

Navier’ vorrandid on liikumisvorrandid ja elstostaatika iilesannete
puhul, kus eeldatakse, siire u ei soltu ajast, saavad nad tasakaa-
luvorrandite kuju —

A+ )V(V-u)+ pViu+pf =0
ehk

A+20)V(V-u) —puV xVxu+pf =0 (3.23)
ehk

(A + )" g + pue + pfi = 0.

Kui rajatingimused on antud pingetes, siis on tavaline, et tasakaa-
luvorranditena kasutatakse Cauchy I liitkumisvorrandit kujul

V-t +pf =0 (3.24)
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3.2 Lamé koefitsentide seos Youngi
mooduli ja Poisson’i teguriga
Insenerirakenduste puhul kasutatakse Lamé koeftsentide A ja u ase-

mel tavaliselt Youngi moodulit ja Poissoni tegurit. Olekuvorrandist
(3.11) avaldame deformatsioonitensori

1
e= @“: — ALI). (3.25)
ja leilame invariandi
I, = 5, = 1.(3X + 2u). (3.26)
Avaldame viimasest I., asendame ta avaldisse (3.25) ja saame
o i( - Afth) ehk ) — i(tkl - 3Aﬁt2u5kl)' (3.27)

Seega saab avaldada deformatsioonitensori normaal ja nihkekom-
ponendid labi pingetensori normaal ja nihkekomponentide kujul

1 A 1
k k kN oia ok k
T = — (% — t = —(t k#1. (3.28
€k 2M< W k) Jja e’ QM( 1), #1. (3.28)
(3.28), saab avaldada kujul
( 1
N g2 B
€1 2 1 3)\+2N( 1+ 15+ 173)
1
= — tll —l/(t22—|—t33) s
4 f [ ) (3.29)
¢’y = z (%2 —v(s + t'1)]
1
\ e’y = o (%5 — v(t' +t%)],
ks 3A+2
E = p(B3A+ 2p1) (3.30)

A+
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on Youngi moodul ja

A
= — 3.31

v 200+ ) (3:31)
on Poissoni tegur. Viimasest kahest saab omakorda tuletada seosed

1+V_3)\+2,LL_E _F o

“o0rn 2 T oaww !
(3.32)
\ 2up vE

Tl (1+v)(1-2v)

Elastsuskonstantide E ja v fiiiisikaline tdhendus ilmneb véga liht-
salt tombekatsel. Kui ¥ on DRK ja niiteks silindriline katsekeha
on allutatud telje 22 sihilisele tombele nii, et t33 = t, = const. ja
t11 =toe =t = 0,k #£ 1, siis (3.28) ja (3.29) pohjal

Lo to
€33 = E’ €11 = €22 = —V—

E (3.33)
€Ll = 0, k 7& l.
Seega t33 = t, = Fesz ja me voime oelda, et Youngi moodul ise-

loomustab normaalpinge ja vastava (samasuunalise) deformatsiooni
suhet. Avaldise pohjal

, (3.34)

st. Poissoni tegur iseloomustab podiksuunalise ja pikisuunalise de-
formatsiooni suhet. Molemad konstandid on positiivsed.
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Vaatleme niiiid iihtlasele hiidrostaatilisele survele alllutatud keha,
st.
tkl = —pékl, p > 0. (335)

Kui pingetensor on esitatav kujul (3.35), siis deldakse, et tegu on
hiidrostaatilise pingeseisundiga (pingusega)!. (3.35) pohjal

1. @ 2
p= _gIt (3.26) (A + §M> I = —kI,, (3.36)

kus
k=A+-p=——"7— (3.37)

on ruumimoodul ehk ruumpaisumismoodul ehk (EE jéirgi) mahte-
lastsusmoodul?, mida t#histatakse tihti ka tdéhega K. Kuna nii k
kui E on positiivsed, siis (3.37) pohjal peab v < 0,5. Arvestades
viimast, saab (3.30)—(3.32) pohjal viita, et ka Lamé koefitsendid A
ja pu peavad olema positiivsed. Konstanti ;4 nimetatakse ka nihke-
mooduliks ning tdhistatakse G = p.

1. k. hydrostatic stress state
21. k. bulk modulus
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3.3 Sobivustingimused pingetes

Sobivustingimusi ehk pidevustingimusi on vaja selleks, et elastsus-
teooria iilesandele oleks voimalik saada {ithene lahend siiretes. Origi-
naalis olid sobivustingimused esitatud deformatsioonide jaoks. Kui
aga rajatingimused on esitatud pindjoudude kaudu, siis osutub va-
jalikuks esitada ka sobivustingimused 1abi pingetensori komponen-
tide. Kasutades elastsuskonstantide méératlusi (3.32) saame ole-
kuvorrandist (3.27)

14+v v
erl = E ltkl - 1 i yItgkl] . (338)

Pannes (3.38) sobivustingimustesse (3.13) ja arvestades, et Ricci
teoreemi pohjal ggr., = 0 saame

tkl;mn + tmn;kl - tkm;ln - tln;km -

v
1o [le (It),mn + Gmn (It),kl — Gkm (It),ln — Jin <It),kmi| . (3.39)

Korrutades saadut meetrilise tensoriga ¢"" ja lihtsustades saame

gmntkl;mn + (It),kl - tnk;ln - tml, km =

v mn
997 (1), 4 3 (1) = 2(1) - (340)
Kuna
gmntkl;mn == Vthl ja gmn <It),mn == VQIt, (341)
siis saame

v
S 1l+4v

1
Vi = " kin — " m + —— (It) 1 g V31, (3.42)

14+v

Elastostaatika iilesannete puhul saame Cauchy I liitkumisseadusest
(3.4), et

hin = —pfrg ja " ikm = —p S (3.43)
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Asendades (3.43) sobivustingimustesse (3.42), saame

1 v
Vit — (1 —
kT (Le) 4 110

1+ v gklvzlt = —p (fk»;z + fl;k) . (3.44)

Viimased esitavad kuus lineaarselt soltumatut sobivusvorrandit
pingekomponentides ja nad on tuntud kui Beltrami-Michelli sobi-
vusvorrandid ehk lihidalt Beltrami-Michelli vorrandid.

Juhul kui mahujoud puuduvad v6i on konstantsed, siis lihtsustuvad
viimased vorrandid veelgi. Votame vorrandist (3.23), divergentsi,
st. V- (3.23),. Saame

V-V(V-u)=V3V-u)=ViI=0. (3.45)

Avaldise (3.26) pohjal I, = tF, = (3\ + 2u)I.. Kuna (3.45) pohjal
V21, = 0, siis ka

V2, = (3 + 2u) V2L, = 0. (3.46)

Seega antud juhul lihtsustuvad Beltrami-Michelli vorrandid (3.44)
oluliselt ja saavad kuju

1
%t e =0. 3.47
vkl+1+y(t),kl (3.47)
Kui rakendada vorrandile (3.47) Laplace’i operaatorit V2, siis saa-
me

Vit =0, (3.48)

st. juhul kui mahujoud puuduvad véi on konstantsed, peab pin-
getensor elastostaatika iilesannete puhul rahuldama biharmoonilist
vorrandit (3.48). Rakendades niiiid biharmoonilist operaatorit V*
olekuvorrandile (3.38) ja arvestades, et VI, = V?(V?I,;), saame

V4ekl = 0. (349)

Seega peb ka lineaarne deformatsioonitensor antud juhul rahuldama
biharmoonilist vorrandit.
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3.4 Tasand-deformatsioon ja
tasandpinge elastostaatikas

Tasand-deformatsion ehk tasapinnaline deformatsioon 3.

Siia alla kéivad iilesanded, mille puhul deformastioonid on ident-
sed paralleelsetel tasanditel ja vaadeldava tasandi normaali sihis
deformatsioonid puuduvad. Seega on siirdevektori see komponent,
mis on risti vaadeldava tasandiga vordne nulliga ja teised kaks on
funktsioonid kahest koordinaadist vaadeldaval tasandil.

Niitena vaatleme pikka silindrilist keha ja silindrilisi koordinaate
r—v—z. On loomulik valida z-telg silindri teljeks. Seega r—1J tasan-
dis toimuvaid deformatsiooni kirjeldab siirdevéli (u = (u,, uyg, u,))

U = up(r,9), uy=uy(r,d), wu,=0. (3.50)

Vottes siirdekomponentidest kovariantsed osatuletised koordinaadi
jargi, saame leida lineaarse deformatsioonitensori (3.7) komponen-

did
( ou, 1 /0
Err = - €9y = — <ﬂ+ur>; 6zz:07
r

or’ oV
1 (1 Ou,  Ouy u19> (3.51)

Ery = CYr = 5

;819+8r r

€rz = €z = €Yz = €9 = 0.

\

Seega on vaid kolm deformatsioonikomponenti e,.., €99 ja e,y nullist
erinevad. Invariant
ou, u, 10uy

=t (3.52)

31. k. plane stress
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Olekuvorrandi (3.11) abil saab niitid avaldada pingetensori kompo-
nendid

(

T ]‘ T
L+ 2ue,, — A ou 8u19> L ou

t1919 = /\I + 2,&61919 = A

= M, + 2pe., = A

(5
((’9ur 1 Oy )

tro = tyr = 2p€r9 = (

bry =t = by, =19 = 0.

\

(3.53)
Erinevalt deformatsioonikomponentidest, on siin nullist erinev ka
pingekomponent ¢... Valemite (3.53),_, pohjal

t,, =V (trr + tmg) <354)

Seega, tasapinnalise deformatsiooni puhul on pingekomponent .,
nullist erinev samal ajal kui deformatsioonikomponent e, on null.

Vaadeldud néite puhul oli meil viis tundmatut (kaks siirdekom-
ponenti ja kolm séltumatut pingekomponenti), mille mééramiseks
tuleb kasutada tasakaalu- ja sobivusvorrandeid ning massi jadvuse
seadust koos rajatingimustega.
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Tasandpinge ehk tasandpingus ehk tasapinnaline pingesei-
sund *.  Keha pingeseisund on tasapinnaline siis ja ainult siis kui
iiks peapingetest on null. Vaadeldud silindri puhul tdhendab see
seda, et pingeseisund on r — ¢} tasandi suhtes tasapinnaline, kui
nullist erinevad on vaid pingekomponendid t,,., tyy ja t.9 = tg,.
Olekuvorrandi (3.11) abil saab jéllegi esitada seosed pingetensori
komponentide ja siirete vahel. Tingimuse t*, = 0 tottu saame niiiid

( 21 ou, u, 10uy ou,
by = Mo + 2p€p, = ——— - ~ 549
+ape /\+2u<0r+r+r&9>

tog = M + 2pegy9

21 ou, u, 10uy [ Ouy
pu— e — —_—— 2_ _—
)\—|—2,u<87“+7°+7“819>+ r( —i—ur>

tm:tﬁTZQ,U@m:M(; a9 +8

. b, =t =t =1y, =19 = 0.

(3.55)
Seega, kuigi molemal vaadeldud tasapinnalisel juhul on pingekom-
ponendid avaldatavad l&bi siirdekomponentide u,. ja uy, on pingesei-
sundid téiesti erinevad — tasapinnalise deformatsiooni puhul pole

pingeseisund tasapinnaline.

41. k. Plane strain
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3.5 Biharmoonilise vorrandi
lahendamine analiiiitiliste
funktsioonide abil

Biharmooniline vorrand, 6igemini tema lahend, omab elastostaati-
kas vaga suurt tdhtsust. Ka kéesolevas kursuses on sellest vorran-
dist juba mitu korda juttu olnud. Jargnevalt vaatleme kuidas lei-
da biharmoonilise vorrandi lahendit rakendades kompleksmuutuja
funktsioonide teooriat. Saadud tulemust kasutame jargmistes ala-
jaotustes.

Vaatleme funktsiooni F'(x,y), mis on reaalne ja iihene analiiiitiline
funktsioon® klassis C”,r > 4 ning on méiiratud ja tokestatud z,y
tasandi piirkonnas € ( z,y on DRK). Allpool konstrueeritakse ldbi
kahe analiiiitilise (kompleksmuutuja z = x + iy) funktsiooni selline
funktsioon F', mis rahuldab biharmoonilist vorrandit

ViF =0. (3.56)
Loomulikult saadakse lahend vaid piirkonnas €2. Téhistame
V2F = U(x,y), (3.57)
st. (3.56) on avaldatav kujul

U PU
2 = — _—
VU=t g7 =0 (3.58)

6

Seega on U harmooniline funktsioon®, mis on teada Laplace’i

vorrandi (3.58) lahendist.

5 Analiiiitiline funktsioon ehk holomorfne funktsioon ehk regulaarne funkt-
sioon — kompleksmuutuja funktsioon, mida vaadeldava piirkonna igas punktis
saab esitada koonduva astmereana.

SHarmooniline funktsioon — Laplace’i vérrandit rahuldav funktsioon.
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Iga harmoonilise funktsiooni U jaoks saab leida kaasharmoonilise
funktsiooni V. Funktsioone U ja V nimetatakse kaasharmoonilisteks
funktsioonideks kui nad rahuldavad Cauchy-Riemanni vorrandeid

ou oV ou ov
or 0Oy oy ox

Kui funktsioonid U ja V' on teineteise kaasharmoonilised funktsioo-
nid, siis funktsioon

W(z)=U(z,y) +iV(x,y) (3.60)

on analiiiitiline funktsioon. Analiiiitilise funktsiooni integraal on
samuti analiiiitiline funktsioon, st., et saame tuua sisse uue
analiiiitilise funktsiooni

/W o(x,y) + 1)(x,y), (3.61)
Diferentseeruva kompleksmuutuja funktsiooni puhul
, dp O Oy Oy
= == — — . .62
w'(z) = W(z) e +1 o "oy oy (3.62)
Viimase avaldise pohjal
do Oy . O Dy
U= o 8y ja V= i 8@/ (3.63)

Seega on @ ja 1 teineteise kaasharmoonilised funktsioonid. Enamgi
veel, funktsioonid ¢ ja 1 on harmoonilised funktsioonid, st. nad
rahuldavad Laplace’i vorrandit

Vip =0 ja V¥ =0. (3.64)

Vaatleme funktsiooni

= F(z,y) — ~(xp + y¥) (3.65)

G(z,y) 1
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ja néitame, et tegu on harmoonilise funktsiooniga (piirkonnas 2),
st.nditame, et G rahuldab vorrandit

1
VG = V*F — ZVQ(W +yv). (3.66)
Teisendame vorrandit (3.66):
Vi (wp) =
84,0 (3.63)
20, (3.67
250 (3.67)
Viyy) = ...
oL, (3.63)
co=2— 2U, (3.68
e (3.68)
Asendame (3.67), (3.68) — (3.66) ja saame
viq =vir —u %, (3.69)

Seega on G harmooniline funktsioon, sest ta rahuldab Laplace’i
vorrandit (3.69). Avaldisest (3.65) saame avaldada

1
= G(.I‘,y) + -

. (3.70)

F(z,y) (zp + yib).
Harmoonilist funktsiooni G(z,y) saab vaadelda mingi analiiiitilise

funktsiooni g(z) reaalosana, st.,

9(z) = G(z,y) +iH(x,y), (3.71)
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kusjuures funktsiooni ¢(z) imaginaarosa H(x,y) méiratakse kui
G(z,y) kaasharmooniline funktsioon. Avaldist 1(zp+y1) voib vaa-
delda kui avaldise ;zw(z) reaalosa (z = z—iy ja w(z) on médratud
avaldisega (3.61)). Seega

F = Re sz(z) + g(z)] _

sz@) o(a) + 320() +3(3).| (3.72)

N | =

Kui tahistada
w(z) =4f(2) (3.73)

siis saame avaldisele (3.72) kuju

F =2 [21() +9() + 272 +3)], (3.74)

mis ongi biharmoonilise vorrandi (3.56) iildlahend.

3.6 Pingete jaotus ja siirdeviljad
tasand-deformatsiooni puhul

Vaatleme elastostaatika iilesannet DRK-s. Tasapinnalise deformat-
siooni puhul, kus deformatsioonid on méaratud x — y tasapinnas,
on pingekomponendid

tys = tog = ty. =ty = O. (3.75)

Seega, nullist erinevad pingekomponendid on t,,, t,,, t.. ja tzy =
tyz, kusjuures
oy = V(tes + tyy)- (3.76)

Tavaliselt uuritakse sellise iilesandepiistituse puhul ristkiilikulisi
plaate.
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Mahujoudude puudumisel saab tasakaaluvorrand (3.24), st.
V-t + pf =0 kuju

8t:m: + atya: _ 8t1y i 8tyy

0 = 0. 3.77
Ox oy ’ Ox dy (3:77)
Kui valida
O*F 0?F O*F
ter = =, tyy = =, by = ———, 3.78
Oy? W o2 4 dx0y (3.78)
kus F' = F(z,y) on siin Airy’ pingefunktsioon, siis on tasa-

kaaluvorrandid (3.77) automaatselt rahuldatud. Peale tasakaa-
luvorrandite (3.77) peavad olema rahuldatud ka sobivustingimused,
antud juhul Beltrami-Michelli vorrandid kujul (3.47), st.

Vi + (I)) 4y = 0.

1+v
Meil on niitid £ = 1,2,3 ja [ = 1,2,3 asemel x,y, z ja invariant
Iy =ty +tyy +t.. = (14 v)(tew + tyy). Seega on vaja leida

( 1 82
Vit + ——1, = ...
+ 1+v0z2"

82
Vit,, +———1, =...

4 WL oy (3.79)
1 0

Vit + —— =...
y+1+u8x8yt

\

Arvestades avaldisi (3.78) saame viimastest biharmoonilise vorrandi
Airy’ pingefunktsiooni jaoks —
*F NF OF

VI = G 2, gt (3.80)
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Viimase iildlahendi leidsime eelmises punktis ldbi kompleksmuu-
tuja funktsioonide f(z) ja g(z) ja nende kaaskomplekside. Seega
saab labi biharmoonilise vorrandi lahendi avaldada pingejaotuse,
st. pingetensori komponendid t,,, t,, ja t;,. Enne toome aga sisse
avaldised

(t + it =82F—i82F =—i2<a—F+ia—F)
T Oy 00y oy \or Oy
q Ja (3.81)
it = ZE L TE 0 (08 or)
LYY 922 020y Ox \Ox Oy
Kuna F' = F(z, %), siis laheme muutujatelt x, y iile muutujatele z, Z.
Kompleksmuutuja funktsiooni tuletise leidmise valemite pohjal

%, o o9\ . o [0 0
=) mami(e ) ow
Niiiid saame avaldistest (3.81) ja (3.82)
_ ”? o
o + thay = (8282 ﬁ) F
2 g (3.83)
oy = oy = 2 (azaz * ﬁ) r
(3.74) —
( 0°F
0207
or (3.84)
oz
\
(3.84) — (3.83) —
{ tow + ity = [/(2) + [ (2) = 2f (2) = §"(2) (3.85)
by — itey = f'(2) + T (2) + 2T (2) + 7'(3)
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Niiiid liidame ja lahutame saadud vorrandid (3.85) —

b +tyy =2 [ /'(2) + T ()] = 4Re /()]

(3.86)
. ! — I —
tyy — tuw — 2ityy, =2 [zf Z)+3 (z)} )
Votame (3.86),-st kaaskompleksi, st.
tyy — tow + 2ty = 2[Zf"(2) + ¢"(2)] . (3.87)
Kust omakorda
by~ tax = PRe [27(2) + 9'(2)]. -
tey = Im[Zf"(2) + ¢"(2)] '

On ilmselge, et kui funktsioonid f(z) ja g(z) oleks teada, siis saaks
(3.86), ja (3.88) abil médrata pingekomponendid t,,, t,, ja tuy.
Puuduvad funktsioonid saab leida rajatingimuste abil, st. iilesannet
tuleb konkretiseerida. Seda teeme jargmises alajaotuses.

Jérgmisena leiame tasapinnalise deformatsiooni nullist erinevad
siirdekomponendid u(z,y) || z ja v(z,y) || y. Selleks tuleb kasutada
lineaarse elastsusteooria olekuvorrandeid (3.11) koos deformatsioo-
nitensori definitsiooniga (3.7), st

tij = )\(V . 11)51'3' + ,LL(UZ"]' + Uj’i). (389)

Antud juhul, st kasutades téhistusi =, y, u ja v, saame

( O*F ou Ov ou ou ov

tii =ty = —= = A 2 A+20) — + A—

n 01 (ax+a>+“a =20 5o+ A5,

0*F ou Ov ov ou ov

fap =ty = O — X 22l =22 (g2 &

) 2T T e <83:+8 >+ Wy = ge T2 5

by =1t __&Fr _ Ou , Ov

| (’)x@y_'u or 0Oy)’

(3.90)
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(3.90), , st saab avaldada osatuletised

ou PE AN +2u_,
ouZt — F
Hor = o T
v *F  A+2p_,
2 = — V°F
"oy T "o T a
(3.57) pohjal V2F = U ja (3.63) pohjal U = dp/dx = 0¢/0y.
Asendades need avaldistesse (3.91) saame

(3.91)

ou  OPF  A+2udp

22— = —
How 0r2 2N+ p ox’ (3.92)
5 @__02F+)\+2u8_¢ '
Foy = "0y " ot poy
Viimaste integreerimisel saame
oF A+2
2 = ——— o+ k(y).
or  2\+pu (3.93)
oo = — 95 L A ) |
MU= "0y Ty ’

kus k(y) ja l(x) on suvalised funktsioonid vastavalt argumendist y
ja z. Nende suvaliste funktsioonide olemuse méaératlemiseks dife-
rentseerime (3.93), muutuja y jargi ja (3.93), muutuja x jargi ning
liidame tulemused —

F\oy "oz )~

(. J/
-~

(3.90) 92
— T Bdzoy

PF  At2u |9 Y

— anay + 2ot | By + K (y) +1U(z). (3.94)

ox
~—
(323) o Q.“Z
oy
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Seega k'(y) + U'(x) = 0, ehk
K (y) = —1l'(x) = Cy, (3.95)
kus C'y on suvaline konstant. Seega
k(y) = Ciy+ Cy ja l(z) = —Chz + Cs, (3.96)

kus Cy ja C5 on jillegi suvalised konstandid. Kui sellised k(y) ja
[(x) panna siirete avaldisse (3.93), siis see osa siirdest (k(y) ja {(z)
osa) vastab nn. jdigale deformatsioonile ja seega voib nad lugeda f
vordseks nulliga. Leiame niitid (3.93),+4(3.93), (kasutades valemeid

(3.61) ja (3.82)) — i
2p(u +iv) =
o .0 A+ 20 L SOF X+ 2u
— (% + za—y) F+ m(sﬁ i) = 2o+ mw(z)-
(3.97)

Arvetsades w(z) ja F(z) avldisi (3.73) ja (3.74) saame vordusele
(3.97) kuju

A+ 3u

peRAC 2 (2) -7 (2. (3.98)

2p(u + iv) =

Kasutades Poissoni teguri ja Lamé koefitsentide vahelist seost v =
A/[2(X\ + p)] saab anda viimasele kuju

2(u+ i) = (3— ) f(z) — 2f (2) — 7 (2). (3.99)

Eraldades avaldises (3.99) reaal- ja imaginaarosad saamegi méairata
siirdekomponendid u ja v tasapinnalise deformatsiooni puhul.



3.7. Pingete kontsentratsioon ... elliptilise augu timber 110

3.7 Pingete kontsentratsioon iihtlaselt
pingestatud plaadis oleva elliptilise
augu iimber

Kéesolevas alajaotuses vaatleme iihtlaselt pingestatud plaati, mis
non norgestatud elliptilise auguga. Eesmérgiks on leida pingete jao-
tus imber selle elliptilise augu. Kuna auk on elliptiline, siis osutub
moistlikuks tuua sisse ka elliptilised koordinaadid. Kompleksarvude
puhul saab ellipsi defineerida kujul

z = ccosh (. (3.100)

Siin z = 2! + 422 = z + 4y ja ( = £ + in on kompleksmuutujad,

x,y on DRK, &, 7 elliptilised koordinaadid ja ¢ on reaalne konstant.
Avaldise (3.100) pdhjal

2! =2 =ccoshécosn ja 2> =y = csinh&sing. (3.101)

Viimasest saame, et
72 % . 72 y?

=1 ja — =1. (3.102
c2cosh?é  2sinh?¢ 7 2 cos? n  2sin’n ( )

Vorranditega (3.102) on esitatud konfokaalsete ellipsite ja
hiiperboolide & = const. ja n = const. parv. Kuna need ellip-
sid ja hiiperboolid l6ikavad teineteist téisnurga all, siis moodus-
tavad £ ja n ortogonaalse koverjoonelise koordinaadistiku. T ja
N on ellipsi £ = & puutuja ja vilisnormaal suvalises punktis P.
1n = 1, esitab hiiperbooli, mis 16ikab vaadeldavat ellipsit ortogo-
naalselt. ¢ tdhistab nurka x positiivse suuna ja vélisnormaali N
vahel. Igas punktis on koverjooneline koordinaat & suunatud ellip-
si valisnormaali suunas ja n piki tema puutujat. On selge, et igas
punktis voib koordinaate £ ja 7 tolgendada kui DRK z ja y lokaal-
sel poordel (vastupdeva) nurga ¥ vorra (vastupéeva) saadud uusi
koordinaate.
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Joonis 3.1: Elliptilised koordinaadid & ja n.

T#histame pingetensori elliptilistes koordinaatides T(() ja DRK-s
t(2), kus ¢ = (&, 7) ja z = (z,y). Siis

T = Q1tQ, (3.103)

kus Q on ortogonaalne tensor, mille maatriks (ldhtudes DRK-st)

on
costy —sind 0

Q] = [sinY cosy O] . (3.104)
0 0 1

Viljendatuna pingekomponentides saab (3.103) kuju

Tee = ton cos? ¥ + 2t3y sintv cos ¥ + ¢, sin’ 9,
Ty = tow sin? ¢ — 2ty sind cos ¥ + t,, cos® 0, (3.105)
Ten = (tyy — to) sind cos ¥ + tyy (cos® ¥ — sin® o) .

Avaldiste (3.105), (3.86) ja (3.87) pohjal
Tic + Ty = taw + oy = 2 [ /(2) + T (2)| = 4Re[f(2)],

Ty — Tee + 2iTey = (tyy — taw + 2ityy) 2 = (3.106)
=2[zf"(2) + ¢"(z)] .
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Joonis 3.2: Uhtlaselt tommatud 16pmatu plaat elliptilise auguga
tsentris.

Tépsustame uuritavat probleemi. Vaadeldav plaat on nn. 16pmatu
plaat ja elliptilise augu poolteljed on a ja b (a > b). Lopmatu-
ses on plaadile rakendatud iihtlane tdmme, mis on risti poolteljega
a. Ellips on maidratud vorrandiga £ = &;. Kehtivad tasapinnalise
deformatsiooni hiipoteesid, st. nullist erinevaks loetakse vaid neli
pingetensori komponenti t,,, ty,, tyy ja t., = v (tze + ty,). Viimased
saab leida avaldistest (3.106), kuid enne tuleb formuleerida rajatin-
gimused:

lopmatuses: tyy =10, low = tay = 0; (3.107)

augu serval: Tee =Ty = 0. (3.108)

Asendades rajatingimused (3.107) avaldistesse (3.106) saame
lopmatuse jaoks

4Re [f'(2)] = to ja 2[Zf"(2) + ¢"(2)] € = to. (3.109)

Elliptilised koordinaadid & ja n toodi sisse avaldisega (3.100). Seega
teeb punkt iihe tiiru timber ellipsi kui 7 muutub nullist 27. Seega
peavad ka pingekomponendid ja siirdekomponendid olema iihesed
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ja n suhtes perioodilised perioodiga 2m. Sellest tulebki ldhtuda
funktsioonide f(z) ja g(z) valikul — néiteks hiiperboolsed funkt-
sioonid sinhn¢ ja coshn{ (n;0 tdisarv) on perioodilised 1 suhtes
perioodiga 27. Inglis [1913] pakkus vélja jargmise valiku

{ 4f(z) = Ajccosh ¢ + Aycsinh ¢, (3.110)

4g(2) = B1c*¢ + Byc® cosh 2¢ + Bsc? sinh 2¢,

kus konstandid Ay, A, By, By ja Bs méaératakse rajatingimustest ja
avaldise (3.100) pohjal z = ccosh (. Péarast rajatingimuste rahulda-
mist saavad avaldised (3.110) kuju

4f(z) = cty [(1 + 625") sinh ¢ — e*° cosh C] ,
4g(z) =

— 2t {(cosh 2¢y — cosh ) ¢ + %e% — cosh l? (( — & — %)] } .

(3.111)
Kui téhistada siirdekomponente elliptilistes koordinaatides u¢ ja u,,
ning DRK-s u ja v., siis on nende vaheline seos esitatav kujul

ue =ucost +vsind ja u, = —usinv + vcosv. (3.112)

Viimase pohjal ‘
ue + iu, = e (u + ). (3.113)

Kasutades avaldist (3.99) saab viimasest
(g + i) = e~ ﬁg-4y)f(z)-szg)-gxzﬂ . (3.114)
Kuna augu serval Tge = 0, siis avaldiste (3.106) ja (3.111) pohjal

_ 1y Lolsinh(2€o) — 1 + %0 cos(2n)]
T, = 4Re[f'(2)] = cosh(2&) — cos(2n)

Mle=go (3.115)
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T, maksimaalsed va#rtused on seal, kus cos2n = 1, st. kus n =
0,m,2m, ..., st. pikema peatelje otstes. See maksimaalne véartus

_ to[sinh(2&) — 1 + €*°]
B cosh(2&y) — 1

(3.116)

max TTm = Tnn

3
n

o
0,m,...

Vorrandi (3.102) pohjal a = ccosh &, b = csinh & ja ¢ = a® — b2
Seega sinh 2§, = 2ab/c?, cosh 2§y = (a*+b?)/c* ning avaldis (3.116)
saab kuju

max 1, = T,,

1, (1 + 2-5) | (3.117)

§=2%

n 0,m,...
Seega kui b — 0, siis maxT,, — oo. Kui b — 0, siis ellips ldheneb
joonele, tdpsemalt sirgele praole. Seega ennustab lineaarne teooria
siin fiiiisikaliselt paikapidamatut.” Kui a = b, siis on auk ringiku-
juline ja probleeme pole — maxT;, = 3t. T;, minimaalne vaartus
on lithema pooltelje otsas ja on nii ellipsi kui ringi puhul —%.

"Mittelineaarses seades on see probleem praeguseks lahendatud.

3.8. Lainelevi elastses keskkonnas 115

3.8 Lainelevi elastses keskkonnas

3.8.1 Pohivorrandid

Kéesolevas alajaotuses tuletame harmooniliste lainete levimist kir-
jeldavad vorrandid lineaarse elastse keskkonna jaoks. Lahtume
punktis 3.1 tuletatud Navier’ vorrandeist (3.21) voi (3.22), st.,

2

u
pom = A+20)V(V-u) —uV x V x u+ pf. (3.118)
Viimase kirjeldavad elastse keskkonna liikumist siiretes u. Kasuta-
des lineaarse elastsusteooria eeldust, et nii siirde kui kiiruse gra-
diendid on viikesed ja téhistades

A+ 2
e LT (3.119)
P
saame Navier’ vorranditele kuju
Pu_ , 2
ﬁ = 01V(V . U) — sz xV xu + f. (3120)

Helmholtzi teoreemi pohjal saab siirdevilja u(x, t) avaldada kujul
u=VF+V xG, (3.121)

kus F' = F(x,t) ja G = G(x,t) on vaadeldavas piirkonnas pidevalt
diferentseeruvad skalaar- ja vektorfunktsioonid, mis on tuntud kui
Lamé potentsiaalid. Helmholtzi teoreemi rakendades eeldasime, et
u on vaadeldavas piirkonnas tokestatud, pidevalt diferentseeruv ja
et 72 |u| on tokestatud lopmatuses. Siin r = |x — x| on punkti x
ja suvalise punkti x’ vaheline kaugus (tavaliselt vaadeldakse x kui
laineallika asukohta ja x’ kui vaatleja asukohta).
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Kuna niiiid on meil kolm siirdekomponenti u; esitatud avaldisega
(3.121) 14bi nelja muutja F ja G, siis on tekkinud nn. esimest jarku
méaaramatus. Selle korvaldamiseks on vaja sisse tuua lisakitsendus.
Uks, kuid mitte ainuke voimalus selleks on viita, et vektorvili G
peab olema divergentsi vaba, st.,

V-G =0. (3.122)

Sellist tingimust nimetatakse kalibratsiooni tingimuseks®. Ka
vorrandis (3.121) esinevale mahujoule voime rakendada Helmholtzi
teoreemi koos kalibratsiooni tingimusega —

fZVf1+VXf2, V‘fQZO, (3123)

kus f; ja f; on vastavalt skalaar- ja vektorpotentsiaal mahujou
jaoks. Sageli on ainukeseks mahujouks gravitatsioonijoud, mis oma-
korda on ajast soltumatu. Viga sageli aga mahujoud hiiljatakse.

Asendades Navier’vorrandeis (3.120) suurused u ja f avaldistest
(3.121) ja (3.123), saame saame

O*F 0?°G
\V4 (C%VzF—Ffl — ﬁ) + V x (VC%VQG—l—fQ — o2 ) =0
(3.124)
Vérrand (3.124) on rahuldatud kui valida F ja G kui kahe vorrandi
O*F | G
AVAE + f1 = Sz Ve VG + £y = wr (3.125)

lahendid. Vérrandid (3.125) on mittehomogeensed lineaarsed lai-
nevorrandid. Kui niitid suurused F' ja G on leitud kui vorrandeid
(3.125) ja konkreetseid raja- ning algtingimusi rahuldavad lahendid,
siis on siirdevili leitav avaldistest (3.121).

Lamé potentsiaalidel on mitmeid huvitavaid omadusi, néiteks ka-
libreerimistingimuse tottu

V-u=V?’F ja Vxu=-V?G. (3.126)

81. k. gauge condition
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Lisaks eelnimetatule vdidab Helmholtzi teoreem, et VF' kujutab
endast siirdevilja u keerisevaba osa ja V x G solenoidaalset osa —
VXxVF =0jaV-(VxG)=0. Tdhistame siirdevija solenoidaalse
osa

u, =V xG. (3.127)

Seega
V-u,=0. (3.128)

Kuna lineaarse teooria puhul
dv — dV
— | = (). =V -u,=0, 3.129
(“5%) =00, =7 (3.129)

siis saab teha jédrelduse, et siirdevilja solenoidaalsele osale vastav
deformatsioon on isohooriline.

Skalaarne ja vektoriaalne lainevorrand (3.125) viitab selgelt selle-
le, et antud iilesande lahendina saadakse kaks lainet — iiks liigub
kiirusega c; ja teine kiirusega cy, kusjuures need kiirused soéltuvad
materjali elastsuskonstantidest ja massi tihedusest. Kui vaatleme
tokestamata piirkonda, siis peab siirdevéli rahuldama veel teata-
vaid lisatingimusi:

7nli_)rgo (g—ltl + %%—? = O,) ja 7Ali_)rgou =0, (3.130)
kus r = |x — x/| on allika ja vaadeldava piirkonna suvalise punkti
vaheline kaugus ning ¢ on laine kiirus (faasi kiirus). Esimene tingi-
mus, st. (3.130),, on nn. kiirgustingimus®, mis sisuliselt tihendab
seda, et tokestamata piirkonnas saab laine liikuda vaid allikast ee-
male ja lopmatusest ei kiirgu mitte midagi tagasi. Teine tingimus,
st. (3.130),, on nn. regulaarsustingimus, mis viidab, et l6pmatuses
on siirdevéli null. Seega tokestamata piirkonnas tuleb iihese lahen-
di saamiseks téita lisaks raja- ja algtingimustele ka nn. kiirgus- ja
regulaarsustingimused.

9. k. radiation condition
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3.8.2 Tasapinnalised harmoonilised lained

Vaatleme selliseid laineid, mille liikumine on identne paralleelse-
tel tasanditel tasanditel ning mis ei s6ltu tingimustest vaadeldava
tasandiga ristuval suunal. Sel juhul on koéik véljamuutujad, kaasa
arvatud siirded, deformatsioonid ja pinged, vaadeldavad kui kahe
ruumimuutuja ja aja funktsioonid. Seega on meil tegu tasapinna-
lise iilesandega. Lihtsuse mottes vaatleme juhtu, kus mahujoud on
hiiljatud, st., vaatleme vaid selliseid fiilisikalisi protsesse, kus ma-
hujoud voib jétta arvesse votmata.

Kasutame DRK z! = z,2? = y ja 2® = 2. Vastavaid siirdekompo-

nente tihistame u! = u, W= jau® = w. Avaldise (3.121) kohaselt
on siirdekomponendid esitatavad ldbi Lamé potentsiaalide I’ ja G
kujul

ub =M 4 MG (3.131)

Kuna tasapinnalsel juhul soltuvad koik véljamuutujad vaid kahest
ruumikoordinaadist, néiteks 2! = x ja 2% = v, siis saavad vordused
(3.131) kuju

oF 0G5 oF 0G5 0Gy 0G4
L L o L P

Téhistades G3 = G, saab viimase esitada kujul

oF  OG oOF  0G 2G,  IC
7z =2 1
C=r Ty VT oy o YT e gy B3

Lamé potentsiaalid leitakse lainevorranditest (3.125).
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Et leida pingejaotust, asendame siirdekomponendid (3.133) ole-
kuvorranditesse (3.89). Saame

( P*F  0°G
2
ey (25 29
0’F  9*G
= \V2F +2
=AY +M(3y 8x3y>
tzZ:)\VQF

9 0? PG 0*G (3.134)
boy = 1 | 2 — +
Oxdy  0x?  Oy?

((92G2 82G1>
tyz = pu - )

Oxdy  0y?
<82G2 0?G, )
bew = 1 - )
L 0z?  Ox0y

2 _ 92 9%
kus V= = £ + R

Standardne meetod lainevorrandite (3.125) lahendamiseks <har-
moonilistes lainetes> on jargmine. Lainevorrandi lahend esitatakse
kujul

u(x,t) = aReFE, E =expli(k - x — wt)]. (3.135)

Siin a ja k on konstantsed vektorid, mida nimetatakse vastavalt
amplituudivektoriks ja lainevektoriks, k - x — wt on laine faas ning
w laine ringsagedus (nurksagedus). Sellisel juhul on siirdevilja pe-
riood T = 27 /w. Lainevektori fiiiisikaline sisu on jairgmine — laine-
vektor k méédrab laine levimissuuna ja tema moodul £ = |k| annab
lainearvu. Viimane on omakorda seotud lainepikkusega | = 27/k
ehk k = 27 /1. Suurust

I w
= — == 3.136
c=gm=7 (3.136)
nimetatakse faasikiiruseks ja ta médrab laine levimise kiiruse. Kui

tahistame laine levimissuunda méérava iihikvektori n, siis

k = nk. (3.137)



3.8. Lainelevi elastses keskkonnas 120

Pinda, mille lokaalseks normaaliks on n, nimetatakse laine frondiks.
Frondi vorrandi saaame avaldisest (3.135), —

k-x—wt=kn-x—wt=kny? —wt=const., p=1,2. (3.138)

On selge, et frondi vorrand soltub ajast.

Enne avaldiste (3.135) asendamist Navier’ vorrandeisse (3.120) loo-
bume kokkuleppeliselt tdhistusest Re avaldises (3.135) ning toome
sisse moningad lihtsustused.

( E
VE:gmg— —ig"knE = V =ik =ikn,
:L-m
V(V-u)=—(n®n-a)k’E,
< VxVxu=(a—n®n-a)k’FE,
0%u
\ Ot?

(3.139)

= —aw’F,

kus n ® n on vektori n véliskorrutis (tensorkorrutis) iseendaga.
Asendame niiiid siirdevektori (3.135) Navier” vorrandeisse (3.120).
Arvestades lihtsustusi (3.139) saame

[(@—)I— (¢ —c)n®@n]-a=0. (3.140)

Siin ¢ = w/k on faasikiirus ning nii identsustensor I kui vektorid n
ja a on defineeritud (z', z?) tasandil.

Vérrand (3.140) omab iihest lahendit a suhtes kui

det(mB) = 0, (3.141)
kus
1
m=c* — c3, B=I-—(c{—c¢)n®n. (3.142)
m

Kuna B on esitatav 2 x 2 maatriksina, siis

det(mB) = m?*det(B). (3.143)
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Omakorda
det(B) = 1 — — (& — &) c-q (3.144)
e =1——(cf —c5) = .
m ' 2

sest det(I — b ® c) = det(d*; — b*¢;) =1 —b-c kui b ja c on defi-
neeritud ruumis E?. Seega, arvestades (3.144) on tingimus (3.141)

esitatav kujul
(® =) (P —c3) =0. (3.145)

Viimane tingimus viitab veelkord sellele, et elastses keskkonnas on
voimalik kaks erinevat laine litkumist — {iks toimub faasikiirusega
c=cy = [(A+2u)/p]"/? ja teine faasikiirusega c = ¢y = (u/p)*/2.

Juht ¢ =¢;. Sel korral saame vorrandist (3.140)
a=n(n-a). (3.146)

Viimane avaldis iitleb, et siirdevektor u on laine levimissuunaga
samasihiline — a || n. Selliseid laineid nimetatakse pikilaineteks ja
nad levivad kiirusega ¢; = [(A + 2u)/p]"/2. Kuna avaldiste (3.135),
(3.137) ja (3.139) pohjal

Vxu=—ikEn xn(n-a)=0, (3.147)

siis on pikilaine alati nn. mittepoorlev laine (keerisevaba laine). Va-
hel nimetatakse neid ka paisumislaineteks'C.

Juht ¢ = ¢,. Niiiid on (3.140) pohjal
n-a=_0, (3.148)

mis tdhendab, et siirdevektor u on risti laine levimissuunaga n, st.,
et siirdevektor asub liikuva lainefrondi tasandil. Sellist lainet ni-
metatakse poiklaineks ehk ristlaineks ehk nihkelaineks. Tema levib
kiirusega ¢y = (11/p)*/?. Antud juhul

I.=V-u=ikn-ak =0 (3.149)

107, k. dilatational waves
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ja seega on tegu isohoorilise protsessiga (vt. (3.129) lk. 117).

Tasapinnaliste harmooniliste lainete puhul nimetatakse pikilainet
primaarseks!! ja poiklainet sekundaarseks!?, sest kuna c¢; > ¢y, siis
néiteks maavérina puhul saabub esimene varem.

3.8.3 Rayleigh’ lained

Kéesolevas punktis vaadeldakse pinnalaineid (néit. seismilised lai-
ned). Pinnalaine kujutab endast hairitust, mis liigub labi keskkonna
nii, et tema moju on oluline vaid kitsas piirkonnas keskkonna piir-
pinna ldhedal. Selliste lainete amplituud vaheneb kiiresti stigavuse
kasvades ja lained levivad pinnakihtide puutujate sihis. Vaadeldava
teooria loojaks peetakse Rayleigh’t (1885).

Vaatleme elastset poolruumi y > 0, mis on piiratud tasandiga
y = 0 ning alajaotuste 3.8.1 ja 3.8.2 tulemusi. z—telje (mis on

y=0

Joonis 3.3: Elastne poolruum

risti xy tasandiga) sihis ulatub keskkond z = +oo. Koik vaadel-
davad fiifisikalised suurused soltuvad vaid muutujatest x,y ja t.

YT, k. primary wave, P-wave
121, k. secondary wave, S-wave
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Massjoudude puudumisel saavad vorrandid (3.125) kuju

1 0°F 1 0°G
7 S 3.150

c o’ c o2’ ( )
kus konstandid ¢; ja ¢y leitakse valemitest (3.119), F' ja G on vas-
tavalt Lamé skalaarpotentsiaal ja vektorpotentsiaali G z—telje si-
hiline komponent (vt. (3.132)). (Kuna me oleme huvitatud vaid zy
tasandil toimuvast, siis ei paku G ja Gy huvi.)

Eeldame, et y = 0 on vaba pind ja seega on rajatingimused pingete
jaoks esitatavad kujul

toy =1y, =0, kuiy=0. (3.151)

Siirde ja pingeviljad on esitatud vastavalt avaldistega (3.133) ja
(3.134).

Antud tilesande puhul otsime lainevorrandeile (3.150) selliseid la-
hendeid F' ja G, mille puhul laine amplituud kahaneb kiiresti
siigavuse y kasvades ning millel on sama periood nii aja t kui koordi-
naadi x jirgi (sest nad koos peavad rahuldama Navier’ vorrandeid).
Seega on lainevorrandite (3.150) lahendid on esitatavad kujul

G(x,y,t) = bexp [ By + ik(z — ct)], (3.152)

{ F(z,y,t) = aexp [—ay + ik(z — ct)]
kus a ja b on lainete amplituudid, « ja f — sumbuvustegurid (amp-
lituud peab kiiresti vihenema siigavuse kasvades), k — lainearv ja
¢ — faasikiirus.

Uldiselt voivad suurused a,b, o, 3 ja ¢ olla mittelineaarsed funkt-
sioonid ringsagedusest w (voi lainearvust k voi lainepikkusest ).
Seega kui faasikiirus ¢(k) = w(k)/k # const., siis iga alghéiritust
moodustav harmooniline laine levib erineva kiirusega ja laine kuju
muutub oluliselt. Sellist ndhtust nimetatakse dispersiooniks.
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Kui panna kompleksed avaldised (3.152) vorranditesse (3.150), siis
saame reaalarvulise faasikiiruse eksisteerimise tingimuse

2 72 _0_2 2 72 _C_2
o=k (1 5 | G°=k"(1 5 | - (3.153)
&1 &)

See reaalarvuline faasikiirus leitakse rajatingimustest. Algul asen-
dame avaldised (3.152) ja (3.153) pingete avaldistesse (3.134) ja
rakendame rajatingimusi (3.151). Saame vorrandisiisteemi

2t 62 52 Qiﬁ
R 14+ = — 14+ = Ty = 154
ka—l—( +k2>b 0, <+k2 a—+ kb 0 (3 5)

amplituudide a ja b madramiseks. Vaadeldaval vorrandisiisteemil
on mittetriviaalne lahend siis ja ainult siis kui

2
<1 + i—j) - 4]?—? = 0. (3.155)

Asendades a(c) ja ((c) avaldistest (3.153) vorrandisse (3.155) saa-
me vorrandi faasikiiruse ¢ leidmiseks. Vérrand (3.155) on tuntud
kui Rayleigh’ vorrand. Téhistame

c? 2 1-2w
- - == __ = 3.156
‘ 3 " A 2(1—v)’ ( )

kus v on Poisson’i koefitsent. Kuna 0 < v < 1/2, siis ka 0 < m <
1/2 ja kui v kasvab, siis m kahaneb. Avaldised (3.153) ja Rayleigh’
vorrand (3.155) saavad niiiid kuju

a=Fk(1-m&Y?:  p=k(1-&Y? (3.157)
ja
R(€) = (26— 4(1 = "*(1 —mg)'/* = 0. (3.158)

Et vabaneda viimases ruutjuurtest, korrutame teda avaldisega

M(§) = (2 &) +4(1 - €)"*(1 — mg)"/? (3.159)
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ning saame
¢[¢% — 8¢ +8¢(3—2m) — 16(1 —m)] = 0. (3.160)

Lahend & = 0 ei sobi, sest siis ka ¢ = 0 ja laine ei leviks. Seega tuleb
lahendada kuupvorrand

N(&) =& — 862 +8£(3 —2m) — 16(1 —m) = 0. (3.161)

Kuna N(0) < 0 ja N(1) > 0, siis jarelikult leidub vahemikus
0 < £ < 1 vihemalt iiks vorrandi (3.161) juur & = ¢?/c3 (vastav
c on reaalne ja ¢ < ¢3).

Vorrandite (3.158)—(3.161) pohjalik analiiiis nditab, et &; ongi ainus
reaalse faasikiiruse tagav ja vorrandit (3.158) rahuldav £ vaartus.
Saadud reaalset pinnalaine kiirust

cr = (€1)Y%c, (3.162)

nimetatakse Rayleigh’ laine kiiruseks.

Eringen ja Suhubi (1975) on leidnud Rayleigh’ laine kiirusi viiga
mitmete materjalide jaoks, nende jérgi:

kokkusurumatu materjal, v =20,5, cr = 0,9553c¢,,
teras, v=20,29, cr = 0,9258¢,
nn. Poisson’i materjal, v=20,25, cr = 0,9194cs.

Kasutades cg vdartust Poisson’i materjali jaoks saame labi avaldiste
(3.133) siirdekomponendid kujul

u = —kAlexp(—0,8475ky)—
—0,5773 exp(—0, 3933ky)] sin[k(z — cgt)],
v = kA[-0,8475 exp(—0, 8475ky )+
+1,4679 exp(—0, 3933ky)| cos[k(x — cgt)],

(3.163)

kus A on ampituudi tegur. Vastavad pingekomponendid saadakse
avaldistest (3.134).
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