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Peatiikk 4

Valik klassikalisi
inseneriprobleeme

4.1 Sissejuhatus

Kéesolesvas peatiikis esitatav materjal pohineb Timoshenko & Goo-
dieri opikul “Theory of Elasticity”

Tahistused

e 0 — normaalpinge; 0,, 0, 0, — normaalpinge komponendid
(pingetensori normaalkomponendid).

e 7 — nihkepinge; 7,y = Tyy, Tor = Tuw, Ty» = T2y — nihkepinge
komponendid.

e Siirdevektori komponendid u || z, v || y, w || z on 16pmata
véikesed pidevalt muutvad ( iile kogu vaadeldava keha ruum-
ala) suurused.
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Deformatsioonitensori komponendid

oo
ar’ VT oy’ =T
_Ou  0Ov ou  Ow ov  Ow

’Yﬂcy—a—y‘i_axv ’sz—$+ax> /Vyz—%"i‘a—y

Ex =

NB! tensortahistuse puhul 2¢19 = Vay JRE.

Olekuvorrand — Hooke’i seadus

Vaatleme vaid nn. vaikeseid deformatsioone.

e Tomme z telje sihis (0, # 0,0, =0, =Ty = ... =0))

Oy Oy

a= 5, &=&=-Vg

(4.2)

kus F on Youngi moodul ja v Poisson’i koefitsent. Témbel y

telje voi z telje sihis — analoogsed seosed.

Nn. kolmeteljelisel tombel

( 1
Ex = E[Uczz - V(Uy =+ Uz)]»
1
Ey = E[Uy —v(o, +02)],
1
\ £, = E[UZ — y(ay +0.)],
e Nihkel
TCC T z T$Z
,yxyzgya 'szzéa 'sz:67
E .
(G = ————— — nihkeelastsus moodul.

2(1+v)

(4.4)
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e Deformatsioonikomponendid e ja . on iiksteisest soltuma-
tud.

e Normaalpingete summa

©=0,+0,+0.. (4.5)
e Ruumpaisumine
1—2v
=&, L= . 4.6
e=¢c;+eyt+e 5 (4.6)
Hiidrostaatilisel survel o, = 0, = 0, = —p ja
3(1—2v) P
= p=—= 4.7
e T P= (4.7)

kus k& = FE/[3(1 — 2v)] (see pole Timosenko ja Goodieri
tahistus) on ruumpaisumis moodul ehk ruumi moodil.

e (4.3) poordteisendus

0, = e + 2Ge,,
oy = Ae + 2Gey, (4.8)
0, = Xe + 2Ge,,
kus
A=vE/[1+v)(1-2v)] ja u=G (4.9)

on Lamé konstandid.

Tasapinnalised iilesanded

e Tasapinnaline pingeseisund (tasandpingus) — o, = 7,, =
Tee = Tyz = T = 0, teised pingekomponendid on nullist
erinevad. Voib veel tdiendavalt eeldada, et pinge ei soltu koor-
dinaadist z.
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e Tasapinnalisel deformatsioonil w = 0 ja u = wu(x,y) ning
v = v(z,y). Niid on vaja leida vaid kolm nullist erinevat
soltumatut pingekomponenti o,, oy ja T,y —

{ o, =v(oy + 0y),

Yyz = Voy = Yoz = Veo = Taz = Tzx = Tyz = Tzy = 0.

(4.10)

e Tasapinnalisel juhul saadakse tasakaalu diferentsiaal vorran-
did elementaarristkiiliku tasakaalu tingimustest

0oy 0Ty

Tz = 07
ox oy +f
(4.11)
% aT‘ry +f,=0
oy Ox v
kus f on mahujoud (st. dim f = joud/ruumala).
e Rajatingimused
t, = [ z T Y
O 7 My (4.12)
ty = moy + 7y,

kus t on pindjoud ja [, m — pinnanormaali N suunakoosinu-
sed.

e Sobivus- ehk pidevustingimused (kolm deformatsioonikompo-
nenti ja kaks siirdekomponenti).

B TR I T T
oo Y oy ™ oy ox
0%, 0%, Py

oy 0x2  Ozdy

(4.13)

e Tasapinnalise deformatsiooni puhul saame valemeist (4.3) ja
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(4.4)
( 1 9
Ep = E[(l —v7)o, —v(l+v)oy,l,
1
} & =50 =)oy —v(1+v)o, (4.14)
_ Tay
S En

e Kombineerides valemeid (4.14), sobivustingimusi (4.13) ja ta-
sakaaluvorrandeid (4.11) saame sobivustingimused pingetes

? 0 L [0f.  0Of,
(@—i‘a—yz)(UI—FO‘y)——l_V(ax—i—8y). (4.15)

Viimase vorrandi pohjal selgub, et kui mahujoud on konstant-
sed, siis ei sisalda sobivusvorrand materjalikonstantne.

e Tasandpinguse puhul saame avaldistest (4.3) ja (4.4)
Oy — VO oy — VO, Tuy

Ex = T, Ey = T, Yoy = ? (416)

e Kombineerides niiiid avaldisi (4.16), sobivustingimusi (4.13)
ja tasakaaluvorrandeid (4.11) saame vorrandi

”? 0 B of:  9fy
(505 + 5 ot o = =140 (224 2) )

Ka vorrand (4.17) (nagu ka sobivusvorrand (4.15)) annab
konstantsete mahujoudude puhul tulemuseks

0? 0?

mis ei sisalda materjalikonstante.
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Airy’ pingefunktsioon. Vaatleme juhtu, kus ainuke mahujoud
on keha kaal. Seega kui y telg on suunatud alla, siis f, = 0 ja
fy = pg ning tasakaaluvorrandid (4.11) saavad kuju

doy  OTyy 0

dv Oy (4.19)
Ooy , Oy g

dy oz 7T

Need tuleb lahendada koos sobivustingimustega (4.18) ja rajatingi-
mustega (4.12).

Viga tihti tuuakse nende vorrandite lahendamiseks sisse Airy’ pin-
gefunktsioon ¢ = @(x,y), mis on seotud pingekomponentidega
jargmisel moel:

0% 0% 0%
o= gz P Ov= G T PIY Ty 900y (4.20)

Sellise ¢ valiku puhul on tasakaaluvorrandid (4.19) automaatselt
rahuldatud. Pingekomoponentide (4.20) asendamisel vorrandisse
(4.18) saame biharmoonilise vorrandi

34 84 4
P TY L Ov_
ox* 0?xd%y  Oy*

0. (4.21)

Seega tuleb leida selline funktsioon ¢, mis rahuldab nii diferent-
siaalvorrandit (4.21) kui ka rajatingimusi (4.12).
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4.2 Biharmoonilise vorrandi lahenda-
mine poliinoomides

Vaadeldav ldhenemisviis on rakendatav kui uuritakse pikki
ristkiilikulisi plaate voi talasid.

A) Ruutpoliinoom

a C
o = 52%2 + by + ;yQ- (4.22)

Sellise valiku puhul on biharmooniline vorrand (4.21) automaatselt
rahuldatud. Massjoude hiilgamise puhul saame avaldistest (4.20)
pingekomponendid kujul

Oy = C2; Oy = a2, Ty = —bo. (4.23)

Selline pingeseisund tdhendab ay; > 0 ja c; > 0 puhul iihtlast

AR RARRY
N 2
|

T

4

R

Joonis 4.1: Ruutpoliinoomile vastavad rajatingimused.

tommet kahes ristuvas sihis koos iihtlase nihkega. Vastavad rajatin-
gimused on esitatud joonisel 4.1. Vottes osa poliinoomi koefitsente
vordseks nulliga, saab rajatingimusi varieerida.
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B) Kuuppoliinoom

= — — — —°. 4.24
3= 35t T STy Sy + oy (4.24)
Ka antud juhul on biharmooniline vérrand (4.21) automaatselt ra-

huldatud. Pingete avaldiste (4.20) pohjal aga

Oy =3 +d3y; 0y = azr +bsy; Ty = —bsr —czy.  (4.25)

B I O SR LA

A § 7y 45/

< -

N
—

il

N
a) ¥ [ b)

- ©) g 0 2]
)
N

&

Joonis 4.2: Kuuppoliinoomile vastavad rajatingimused: a) d3 # 0,
a3263263:0jab) b37é(), a3203:d3:O

Valides niitid vaid d3 # 0 saame puhtale paindele vastava
pingeseisundi. Vastavad rajatingimused on esitatud joonisel

4.2 a).

e Vaid b3 # 0 — pindadel y = ¢ mdojuvad pinged o, = +bsy
ja 7y; = —bsx ning pinnal = [ pinge 7., = —bsl (joonis 4.2
b)).

o Vaid c3 #0 ...

Vaid az #0 ...
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Teist ja kolmandat jarku poliinoomide puhul polnud vaja esita-
da taiendavaid kitsendusi poliinoomide koefitsentidele, sest bihar-
mooniline vorrand oli automaatselt rahuldatud. Koérgemat jarku
poliinoomide puhul pole asi aga enam nii lihtne.

C) Neljandat jarku poliinoom

aqg 4 by 3 C4 9 9 dy 3 €4 4
_ “ 4 YA (426
137 g Pyt Ty hg it oy (420)

P4
Niiiid on biharmooniline vorrand (4.21) rahuldatud vaid juhul kui
es = —(2¢4 + aq) (4.27)

ning pingekomponendid (4.20) saavad kuju

0p = ca2® + dazy — (2c4 + ag)y’;

o, = ay2° + byry + cyy’; (4.28)
Toy = ——1% — 2047 —% 2
Ty 9 4TY 9 Yy

Kuna koefitsentide ay,...,d, valik on vaba, siis on (4.28) abil

voimalik kirjeldada mitmesuguseid rajatingimusi. Néiteks kui vaid
d4 > 0 on nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis

d
oy =dyry; 0y =0; Tuy = —éy? (4.29)
Vastavad rajatingimused

( d

Yy = Zl:C, Tym = _54027
§ =0, 7= 5 Y (4.30)

d
T = l> Txy __4y27 Oy = d4ly
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T o

| N

t 4 ()

f { L
—*—-—-7— —*5‘3302(0

g

Joonis 4.3: Neljandat jarku poliinoomile vastavad rajatingimused
dy > 0 ja ay = by = ¢4 = 0 puhul.

on kujutatud joonisel 4.3.

Vaatleme iihikulise paksusega plaati. Leiame plaadi kontuuril moju-
vatest pingetest pohjustatud joupaaride momendid (vt. joonis 4.3)

( c 3
M) = =2 [ [ty = ... = -5,
0 3
§ M(7ys) = 2|7yelle = ... = dylc?, (4.31)
¢ 2d4lc?
M(O‘x>:—2/ o ydy = ... = — e
\ 0 3

Seega on antud juhul (st. juhul kui mééda plaadi kontuuri on raken-
datud joonisel 4.3 kujutatud pindjoud) plaadile mojuv jousiisteem
tasakaalus.

Kui vaid ¢4 > 0 oleks nullist erinev poliinoomi koefitsent, siis saak-
sime avaldistest (4.28)

0p = 2% — 2c4y%; oy = ey’ Toy = —2C4TY. (4.32)

Jne., jne.
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D) Viiendat jarku poliinoom

_ 5 5 bs 4 30 ds 53 € 4[5 g
Pt TRtV TRt Tyt Tt s
(4.33)
Niiiid on biharmooniline vorrand (4.21) rahuldatud kui
1
€5 = —(205 + 3@5) ja f5 = —g(bg, + 2d5) (434)
Pingekomponendid
( 62805
O = =
dy?
4 o 82905 o
% = or2
(" oxdy
(4.35)

Valides vaid ds > 0 nullist erinevaks poliinoomikoefitsendiks, saame
pingejaotuse
=d 2, _ 28 —1d3 = —dsxy” 4
0, =ds(0°y = 3y°), oy = gdsy’, Toy = —dswy”. (4.36)

Viimasele vastavad rajatingimused

)
y — :EC, Jy = i§d5c3, ’]'yx — —d5x02
2d5y°
r=0, 0,=-"20 7, =0, (4.37)
2
|7 = I, 0, =ds(PPy— gyS), Tey = —dsly>.

Kuna biharmooniline vorrand (4.21) on lineaarne diferent-
siaalvorrand, siis on tema lahendiks ka suvaline lahendite super-
positsioon. Seega, liites eespool leitud elementaarlahendeid, saame
leida meid huvitava probleemi lahendi.

4.8. Saint-Venant’i printsiip 137

Kui niilid pingekomponendid on mé&aratud, siis saab Hooke’i sea-
duse (4.3) ja (4.4) abil leida deformatsioonikomponendid ¢, ¢,
ja 7zy. Viimastest omakorda aga siirdekomponendid kui diferent-
siaalvorrandite

ou ov ou Ov

5 — Sz, a. ) a0 5. Tz 4.
or - dy v 8y+8x Ty (4.38)

lahendid u ja v. T6si kiill, (4.38) ei méaéra siirdekomponente iiheselt.
Kui lisada siirdekomponentidele u ja v lineaarfunktsioonid, vasta-
valt

u; = a -+ by jav, =c— bz, (4.39)

siis jaab (4.38) kehtima (a,b, ¢ on konstandid). Konstandid a ja ¢
madravad jadiga keha rodplitkumise ja konstant b jéiga keha poorde
imber z telje viikese nurga vorra.

Konkreetsete iilesannete puhul poordume diferentsiaalvorrandite
(4.38) juurde tagasi.

4.3 Saint-Venant’i printsiip

Elastse keha pinna véiikesele osale moéjuva jousiisteemi asenda-
mine staatiliselt ekvivalentsega muudab oluliselt lokaalseid pin-
geid joudude rakenduskoha ldhedal, kuid praktiliselt ei mojuta
pingeid punktides, mis asuvad piisavalt kaugel pinnaosast, kus
jousiisteemi muudeti. Kaugust tuleb vorralda vaadeldava pinnaosa
lineaarmootmetega. Mojud (tdiendavad pinged ja deformatsioonid)
viahenevad geomeetrilise progressiooni kiirusega.



4.4. Konsooli paine 138

4.4 Konsooli paine

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega konsooli, mille vabas otsas
(x = 0) on rakendatud joud P, mida v6ib vaadelda kui otspinnal
mojuvate nihkepingete peavektorit (joonis 4.4). Konsooli pealmine
ja alumine pind on pingevabad ja ots x = [ jéigalt kinnitatud.

/ [ e/
A
¢ /J//, ,
P ¢
Y 2
4

Joonis 4.4: Kitsa ristkiilikulise ristloikega konsool pikkusega [,
korgusega 2c ja paksusega 1.

Sellist olukorda saab vaadelda kui superpositsiooni puhtast nihkest
(alajaotus 4.2 A valemid (4.23) ay = c2 = 0 ja by # 0) ja valemitega
(4.29) esitatud juhust (alajaotus 4.2 C ay = by = ¢4 = e4 = 0 ja
dy # 0). Saame

oy =dyzy, 0y, =0, Tp=—by— %yQ. (4.40)
Rajatingimused
Tyzly=te = Tayly=te =0 = dy = —26—[)22, (4.41)
ZFiy x_OZP:—/_CTxydy:/_C <bz—%y2) dy
= by= % (4.42)
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Pannes niitid konstandid b, ja d4 valemitest (4.41) ja (4.42) pingete
avaldisse (4.40) saame

3P 3P y?
Or = —5 3Ty, Oy = 0, Tuy= I <1 — §> : (4.43)
Arvestades, et inertsimoment [ = I, = 2¢%/3, siis
P P
Oy = = 7Y, 0y= 0, Tuy= —ﬁ(c2 — 7). (4.44)

Lahend on tdpne Saint-Venanti printsiibi mottes, st., 4.2 C puhul
on tala otsas nihkepinged paraboolse jaotusega.

Leiame niiiid siirdekomponendid u ja v. Hooke’i seadusest

([, O _o_ P

T or E EIY

. ov o, VP a5
= = —]— = —2X

1T 3y £ Bl (4.45)
_Ou v Ty P,

=, e T ¢ - agC YY)

Integreerime (4.45), , —

B P _vP
u=—slay (), v P+ file). (440
Pannes (4.46) valemisse (4.45), saame
P o, dfly) , vP 5 dfi(z) P 2
_ = — — . (4.47
2E1 21! T T 2IG\¢ TV ) (44T
Viimane on esitatav kujul
( F(z) +Gy) = K,
_dfi(z) P,
Py == ~ 3™ s,
: Cdfty)  wP , P 4.48
e Y o7 E Ay re L
I
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Kuna F(x)+G(y) = K = const., siis peavad ka F'(z) ja G(y) olema
konstantsed.Téhistades F'(z) = d ja G(y) = e saame valemitest
(4.48) tingimuse

d+e=———=c (4.49)

ja diferentsiaalvorrandid

d P
f(y) __ v ¥
dy 2FE1
dx 2ET

Viimaste integreerimisel saame

(4.50)

P
_ 3 3

P 3

Seega saavad siirete avaldised (4.46) kuju

——zy — e

261" Y T 6ElY T TYTY (452)
e Do ra |
USopr Teprt TR T

Konstandid d, e, g ja h méiratakse tingimusest (4.49) ja kolmest
rajatingimustest siiretele.

(4.51)

Olgu punkt A tala ristloike x = [ kese. Seega peab olema see punkt
fikseeritud — tema siirded on nullid ja ristldige x = [ ei saa poorelda
timber punkti A. Seega kui x =1[ ja y = 0, siis u = v = 0 ning

PI3

g=0 ja h:—@—dl. (4.53)

Et saada konsooli koverdunud telje vorrandit, votame valemis
(4.52), y=0—

=2~ — —d(l— ). (4.54)
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Konstandi d méaaramiseks kasutame kolmandat rajatingimust, mis
ei luba vaadeldaval ristloikel poorelda timber punkti A. Seda tingi-
must voib ette anda mitmel viisil. Vaatleme kahte:

a) tala telje element on punktis A fikseeritud, st.,

@
ox

=0 (4.55)
y;O

b) tala ristldike vertikaalne element on punktis A fikseeritud, st.,

ou

Sl —) 4.
5 0 (4.56)

=1
y=20

Juhul a) saame avaldiste (4.55), (4.54) ja (4.49) pohjal

PI? PI? P
d=——Fjae=— — —. 4.
261 1 © T 2BT 26T (4.57)
Seega saavad siirdekomponentide avaldised (4.52) ja koverdunud

telje vorrand (4.54) kuju

(y P o wP o P o (PP P
2el" YV T sE1Y Tear? 2Bl 2G1)Y
v , P , PE PP (4.58)
V=R T eErY T 2EIY T 3ED
| P, PP . PP
V=0 = xr — a .
(=0T GET oF1" " 3E]

Juhul b) saame konstantidele vadrtused

PI? P> Pc?
= — 1 = —— 4
d SE] & € (4.59)

2ET  2GI
ning tala koverdunud telje vorrandiks

| P , PP . PI3 . Pe? (- 2)
V=0 = xr — i — ).
v=0 " G6ET oFET1" " 2EI " 2GI

(4.60)
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Joonis 4.5: Rajatingimused otsas x = [.

Seega saame vorrandi (4.60) kasutamise puhul

Pc? P

Sl =) = 3P0 (4.61)
vorra suuremad lédbipainded kui vorrandi (4.58), puhul. Pohjus on
selles, et rajatingimused (4.55) keelavad tala telje poorded kuid lu-
bavad otspinna poordeid punktis A (vt. joonis 4.5 a). Rajatingimu-
sed (4.56) keelavad aga tala otspinna poorded kuid lubavad telje
poordeid (vt. joonis 4.5 b). Mélemal juhul toimuvad poorded iihe
ja sama nurga 3P/4cG vorra kuigi poorduvad erinevad elemendid.

Tegelikult jaab aga kogu otspind = = [ paigale ja diget tulemust ei
anna ei juht a) ega b) ning kinnituskoha liheduses ei vasta ka pin-
gejaotus valemitega (4.44) antule. Avaldise (4.44) puhul tuleb ra-
kendada Saint-Venant’i printsiipi, st., et (4.44) annaks toeparasema
tulemuse, peame olema otsast x = [ piisavalt kaugel. Seega pikkade
konsoolide puhul on tulemus <tépsems, st. vastab enam tegelikku-
sele, kui lithikeste puhul.
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Py bbbt btape =

bee 0y fme =]
S
8

{ {
a) b)

Joonis 4.6: Uhtlaselt koormatud kitsa ristkiilikulise ristloikega tala
(tala pikkus 2[, korgus 2¢, paksus 1).

4.5 TUhtlaselt koormatud tala paine

Vaatleme kitsa ristkiilikulise ristloikega tala (joonis 4.6). Tala on
otstes vabalt toetatud ja talle mojub iihtlaselt jaotatud koormus
intensiivsusega q.

Rajatingimused: a) kiilgpindadel y = +c¢
Toylyese =0, 0yl . =0, oyl . =—0q (4.62)

b) otspindadel x = +I

( c
/ Tayl ey Ay = F4l, poikjoud tala otstes,

C

/ 0|,y dy = 0, pikijoud tala otstes, (4.63)

(&)

paindemoment tala otstes.

/ Ux|x:ﬂ ydy = 0,
[ /-

C

Rajatingimusi (4.62) ja (4.63) saab rahuldada kui kombineerida ala-
jaotuses 4.2 leitud lahendeid.

Lahtume lahendist (4.36) (lk. 136), millele vastavad rajatingimused
on kujutatud joonisel 4.7 Et vabaneda tombepingetest kiiljel y = ¢
ja nihkepingetest kiilgedel y = +c lisame kehale tombe o, lahendist
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RERE RN, L o
i ARG : {
! < } ; &z
' — 605052 £ i
EAREAREDY ===
=467
y [ - / iy tpac®
a) b)

Joonis 4.7: Viiendat jédrku poliinoomile vastavad rajatingimused
ds # 0 ja as = bs = c5 = e5 = f5 = 0 puhul.

(4.23) ja pinged o, = bsy ning 7,, = —bsx lahendist (4.25). Kokku

Saame seega
;

2
O = d5(l’2y - gy?))’

1
\ oy = §d5y3 + b3y + ag, (4.64)
[ Tay = —d5xy2 — bsx.
Rajatingimustest (4.62) saame
q 34 34
S L 4,
45 27 3 4 C, 5 4 3 ( 65)
Arvestades, et [ = I, = 2¢®/3 saame valemitest (4.64) ja (4.65)
r B q )
< g1 2 (4.66)
v 2ﬂ3y_cy+3c) |
_ 92
\ Tay = Y (C Y )

Leitud pingekomponendid rahuldavad lisaks rajatingimustele (4.62)
ka (4.63), ,. Et oleks rahuldatud ka (4.63), lisame puhtale painde-
le vastavad pinged o, = dsy ja 0, = 7, = 0 lahendist (4.25).
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Rajatingimusest (4.63), leiame

3qg (VP 2
d — ——]. 4.67
- 40( 5) (4.67)

Seega kokku avaldub normaalpinge kujul

q 2 q 2 3 2 2
= — + (2P -2 : 4.
7 (P =)y 21 <3y 5° y) (4.68)

Avaldise (4.68) esimene liige vastab elementaarsele paindeteooriale
ning teist saab vaadelda kui parandusliiget ja ta on véike vorreldes
esimesega. <Parandusliige> on pohjustatud sellest, et elementaar-
teooria puhul eeldatakse, et o, = 0, kuid (4.66) pohjal pole see nii
(vt. joon. 4.6). Avaldisega (4.68) esitatud pinged annavad otspin-
dadel nulliga vorduva peavektori ja peamomendi. Lahend on tépne
vaid juhul kui otspindadel x = £/ moéjuks pindjoud

3q (2 45 2,
i—— -y’ — = ) 4.69
10 <3y 5cy> (4.69)

Saint-Venaint’i printsiibi pohjal loetakse lahend tépseks punktides,
mis on otstest x = £l kaugemal kui tala korgus, st. 2¢, ka t, = 0
puhul.

Tala punktide siirded u ja v leitakse analoogselt alajaotusele 4.4.
Niiiid eeldatakse, et punktis x = y = 0 on horisontaalsed siirded
vordsed nulliga ja vertikaalsed siirded vordsed lédbipaindega §.
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Kokku saame, et

4 2,2
2
§ v=— L{y——c—+§c3y+ (4.70)

\ 9T | 2 12 5
Kuna (4.70), pohjal siirded tala keskjoonel
vqr
0= — 4.71
o = 22, (4.71)

siis ei osutu keskjoon neutraalseks jooneks. Tala keskjoone labipaine
q [P2* 24 1, , 1 9 9

—— === 1+ = . (4.72
2EI[2 T G EE )

Kuna tala otsad on vabalt toetatud, siis v|,—+; = 0 ja

5 ql* 12¢2 (4 v
(5—ﬂﬁ l1+€l7 5—1—5 . (473)

Avaldises (4.73) nurksulgude ees olev kordaja esitab elementaar-

teooriale vastavat libipainet (eeldades, et tala ristloiked jadvad de-

formatsioonil tasapinnalisteks). Teine liige nurksulgudes esitab pa-

randust, st. arvestab podikjou moju ldbipaindele. Diferentseerides

(4.72) kaks korda saame keskjoone koverust iseloomustava avaldise
0%

q [1?—2? o (4 v
P :El 5 +c 5-1—5 : (4.74)

Ka selles avaldises vastab esimene liige elementaarteooria valemile
ning on proportsionaalne paindemomendiga ¢(I* — z?) /2.

Vly=0 =9

y=0
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4.6 Hidrostaatiliselt koormatud
vertikaalne konsool

R T A RS s i P RS AR 227

[%4

Joonis 4.8: Vertikaalsele konsoolile méjuv hiidrostaatiline surve.

Kui iildistada alajaotuses 4.2 esitatud lahendusmetoodikat ja
vaadelda 6. jarku poliinoomi, siis saame laida pingejaotuse
hiidrostaatiliselt koormatud vertikaalse konsooli jaoks:

3

3

_qry q 3,09

= e (‘2“/ 5 xy)
3
qr Y>3y
4 _ 4 _ % 4.75

%y 2 T (403 40>7 (4.75)

_ 3qa?

2 2 4 4 4 q 3 9 9 2

| 7oy = 3@ (" —y )—@(C -y )+4—6350 (" =)

Siin téhistab ¢ vedeliku erikaalu (N/m®) ja seega on koormuse in-
tensiivsus siigavusel z vordne gz, poikjoud gz?/2 ja paindemoment
qr3 /6. Avaldiste (4.75) esimesed liikkmed vastavad jillegi elemen-

taarteooriale.

Konsooli vabal otsal z = 0 on leitud lahendi pohjal normaalpinged
nullid, kuid nihkepinged

3
Ty = 55 (¢ =y + 15— ). (4.76)
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Nihkepingete peavektor on aga null. See voéimaldab lugeda
viliskoormuse kohal x = 0 nulliks.

Kui tahetakse arvesse votta ka konsooli materjali omakaal, siis tuleb
o, avaldisse lisada liige —q;x, kus ¢; on konsooli materjali erikaal.

4.7 Tasapinnalised iilesanded
polaarkoordinaatides

4.7.1 Tasakaaluvorrandid ja Airy’
pingefunktsioon

0(‘5':\% C

oo
(,;1/\9’-]' & 4

+A 0~
7 0(7:%7" " DL

Joonis 4.9: Viikese elemendi ABC D tasakaal.

DRK-s esitatud tasakaaluvorrandite analoog saadakse kui vaadel-
dakse elemendi ABC'D tasakaalu ja projekteeritakse tema kiilgedel
mojuvad summaarsed joud ja mahujoud 9 ja r sihile. Minnes iile
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piirile d¢ — 0 ja dr — 0 saame

do, 1019 o0, — 0y

87" ; 819 T + fT - 07 (4 77)
laO}g 87'7,,9 i 27'm9 i f . )
r oY or v

Siin tahistavad f, ja fy mahujoudude projektsioone radiaal ja tan-
gentsiaal suunale (7 ja ¥ kasvamise suunale).

Ka siin saab mahujoudude puudumisel sisse tuua Airy’ pingefunkt-
siooni ¢ = (¥, r), nii et

oo L0p 180 O
"ror  r200?’ T or2 (4.78)
_1% 18 0 (19p |
=299 rorod . or\rav )’
Niilid Laplace’i operaator
0? 0? 9?10 1 02
2_ (Y2 Y N_(Z2 Y Y
V= ((9:1:2 * 8y2> <8r2 * ror i 8192> (4.79)
ja biharmooniline vorrand
#? 10 19\
4 J— . - R frnd
Vi = <8r2 e T 8192> »=0 (4.80)

Kui pingekomponendid ja seega ka ¢ soltuvad vaid koordinaadist
r, siis saab vorrandi (4.80) iildlahendi esitada kujul

¢ =Alnr+ Br’lnr + Cr* + D. (4.81)
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4.7.2 Kovera tala paine

Joonis 4.10: Kovera tala paine.

Niitena vaatleme kovera tala puhast painet, st. vaatleme tala,
mis paindub kéverustasapinnas otstesse rakendatud momentide M
mojul. Sel juhul jaab paindemoment konstantseks kogu varda pik-
kuse ulatuses, jarelikult soltub pinge vaid radiaalkoordinaadist r.
Seega saab kasutada lahendit (4.81).

Rajatingimused:

o,=0, r=a, r=0,

b b
/ ogdr =0, / ogrdr = —M (4.82)
.9 = 0, koigil rajapindadel.

Pérast rajatingimuste (4.82) rahuldamist ja tdhistuse

N = (b* — a*)? — 4a*b* In? b (4.83)
a

sissetoomist saame
( AM [a?b® . b 9

Or == (T—an——l—b lnb+a lnr) ,
< i ( a’b® . b

_ 2 2 (484)
0'19——7 —71 ——|—blnb—i—aln + 0" — ),

\ng:O.
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G,2% 8
M g .
N 4o
A
¢ (rie=4#43) T " L
=l 4 Lt
Vii < 29 \.\ﬁ/ox. (1070)
) N N[
< 6
y ™ AN
4 a3 "
) a /
10 12 4 W6 18 20 g 12 ik 16 16 20
e /4

Joonis 4.11: Pingete jaotus kovera tala paindel.

Lahend on tépne vaid siis kui pingejaotus otspindadel vastab aval-
disele (4.84),. Muil juhtudel tuleb rakendada Saint-Venanti printsii-
pi. Joonisel 4.11 on esitatud suurused oya?/M ja o,.a*/M soltuvana
suhtest 7/a juhul kui b/a = 2. Jareldused: 1) o, > 0 iga r puhul
vaadeldavas piirkonnas; 2) neutraalne telg vastab r/a = 1,443 ja
max oy > |minoyl; 3) 0, maksimum ei asu neutraalsel teljel.

4.7.3 Deformatsioonikomponendid
polaarkoordinaatides

. ou - v 10v
r= g0 ST T oag
lau ov v (4.85)

o = 819 or r

Siin moistetakse suurusi v ja v kui radiaalset ja tangentsiaalset
siirdekomponenti. Hooke’i seaduse kuju jaab endiseks:

1 1 Try

Ep = E(ar - 1/019), €y = E(Uﬁ - VUr), Try = E (4-86)

Siirete madramine toimub analoogiliselt DRK-ga.
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4.7.4 Poorlev ketas

Teiseks néiteks polaarkoordinaatide puhul on poorleva ketta
iilesanne. Vaatleme poorlevat ketast, mis poorleb jadva nurkkiiruse-
ga w. Ketta paksuse loeme raadiusega vorreldes viikeseks. Ainsaks
mahujouks (mida arvesse votame) on inertsjoud, st. f, = pw?r ja
fo = 0. Antud juhul on tegu nn. polaarsiimmeetrilise iilesandega,
kus o, ja oy soltuvad vaid koordinaadist r ja seega valemi (4.78)
pohjal 7.y = 0. Teine tasakaaluvorrandeist (4.77) on antud juhul
automaatselt rahuldatud ja esimesele saab anda kuju

d

J(rar) — 09+ pw’r? = 0. (4.87)
Kuna ka ¢, ja ey on vaid r funktsioonid, siis (4.85) pohjal
ou u
r prm— —7 = — 4.88
c ar (4.88)
Hooke’i seadusest (4.86)
E E
o (e, —vey), oy (9 — ve,). (4.89)

T 1- T1-
Asendades niitid deformatsioonikomponendid (4.88) Hooke'i sea-

dusse (4.89) ning viimase omakorda tasakaaluvorrandisse (4.87)
saame diferentsiaalvorrandi siirdekomponendi v méaramiseks:

C,d?u  du 11— .,

r —dr2—|—r$—u:— T (4.90)
Selle diferentsiaalvorrandi iildlahend avaldub kujul
1 1 1-—?
u=—=|1-v)Cr—(1+v)C;—— Y pw?rd| (4.91)
E r
Vastavad pingekomponendid
1 3
UT:C+C’1—2— —gyprTQ,
g (4.92)
1 143
o9 =0C—C1— — + pr2r2.
r 8
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Konstandid C' ja ] méidratakse rajatingimustest.

Tiisketta (ilma auguta keskel) puhul vastab r = 0 siire u = 0, seega
C7 = 0. Ketta serval » = b joudude puudumisel o, = 0, seega

3+v 21,2

C= pw (4.93)
Seega pingekomponendid
3
o, = jgy,ocuz(b2 —7?)
3+v 4.4 1+3v 4, (4.94)
oy = pwibT — pwir
8 8
Plaadi keskel on neil pingetel maksimaalne vaartus
3
O =09 = —g pr2b2. (4.95)

Kui ketta keskel on ava raadiusega a, siis konstandid C ja C}
méiratakse rajatingimustest o,|,—, = 0,|—p = 0 —

3 3
C= —gy,ouJQ(aQ +b%), Cp=-— gypr(szz. (4.96)
Pingekomponendid
3 2p?
o, = ;prQ <b2+a2—a—2—r2) :
T
019 (4.97)
—3+Vw2 bz+a2_ab _1-|—3Vr2
7= P r2 3+ v '

Radiaalpinge on niiiid maksimaalne kohal r = v/ab ja tangentsiaal-
pinge sisemisel serval

3
max o, = %pwz(b —a)?,

1 > | (4.98)

3 1—
max oy = Zypwz <62 + TP
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Kui a — 0, siis max oy ldheneb véartusele, mis on kaks korda suu-
rem kui avaldisega (4.95) esitaud vairtus. Seega kui teha téisketta
tsentrisse viike ava, siis suureneb tangentsiaalpinge plaadi tsentris
kaks korda.

4.8 Ruumilised iilesanded

Tasakaaluvorrandid
TR T L
a;yy a;;y agzz +f,=0 (4.99)
E S e AL

Rajatingimused

by = Ozl 4+ Tyym + Tyom,
ty = oym + Tyn + Tyyl, (4.100)
i,

= 0N+ Tyl + 7)om.

4.8.1 Varda tomme omakaalu maojul

Vaatleme punktis A jaigalt kinnitatud ristkiilikulise ristloikega var-
rast. Mahujoud

f:c:fy:07 fz:_pg, (4101)

kus pg on varda erikaal. Tasakaaluvorrandid on rahuldatud kui pin-
gejaotus esitada kujul

O, = PGz, Oy =0y="Tyy =Ty, = Ty, =0, (4.102)

st. varda igas ristldikes on nullist erinev vaid temast allpool asuva
osa kaalust pohjustatud normaalpinge.
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il

X
o~ ]

e

Joonis 4.12: Varda deformatsioon omakaalu mojul.

Rajatingimused: Nullist erinevad pinged vaid varda iilemisel
vélispinnal — seal o, = pgl.

Kuna sobivustingimused pingetes (vt. niiteks Beltrami-Michelli
vorrandid (3.44)) sisaldavad vaid teist jarku osatuletisi pingekom-
ponentidest, siis on nad antud juhul automaatselt rahuldatud.

Siirded ja deformatsioonid médrame Hooke’i seaduse abil

;

_Ow _o. _pgz
“T%9. " E E’
e _Ou_ v pyz
\ S R TR E’
—@4_@— —@+a_w— —@+a_w—0
\%y_ay or ™ 8. T or T oz oy
(4.103)

Siirdekomponendid u,v ja w leitakse avaldistest (4.103) integree-
rimise teel. Integreerimiskonstandid mé&ératakse rajatingimustest
punktis A. Jadiga kinnituse tottu on seal keelatud nii siirded kui
poorded, st., punktis x =y =0, z=1lonu =v = w = 0 ja
Ou/0z = 0v/dz = Ov/dx = 0. Tulemus on jargmine:
vpgrz vpgyz
U= — v=—
E E
o P97 +@(xz+yz)_&52
2F 2F 2F

(4.104)
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On selge, et z-telje punktid omavad vaid vertikaalseid siirdeid:

wl, _ o= —==(1* = 22). (4.105)

Teised punktid, st. kus = # 0 voi y # 0, omavad ka horisontaa-
seid siirdeid. Seega sirged, mis olid enne deformatsiooni paralleel-
sed z-teljega on peale deformatsiooni z suhtes kaldu. Tala 16iked,
mis olid enne deformatsiooni risti z-teljega, moodustavad pérast
deformatsiooni paraboolse pinna. Naiteks punktid, mis olid enne
deformatsiooni tasandil z = ¢ asuvad peale deformatsiooni pinnal
z = ¢+ wl|,—.. See pind on risti koigi nende varda kiududega, mis
enne deformatsiooni olid vertikaalsed.

4.8.2 Konstantse ristloikega  iimarvarraste
vaane

———
Z

Joonis 4.13: Umarvarda viine.

Vastavalt elementaarteooriale, avaldub nihkepinge varda vadndel
kujul

T = GIr, (4.106)
kus G on nihkeelastsusmoodul, r — polaarraadius ja 9 —

vadndenurk varda pikkusiihiku kohta. Pingevektor 7 on seejuures
risti varda raadiusega r.
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Lahutame niiiid pingevektori 7 - ja y-telje sihiliseks komponen-
diks:

Ty = Tay = Gors = GV, Tp = Top = —qor? = —Gy.
r r

) (4.107)
Ulejaanud pinged eeldatakse vorduvat nulliga, st.,

Oy =0y =0, = Ty = 0. (4.108)

Kuna pingekomponendid on kas nullid vo6i linearfunktsioonid koor-
dinaatidest x ja y, siis on sobivustingimused automaatselt rahulda-
tud. Jargnevalt vaatleme kuidas on rahuldatud tasakaaluvorrandid
(4.99) ja rajatingimused (4.100). Tasakaaluvorrandid on rahulda-
tud kui hiiljata massjoudude méju. Silindri kiilgpind on pingevaba,
seega, arvestades avaldist (4.108) ning et imarvarda pinnal

[ =cos(N,z) = §7 m = cos(N,y) = y, n = cos(N, z) =0,
r r
(4.109)
saame rajatingimustest (4.100).
0= Tyl + 7).m. (4.110)

Seega rahuldab elementaarteooria lahend (4.107)—(4.108) rajatin-
gimusi (4.110). Samuti on selge, et mittetimarvarda puhul elemen-
taarteooria lahend ei sobi, sest (4.109) ei kehti varda kiilgpinnal.
Varda otspindade ldhedal tuleb rakendada Saint-Venant’i printsii-
pi. Siirete leidmine tomub analoogselt alajaotuses 4.8.1 késitletud
juhuga, st., u = v = w = 0 ja du/0z = Ov/0z = dv/Jx = 0 punktis
A. Sellistel rajatingimustel saame

u=—vyz, v=vrz, w=0. (4.111)

Seega osutub tmarvarda puhul elementaarteooria eeldus, et
ristloiked jadvad tasapinnaliseks ja raadiused sirgeteks, oigeks.
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M
DI b (R
O ====F KR 2 won I Z{’
B3 ra = *3’5’*1
“ a) . b)

Joonis 4.14: Prismaatilise varda paine.

4.8.3 Prismaatiliste varraste puhas paine

Vaatleme prismaatilist varrast, mis paindub peatasandis zz varda
otstesse rakendatud vastassuunaliste ja suuruselt vordsete momen-
tide toimel. Koordinaatide alguse paneme varda vasakusse otsa ja
ristloike pinnakeskmesse. Elementaarteooria pohjal

Oy =0y = Toy = Tyz = Ty = 0, (4.112)

kus R on painutatud varda kdverusraadius. Lahend (4.112) rahul-
dab massjoudude puudumisel tasakaaluvorrandeid (4.99) ja raja-
tingimusi (4.100) varda kiilgpinnal. Otspindadel on lahend tépne
kui véliskoormus jaotub vastavalt avaldisele (4.112). Paindemoment
madratakse valemiga

Ez?2dA EI
M= | o,xdA = ey 4113
/AU T /A I I ( )

Viimasest avaldisest saame leida varda telje koveruse

L_ M (4.114)
R EI, '

Siirete leidmiseks kasutame samu rajatingimusi, mis alajaotuses
4.8.1, st., punktis A on keelatud nii siirded kui poorded. Hooke’i
seaduse (4.2) ja deformatsioonikomponentide definitsioonide (4.1)
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pohjal (antud juhul on tala teljeks z-telg!)

([ _Ow_=
=T 9. TR
L Ou_ vz _Ov_ vz
V"o R’ Yoy R’
_@_i_@_ _@_i_a_w— —@_i_a_w—o
\%y_ﬁy ar % T 8: " ar T oz oy
(4.115)

Kui lahendada diferentsiaalvorrandite siisteem (4.115) rajatingi-
mustel v = v = w = 0 ja Ju/dz = dv/dz = Jv/Ox = 0 punktis
r =1y =z = 0, siis saame

— 1 2 2 2
w= =+ (e ),

vy Tz
vV=—, w=—.

R R

(4.116)

Varda koverdunud telje vorrandi saame vottes viimases avaldises
r=y=0—
22 M2

———, v=w=0. (4.117)

YT TR T 2RI,

See avaldis langeb kokku elementaarteooria ldbipainde avaldisega.

Vaatleme niiiid varda suvalist ristloiget z = ¢ (enne deformatsioo-
ni). Peale deformatsiooni asuvad selle ristldike punktid tasandil

cx

z=c+w=c+ —, (4.118)

R
st. puhtal paindel jadvad ristloiked tasapinnalisteks. Et uurida
ristloike deformatsioone tema tasandis, vaatleme kiilgi y = 4b (vt.
joonis 4.14 b)). Parast deformatsiooni

y:ib+v:ib<1—%), (4.119)



4.8. Ruumilised tilesanded 160

st., peale deformatsiooni on kiiljed y = £b kaldu. Kaks iilejaanud
kiilge x = +2 omavad peale deformatsiooni kuju

1
r=ta+u==a— ﬁ[cz—ky(cf — 2], (4.120)

st. nende kujuks peale deformatsiooni on parabool. Seega on tala
pealmine ja alumine pind pikisuunas nogus ja ristsuunas kumer, st.
moodustab sadulpinna.

4.8.4 Paadi puhas paine

[

|

° o) : £)
Joonis 4.15: Ristkiilikulise plaadi paine.

Eelmises alajaotuses saadud tulemusi saab rakendada konstantse
paksusega plaatide paindeiilesannete puhul. Kui pinged 0, = Ez/R
on rakendatud piki y-teljega paralleelseid plaadi kiilgi (vt. joonis
4.15 a)), siis omab plaadi pind peale deformatsiooni sadulpinna ku-
ju, kusjuures tema koverus zz tasapinnas on 1/R ning ristuvas suu-
nas v/R. Siinjuures eeldatakse, et ldbipainded on vorreldes plaadi
paksusega viikesed. Téahistame plaadi paksuse h, paindemomendi
plaadi y-telje sihilise serva pikkusiihiku kohta M; ja inertsimomendi
pikkuiihiku kohta 7, = h®/12. Niiiid valemi (4.114) pohjal

1M, 120
R EI, EI’

(4.121)

Kui paindemomendid M; ja M, mojuvad kahes ristuvas suunas,
siis saadakse elastse plaadi pinna koverus paindemomentidest M,
ja M, pohjustatud kéveruste superpositsioonina.
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Téahistame 1/R; ja 1/ R, plaadi kdverused zz jz yz tasandites. Mo-
mendid M; ja M, on endiselt moodetud serva pikkusiihiku kohta.
Kasutades niiiid avaldist (4.121) ja superpositsiooniprintsiipi saame

1 12 1 12

= 2 (M. — M il
R Ep My — V), R, s

M ja M, loetakse positiivseteks kui nad pohjustavad positiivsete
kiudude tommet. (4.122) pohjal

Eh? 1 v EhR? 1 v
M=—r (—3+=), M=—" [—+—).
YT12(1 - ?) <R1 * RQ)’ 2T 12(1 - 1?) (R2 * R1>

My, —vMy).  (4.122)

(4.123)
Viikeste ldbipainete puhul voib kasutada aproksimatsiooni
1 2 1 2
L w1 Jw (4.124)
Rl 8%2 RQ 8y2
Tahistades B
D=——— 4.125
12(1 — v?) ( )

ja arvestades (4.124) saame avaldistele (4.123) kuju
Pw  *w Pw  Q*w
Mlz—D(—+U—), M2:_D<a—y2+yﬁ>
(4.126)
Konstanti D nimetatakse plaadi paindejaikuseks.

Juhul kui plaat paindub silindriliselt (moodustaja on paralleelne
y-teljega), siis 9%w/0y? = 0 ja (4.126) saab kuju

D*w 0*w
Kui M; = My, = M, siis ka 1/R; = 1/Ry = 1/R ja plaat paindub
sfadriliseks pinnaks, nii et (4.123) saab kuju
ER* 1 D(1+v)
120-v)R R

Mlz—D

M = (4.128)
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4.9 Telgsiimmeetrilised pinged ja
deformatsioonid pédérdkehades

4.9.1 Uldvérrandid

Moéningaid selliseid iilesandeid oleme juba eespool vaadelnud.
Kaéesolevas alajaotuses leiavad késitlemist {ilesanded, kus ei esine
védnet. Silindriliste koordinaatide (7,9, z) puhul tdhendab see se-
da, et vastavatest siirdekomponentidest v = 0 ja komponendid u
ja w ei soltu koordinaadist 9. Seega ka pingekomponendid ei soltu
koordinaadist ¥ ja kaks neist 7.9 = 79, = 0. Nullist erinevad defor-
matsioonikomponendid avalduvad kujul

ou u ow ou  Ow
7“:_7 :—’ 2T T‘Z:_ - . 412
© o P ey 7 0z * or (4.129)
Tasakaaluvorrandid saavad aga kuju

a r a rz r
(9(:“+(;2+U 7“019:0’
or.. 9o, ) e, (4.130)
or 0z ro

Paljudel juhtudel on jéllegi otstarbekas tuua sisse pingefunktsioon
v, siin nimetatakse teda aga Love’i pingefunktsiooniks. Tasakaa-
luvorrandid on rahuldatud kui valida

0 ) oAt 0 ) 10yp
“’“_$<N@_ﬁ)’ W@(VW—W ’

0 0% 0 0%
= |(2— 2o — — e = 7 [(1— 2 ~— a9 |-
77 9z l( VIV'e 822] T or l( VIV'e 822]
(4.131)
Siinjuures peab ¢ rahuldama biharmoonilist vorrandit
Vip=0. (4.132)
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Antud juhul
82+18+1 82+82
or?2  ror  r200%2 022
on Laplace’i operaator silindrilistes koordinaatides. Kuna antud ju-
hul ei soltu ¢ koordinaadist 9, siis langeb Laplace’i operaatoris

(4.133) kolmas liige vélja. Siirdekomponendid u ja w médratakse
avaldistega

(4.133)

0P
ordz’

9

2Gu = — — T
Gu 022

(4.134)

v=0, 2Gw=2(1-v)Vp—

z

Joonis 4.16: Sfaarilised koordinaadid.

Monel juhul on silindriliste koordinaatide asemel moistlik kasutada
sfadrilisi koordinaate, st., r ja z asemel kasutatakse koordinaate R
ja 1. Niitid on vaja (4.133)-s asendada osatuletised r ja z jirgi. See
iilleminek on omakorda analoogne DRK =z ja y ja polaarkoordinaa-
tide r ja ¥ vahelisele seosele. Saame

o o 0? 1 0 1 02

o2 " 92~ 0R2 T ROR ' rog
ror  Rsiny \OR R 0¢y) ROR R? Oy
(4.135)

Seega omab biharmooniline vorrand (4.132) silindriliste koordinaa-
tide puhul kuju

22 10 92\’
<W+;E+@> v =0 (4.136)
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ja stéariliste puhul

0? 20 cotyp 0 1 0?

2
(ﬁ*ﬁﬁ*?a¢+ﬁa_¢2>‘p:0' (4.137)

Vorrandi (4.137) lahend peab samal ajal rahuldama ka Laplace’i
vorrandit, st,

Po 20p cotypdp 1Py

— + === ———=0. 4.138
o TRoR TR 00 T 202 (4.138)

Viimase erilahendit voib otsida kujul
on = R"W,, (4.139)

kus ¥,, on vaid muutuja ¢ funktsioon. Kokku saame viimasest ka-
hest hariliku diferentsiaalvorrandi

1 d (. dv,
Siﬂ@/}@ (Slﬂtbw) +n(n+1)¥, =0. (4.140)

Kui tdhistame x = cos ¢ ja valime x uueks séltumatuks muutujaks,
siis saame (4.140)-st Legendre’i vorrandi

>V, dv,

-2
dz? v dx

+n(n+1)¥, =0. (4.141)

Selle vorrandi lahendid on esitatavad Legendre’i poliinoomide P, ()
kaudu:

Px) =1, Pia)=xz Pyx)= %(3952 _),

1

Pi(x) = 5(5563 —37), Py(x) = =(352* — 302 + 3),

ool —

1 (4.142)
Ps(z) = §(63:L'5 — 702 4+ 152), .. .,
1 a

2 n
= — 1™
\ & 2nn! dxn (@ )
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Neid poliinoome vo6ib kasutada funktsioonidena W, avaldises
(4.139) kusjuures igat neist voib veel korrutada konstandiga A,.
Kasutades valemeid

r=cosy, Rr=z ja R=+Vr?+42z2 (4.143)

saab minna tagasi muutujatele r ja z. Seejuures saab vorrandi
(4.137) lahend kuju

( Yo = Ao, Y1 = A1Z,
[ 1
0y = Ay |22 — 5(7"2 + 22)1 ;
.3
Y3 = A3 253 — gZ<T2 + 22)] s
) L ) 5 (4.144)
s = Ay _24 — 52’2(7“2 + 2%) + g(rz + z2)2] :
[ 10 5
05 = A5 25 . —23(7”2 _|_22) + —(7“2 +Z2)2 7
i 9 21
U

Toodud poliinoomid on ka biharmoonilise vorrandi (4.132) lahen-
diks. Saab néiidata, et kui R"WV, osutub harmoonilise vorrandi
(4.138) lahendiks, siis R"*?W¥,, rahuldab biharmoonilist vorrandit

(4.132) (kuid ei rahulda (4.138)) Korrutades (4.144) R* = r? 4 22
saame uued lahendid

( P2 = BQ(TZ + 2’2);

@3 = Bsz(r? + %),

{4 = By(222 —rH)(r? + 27), (4.145)
@5 = B5(22° — 3r?2)(r* + 2%),
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4.9.2 Umarplaadi paine

%HHJHH

]

Z

Joonis 4.17: Stimmeetriliselt jaotatud poikkoormusega koormatud
ja servadest vabalt toetatud timarplaat.

Vaatleme stimmeetriliselt koormatud imarplaati (joonis 4.17). Va-
lides avaldistest (4.144) ja (4.145) kolmandat jarku poliinoomid,
saame pingefunktsiooni esitada kujul

© = a3(22° — 3r%2) + bs(r’z + 2%). (4.146)
Avaldiste (4.131) pohjal saame seejérel pingekomponendid kujul
o, = —6as + (10v — 2)bs,
o9 = —6ag + (10v — 2)bs,

0, = —12a3 + (14 — 10v)bs,

T, = 0.

(4.147)

Seega osutuvad pingekomponendid kogu plaadi ulatuses konstantse-
teks. Valemites (4.147) olevate konstantide a3 ja by maaramiseks tu-
leb kasutada rajatingimusi o, ja o, jaoks. Kokkuvottes: kolmandat
jarku poliinoomide abil saab esitada lahendi, mis vastab olukorrale,
kus plaadi pinnale on rakendatud telgsiimmeetrilised konstantsed
koormused.

Valides (4.144) ja (4.145) neljandat jarku poliinoomid, saame pin-
gekomponentide jaoks avaldised
o, = 96a4z + 4by(14v — 1)z,
0, = —192a4z + 4b4(16 — 14v)z, (4.148)
T = 96a4r — 2b4(16 — 14v)r.
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Kui votta 96a, — 204(16 — 14v) = 0, saame
0,=T,=0 ja o.=28(1+v)lz, (4.149)

mis esitab plaadi puhast painet juhul kui ta servadesse on rakenda-
tud iihtlaselt jaotatud momendid.

Uhtlaselt jaotatud koormusele allutatud plaadi lahendi saamiseks
lahtutakse kuuendat jarku poliinoomidest. Vastavatele pingetele
(mida siin ei esita, kuid mis sisaldavad konstante ag ja bg) lisa-
takse lahend (4.148) juhul by = 0 ja z-telje sihiline iihtlane tomme
0, = b lahendist (4.147). Seega tuleb rajatingimustest

o,=0, z=g¢ o, =—q, z=—C
{ 1 (4.150)
T, =0, 2z ==¢
maéadrata neli konstanti ag, bg, a4 ja b. Kokku saame
( 2+vz2 3(3+v)r*z 3z
o, = — — — -,
8 ¢ 32 & 8c
532 1
g gl 222 4.151
R P * 4¢e¢ 2|7 ( )
o 3qr, 9
L Trz _@<C -z )

Valemite (4.151) puhul on huvitav see, et esitatav pingejaotus on
analoogne pingete o, ja 7,, jaotusega kitsa ristkiilikulise tala puhul
(vordle valem (4.66) lk. 144). Tala valemite puhul tuleb arvestada,
et sisse on toodud inertsimoment I = 2¢3/3. Radiaalsed pinged on
esitatud paaritu funktsioonina koordinaadist z ja annavad servas
iihtlaselt jaotatud paindemomendi. Et saada lahendit servast va-
balt toetatud plaadi jaoks, lisame pingeavaldistele (4.151) lahendi
(4.149) ja madrame konstandi by rajatingimusest

/ orzdz =0, r=a. (4.152)

—C
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Seega saab vaba toetuse puhul radiaalse normaalpinge o, avaldis
kuju

8 3 32 c3 8 5 ¢ 32 c3
(4.153)

Kui votta » = 0, saame pinge o,, mis mojub plaadi tsentris. Ele-
mentaarteooria puhul esitab pinget plaadi tsentris valem

2+vzd 3(B+v)rz 3(2—|—V>Z+3(3—|—V)CL22

_3B+v)a’z

= 4.154
or 32 &) (4:154)

s.0. (4.153) viimane liige. Kui plaadi paksus 2¢ on viike vorreldes
raadiusega a, siis osutuvad ka <parandusliikmeds vaikesteks.

Puhta painde lisamisega ja rajatingimuse (4.152) rakendamisega
korvaldasime me kiill paindemomendid vabas servas r = a, kuid ei
vabanenud pingetest

24vzd 3(2+4v):z

_ a0 4155
r=a = 97T B TR 5 ¢ (4.155)

ol

Nende pingete peavektor ja peamoment plaadi servas on nullid,
seega tuleb lahendi tédpsuse ja <kehtivuses> hindamisel rakendada
Saint-Venant’i printsiipi.

Kui kasutada kuuendast korgemat jarku poliinoome, saab lei-
da lahendeid juhtude jaoks,kus g = ¢(r). Teist liiki Legendre’i
poliinoome (Qo(z) = $In=, Qi(z) = £In{ — 1,...) kasuta-
des saab leida lahendeid rongasplaadi jaoks. Koik need lahendid
kehtivad juhul kui ldbipainded on viikesed vorreldes paksusega 2c.
Suurte ldbipainete puhul tuleb arvestada plaadi kesktasandi pike-

nemisega.
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4.10 Viaane

4.10.1 Sirgete varraste viine

Umarvarraste vidndeiilesande lahendamise tehtud hiipotees, et var-
da ristloiked jédvad deformatsioonil tasapinnalisteks ei kehti mit-
tetimarvarraste puhul. Seda néitavad ilmekalt eksperimentide tule-
mused (vt. joonis 4.18 a). Enim koverduvad algsed sirged kiilgede

b)
Joonis 4.18: Sirge varda védne.

keskosas. Korrektse lahenduse vaadeldavale iilesandele andis Saint-
Venant (1855).

Vaatleme {ihtlast varrast, mille otstesse on rakendatud momendid,
kusjuures ristldike kuju on meelevaldne (joonis 4.18 b). Saint Ve-
naint ldhtus eeldusest, et varda deformatsioon koosneb kahest osast:
1) ristloike poorded analoogselt imarvardaga ja 2) ristloike tasandi-
te koverdumine (deplanatsioon), mis on kdigi ristldigete jaoks sama.
Koordinaatide alguseks valime varda otspinna keskme. Sel juhul on
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ristloigete pooretele vastavad siirded
u=—"9zy ja v=1uvzx. (4.156)
Ristloigete koverdumist kirjeldadakse funktsiooniga 1) —
w = 9Y(x,y). (4.157)

Seega deformatsioonikomponendid

2

gx:€y:5z:7xyzoa
ow Ou o,
<W_%+%_%%_>’ (4.158)
ow v o
=+ 522 (5 +0)

ning vastavad pingekomponendid

;

Op =0y =0, = Tyy =0,
(O
<”ﬁ&%%_>’ (4.159)
oY
\TyzzGﬂ(a—y—‘—"I})

Seega on meil igas varda puktis puhas nihe, mis on méaratud kom-
ponentidega 7, ja 7,,. Pannes avaldised (4.159) tasakaaluvorran-
deisse (4.99) saame funktsiooni ) madramiseks diferentsiaalvorran-

di
0% 0%
— 4+ =—==0 4.160
0x? * 0y? ( )
Vaatleme niitid rajatingimusi (4.100). Kiilgpinnal on t, = t, =

t.=0jan=cos(Nz) =0, seega (4.100), , on samaselt nullid, aga
(4.100), annab
Tl + Ty = 0. (4161)
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Joonis 4.19: Funktsiooni 1) médramine vddnatud varda kiilgpinna
ldhedase lopmata viikese elemendi abc abil

Viimane tingimus tdhendab, et summaarne nihkepinge peab olema
suunatud piki varda kiilgpinna puutujat.

Vaatleme varda kiilgpinna ldhedast 1opmata véiikest elementi abc
(joonis 4.19). Eeldame, et s positiivne suund on ¢ — a. Suunakoo-
sinused

dy dx
[ = cos(Nx) T M cos(Ny) 7 (4.162)
Kasutades valemeid (4.162) ja (4.159) saame rajatingimusele
(4.161) kuju
oY dy oL, ox
- — — — | = — =0. 4.163
(8x y> ds <8y —1—93) Os ( )

Seega suvaline vadndeiilesanne taandub funktsiooni ¢y méaramisele
diferentsiaalvorrandist (4.160) rajatingimusel (4.163).

Rajatingimuste rahuldamiseks on ka teine véimalus, mis viib liht-
samale vorrandile. Kuna o, = 0, = 0, = 7, = 0, siis tasakaa-
luvorrandeist jaab jéargi

OTe. 0Ty, OTpr  OTys

dz 7 0z =0, Ox oy

= 0. (4.164)
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Kuna (4.159) pohjal 7, ja 7. ei soltu koordinaadist z, siis esimesed

kaks on samaselt rahuldatud, kolmas tdhendab aga, et voime tuua
sisse pingefunktsiooni p(z,y) —

~Op Oy

Tez = 57 ]2 Tyz = aLE‘

Ay
Asendades (4.165) pingekomponentide avaldisse (4.159), saame

dp oY
oy~ (ar y)’

&p oY

Diferentseerime (4.166), y jérgi ja (4.166), = jérgi ning lahutame
esimesest teise. Saame diferentsiaalvorrandi

(4.165)

(4.166)

D?p  D?*p
RISl + W =F F=-=-20G (4.167)
pingefunktsiooni ¢ méadramiseks. Avaldiste (4.162) ja (4.165) abil
saame niilid rajatingimustele (4.161) kuju
dpdy  Opdx dp
dyds  Ords ds
st., pingefunktsion ¢ peab olema konstantne piki véliskontuuri.
Téisvarraste puhul voib selle konstandi vabalt valida, néiteks votta
¢ = 0. Seega tuleb pingete médramiseks leida ¢, mis rajal oleks null.
Jargmistes alajaotustes vaatleme konkreetse kujuga ristloikeid.

(4.168)

Varda otstes on | = m = 0 ja n = £1, st. rajatingimused (4.100)
saavad kuju
ly = £, ty = Ty, (4.169)

Seega on pingejaotus varda otstes identne pingejaotusega suvalises
varda ristloikes. Integreerimine iile kogu otspindade annab nullise
peavektori ja vidndemomendi (podrdemomendi)

M, = 2// wdxdy. (4.170)

Saadud lahend on tdpne Saint-Venant’i printsiibi maoistes.
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4.10.2 Elliptiline ristloige

T
8

q

131

]
b
f

Joonis 4.20: Elliptilise ristloikega varda véaéne.

Vaatleme varrast mille ristloige on esitatav vorrandiga (vt. joonis

4.20)

22

—+ﬁ—1_0 (4.171)
Kui valida niiiid pingefunktsioon kujul

2

2y
gpzm( +§—1> (4.172)

kus m on konstant, siis on diferentsiaalvérrand (4.167) ja rajatin-
gimused (4.168) rahuldatud tingimusel, et

a’b?
m = mﬁ—’. (4.173)
Seega kokku
2b2F 33’2 y2
Y= m ( + - 12 — 1) . (4.174)

Konstandi F' médramiseks asendame (4.174) momendi avaldisse
(4.170) —
2Mt(a2 + b2)

F=—
ma3h3

(4.175)
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Kahe viimase pohjal

Mt LL’Z y2
= — —+ = -1 4.1
4 mab? (a2 * b2 (4.176)

ning pingekomponendid (4.165)
2Mty . 2Mt$

7 mab? Ty ma3b ( )
Jarelikult suhe )
Tus a®y
=——2 4.178
Tys b2’ ( )

st., pingekomponentide suhe on proportsionaalne suhtega y/z.
Jarelikult on see suhe konstantne piki igat punktist O véaljuvat
kiirt («<ellipsi raadiust>), néditeks O A joonisel 4.20. Seega summarse
nihkepinge suund (16igu OA igas punktis) iihtib nihkepinge suuna-
ga punktis A. Vertikaalse telje OB punktide puhul on nihkepinge
7,. = 0 ja summaarne pinge on vordne nihkepingega 7,.. Horison-
taalkiiljel on olukord vastupidine. On selge, et max |7,,| > max |7,,|
ja et

2M;

wab?’
Kui a = b, siis saame valemi imarvarda maksimaale nihkepinge
médramiseks vadndel.

(4.179)

max |T,,| = Tax =

Avaldiste (4.175) ja (4.167), pohjal saame médrata vidndenurga

a’ + b?

Valemis (4.180) esineva vadndemomendi kordaja poordvéartust

Ta’h3G B GA*
a2+ b2 42,

(4.181)

nimetatakse varda vadndejiikuseks. Siin A = wab on ristloike pind-

ala ja I, = ™(a? + b?) ristloike polaarinertsimoment.
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Siirdekomponentide u ja v leidmiseks tuleb vaid asendada (4.180)
avaldistesse (4.156). Kolmanda komponendi w leidmiseks tuleb pin-
gekomponendid (4.177) ja vadndenurk (4.180) asendada avaldistes-
se (4.159), integreerida, avaldada 1 ning (4.157) abil avaldada

(b* — a®)xy

w =M, Ta3h3G

(4.182)
Seega on deformeerunud ristléike samasiirdejooned w = const. (w
isojooned) hiiperboolid, mille asiimptootideks on ellpsi poolteljed
(vt. joonis 4.21).

Joonis 4.21: Samasiirdejooned w = const.
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4.10.3 Membraananaloogia

Vidndeiilesannete lahendamise puhul on osutunud véga kasuli-
kuks Prantli poolt (1903) sisse toodud membraananaloogia. Vaat-
leme védnatava varda ristloike kujulist servast toetatatud memb-
raani. Membraani servale on rakendatud iihtlane témme ja pin-
nale iihtlaselt jaotatud rohk (poikkoormus). Téhistame membraani
ithikpinnale méjuva réhu ¢ ja serva iihikpikkusele mojuva tombejou
S. Vaatleme membraani viikest elementi abed, tédpsemalt Geldes,

4 { 4 | Fd
§

! .*iA*-n?:
) bM S

| z

I

&

b)

Joonis 4.22: Poikkoormusega koormatud {ihtlaselt tommatud
membraan — a); deformeerunud membraani samalébipainde joo-

ned — b).

tema tasakaalu. Viikeste ldbipainete korral on kiilgedel ad ja bc
mdjuva summaarse tombejou projektsioon z-teljel S(9?z/0x?)dxdy
ja iilejadnud kahel kiiljel S(9%z/0y?)dxdy. Tasakaaluvorrand omab
seega kuju

2 0%z

0°z
qdzdy + S@dxdy + Sa—y2d:1:dy =0
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kust saame o o2
z z q
972 + 52 S (4.183)
Vorreldes vorrandit (4.183) ja membraani labipainde rajatingimusi
(membraani l&dbipaine servas on null) vorrandiga (4.167) ja rajatin-
gimustega (4.168) funktsiooni ¢ jaoks, jouame jareldusele, et need
kaks iilesanet on langevad kokku. Teisisonu, selleks et leida diferent-
siaalvorrandi (4.183) abil funktsiooni ¢, tuleb (4.183)-s asendada

—q/S suurusega F' = —2Gv vorrandist (4.167).

Joonisel 4.22 b) on membraani deformeerunud pind kujutatud sa-
malébipaindejoonte (isojoonte) abil. Vaatleme suvalist punkti B.
Kuna teda ldbival isojoonel on ldbipaine konstantne, siis

0z

— =0 4.184
88 Y < )

kus s kujutab endast loomulikku koordinaati vaadeldaval isojoonel.

Aanloogne vorrand pingefunktsiooni ¢ jaoks omab kuju

dp (&od_a: (9g0dy> dx dy

= = Y2 =7, +Tp— =0. 4.185
ds Oxr ds  0Oyds v s T ds ( )

Viimane véljendab asjaolu, et summaarse nihkepinge projektsioon
isojoone normalile on null. Jarelikult méjub summaarne nihkepinge
vaadeldavas punktis isojoone puutuja sihis. Selliselt konstrueeritud
isojooni (kdveraid) vaadeldaval ristloikel nimetatakse seetdttu nih-
kepingete trajektoorideks (analoogia punkti kiiruse ja trajektoori-
ga).

Summaarne nihkepinge 7 vaadeldavas punktis B saadakse kui pro-
jekteeritakse nihkepinged 7, ja 7,, puutuja sihile —

T = Ty + Tyl (4.186)
Arvestades, et
Tez = Z_Zj’ Tys = g—i, [ =cos(Nz) = Z—z jam = cos(Ny) = 3—31

(4.187)
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saame avaldisele (4.186) kuju

<8g@dy 8g0d93> dp
T=— —-— + — | =

dydn  Oxdn) dn’ (4.188)

Seega on nihkepinge punktis B méadratud membraani maksimaal-
se kaldega vaadeldavas punktis. Jarelikult mojuvad maksimaaalsed
nihkepinged punktides, kus isojooned paiknevad iiksteisele koige
ldhemal.

Vaandemomendi avaldisest (4.170) saab jédreldada, et kahe-
kordne paindunud membraaniga piiratud ruumala on vordne

vadnedemomendiga (loomulikult eeldusel, et membraani puhul on
tehtud asendus 2GvY — ¢/9).

Eksperimentaalsete uuringute korral kasutatakse membraanina see-
bikilet. «Katsekehakss on (tasapinnaline) plaat, kuhu on ldigatud
uuritava ristloike kujuline ava. Kui eesmérgiks on pingete otsene
madramine eksperimendist, siis tehakse samasse plaati vordluseks
ka ringikujuline ava. Allutades niiiid molemat ava katvad membraa-
nid vordsele survele! saame vajalikud véirtused suhtele ¢/S, mis
vastab suurusele 2G¢. Viimane on sama molema védénatava varda
jaoks. Seega, tingimusel, et vidndenurk varda pikkusiihiku kohta ja
nihkeelastsusmoodul G on mélemal vardal vordne, saame vorrelda
pingeid uuritava ristloikega vardas pingetega {imarvardas mootes
kahe seebikile kalded. Tsi kiill, pingekontsentaatorite ldhedal voib
seebikile meetod anda ebatdpseid tulemusi. Aljaotuses 4.10.6 refe-
reeritav elektriline analoogia annab siin tdpsemaid tulemusi.

!Katsed niitavad, et mélemas kiles tekkivad témbejoud véib sel juhul lugeda
praktiliselt vordseks.
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4.10.4 Kitsa ristkiiliku kujulise ristloikega var-
da vaine

Vaatleme varrast, mille ristldike laius c on véike vorraldes korgusega
h (jooonis 4.23). Antud juhul saame lahendi kasutades membraa-
nanaloogiat jargmisel kujul: hiilgame ristkiiliku liithikeste kiilgede
moju ja eeldame, et membraani pind on silindriline (ldbipainded on
seejuures viikesed).

4o
n S
£ ——=]
}S S 1 I , ! Sz
s N o s
~ ~ 1
1
a_) IJ 4) z

Joonis 4.23: Varda ristloige ja maksimaalsed nihkepinged — a) ja
vastava membraanani l&bipaine — b).

Sellisel juhul saab membraani ldbipainded méérata niidi mehaani-
kast tuntud valemi 15 /2

¢ 2
abil (vt. joonis 4.23 b)). Viimases valemis esinev suurus

2
C
5= 1

= 4.1
Y (4.190)

méérab libipainde maksimaalse vadrtuse (st. labipainde kohal z =
0). Valem (4.189) on tuntud kui painduva niidi (paraboolsete)
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labipainete valem. Vastavalt labipainde valemile (4.189) on memb-
raani kalle ( parabooli tous)

dz 8ox q
R 4.191
dx c? 5* (4.191)

Parabooli maksimaalne tous vastab servapunktile ja on

dz qc
— = —. (4.192)
de|,_ 4. /9 25
Membraani ja x,y tasandiga piiratud <keha> ruumala
2 qbc?
= —cob = —. 4.1
Vv 30(5() 195 (4.193)

Kasutades membraananaloogiat ja asendades valemites (4.192) ja
(4.193) suuruse ¢/S suurusega 2Gv, saame

1
Tmax = cGVY  ja M, = gbchﬁ. (4.194)
Viimasest omakorda
3Mt . 3Mt
— = ——- 4.1
be3G a7 bc? (4.195)

Rakendades membraananaloogiat valemile (4.191) saame leida nih-
kepinged véadnatud vardas

Ty, = 2G0x. (4.196)
Leides sellele pingejaotusele vastava vidndemomendi

b Tiax

c/2
M; = 2b/ Tyvdr = ... = (4.197)
0

6 Y

ndeme, et see on 2 korda viiksem kui valemiga (4.194) méaratud
M,. Teise poole momendist M; annavad pinged 7, mis on viikesed
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Joonis 4.24: Ohukeseseinalised avatud ristldiked.

vorraldes pingetega 7,. ja omavad maksimaalset védrtust ristoike
liihemal kiiljel. Kuna aga jou 6lg on nende jaoks suur, siis sum-
maarselt annavad nad ikkagi poole vidndemomendist M;.

Valemeid (4.194) ja (4.195) voib kasutada ka niiteks joonisel 4.24
kujutatud dhukeseseinaliste avatud ristloigete korral. Siin tuleb vaid
votta b vordseks ristloike keskjoone pikkusega. Teisisonu, ristloige
tuleb motteliselt sirgestada.

Sellist lahenemist saab kasutada véga erineva kujuga torude (66nsa-
te varraste) puhul, eeldades, et seina paksus ¢ on viike vorreldes
ristloike diameetriga (korgusega, laiusega) ning ristloige on avatud.
Sellisel juhul membraani kalle ja ruumala, mille ta méarab erineb
viahe ristkiilikulise varda vastavatest suurustest. Tuleb mérkida,
et joonisel 4.24 b) kujutatud juhul leiab ristloike nurkades aset
mérgatav pingete kontsentratsioon.
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4.10.5 Ristkiilikulise ristloikega varraste viine

Vaaatleme ristkiilikulise ristloikega varrast (korgus 2b ja laius 2a).

Kasutame mebraananaloogiat, st. plaadi ristldike kujulise memb-

raani labipainded peavad rahuldama vorrandit (4.183):
0Pz 0%z q

Y T

ja olema plaaadi servades * = +a ja y = =+b vordsed nulliga.
Kuna lébipainded on antud juhul siimmeetrilised nii = kui y telje

(4.198)

pese- (7 st (] o
V/ i
g
A
Y/
g

Joonis 4.25: Ristkiilikulise ristloike mootmed

suhtes, siis on nii (4.198) kui rajatingimused rahuldatud kui anda
labipainded ette kujul

2= f: b (Cos @) Y, (4.199)

2a
n=1,3,5,...

kus by, bs,...on konstandid ja Yi,Y3,... funktsioonid, mis soltu-
vad vaid muutujast y. Funktsioonide Y,, médaramiseks véljendatakse
(4.198) parem pool Fourier’ reana, st., esitatakse kujul

— __(_1>T cos ——. (4200)
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Seejdrel rahuldadakse rajatingimused ja stimmetriatingimused ning
saadakse

16ga . o 7
y, — 1000 gyt (1 - COS—2> . (4.201)

n pu—
Sn3m3b, cosh "2—’;1’

Asendades saadud funktsioonid (4.201) labipainde avaldisse (4.199)
saame

16ga°> —~ 1, o h 5
DT (1—M>cos@ (4.202)

3 nwb
s nmo 2a
S n=1,3,5,... cosh 2a

Asendades niiiid suuruse ¢/S suurusega 2G1) saame esitada pin-
gefunktsiooni kujul

32G¥a? & 1 net cosh ¥ nwx
= > (1) (1—7> cos ——.

3 nwb
7'(' —_
n=1,3,5,... cosh 2a

(4.203)
Pingekomponentide 7., ja 7,, médramiseks tuleb niiiid differntsee-
rida avaldist (4.203)

0 16GYa = 1 n— cosh 2 nwr
no=-22 1090 S Ly (1- S i
Ox 72 n? cosh 222 2a
n=135,... 2a
(4.204)
Kuna jargnevalt oleme huvitatud vaid maksimaalsest nihkepingest,
siis 7., avaldist siin ei esita®. Eeldades, et b > a saame, et maksi-

maalne nihkepinge méjub pikemate kiilgede x = +a keskpunktides
(see vastab membraani ldbipainde maksimaalsele kaldele). Pannes

xr =a jay =0 ja arvestades, et 1—|-3i2+5i2—|—...:%, saame
16GYa 1
T = 2600 — =2 3" (4.205)
T igs,. P cosh 5o

2z ja y telje valik on nagunii meelevaldne ja samuti téhistus a ja b
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Kui b > a, siis koondub (4.205) paremal pool olev 16pmatu rida
véga kiiresti ja Tyay médramine fikseeritud suhte b/a puhul ei val-
mista raskusi. Néiteks viga kitsa ristloike puhul on suhe b/a viga
suur ja lopmatu rea avaldise (4.205) paremal poolel v6ib hiiljata.

Tulemuseks saame
Tax = 2GVa, (4.206)

mis on kooskolas alajaotuses 4.10.4 esitatud valemiga (4.196) voi
(4.194) (¢ = 2a). Ruudukujulise ristloike puhul a = b ja

Tmax = 1, 351GVa. (4.207)
Uldjuhul esitatakse maksimaalne nihkepinge kujul
Tmax = 2GkVa, (4.208)

kus kordaja k vaartus soltub suhtest b/a (vt. tabel 4.1).

Tabel 4.1: Suhte b/a ja konstantide k, ki ja ko vaheline seos (Ti-
mosenko ja Goodieri pohjal).

a’b k kl k2 a’b k kl k2

1,0 0,675 | 0,1406 0,208 3 0,985 0,263 0,267
1,2 0,759 | 0,166 0,219 4 0,997 0,281 0,282
1,6 0,848 | 0,196 0,231 5 0,999 0,291 0,291
2,0 0,930 | 0,229 0,246 10 1,000 0,312 0,312
2,5 0,968 | 0,249 0,258 0 1,000 0,333 0,333

Et leida vaandemomendi M, ja vadndenurga v vahelist seost, tuleb
leida integraal (vt. (4.170))

a b
M, = 2/ / wdxdy. (4.209)
—a J—=b
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On ilmne, et ka see integraal avaldub 16pmatu rea kujul. Analoog-
selt nihkepingega, koondub ka see rida b > a puhul ning tuues sisse
suhtest b/a soltuvadkordajad k; ja ks saame vadndemomendi M; ja
vadndenurga ¥ vahelise soltuvuse kujul

M; = kGY(2a)*2b (4.210)

ja maksimaalse nihkepinge ning vadndemomendi vahelise seose

M,

max — . 4.211
n k2 (20)220 (4211)

Tugevusopetuse kursusest on tuttavad valemid

M,

W, Wy = kphb®, 7 = Ky,

Th = Tmax —
ja tabel 4.2 koos vastava joonisega, mis on kooskolas esitatud la-
hendusega.

Tabel 4.2: Suhte h/b ja konstantide kj, ja k, vaheline seos ning
maksimaalsed nihkepinged (Metsaveere ja Raukase pohjal).
Ty I

n | 052081 0,219 [ 0,231 | 0,246 | 0,267 | 0,291 | 0,312 | 0,333
- =Y k, |1,00 |0,93 |0,86 |0,79 | 0,75 | 0,74 | 0,74 | 0,74

|
)
AN
Iy
IR . | | 2] 1,5] 2 3 51 10 | oo
h h
i
]
.
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4.10.6 Valtsmetallist talade viaane

1 e [y -t ' e Jry ]
d [} et [ L2
J ! {

....‘,.._
-
f——

a

a) £) (‘/)

Joonis 4.26: Kolm erinevat valtsmetallist tala ristloiget: a) —
<nurkrauds; b) — <karpraud>; c¢) <I-rauds.

Vaatleme nn. nurkprofiilist, karpprofiilist ja I-profiilist talade
védnet (joonis 4.26). Rakendame alajaotuses 4.10.4 saadud tule-
musi kitsa ristkiilikulise tala jaoks, st. valemeid

_3M, 3M,

— i nax = ——, 4.212
be3G a7 bc? ( )

kus b tahistab ristkiiliku korgust ja c laiust.

Nurkprofiili puhul tuleb valemis (4.212) votta b = 2a — c.
Karpprofiili ja I-profiili puhul tuleb ristloige lahutada kolmeks
ristkiilikuks ning eeldada, et vaadeldava ristloike véadndejéaikus
vordub ristkiilikute védndejaikuste summaga, st. (4.212), tuleb
suurus be® asendada suurusega bic? + 2bycs. Seega antud juhul

vaandenurk a0
0= d . 4.213
(blci’ + QbQC%)G ( )
Ristloike servas mojuvate maksimaalsete nihkepingete méiaramiseks
(hindamiseks) kasutatakse valemit (4.194),, st. valemit 7 = cJG.

Seega néiteks I-tala voos mojuva nihkepinge hindamiseks saab ka-
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sutada valemit?

3Mt02
blc‘;’ -+ QbQC% ’

(4.214)

Tmax =

Joonis 4.27: Pingete kontsentratsioon nurkprofiili korral.

Vaadeldavate ristloigete nurkades ilmneb oluline pingete kont-
sentratsioon. Vaatleme néitena nurkprofiili seinapaksusega ¢ (joo-
nis 4.27). Téhistame iimardatud sisenurga raadiuse a. Kasutades
membraananaloogiat saame nurgas mojuva maksimaalse nihkepin-
ge jaoks hinnangu

&
max — -— > 4.215
n n (4@) ( )

kus 7, tdhistab seinas mojuvat nihkepinget. Néiteks a = 0, 5¢ puhul
Tmax = 1,57 ja a = 0, 1c puhul 7.« = 3, 57y.

Joonis (4.28) esitab pingete kontsentratsiooni iseloomustava suh-
te Tmax/T1 SOltuvana koverusraadiuse ja seina paksuse suhtest a/c.
Siin vastavad alumised koverad nurkprofiilile. Kéver A on saadud
numbriliselt kasutades 16plike vahede meetodit ja esitab tdpsemaid
tulemusi kui kover B, mis vastab valemile (4.215). Samal ajal on
selge, et a/c < 0,3 korral annab valem (4.215) tépse tulemuse.
Ulemised kaks kdverat iseloomustavad pingete kontsentratsiooni I-
ja T-profiilides kahe erineva seina ja v66 paksuste suhte ¢/s jaoks.

3Meenutame, et valemid kitsa ristkiilikulise ristldike jaoks saadi eeldusel, et
membraan oli kitsamast otsast lahti, jérelikult 7 = const piki pikemat kiilge.
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Tmax /Tl
3,5 =S p-
Il' Tnaz
3,0 \wir--/’l i ' Z 7z
C
G-
275 —/ C/S - O,S
I- ja|T-profiilid
} c/s = 1,5

L5F
AN

1,0 ’
0 05 1,0 1,5 20 ak

2,0 \ ’_,l
N~ |
T ——

Joonis 4.28: Suhe 7, /71 soltuvana suhtest a/c.

Viimased tulemused on saadud eksperimentidest, kus pingefunkt-
siooni ¢ analoogiks on elektriline potentsiaal V' konstantse vooluti-
heduse ¢ puhul. Vastav vorrand omab kuju

V2V = —pi, (4.216)

kus p on plaadi takistus (konstantne). Katse kiigus hoitakse plaadi
servas konstantset potentsiaali. Sellisel juhul on meil jéllegi téielik
analoogia vorranditega (4.167) ja rajatingimustega (4.168). Raken-

dades viimati késitletud analoogiat nurkprofiilile, saadakse joonise
4.28 kover A.
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