Peatiikk 3

Deformeeruva keskkonna kinemaatika

3.1. FEuleri ja Lagrange’i koordinaadid 3-2

3.1 Euleri ja Lagrange’i koordinaadid

Pideva keskkonna mehaanikas on liikumise kirjeldamisel kasutusel kahte liiki koor-
dinaadid: Fulert — ja Lagrange’i koordinaadid. Esmalt defineerime nad {ildiste
koverjooneliste koordinaatidena.

Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutumatu koverjoonelise
koordinaatsiisteemi x', 22, 23, mille suhtes vaa-
deldakse keskkonna materiaalsete punktide lii-
kumist. Sellist koordinaatsiisteemi nimetatak-
se  FEuleri koordinaatsiisteemiks ehk ruumali-
seks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punk-

ti koordinaate x', 2%, 23> —  Euleri koordi-

naatideks (EK) ehk ruumilisteks koordinaati- Joonis 3.1: Euleri koordinaadid
deks. Uhe punktmassi litkumist Euleri koordi-
naatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

= fi(t), i =1,2,3. (3.1)
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Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = ¢
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koordi-
naatsiisteemi X', X2, X3. Kui
niitid ajahetkel t > t; keskkond
liigub ja muudab kuju, siis
liigub ja muudab kuju ka koor-
dinaatsiisteem X1, X2, X3,
Sellist koordinaatsiisteemi

nimetatakse Lagrange’s koor- Joonis 3.2: Lagrange’i koordinaadid
dinaatsiisteemiks ehk mate-

riaalseks koordinaatsiisteemiks

ning vastavaid punkti koordinaate X', X? X3 — Lagrange’i koordinaatideks
(LK) ehk materiaalseteks koordinaatideks.

Lagrange’i koordinaadid deformeeruvad koos kehaga.
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Descartes’i ristkoordinaadid (DRK)!

Kéesoleva kursuse algul esitame koik PKM vorrandid DRKs ja seega pole vaja
eristada alumisi ja iilemisi indekseid. Seetottu tdhistame DRK korral EK x4, z9, 23

ning vastavaid baasivektoreid iy, io ja i3. Kui vaja, siis tdpsustame, et meil on
Euleri Descartes’i ristkoordinaadid (EDRK).

Moned néited tahistustest:

e ruumipunkt: p; tema kohavektor: p = x = (xy, x9, 73)

e punkti kiirus EKs: v = p = x = (vy, vg, v3)

punkti kiirendus EKs: a = v = p = %X = (ay, as, a3)

e pingetensori komponendid: ¢;;;
Euleri deformatsioonitensori komponendid: e;;

® T, Vi, Qj, &ms.v Cij -

e Koiki suurusi, mis on esitatud EKs tdhistame véikeste tdhtedega

IDRK pole EK ja LK kérval kolmas koordinaatide tiiiip, vaid annab iihe véimaluse esitada EK ja LK.
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Lagrange’i koordinaate tdhistame DRK korral X;, X5, X3 ning vastavaid baasi-

vektoreid I;, I» ja I3.
Mboned naited tahistustest:

e materiaalne punkt: P; tema kohavektor: P = X = (X7, Xy, X3)

punkti kiirus EKs: V = P=X-=

pingetensori komponendid: T7y;
nendid: Ej;

NT Sg \»T Nﬂ? Q\.k

3.2.  Litkumise kirjeldamine

(V1, V2, V3)
punkti kiirendus EKs: A =V =P = X = (A, Ay, 43)

Lagrange’i deformatsioonitensori kompo-

Ko6iki suurusi, mis on esitatud LKs tdhistame suurte tdhtedega

3.2 Liikumise kirjeldamine

Uldjuhul eeldatakse, et keha (kesk-
kond) on alghetkel t = ¢y, deformeeru-
mata olekus?, nn. algolekus. Vilismoju-
de toimel hakkab keha deformeeruma
ja kui vaadelda mingit hetke t >t
siis on keha deformeerunud olekus?
(joon. 3.3). Tihti Geldakse, et alghet-
kel holvab keha (materiaalne maht?
V, mida iimbritseb materiaalne pind®
S) ruumipiirkonna B. Deformeerunud
olekus hoélmab vaadeldav keha ruumi-
piirkonna b ((ruumi)mahtu v, mida
timbritseb (ruumi)pind s).

21. k. reference configuration

31. k. deformed configuration, actual configuration
41. k. material volume

°1. k. material surface

Xy Xy

Joonis 3.3: Deformatsioon, algolek ja deformee-
runud olek.
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Materiaalse punkti P kohavektor

ruumipunkti kohavektor
P = X = T4 (3.3)
ja siirdevektor
u = Qwuw = QNHN Awmc

Liikumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaatide teisendust
x =x(X,t) ehk xp = x:(X1, Xo, X3, 1) (3.5)
voi tema poodrdteisendust
X =X(x,t) ehk Xg = Xg(x1, 29, 23,1), (3.6)

mis siirdab materiaalse punkti P ruumipunkti p. Parameetriks on siin aeg t.
Alghetkel ¢ = ¢y kujutavad teisendused (3.5) ja (3.6) (parameetrist soltumatuid)
koordinaatteisendusi.
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Tihti on kasulik kui £ = t; puhul teljestikud z; ja Xy iihtiksid, st., hetkel t = ¢
rr = Xk kui £ = K. Sel juhul on materiaalse punkti asukoht alghetkel ¢ = t
automaatselt teada ning asukoha muutus algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢ lihtsalt
leitav (vt. joon. 3.3).

Markused:

e On ilmne, et kuna LK liiguvad (deformeeruvad) koos kehaga, siis on nad
DRK vaid alghetkel.

e Viga sageli esitatakse liikumisseadus (3.5) kujul x = x(X).

Teisendused (3.5) ja (3.6) peavad olema teineteise ithesed poordteisendused. Eel- «
dame, et nii funktsioon (3.5) kui (3.6) kuuluvad klass C”,r > 1. Vastavalt mate-
maatilisest analiiiisist tuntud teoreemile ilmutamata funktsioonist on see tingimus
taidetud ruumipunkti p iimbruses ¢ parajasti siis, kui jakobiaan

. Oy,
mH|

X, 40 |z, IHM‘ < 0. (3.7)

Siin &mv k =1,2,3 on ruumipunkti p koordinaadid ja
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@HH\QNH @HH\QNM %mﬁ\@;vmw
= @.&,M\QNH @&w\@»vm‘w %Rw\@kw . Awmv
@Hw\@;vmﬁ @Hw\@kw @Hw\@;vm‘w

Jakobiaan (3.7) viljendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne
16plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega 16pmata suureks mahuks®
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainchulga sisse’. Teisisonu, joon deformeerub
alati jooneks, pind pinnaks ja maht mahuks.

@Hw
0Xy,

Kui keskkonnas esineb katkevusi (néit. kihiline materjal voi praod), pole eeltoodu
otseselt kasutatav ja tuleb sisse tuua lisatingimusi. Samuti tuleb erilist tdhelepanu
poorata voimalikele singulaarsetele punktidele, joontele voi/ja pindadele, kus tin-
gimus (3.7) pole tédidetud.

Funktsioonide (3.5) ja (3.6), st., litkumisseaduste leidmine ongi iks pideva kesk-
konna mehaanika pohiiilesanderd.

6ik. indestructibility of matter
ik. impenetrability of matter
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Kui litkumine on kirjeldatud avaldistega (3.5), siis 6eldakse, et on antud litkumise
Lagrange’ kirjeldus — antud juhul saame teada, millises ruumipunktis x; asub
materiaalne punkt Xx hetkel ¢. Kui ¢ = ¢ty puhul EK ja LK iihtisid, siis saame
litkumisseadusest (3.5) teada, millises ruumipunktis asub hetkel ¢ see materiaalne
punkt, mis alghetkel oli ruumipunktis xy = Xx (k = K). Lagrange’i kirjeldust on
otstarbekas kasutada deformeeruva tahke keha iilesannete puhul, sest siin keha
peaasjalikult vaid deformeerub vilisjoudude toimel ning tema materiaalsed punk-
tid ei paigutu ruumis oluliselt timber. Kui fikseerime materiaalse punkti Xy, siis
avaldistest (3.5) saame tema litkumisseaduse kujul

Tk = .\m\ﬂ@v“ k = Hu M“w Awwv

Avaldised (3.6) esitavad liikumise Euleri kirjelduse — nende pohjal saab méérata
materiaalse punkti Xg, mis hetkel ¢ asub ruumipunktis x;. Seda moodust on
moistlik kasutada naiteks hiidrodiinaamika iilesannete puhul, sest vedeliku “osa-
kesed” (materiaalsed punktid) paigutuvad ruumis oluliselt timber. Kui fikseerime
ruumipunkti zy, siis saab litkumisseadus (3.6) kuju

Xk = Fx(t), K =1,2,3 (3.10)

ja esitab materiaalseid punkte, mis liiguvad labi selle fikseeritud ruumipunkti.
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Naide 3.2.1. Lukumise Lagrange™ kirjeldus

xrK = XH+NwA®@|HVQ
To = Xi Am\ﬂ — Hv + ;vmwv
r3 — ;vm‘w.

Luikumase Euler: kirjeldus

—x1 4+ x5 (et — 1
NH - %|&®%Mv®w vu
r1(e " —1) —x
A ;vmw - HH|®ﬂ|®IH wu
;vmw = TI3.

Alghetkel LK ja EK dihtivad. Kas litkumine on theselt madratud?

Jakobiaan
o oxF
J = oxT
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3.3 Siirdevili ja deformatsioonigradient

3.3.1 Siire

Vastavalt joonisele 3.3 on punkt: P suire
u=p-P=x-X. (3.11)
Siirdevektor on litkumisseaduste (3.5) ja (3.6) abil avaldatav nii LKs kui EKs:

u(X,t) =x(X,t) — X = Uglk, Uk = xp( X1, X9, X3,1) — Xk, kusk=K
(3.12)

ja
u(x,t) = x—X(x,t) = ugiy, up = xp—Xg (1,22, 23, 1), kus k= K. (3.13)

Valem (3.12) esitab siiret, mille on hetkeks ¢ saanud materiaalne punkt X ja
valem (3.13) méé&rab siirde, mille on saanud materiaalne punkt, mis hetkel ¢ asub
ruumipunktis x.
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Vaatleme joonist 3.4. Materiaalse
punkti P kohavektori X diferent-
siaal dX viib materiaalsest punktist
P punkti . Ruumipunkti p ko-
havektori x diferentsiaal dx viib
ruumipunktist p  punkti ¢. Defor-

matsiooni kéigus siirdub materiaalne
punkt P ruumipunkti p, materiaalne
punkt ) ruumipunkti ¢ ja vektor dX
deformeerub vektoriks dx. Punktist P
viib punkti p vektor u ja punktist () Joonis 3.4:
punkti g vektor u + du.

Diferentsiaalid dX ja dx on vaadeldavad kui 16pmata vaikese pikkusega joonele-
mendid, mille pikkuste ruudud

dS? = dX -dX = dXgd Xy (3.14)
ja
ds® = dx - dx = dayday, (3.15)

mangivad edaspidi tdhtsat rolli.
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3.3.2 Deformatsioonigradient

Jargnevalt toome sisse deformatsioonigradiendi moiste ja defineerime viimase abil
deformatsioonitensorid. Diferentsiaalid dX ja dx on omavahel seotud jargmiselt:

dx = F - dX (3.16)
kus tensorit 9
X

nimetatakse deformatsioonigradiendiks ja V on gradientoperaator X suhtes. Seo-
se (3.16) poordteisendus avaldub kujul

dX =F!.dx (3.18)
kus 5%
Fl="2"=vVX 1
L =VX, (3.19)

ja V on gradientoperaator x suhtes.

Deformatsioonigradiendid F ja F~! kujutavad endast nn. kahepunktilisi ten-
sorvilju, st. nad teisenevad kui tensorid nii x kui X suhtes.
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Indekskirjaviisis saame tensorid F ja F ~! esitada kujul

0z (X1, Xo, X3,1)

_ 0Xg(x1, 29,23, 1)

_ : 1
Fix = ohg = ja Fr = XKk

00Xk

Y

(3.20)

kus indeksis esinev koma tihistab osatuletise votmist vastavalt avaldisele (3.20).

Indekskujul saavad avaldised (3.16) ja (3.18) kuju

&&w = H?N&NN u.@ &N«N = N‘N%&&w. Aw.w:
Valemite (3.7) ja (3.8) pohjal saame 6elda, et jakobiaan j = |F|.
Maatrikskujul

F] = [zrk] = [F = [Xx4) =

) ) - (3.22)
3.3. Surdevdli ja deformatsioonigradient 3-16
Osatuletise leidmise ahelreegli pohjal:

Ty kXK, = Okl ja XK pTr1 = 0K (3.23)

Seega, T ja Xk on teineteise poordtensorid ja analoogiliselt poordmaatriksi

leidmise eeskirjale

cofactor xj, k 1

XKk = : = —CKLMCKImLLLLm M
J 2)

ning
cofactor X j, 1

TpK = : = szsmwhi‘%@@mﬁ?
J J
kus jakobiaan
. 1
J = _.ﬁ,N_ = mmwhimismﬁwﬁb&?i.
Viimast diferentseerides saadakse Jacob: samasus

91
97 _ cofactor x x = 1 Xx 1.
@HFN

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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3.4 Deformatsioonitensorid

3.4.1 Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid

DRK korral on kohavektorite X ja x diferentsiaalid avaldatavad kujul
dX = dX Ik ja dx = dxjiy, (3.28)
Valemite (3.21) pohjal saame anda viimastele kuju
dX = dzjcp ja dx = dXCy, (3.29)

kus vektorid

def

= Xr Ik ja Ck(X,t) «

O»\,ANU $ = HFNW»\, Aw.wov

on kisitletavad kui ,,uued baasivektorid”. Valemite (3.28)—(3.30) pohjal on selge,
et

[ 0X . . ox
e — a —
C 0x . 0X .
= — a CpL = —
K @NN J g @H\a
3.4. Deformatsioonitensorid 3-18
Definitsioonidest (3.30) saame omakorda avaldada DRK baasivektorid
HN = &?NO»@? S u@ m\a = NN%ONAMV wv. Awwwv

Parast uute baasivektorite ¢, ja Cx sissetoomist saame kohavektorite X = P ja
x = p diferentsiaalid avaldada neljal (2+2) erineval moel:

&NHH&NH& . &H.QHO&N. w.ww
N. NQ&,\? ,3 x :,ﬂ&w N. N“ A v

i ii iii iv
i médrab muutuva suuruse dX alghetkel (kui ¢t = t;),
ii madrab dX muutumise seadus EK-s (muutumatud koordinaadid),

iii maarab dx igal ajahetkel, sest EK on (ajas) muutumatud koordinaadid ja x
on ruumipunkti kohavektor,

iv maarab muutumatu suuruse dx muutuvates koordinaatides X i suvalisel het-
kel ¢ W ﬂo.

Mdrkus:
Néiv vastuolu valemis (3.33) (ning ka eelnevates ja jargnevates valemites) EK ja
LK vahel kérvaldatakse litkumisseaduste (3.5) ja (3.6) abil.
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Valemid (3.30) ja (3.32) annavad deformatsioonigradiendile jargmise tolgenduse:

e deformatsioonigradient Fjx = wj i teisendab baasivektori i uueks baasi-
vektoriks Cx ja uue baasivektori c; tagasi DRK baasivektoriks Ix

e deformatsioonigradient F m\w = Xg i teisendab baasivektori Iy uueks baasi-
vektoriks cj ja uue baasivektori Cg tagasi DRK baasivektoriks iy

Deformatsiooni kéigus LdX, ., _ I

muutub vektor dX vekto- X > 1,
riks dx. Lagrange’i kirjeldu-
se (st. W.WV..Woﬂmz voib m.mmm Lax, | P ) C.dX, A
protsessi naitlikustada joo- N
nisel 3.5 kujutatud moel: X
algse risttahuka servavekto- - C dxX) CHlX,
rid HH&NT Hw&vﬂw u@ Hw&vmw
on viidud (koverjoonelise)
rooptahuka servavekto-
riteks  Cy1dXy, CodXy ja joonis 3.5: Algse risttahuka deformeerumine réoptahukaks
C3d Xs. (Lagrange’i kirjeldus)

X

3.4. Deformatsioonitensorid 3-20

Euleri kirjelduse (st. EK)
korral saame vektori dX

deformatsiooni  vektoriks 3 >4,
dx visualiseerida joonisel

3.6 kujutatud moel: algse ix
rooptahuka  servavekto- i,d,
rid OH&&T Ow&&.m u@ Ow&,&.w

muutuvad deformatsiooni

kéigus risttahuka servavek-

toriteks ijdxy, ladrs ja joonis 3.6: Algse rooptahuka deformeerumine risttahukaks
isdrs. (Euleri kirjeldus)
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Léahtudes vektorite c; ja Cx definitsioonidest saame avaldada

ds? = aX - dX "2 cpderde,  ja ds? = dx - dx "2 CrrdXxdXg, (3.34)
kus 530
ef .
S e = Ok XKk X101 = Xk XK (3.35)
ja
e 3.30
Cxr ™ Cx-Cy (320 OkiTh KTI.L = Tk KTk L- (3.36)

Tensorit ¢;; nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks® ja Cir Greeni defor-
matsioonitensoriks.” Molemad nad on siimmeetrilised ja positiivselt méadratud.!

81. k. Cauchy’s deformation tensor
1. k. Green’s deformation tensor
0xT . c.x>0
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3.4.2 Fingeri ja Piola deformatsioonitensorid

Toome niiiid sisse vektorite cj, ja Cg poordvektorid!!

~1 . P .
cr(x,t) =zl ja Ck(X,t) = Xk ki, (3.37)
mille korral
1 ) -1
O\,@.ONH...H%\& Ja ON.OHH...HQNB. Awwmv
B 1
Vektorite oﬁ ja Ck abil defineeritakse Finger: ja Piola deformatsioonitensorid:
1 -1 -1
Ci = Ck- €= O0KLTLKTLL = Tk KTLK (3.39)
ja
1 1 -1
Ckr=Ck-Cp = 0uXrkrXri = XgrXrk. (3.40)

Fingeri ja Cauchy deformatsioonitensorid ning Piola ja Greeni deformatsiooni-
tensorid on teineteiste poordtensorid, st.

-1 ) -1
C kmCml = Okl ja CrmCur = k1. (3.41)

T, k. reciprocal vectors
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3.4.3 Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorid

Arvestades kohavektorite diferentsiaalide avaldisi (3.28) ja (3.29) ning Chaucy
ja Greeni deformatsioonitensorite definitsioone (3.35) ja (3.36) saame avaldada
suurused dS? ja ds? kahel erineval moel:

&%w = %NNQN‘N&NN = Q&&.&,w&.ﬁ u@ &p.ww = %E&Hw&u& = QNH&»NMN&»XN. Aw.%wv

Nende vahe ds? — dS? iseloomustab kahe matreriaalse punkti vahelise kauguse
muutu deformatsiooni kaigus ja seda saab avaldada nii Lagrange kui Euleri koor-
dinaatides:

ds® —dS? = 2B (X, 1) dXgd X = 2ep(x, t)dxydy, (3.43)

kus
M@Nh = Qﬁhﬁvﬁ wv — %Nh u@ w@& = 9& — Q&AN“ wv Aw.%%v

nimetatakse vastavalt Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensoriteks.'> Valemite
(3.35) ja (3.36) pohjal

2EKkL = Tp gTkL — OKL Ja 2e = 0p — XK 1 XK - (3.45)

121, k. Lagrangian and Eulerian strain tensors. NB! strain tensors!
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Vorduse (3.43) pohjal ndeme’?; et
Exr = enxr koL ja en = B Xk x X1y (3.46)

Euleri ja Lagrange deformatsioonitensorite esitamine siirete kaudu

Joonise 3.3 (voi 3.4) pohjal siire

=x—X= &is - ;X‘NHN. Awmﬁwv
Siirdevektor avaldub oma komponentide kaudu nii LKs kui EKs:
u = QMNHN = me\a. Aw.%mv
Komponentide Uy ja u; avaldamiseks korrutame avaldist(3.47) baasivektoritega
i, voi Ik
U = T — %.:?X‘N u.w QMA = %Zﬂﬁ — NM? Aw%mv
kus suurusi
Ok = Opx = I - 1 = ik - Ik (3.50)

nimetame vahetajaks'* ja nad on Kroneckeri deltad vaid juhul kui alghetkel K = k 1
korral 1, = 1.

I3Niidata kodus ja eksamil
YT, k. shifter
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e Kui asendame avaldisse (3.49), liikumisseaduse X = X(x, t), siis saame siir-
de, mille on saanud materiaalne punkt, mis hetkel ¢ asub ruumipunktis x.

e Kui asendame avaldisse (3.49), litkumisseaduse x = x(X,¢y), siis saame
siirde, mille on saanud materiaalne punkt X. Eeldusel, et alghetkel EK ja
LK iihtivad, on tegu materiaalse punktiga, mis alghetkel asub ruumipunktis

x = X.

Avaldame vektorid Cg ja c; siirete kaudu:

ox (347) 0X ou
DX, @NNLn@NN K+ Unm ki,

oo X@Emox Ou ..
w|®&w | @H\a @H.w| g mokm:

Cx =

Suurusi Ups g ja Uy, nimetame siirdegradientideks.

Niilid saamegi avaldada deformatsioonitensorid siiretes:

Ckr =Ck-Cr=... =0k + Uk +Upx + Uy U1,
Ckl =CkCl=...= 0k — Uk — ULk + Um kUm,]

3.4. Deformatsioonitensorid

(3.51)

(3.52)

ja
2Ekr = Ckr — 0k = Uk + ULk + Un kUi,
2ep = O — Cpl = Wy + Ul g — Upy U 1
Veel moned valemid kohavektorite diferentsiaalide jaoks:
(3.51)
dx = ON&;XMN == A%NSN + Q.ikmv Hi&xwy
dX = cpdzy "2 (Gop + ) imday.
Korrutades viimased vastavalt vektoritega i ja I; saame
dey = (Omx + Un i) Oned Xk,
&;X‘N = A%Sw + Qvav QSN&&\Q

(3.54)

(3.55)
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3.5 Lopmata viikesed deformatsioonid ja poorded

3.5.1 Lopmata viikeste deformatsioonide tensorid

Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid olid defineeritud avaldistega (3.53)
kujul

2Ekr = Ckr — 0k = Uk + ULk + Un kUi,

2ep = 0K — Ckl = Uk + ULk — Uy kU, ]-
Kui siirdegradiendid on viikesed vorreldes iihega, siis

Qikmqa,h < Qﬂﬁh <1 Aw.mmv

hiiljates korgemat jarku l6pmata vaiksed liikmed, saame [opmata vdikeste defor-
matsioonide tensorid™

28k =281k = Uk + ULk, (3.57)
MME = wm% = Uk + U k-

Selliserd deformatsioonitensoreid kasutatakse lineaarses teoorias, mida on kom-
beks nimetada klassikaliseks teooriaks.

15Neid nimetatakse ka lihtsalt viikeste deformatsioonide tensoriteks ,,unustades” séna l6pmata lisamata.
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3.5.2 Lineaarse teooria poordetensorid ja poordevektorid

Siirdevektori diferentsiaalid avalduvad labi siirdegradientide kujul
&Q«N = QMNE&;XN u.@ &Qw = Q\i&,\s. Awmmv

Siirdegradiendi saab lahutada siimmeetriliseks ja antisiimmeetriliseks osaks:

1
Uk = 3 (Ukr +Urk)+ Ukt —ULk)],
7 (3.59)

U] = 5 [(wrg + wi ) + (kg — i)l -

Esimesed sulgavaldised kujutavad siin klassikalise lineaarse teooria deformatsioo-

nitensoreid Exr = Uk + ULk ja ex = ur; + w i, teised aga tahistame

~ 1 ~ . S ~
Rkp = MAQNB —Urk)=—Rik ja Tkl = m?i —uk) = =i (3.60)

Viimased on klassikalise, st. lineaarse, teooria pdéordetensorid.
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Seega kujutavad Ex ja ey siirdegradientide Ugk 1 ja uy; simmeetrilisi osi, Rgy,
..H ‘H ) ) )
ja ri; aga antisiimmetrilisi osi ning

Qmﬁh = Fxr + Rk, ja U] = ME -+ ﬂi. Awd:

Sagedasti kasutatakse selles kontekstis tdhistusi
Erxr = Uxr), €R = U(k); Rir = Ugk 1, T = Uk (3.62)

Igas keha punktis saame defineerida lopmata viikese péorde vektorid T = 7y ja
R = Rilk, kus

mewm = mwhimih“ u@ Mﬂw = m\&j@ﬂsi. Awmwv
Ulesanne 3.5.1. Ndidata, et

T = 132, Ty = T13, T3 = T21. (3.64)
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Euleri ja Lagrange deformatsioonitensorite ja lopmata vaikeste defor-
matsioonide tensorite vahelised seosed.

Asendades siirdegradiendid (3.61) deformatsioonitensorite avaldistesse (3.53) saa-
me parast moningaid teisendusi

~ H ~ ~ ~ ~
Exr = Ekr + 3 AMN&N + miwv A@E + mihv “
~ H_y

miﬂmil 5 Amsw + ﬁswv Ami + ﬁiv .

(3.65)

Viimaste valemite pohjal on selge, et ey ei sobi hésti deformatsiooni mooduks,
sest ey = 0 puhul ei pruugi e olla null. Sama kehtib ka Lagrange’i deformat-
sioonitensori E 1 kohta. Valemite (3.65) pohjal on tuletatud mitmeid ligikaudseid
teooriaid, eriti plaatidele ja koorikutele.

e Kui ey < 1 (kuid 74 on 16plik), siis hiiljatakse vaid liikmed €, €.
e Kuinii ey < 1kuiry < 1, siis hiiljatakse liikmed CmkComls Cmlk T mi ja Tk T

e Jne. soltuvalt tensorite elementide suurusjargust.
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Lopmata viikeste deformatsioonide teoorias eeldatakse, et Ex; = Ey ja ey =
€. Enamgi veel, kuna deformatsioonid on lopmata viikesed, siis tegelikult ei
eristatagi sel juhul Lagrange’i ja Euleri koordinaate ja seosed (3.46) saavad kuju

Exr = endprir ja en = Exrigior. (3.66)

oo oo .

3.6 Deformatsioonitensorite fiiiisikaline sisu'®

Vaatleme lopmata viikeseid vektoreid dX ja dx, mis on (3.33) avaldatavad
jargmiselt:

Kuna
dS? = |dX|* =dX -dX  ja  ds’=|dx|" = dx-dx, (3.68)
siis dX ja dx sihilised iihikvektorid
dX  dX dXy dXy
N = = hk  Ng = = 3.69
ax| —das K= 1ax| ~ ds (369)

16Mones opikus nimetatakse sama asja ka geomeetriliseks interpretatsiooniks véi geomeetriliseks tihenduseks
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ja
dx dx dr, dx,
n=_—-=— ehk ng = = —. 3.70
|dx|  ds |dx|  ds (3:70)

Suhet ds/dS nimetame pikenemiskoefitsendiks!® ja see viljendab vektorite dx ja
dX pikkuste suhet. Seda suhet voib viljendada nii N kui n kaudu. Vastavalt
sellele, kas viitame N vo6i n suunale, tdhistame pikenemist kas Ay vOi Ay). On
selge, et arvuliselt An) = A(n), kuid Ay viitab LKle ja Ay, EKle. Seega, A
leidmiseks avaldame (3.67) abil vektori dx LKs:

%Q%A,Q%m
Ay = 72 = /\ t Mww Pt — = \/OxNgN. (3.71)

A(n) leidmise puhul toimime vastupidi — avaldame vektori dX EKs:

d ds? 1
v,?v”|m” %H...”|. Awﬂwv
dS Ow&HwQ&HN A/ CLIT T

17ehk lihtsalt pikenemiseks; i. k. stretch
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Kui valime N = I; ja n = i; ning tdhistame An) = Ay ja An) = Ay , siis
>\<H”3H”Hu@»\/\«w”»\/\w”ﬁw”ﬁw”OSwﬁm

1
C1

>E =/Cn ja Ay =

E]

Kokkuvottes
Crx = A Ja (k) = A, (3.74)

s.t. Cauchy deformatsioonitensori diagonaalelementide podrdvidrtused ja Greeni
deformatsioonitensort diagonaalelemendid vorduvad baasivektorite sihiliste joon-
elementide (vektorite) pikenemiskoefitsentide ruuduga.

18 on defineeritud jargmiselt:

ds —dS
EAZV = mc& = % = >A2v — 1= v,?v —1 Awﬂmv

Suhteline pikenemine

Kui téhistame suhtelist pikenemist vektori N = I sihis E(y), siis

EAC = >Gv —1=+/Ci1 —1=+\14+2F; — 1. Aw.ﬂmv

181 k. extention
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Viimasest saame

Kokkuvottes:
9 ds® — dS?

Kui Ex) < 1, siis saame avaldisest (3.77) korgemat jarku viikeste suuruste

hiilgamisel
~ ds — dS

Teisisonu, lopmata viikeste deformatsioonide korral on suhtelne pikenemine baa-

(3.79)

sivektori I suunas vordne lopmata viikeste deformatsioonide tensor: diagonaal-

elementidega Ek i .
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Analoogilised valemid EK jaoks saavad kuju

( 1 1
=\ — 1= =1
T T e T+ 20
X -2 9 — dS? (3.80)
MWWHH|AH+Q5V HH|>Q&H &MN ,
€Lk ~ me ~ €(k)-

Nihkedeformatsioonidele Fx; tdhenduse andmiseks vaatleme kahte ristuvat vek-
torit Iyd X ja IodX,, mis deformeeruvad vektoriteks C1dX; ja Cod Xy (VE. joon.
3.5), mille vaheline nurk on ¥, ). Seega,

AOH&‘N‘HV . AOM&XMV AOH . OMV &XH&NM

cos 1/ = —
B2 7 T CidX [ [CadXa| — |Cil|Col [dX, | |dXo] (3.81)
G 2E19 .
VC11Cy  V1+2E1V1+ By
Kasutades avaldist (3.76) saame viimasest
2E15 = (1+Eq)) (1+Eq) cost 2. (3.82)
3.6. Deformatsioonitensorite fitsikaline sisu 3- 36
Kui suhtelised pikenemised E gy on viikesed, siis
wm_pw ~ MWHM ~ COS %ﬁbv. Awmwv
Algse taisnurga muutus
T
Loz =5 —Yay (3.84)

2
on lopmata véikeste deformatsioonide korral viike. Jérelikult sinl'(qq) =

cos ¥ 9) & (1 9) ja
2E1 ~ 2E 1 ~ Ty, (3.85)
Kokkuvottes: kui I'ic 1y = 5 — Yk 1) on Ix ja Iy vahelise algse téisnurga muut,
siis
2B = ﬁ +E)) (1+Eqw)) cosdry = (L+ Eg)) (1+Eq) sin L r),
2E Ky

Q

mmwh cos g,y = sin 'k 1), kui B < 1, Eq) <1,

wmwmh wmwmh HJQAEY kui ﬂ@ﬁhv < 1.
(3.86)
Analoogilise mottekédigu rakendamine Fuleri deformatsioonitensorile ej; ei an-
naks nii praktilist tulemust, sest 93 ;) tdhistaks nurka, mis deformatsiooni kéigus
muutub tdisnurgaks, ja ;) vastavat muutust.



3.6. Deformatsioonitensorite fitsikaline sisu 3-37

Lopmata viikeste deformatsioonid korral aga teatavasti kaob erinevus LK ja EK
vahel ning vastavalt seostele (3.66) voime kirjutada

~

meﬂh ~ N@E ~ H,Qﬁhv ~ Yk kui K = Nu L=1. Aw%ﬂv

Seega, [Opmata viikeste deformatsioonide tensorite komponendid WN@ ja e (K #
L ja k # 1) on (ligikaudu) vordsed DRK baasivektorite L ja 1y vahelise tdisnurga

muuduga I (g 1) = Y(.1)-

3.7. 1D deformatsioonimoodud ja nende seos deformatsioonitensoritega 3- 38

3.7 1D deformatsioonimoodud ja nende seos
deformatsioonitensoritega

Meenutame tugevusopetuse kursuses tehtud tombekatset, mille korral katseke-
ha algpikkusega [y pikeneb suuruse ¢ vorra, omades seega katse lopul pikkust
[ =1y + 6. Toimunud deformatsiooni iseloomustamiseks voib kasutada erinevaid
deformatsiooni moote'®:

o pikenemiskoefitsent ehk pikenemine?
[
A= — (3.88)
lo
e insenerideformatsioon (ka Cauchy deformatsioon)?!
[—1 o
fe=— 2 =_=x-1 (3.89)
lo lo

91, k. strain measures
201. k. stretch, stretch ratio,
211, k. engineering strain, Cauchy strain
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e logaritmiline deformatsioon (ka tegelik deformatsioon voi Hencky deformat-

sioon )??
Ll l 5 167
Elog = —=In—=.. 8~ ——— 3.90
o8 o ! lo lo 213 ( )
e Lagrange’i deformatsioon (ka Greeni deformatsioon)?
-1 5 162 1
fp=—52=..=—+-— ehk e == (N—-1 3.91
DT lo 212 1=l ) (3:91)
o FEuleri-Almansi deformatsioon**
I —13 5 162 1 1
EpA=——=...=—-+—-—— ehk egu=-1|1— = 3.92
BAT TP [ 21 BAT Y \? (3.92)
221, k. logarithmic strain, also called natural strain, true strain or Hencky strain
1. k. Lagrange strain, Green strain
241, k. Euler-Almansi strain
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Joonise 3.7 pohjal on selge, et 0.6[ | — insenerideformatsioon 1
. .. : — Lagrange'i deformatsioon
kui /Iy < 0,1, siis langevad in- 0.55r| — |ogaritmiline deformatsioon ]
seneri, Lagrange’i ja logaritmi- 0.5}
line deformatsioon praktiliselt 0.45 ]
kokku. Suurte deformatsiooni- 04l |
de korral aga erinevad vaa- m ow.m
deldavad kolm deformatsioo- z-
ni moodtu oluliselt. Koige sage- m 0.31 |
damini kasutatakse suurte de- g 0.25 1
formatsioonide kirjeldamiseks 0.2 | 1
Lagrange’i deformatsiooni. 0.15} ]
Euleri-Almansi deformatsioo- 0.1r 1
ni korral vorreldakse pikkuse 0.05} 1
muutu 0 deformeerunud kat- ol . .
sekeha, @%WCmmmm I ja seetottu 0 0.050.10.150.2 w\wm 0.30.350.40.450.5
0

on selle deformatsiooni moodu

otsene vordlemine vaadeldud Joonis 3.7: Erinevate deformatsioonimootude vordlus
kolmikuga komplitseeritud.
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Kaéesolevas kursuses on [y analoogiks d.S' ja [ analoogiks ds. Jarelikult vastab

e insenerideformatsioonile 16pmata véikesete deformatsioonide tensor F g ~

e (valemid (3.79) ja (3.89),

e Lagrange’i deformatsioonile Lagrange’i deformatsioonitensor Fx (valemid
(3.77) ja (3.91)),

e Fuleri-Almansi deformatsioonile aga Euleri deformatsioonitensor ey; (vale-
mid (3.80), ja (3.92)).

Tugevusopetus versus pideva keskkonna mehaanika. Kéesoleva alajaotu-
se lopetuseks esitame seosed tugevusopetuses kasutatud deformatsioonide

Ezs-- -, Vy- Ja l0opmata viikeste deformatsioonide tensori F 7, komponentide vahel
g, 2 Ev1 Ei2 Ei3
§ \V\@N ~ ~ ~
> Sy Fo1 Ea FEog (3.93)
Yz  Vzy c ~ ~ ~
22 E31 Es FEgs

3.7. 1D deformatsioonimoodud ja nende seos deformatsioonitensoritega
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NN

I

dx,

0

dx,

C

ol--

X,

;W\w

dx,

L 1

0

2

9
1 Evumn Qp_
&, C

Joonis 3.8: Normaaldeformatsioon (vasakul) ja nihe ehk nihkedeformatsioon (paremal)

Vastavalt joonisele 3.8 on normaaldeformatsioon®

~ QQH —OC @QH
E1=Eq = = 3.94
e oC 90X, (3:94)
ja lopmata viikestele deformatsioonidele vastav nihe ehk nihkedeformatsioon?®
T @Q«H @Q«w ~
— — V=141 = = 2Fs. 3.95
2 (1,2) 1+ 1o e + e 12 ( )

251, k. normal strain
261, k. shear or shear strain
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3.8 Deformatsiooniellipsoid

Deformatsiooni iseloomu deformeerumata keha punkti P(X) iimbruses voi defor-
meerunud keha punkti p(x) timbruses saab illustreerida Cauchy poolt pakutud
geomeetrilise meetodi abil. Allpool esitatud tulemused on otseselt rakendatavad
suvalisele siimmeetrilisele teist jarku tensorile.

Vektor dX LK-s maarab elementaarsfaari
SxrdXpdXp = dS* = K?, (3.96)

kus K on sfddri raadius. Deformeerumisel liigub materiaalne punkt Xz ruumi-
punkti z; ja materiaalset punkti X g {imbritsenud sfaéri punktid ruumipunkti x;
iimbritsevaks teist jarku pinna punktideks

Dﬁ&.&w&.ﬁ = &@m = Nm‘m. Awwﬂv

Valemite (3.35) pohjal ¢y = dxr Xk 1 X1 = Xk Xk . Kuna ¢ on positiivselt
madratud, siis see teist jarku pind on ellipsoid. Ellipsoidi (3.97) nimetatakse ma-
teriaalseks deformatsiooniellipsoidiks®”.

271. k. material strain ellipsoid

3.8. Deformatsiooniellipsoid 3 - 44

Analoogiliselt — elementaarsfiirile deformeerunud olekus
Spdrrdr; = ds® = k2 (3.98)
vastab ellipsoid algolekus
CrrdXgdX; = ds* = k*. (3.99)

Avaldisega (3.99) madratud ellipsoidi nimetatakse ruumiliseks deformatsiooniel-
lipsoidiks®® (ruumiline viitab siin endiselt EK-le, mitte aga 3D-le).

Vaatleme kahte vektorit dX; L dXs, st. dX; - dXs = 0. Kuna vektorid dX, on
avaldatavad nii baasi Iy kui c¢; kaudu, siis

dXy-dXog=............ = cpdridr? = 0. (3.100)

Seega on meil ka peale deformatsiooni kaks ristuvat vektorit — iiks komponenti-
dega cdr;. ja teine komponentidega dx? (voi vastupidi). Teisisonu, kaks ristuvat
vektorit LK-s deformeeruvad kaheks ristuvaks vektoriks EK-s (sealjuures nende
vektorite siht ja pikkus voivad muutuda).

281. k. spatial strain ellipsoid
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Ellipsoidil on teatavasti 3 ristuvat pooltelge. Eeldame algul, et koéik poolteljed on
erineva pikkusega. Seega materiaalse deformatsiooniellipsoidi puhul leidub algses
sfadris kolm ristuvat raadiust, mis deformeeruvad ellipsoidi pooltelgedeks. Defor-
matsiooni kiigus muutub nende pikkus ja orientatsioon (siht), kuid nad jaavad
omavahel risti. Neid telgi nimetatakse deformatsiooniellipsoidi peatelgedeks.

Joonis 3.9: Ruumiline (——) ja materiaalne (- - -) deformatsiooniellipsoid

Kogu toodud mottekéik kehtib ka ruumilise deformatsiooniellipsoidi kohta. Si-
dudes omavahel ruumilise ja materiaalse deformatsiooniellipsoidi saab néidata,
et deformatsioon péorab ruumilise deformatsiooniellipsoidi X-s materiaalseks de-
formatsiooniellipsoidiks x-s ja vastupids.

3.8. Deformatsiooniellipsoid 3 - 46

Deformatsioon viib sfdéri diameetri X-s ellipsoidi diameetriks x-s. Ellipsoidi ja
sfadri diameetrite pikkuste suhe médrab dra pikenemiskoefitsendi A = ds/dS
vastavas sihis. Pikenemiskoefitsente kolmes deformatsiooniellipsoidi peatelje sihis
nimetatakse peapikenemisteks ja tahistatakse Ay > Ay > As), kusjuures Aq) =
max A ja Az = minA.

Eelnev baseerus eeldusel, et ellipsoidi pooltelgede pikkused on erinevad.
Vastupidisel juhul saab leida 16pmata palju peatelgi.

e Kaks pooltelge on vordsed, kolmas erinev . ..

e Koik kolm pooltelge on vordsed . .

vV
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3.9 Deformatsioonitensori invariandid, peavairtused ja
peasuunad

Alajaotuses 3.8 néitasime, et punktis P(X) leidub vidhemalt kolm omavahel ristu-
vat suunda, mis deformatsiooni kéigus ldhevad deformatsiooniellipsoidi kolmeks
peateljeks punktis p(x) ja vastupidi. Mddrame niitid peasuunad analiititiliselt, st.,
leiame kolm ristuvat suunda, millest kahe puhul pikenemiskoefitsendid omavad
ekstremaalseid vadrtusi. Valemite (3.72) pohjal

Ay = CxNg Ny, (3.101)
kus Ng = dXg/dS. Peasuundade leidmiseks tuleb minimeerida funktsioon
(3.101) N suhtes lisatingimusel, et N on iihikvektor, st.,

Ok Nk N = 1. (3.102)

Saadud lisatingimusega ekstreemumiilesande lahendamiseks kasutame Lagrange’i
t29 mille pohjal saame vorrandisiisteemi

0
N [CxrNkNL — C (0t Nk N — 1)] =0, (3.103)

291.k. Lagrange’s method of multipliers

meetodi
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kus tundmatut C' nimetatakse Lagrange’i multiplikaatoriks. Viimane omakorda
annab meile kolm lineaarset homogeenset vorrandit iihikvektori komponentide

N leidmiseks —
AQNH|Q%NHV Zh =0 Aw.HORC

Tensori Eyp definitsiooni pohjal Cxp = dxp + 2Fk saab vorrandeile (3.104)

anda kuju
(Exr — Edgp) N =0, 28=C—1. (3.105)

Pole téhtis kumba saadud vorrandisiisteemidest lahendada — kui vaja, saab hil-
jem minna iihelt lahendilt iile teisele. Meie lahtume vorrandisiisteemist (3.104).
Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakteristlik determi-
nant on null, st.,

(Crr — Cr| = 0. (3.106)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik vorrand (mis
kujutab endast kuupvorrandit)

—C3 4+ 1oC? —11C + 111 =0 (3.107)

tundmatu C' maaramiseks.



3.9. Deformatsioonitensori invariandid, peavidrtused ja peasuunad 3-49

Suurused
( Ic =Ckrg=...
Cyp Co| |Cii Ci3|  |Cii Cig
A e = U3y Cs3 i C31 Cs3 i Co Oy (3.108)
Cii Cip Cis
IIg = [Cy Oy Oy
\ C31 Oz Cs3

on deformatsioonitensori C'xy, invariandid (koordinaatteisenduste suhtes X — s).

Karakteristlik vorrand (3.107) omab kolme juurt C,, o = 1,2, 3, mida nimeta- /
takse omavddrtusteks ehk peavidirtusteks®. Vorrandisiisteemi (3.104) abil saame
niitid igale peavairtusele C, seada vastavusse omavektor: ehk peavektori N, mis
madrab peasuuna. Saab toestada, et siimmeetrilise tensori peaviartused on reaal-
sed ning neile vastavad peasuunad on omavahel risti ja eksisteerivad alati. 3

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht {ihtib peavek-
tortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis peavektori N, komponendid *

Nikao = 0k (3.109)

301.k. eigenvalues or principal values or proper numbers
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ja deformatsioonitensori komponendid
Cor = Colak- (3.110)

Kokkuvottes voib delda, et peavddrtused vorduvad deformatsioonitensori nor- /
maalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsioonidega). Nihkedeformatsioonid
selliste telgede (koordinaatide) puhul puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid saavad niitid tunduvalt lihtsamad kujud —

o =C) + Cy + C5,
I = CyC5+ C1C5 4+ C1 0, Aw.HH:
Il = CLCYC5.
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Deformatsioonitensori peaviirtuste ja peasuundade ning deformatsiooniellipsoidi
peatelgede vaheline seos

Peasuunad N, méiravad dra deformatsiooniellipsoidi peateljed LK-s X, st., ruu-
milise deformatsiooniellipsoidi vorrand saab niiiid kuju

ds’ = I = CipdXgdX, = Co (dX,)* =) Co(dX,)”. (3.112)

Seega peatelgedes deformatsiooniellipsoidi vorrand lihtsustub.

DRK puhul on ellipsoidi poolteljed

(3.113)

S|
I
Il

ja pikenemiskoefitsent peatelgedes

d 1) d
Ay = % — \/CxiNgN; = \/C, P29 & (3.114)

ning seega a; = dS, s.o. N, sihilise joonelemendi pikkus.
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be

w\e\mn

kAT,
Joonis 3.10: Ruumilise deformatsiooniellipsoidi poolteljed

EK x puhul avaldub materiaalne deformatsiooniellipsoid kujul

dS? = K = cpdrydr; = co (dre)’ =) o (daa)’ (3.115)

(07

ja poolteljed DRK-s
dsS K

”/\ﬁM/\ﬁ.

Suurus ¢, on siin deformatsioonitensori c¢;; omavaartus. Pikenemiskoefitsendid
m
ds 1 1 an

B dS B A/ CEITVETY B /\ﬂ B dS

m
@Q

(3.116)

Ao (3.117)
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ja niitid seega a]' = ds, s.0. n, sihilise joonelemendi pikkus. Valemite (3.114) ja
(3.117) pohjal

Co=— =X\ =A (3.118)
Kokkuvottes:

e Ruumilise deformatsiooniellipsoidi pooltelgede pikkused LK-s X on
poordvordelised materiaalse deformatsiooniellipsoidi pooltelgede pikkustega
EK-s x.

e Samuti on poordvordelised vastavad omavéirtused C, ja c,.

e Peaviairtus C, on vordne pikenemiskoefitsendi ruuduga deformatsiooniellip-
soidi vastavas peasihis a.

e Peatelgede sihis omab A ekstremaalseid va#rtusi.
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Seosed Greeni ja Cauchy deformatsioonitensori invariantide vahel
Kuna C, = A2 = )2 ja A\, = 1 + e, siis
([ To=Li=X+MN+XN=>0+e)+(1+e) + (1+es),
Mo =Ty = AAS + X505 + AN =
= (I+e)’ (1)’ +(1+e2) (1+e3)" + (1+e5) (14e1)’,
J Mo =T, = AN = (1+e1)” (1 + e2)” (1 + e3)”, (3.119)
L=1,= A2 A2 N
I =11, = P IED FLED P P D VD
Ml =TI, = AN AN

\

~1 ~1 N B
Siin C' vastab tensorile C'k ja % tensorile %E. Samuti on voetud arvesse, et
_ —1
C, = %@ ja vastupidi, ¢, = C . Otsitavad seosed
II I 1
[=—C, I=—2 Il =-— (3.120)
I~ I~ I~
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saame valemeist (3.119).
Kuna 0 < A, < oo siis ka 0 < I, I, I < oc.

Deformatsioonide puudumisel (jdiga keha puhul) e, = 0ja A\, =1, a = 1,2,3
ning seega
[=11=3ja Il =1 (3.121)

Seosed Lagrange’i ja Greeni deformatsioonitensori invariantide vahel

Lagrange’i deformatsioonitensori invariandid avalduvad 1dbi peavaértuste £, ana-
loogselt Greeni deformatsioonitensori invariantidega (3.111) —

lp = By + By + B,
Il = EsFEs + E1Es + E1 B, (3.122)
1, = BBy Es.
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Kasutades niiiid valemeid (3.111) ja (3.122) ning arvestades, et valemi (3.105),
pohjal 2E, = C, — 1, saame seosed

( Ip =3+ 20,

e = 3 + 4l + 411p,

e = 1+ 21 + ATl + 8111,

{ C b v (3.123)
op = —3+1I¢,

ATl = 3 — 2I¢ + 1le,

| 81T = —1 + I — Il¢ + Ml

Seosed Euleri ja Cauchy deformatsioonitensori invariantide vahel saadakse sidudes
tensorite ¢ ja ey invariandid. Tulemuseks on duaalsed seosed eelmistele —

I, =3 - 2L,
11, = 3 — 41, + 411, (3.124)
I, = 1 — 21, + 411, — 8IIL,.
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Invariantide IlI ja III. geomeetriline télgendus

Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaarruumalad
dV = dS1dS>dS3 ja dv = dsidsodss. Kuna

ds
2= >Q — v,o:
ds.,
sils dv  dsidssd 1
v $10AS920S3 (3.119) (3.119)
_ — AMdoda = I U= .
AV~ dSydS,dS; P ¢ 111,
Seega

dv = /TledV ja dV = /Ldv. (3.125)

Kokkuvottes —invariandid I11o ja I11. iseloomustavad ruumala muutust.

Lisada, et j2 = /Ill¢, vt. isohooriline def.
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3.9.1 Poorde pohiteoreem

Vaatleme peavektorite kolmikuid n, ja N;
N, ( komponentkujul ng, ja N ). Defi-

~1
neerime poordetensorid R ja R = R™%:

2

-1 P (X) N,
Nka = RrxNKa, Nro = REiNka-
(3.126) R ~N,
Seega poordetensor Ryx poorab Greeni M ' S .
deformatsioonitensori peavektorid N, N :

auchy deformatsioonitensori peavek-
C . Y . o P Joonis 3.11: Peatelgede siire koos poordega
toriteks n, ja vastupidi, poordetensor
—1

R 1. poorab Cauchy deformatsioonitensori peavektorid n, Greeni deformatsiooni-
tensori peavektoriteks N,. Kuna peavektorid moodustavad ortonormeeritud kol-
miku, siis on selge, et

NkaNal = Okl ja NioNor = 0K (3.127)

Ulesanne. N; = [0,1,0], Ny = [~1/v/2,0,1/v/2], N3 = [1/v/2,0,1/v/2]. Leida
maatrikskujul [Nial, [Nax] ja [NxaNar]-
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Korrutame esimese avaldistest (3.126) komponendiga N,k ja teise komponendiga
Nak NINE saame
-1
mim = 3\3>\<me .Hm mwﬁa = Z.NQQ@Q\A. Aw.mev

~1
Poordetensor R on ortogonaalne, st. R = R™! = R’ ning loomulikult kehtivad
~1 ~1
vordused Rpx Rx; = 03 ja Rpx R = 0xr. Kui peateljed deformatsiooni kéigus

-1 ~1
ei poordu, siis R =1= R, ehk Ryx = 0px = Rip.
Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed on seotud /
jargmiselt

-n -1 n
Ckr = RirenRir
n —1

—nN
cu = RrxCrr Ry

(3.129)

ning lisaks veel, et

IO‘NH — MAQQv\:.\/\‘QNZQh u@ IQ:E = MAQQv\:ﬁQ\ASQN. Awwwov

« «
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2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul

1
2
rrx = RrCrx = Rik € i,

DN

H : (3.131)
-1 1 -1 —3
Xrr= Rty = R Ckr.
Viimastest omakorda
—3 -1 1
Rik =25, Crr ja Rir= Xk, i (3.132)
Lisaks saab niidata, et siirdegradient
W
QNL& = mNthi — %.NQ& Awwwwv
ja leida tensorite my Ww ja R vahelised seosed
SN
Ry = A%RhnT@NhnTmth Crum. (3.134)

Viikeste deformatsioonigradientide puhul saame viimasest

mwmmi ~ mwmﬁg — %Niv Aw.wav
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ning arvestades (3.133) analoogi EK jaoks, et
mwi ~ kRO mMT k- (3.136)

mis kinnitab veelkord termini 16pmata viike poore digsust suuruste Ry as ja 7gm
jaoks.

Niitid ongi paras aeg sonastada poorde pohiteoreem —

Iga joonelemendi deformatsiooni mingis punktis voib vaadelda koosnevana kolmest
osast — 1) paralleelliikkest, 2) peatelgede jdigast poordest ja 3) pikkuse muudust
peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit d X X-s, mis ldheb deformatsiooni kéigus vektoriks
dxy, = v kdX . Kasutades seoseid (3.131); saame

D=

N[

dry = 0 Ry Cyd X = R 0mi dX i . 3.137
L, \%m LM UMK K C ki Nm K K A v
kM IK

Avaldisele (3.137) saab anda jargmise tolgenduse (joonis 3.12).

3.9. Deformatsioonitensori invariandid, peavidrtused ja peasuunad 3- 02

1. Vektori dX paralleelliike®® (koos peatelgedega) vektoriks dx™).

2. Vektori dxT) jaik pocre®? (koos peatelgedega) vektoriks dx(F).

33 muudetakse vektor dxf) vektoriks

3. Labi peatelgede pikkuste muutmise
dx"®) = dx. Taiendavat pooret ei toimu siin siis ja ainult siis, kui dX on

paralleelne iithega tensori C'x; peavektoritest.

dx®
Valemites on eelnev esitatav kujul w:s
\
\
( 42\ = 5 pcd Xk \
R T \
{ QW&M ) _ mi&&m ) (3.138) P . J it
L &Hw = I%\&&HM@

Kui asendame (3.138); — (3.138), —
(3.138),, siis saame (3.137), mis toes- detg = ds®
tabki teoreemi.

Joonis 3.12: Joonelemendi deformatsiooni de-

1Lk translation kompositsioon (indeksid K ja k peaksid olema
321.k. rotation my:v

331.k. stretch
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Joonis 3.13 esitab sama protsessi teises ¥ ax’g
jarjekorras — pikenemine, poore, liike, /
st., \
( 1 Feo \__ P (x)
dx\% = CyedX /
M — YMK K, /
A &NMHV _ mhi&xmv Awwav dX (R dx*
Y
\ dx;. = 0 h&k%@. Joonis 3.13: Joonelemendi deformatsiooni de-

kompositsioon (indeksid K ja k peaksid olema
Seega sellise dekompositsiooni puhul all).
pole operatsioonide jarjekord téhtis.

Eelnev mottekdik on esitatav ka deformatsiooniellipsoidide kaudu —

3.10. Deformatsioonigradiendi polaardekompositsioon 3- 04

3.10 Deformatsioonigradiendi polaardekompositsioon

Teine viga levinud ldhenemisviis eelmises alajaotuses kasitletule on jargmine.
Deformatsioonigradient esitatakse kahe tensori korrutisena (vt. joonist 3.14):

F=R-U=V.R, F!'=U!'R'=RT.V! (3.140)

e R poordetensor (ortogonaalne),

e U- parempoolne pikenemistensor3?,

V- vasakpoolne pikenemistensor®,

U ja V on siimmeetrilised ja positiivselt méaratud.

341, k. right stretch tensor
351, k. left stretch tensor
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Polar Decomposition: Graphical Interpretation

U R

|
Y

R ¥

Relation between left and right stretch tensors
V=RUR' U=R'VR

Eﬁm_nm,mﬁ._ = T — Hiah: G Higal | : Manfred Braun
ESSEN position: Graphical Interpretation BTl
Lehrstuhl Mechanik

Joonis 3.14: Polaardekompositsioon

3.10. Deformatsioonigradiendi polaardekompositsioon 3 - 66

Deformatsioonitensorid defineeritakse sel juhul pisut teisiti ja ka deformatsiooni-
tensorite nimed on teised.
Parempoolne Cauchy-Greeni deformatsioonitensor

C=F".F=1U Cl=F'F1T=U" (3.141)
Vasakpoolne Cauchy-Greent deformatsioonitensor
B=F F'=v) Bl=pFT.Fl=Vv"? (3.142)
Seosed ,,senikasutatud” ja , varemdefineeritud” deformatsioonitensoritega:
e Cauchy DT: ¢ «— C,
e Greeni DT: Ck1 <« B,
e Fingeri DT Pl B,

~1
e Piola DT: C' 7 < C~ 1.
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3.11 Pidevustingimused ehk sobivustingimused

Kolmemodtmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (séltumatut) kompo-

nenti seotud siirdevektori kolme komponendiga ldabi kuue vorrandi (vt. (3.53)
1k.26). Néiteks,

2Ekr = Ckr — 0k = 2Bk = Uk.p + U,k + Un.xUn.r. (3.143)

Kui on teada siirdevektori komponendid Uy, siis valemi (3.143) pohjal saab
madrata kas tensori C'iy voi Exp kuus komponenti. Kui aga on vastupidi, st.,
et teada on tensori C'xy v6i Ex kuus komponenti, siis on meil kolme tundma-
tu madramiseks kuus vorrandit. Jarelikult on meil tegu iilem&dratud siisteemiga.
Selleks, et siirdekomponendid Uk oleks iiheselt médratavad ja pidevad (siirdevali
peab olema iiheselt méaratud ja pidev) tuleb niitid deformatsiooni tensori kom-
ponentidele peale panna lisatingimused. Neid tingimusi nimetatakse pidevustin-
gimusteks ehk sobivustingimusteks®®. Kui siirdekomponendid Uy on ette teada
(siirdekomponendid on valitud pohimuutujateks) siis on sobivustingimused au-
tomaatselt tdidetud. Kui aga pohimuutjateks on deformatsioonitensorid, siis on
sobivustingimustel taita oluline roll.

361.k. compatibility conditions

3.11. Pidevustingimused ehk sobivustingimused 3-68

Alternatiivnhe pohjendus pidevustingimuste sissetoomiseks. Oletame, et

a) b) j ¢)

hl.\\J

L

Joonis 3.15: Pidevustingimused

vaadeldav keha on algolekus 16igatud vaikesteks kuupideks (joon. 3.15 a). Kui
iga kuupi on seejarel eraldi deformeeritud, siis on nende uuesti ithendamine sel-
liselt, et tekkiks pidev keha iildjuhul véimatu (joon. 3.15 b). Selleks, et peale
deformatsiooni oleks meil endiselt tegu pideva kehaga (joon. 3.15 ¢), peavad kuu-
pide deformatsioonid rahuldama teatud tingimusi, mida eestikeelses kirjanduses
nimetatakse tavaliselt pidevustingimusteks.
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Pidevusvérrandite tuletamine. Tuletame pidevusvorrandid 16pmata viikeste de-
formatsioonide tensorile N
2F 1 = Q«NEnTQ?N. Aw.TTC

Kirjutame iiles viimase koik komponendid:
Eu=UL,  Esg=Us  Eg—Uss,
u 11 2= Uao 22 = Us 3 X (3.145)
2E19 = U2+ Usy, 2E13 =Ui 3+ Usy, 293 = Us 3 + Uz .

Diferentseerime vorrandit (3.145); kaks korda koordinaadi Xy jirgi ja vorrandit
(3.145), kaks korda koordinaadi X jérgi ning liidame saadud tulemused.

Evioo + B = Ui+ Usiie = (Urg + Us) 15 = 2E1912 (3.146)
Kombineerides vorrandeid (3.145), , saame veel kaks analoogilist pidevusvorran-
dit.

Neist aga ei piisa. Selleks, et saada veel kolm vorrandit, leiame vorrandeist
(3.145), 4 osatuletised ,puuduva koordinaadi” jirgi, liidame (3.145), . ja lahu-
tame saadud summast (3.145),. Seejérel votame saadud tulemusest osatuletise

3.11. Pidevustingimused ehk sobivustingimused 3-170

X jargi:
2 Amﬁw + B30 — mwwpv . [(Ur23 + Us3) + (Ui 23 + Usa2) — (U1 + wazp =
=2U1,123 = 2F11 23.
(3.147)

Analoogiliselt saab tuletada veel kaks pidevusvorrandit.

Kokku oleme saanud kuus pidevusvorrandit, mis on tuntud ka Saint-Venant™
pidevusvorranditena:

( ~ ~

E1120+ Ex 11 = 2E12 12
Fo9 33 + Ei3390 = 2F93 93
Ei133+ E3311 = 21313

?&5 +m§| mwﬁv = Eu a.r@

7\

Am;w + Fasz 1 — me“mv ) = I 13

Amwwp + Ei32 — MHN@V = E3319

. 3
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Saadud kuuel vorrandil on véga selge fiiiisikaline sisu.

1. Esimesed kolm: kui on antud normaaldeformatsioonid (suhtelised pikenemi-
sed) kolmes ristuvas sihis, siis nende sihtidega maératud tasandites ei saa
nihkedeformatsiooni meelevaldselt ette anda, vaid nad on méiratud avaldis-
tega (3.148), 5.

2. Viimased kolm: kui on antud nihkedeformatsioonid kolmes ristuvas tasapin-
nas, siis ei saa normaaldeformatsioone meelevaldselt ette anda, vaid nad on
madratud avaldistega (3.148), .

Mittelineaarsetele deformatsioonitensoritele, néiteks Lagrange’i DT, on pidevus-
tingimusi leida sootuks keerukam.

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3-72

3.12 Lihtsustatud deformatsiooniteooriad

Esitatud valemite kasutamine voib viia matemaatilistele raskustele. Klassikali-
ses (lineaarses) elastsusteoorias ja vedelike voolamise teoorias (hiidromehaanikas)
hiiljatakse seetottu mittelineaarsed litkmed, st. uuritakse vaid nn. vaikeseid de-
formatsioone. Tihti saab lineaarse teooria tépsust tosta lahtudes uuritava objekti
geomeetriast ja deformatsiooni iseloomust.

Naited:

a) Hésti ohukese tala paine — poorded suured, pikenemised véikesed.

b) Tala tomme — pikenemised suured, poorded viikesed. Rakendatakse Saint-
Venant’i printsiipi (koormuse rakenduspunkti ldhitimbruses on olukord
muust tala erinev).

¢) Koondatud jou moju massiivile — siin on soovitatav rakendada puhtalt mit-
telineaarset teooriat.
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- F

b)

T »

Joonis 3.16: Erineva iseloomuga deformatsioonid: a) chukese tala paine, b) tala tomme ja c)
koondatud jou moju massiivile.

Deformatsioonitensor, péordetensor ja invariandid on avaldatavad ldbi siirdeg-
radientide (nditeks Ug.r). Seega saame radkida véikestest siiretest voi monest
teisest kolmest soltumatust muutujast, mis neid asendaks. Naiteks voivad olla
aproksimatsioonide puhul kasutusel kolm peapikenemist voi poordevektori kom-
ponendid. Deformatsioonitensori voi poordetensori komponentide otsene kasuta-
mine on komplitseeritud, sest sobivustingimused peavad olema rahuldatud. Samu-
ti tuleb olla ettevaatlik kui suurusjarkude hindamise aluseks on siirdegradiendid.
Jargnevate ndidete eesméargiks on anda mingi baasettekujutus sellistest ligikaud-
setest teooriatest.

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3 -7

Vaiaikeste siirete teooria

Viikeste siirete teooria®” puhul loetakse viikesteks koik siirdekomponendid ja
siirdegradiendid ning hiiljatakse koik mittelineaarsed liikmed. Deformatsiooni-
tensorid (3.53) saavad niitid kuju

2Exr = Cxr — 0k =~ Ug.p + Un.x = 2Fk1, (3.149)

2ep = 0 — Crl = Upy + Upp = 2€4

ja poordetensori jaoks kasutatakse valemeid (3.135) ja (3.136), st.

Riyv =~ Rgym — Oxm ja R = Ok Om T km-

Siin kaob erinevus Uy ja u; vahel ning saadakse klassikaline 16pmata véikeste
deformatsioonide teooria.

Et saada paremaid (tdpsemaid) tulemusi vaadeldakse siin tihti siiret nn. héirituste

rea kujul —

u= MU e"u, (3.150)

n=0

37Lk. small displacement theory
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kus suurused u,, hoitakse fikseeritud ning ¢ on héiritusparameeter. Sellise forma-
lismi puhul vastab €” n-jarku aproksimatsioonile. Teooria esitati E. ja F'. Cosserat’
poolt (1896).

Viikeste peadeformatsioonide teooria

Viikeste peadeformatsioonide®® puhul eeldame, et e, = F, < 1 ja et DRK on
valitud peasuundades. Sel juhul saame valemeist (3.78) ja (3.86)

2Bk k = (14 Ex))” — 1,
2Bk = (14 Buo)) (L+ Bpy) sinT g, K # L

mittelineaarsete liikmete hiillgamisel

Y

Ex gk = Eg) = epr = ey

. (3.151)
2Bk ~ |14 Eg)+ B sinl'k , K #L.

381.k. Small principal extentions. Eesti keeles oleks seega tipsem 6elda, et tegu on viikeste suhteliste peapike-
nemistega.

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3-76

Deformatsioonitensorite invariandid saavad kuju

HQ” HI%RWlTMHmu HQ“HIQHRW|MH9
Il = :w ~3+4l, II.= :m ~ 3 —4l,, (3.152)
Il = HEM ~1+21, II.= EHM ~1-—2I,.,
suhteline mahu muut
dv — dV N

Ip ~ I, 3.153
> B (3.153)

ja poordetensor

-1
Rkrp =~ 0xr + Uk, Rirp =~k — Uk (3.154)
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Viikeste poorete teooria

Viikeste poorete® puhul loeme iga joonelemendi poorde viikeseks ja poordenurga
¥ & sin & tanv. Deformatsioonitensorit (3.65) (1k. 30) v6ib niiiid aproksimee-
rida kujul

1

mﬁhRmkth 3 A@Eﬁmih +m,§mm,§h+ @&N@Ev . Awpmmv

Kui poore on viike, siis voib kasutada poordevektorit 2Rx = exrym Ry Kui

niitid moni Rx komponent osutub teistega vorreldes viikeseks, siis lihtsustub Er,
avaldis veelgi, sest litkmed, mis osutuvad teistega vorreldes véikesteks, hiiljatakse.
Selline aproksimatsioon soltub keha ja deformatsiooni geomeetriast. Naiteks, chu-
kese plaadi painde puhul on tasandilise elemendi poore iimber kesktasandi nor-
maali sihilise telje viike, vorreldes pooretega, mis toimuvad kesktasandil asuvate
telgede iimber. Saadakse plaatide teist jarku teooria, mis on tuntud kui Foppl-
Karman-Timosenko teooria.

391.k. small rotations

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3-178

Viikeste deformatsioonide ja viikeste pGorete teooria

Viikeste deformatsioonide (suhteliste pikenemiste) ja viikeste poorete®® puhul
loetakse nii Fxp < 1 kui ka Rgr < 1 ja
~ H ~ ~ ~ ~
Bk~ Exp+ Amgmzﬁ;imzhv. (3.156)

Kui poorded ja deformatsioonid osutuvad sama suurusjarku olevateks, siis voib
nende korrutised hiiljata. Tulemuseks on see, et eeldame viikeseid siirdegradiente
ja saame lopmata viikeste deformatsioonide teooria, st.,

Exr~ Exp ja REp ~ 6%, + R (3.157)

Siin on seega hiiljatud koik mittelineaarsed liikmed. Kehtib superpositsiooni
printsiip: Mitmest siirdest pohjustatud deformatsiooni voib vaadelda neist siiretest
eraldi pohjustatud deformatsioonide summana —

m&m&mpn_lmw”wwn_luww

Lo (3.158)
RxR~R; +Ry=Rsy + Ry

401 k. small extentions and small rotations
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3.13 Deformatsioonide erijuhud

Vaatleme kahte tiilipi deformatsioone

(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel voi poiretel on piirangud. Need
deformatsioonid ei s6ltu suunast ega keha voi deformatsiooni geomeetriast.
Siia klassi kuuluvad nn. jaik deformatsioon, puhas homogeene pikenemine,
potentsiaalne deformatsioon ja isohooriline deformatsioon.

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on pohjustatud koordinaadistiku sobivast vali-
kust. Teisisonu, pikenemised ja poorded voivad mones koordinaadistikus olla
véga spetsiifiliselt méaratud. Siia klassi kuuluvad néiteks iihtlane paisumine,
(lihtne) pikideformatsioon, lihtne nihe, tasapinnaline deformatsioon.
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(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel voi pooretel on piirangud.

Jiik deformatsioon. Deformatsioon on jiik™ (keha jdib jiigaks) kui mistahes
kahe punkti vaheline kaugus ei muutu. Tarvilik ja piisav tingimus selleks on, et
C = ¢ = I igas punktis. Lisaks C\, = \/w =1, Ip=1Ilpg =3 ja Illp =1 Vaata
ka 1k. 55.

Puhas deformatsioon. Puhta deformatsiooni*? ehk paisumise ehk posrdevaba de-
formatsiooni puhul peateljed ei poordu. Tarvilik ja piisav tingimus selleks on, et
R =1 igas punktis. Vaata ka lk. 59

Potentsiaalne deformatsioon. Potentsiaalse deformatsiooni®® puhul leidub ska-

laarne funktsioon V nii, et
U= gradV (3.159)

41 k. rigid deformation
421 k. pure strain, dilatation, eesti keeles ka puhas pikenemine ehk puhas pikideformatsioon
431 k. potential deformation
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4

Isohooriline deformatsioon. Isohooriline deformatsioon** on deformatsioon, mille

puhul ruumala ei muutu. Kuna (vt. ka lk. 57)%

dv _ VI =

ay

1 .
JIL 7
siis isohoorilise deformatsiooni puhul

Ve = /1L = j = 1. (3.160)

Kuna antud juhul Iz = AMA3)\3 = 1, siis saab invariandid I¢ ja IIo avaldada
vaid kahe peapikenemise kaudu. Enamgi veel, funktsioonid mis iildjuhul so6ltu-
vad koigist kolmest invariandist (peapikenemisest), on niitid vaid kahe esimese
invariandi (peapikenemise) funktsioonid.

M k. isohoric deformation
45

) ox
Jj= b , Ckr =Xk, KTk, L, Ile = |Ckr| = |2k, x| = |28 K| - |T5 L]
0X7,
3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-82

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on pohjustatud koordinaadistiku sobivast valikust

Siin on enamikel juhtudel tegu afiinse teisendusega, mis seob materiaalse punkti
asukoha enne (X ) ja pérast (x;) deformatsiooni.

. .
xvp = Dpx Xk, Xk = Dgrvr, DipxDgr = 0p, (3.161)

kus Dyr ja UH x1 on konstantsed tensorid (maatriksid). Teisendus (3.161) jéatab
sirged sirgeteks, ellipsid ellipsiteks, ellipsoidid ellipsoidideks jne. Sellist deformat-
siooni nimetatakse homogeenseks deformatsiooniks®. Seda voib defineerida ka
kujul
@w&w

OXgOXp
Valemite (3.161), ja (3.161), pohjal on selge, et homogeense deformatsiooni korral
deformatsioonigradiendid

0. (3.162)

-1
T K = Uiﬂ u@ waﬁw = Nuwﬁa. Awwawv

461 k. homogeneous strain
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Uldistatud homogeense deformatsiooni puhul voib Dy soltuda materiaalse punkti
koordinaatidest ja sel juhul viimased valemid ei kehti.

Erinevad tensorid (maatriksid) Dyx kirjeldavad erinevaid deformatsioone, millest
moningaid vaatleme allpool.

Uhtlane paisumine. Uhtlaseks paisumiseks?” nimetatakse homogeenset deformat-
siooni, mille puhul

A0
D] = [0 A ., 0< A< oo (3.164)
0 0

> O O

Deformatsioonitensorid

—1

C=c=MI, c=C=)\2, 2E=(\-1L (3.165)

Deformatsiooniellipsoidid on antud juhul sfiafrid. Jérelikult iseloomustavad sel-
list deformatsiooni identsed peadeformatsioonid (peapikenemised). Parameeter A
iseloomustab pikkuse muutust suvalises suunas. Kui A > 1, siis on tegu iihtlase

471k, uniform dilatation
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paisumisega (laienemisega), kui aga 0 < A < 1, siis iihtlase kokkutémbumisega.
Kera jaib sellisel deformatsioonil keraks. Deformatsioonitensorite invariandid

Io =3\, IIp =3\, IlIp = \S (3.166)

Uheteljeline (ithesuunaline) pikenemine ja pikideformatsioon. Uheteljelise pikene-
mise®® puhul on

A 0O
D]=10 1 0], 0<A< (3.167)
001
ning
) A2 00 1 A2 00
BT@LH 0 10| jal=|Cl=]0 10 (3.168)
0 01 0 01
Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid 2E = C — I ja 2e = I — ¢ ning

B k. uniazial strain
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e

zl

Joonis 3.17: Uhesuunaline pikenemine. NB! ZX asemel tuleb niha X ja 2* asemel )

invariandid
Ie =2+ ), IIp=1+2)\2 Il =\

3.169
Ip =050\ —1), IHp=IIg=0. ( )

Deformatsiooniellipsoid on antud juhul poordellipsoid kusjuures kaks peapikene-
mist on vordsed iihega, ning iiks on iihest erinev. Deformatsiooni tulemusena
liigub teljega X; risti olev tasand paralleelselt iseendaga ja Xs ning X3 sihis
deformatsioon puudub.

Tegelikult tala ristloige tombe puhul viheneb ja surve puhul suureneb . Sellist
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deformatsiooni nimetatakse pikideformatsiooniks ehk pikenemiseks*. Niiiid

A0 0
D=0 KX 0|, 0<A<oo, (3.170)
0 0 KX
. 220 0
C] = L —lo (kN2 0 |, (3.171)
- 0 0 (K)?
» 2720 0
c]=|C|=]0 (K\?% 0 : (3.172)
0 0 (K\)™2
Invariandid
Ic = (1+2K%N, 1lg = (2+ KK\, g = K*\°, (3.173)

Seega, antud juhul on X; sihis pikenemiskoefitsent ds;/dS; = A ja suhteline
pikenemine (ds; — dSy)/dS; = A — 1. Vastavad suurused X ja X3 sihis on K\ ja

OLk. simple extention, eesti keeles on voimalikud veel mitmed terminid, niiteks puhas pikenemine jms.
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KX —1. Poisson’i tegur v, mis iseloomustab pikenemiste suhet poiki- (X, voi Z3

siht) ja pikisuunas(X; siht), on defineeritud jirgmiselt:*
Kx—1 1-—K\ 1+v
S WS R W R o7 (3.174)
Kui v > 0 siis ristloige viheneb, kui v < 0, siis suureneb, v = —1 (K = 1) korral

on tegu iihtlase paisumisega, v = 0 (K = 1/A) puhul iiheteljelise pikenemisega.

Lihtne nihe. Lihtsa nihke®! korral

1 S0
D]=10 1 0], —oco<S<oo, S =const. (3.175)
001

Seega litkumisseadus saab kuju (joonis 3.18)

r1 = X1+ @Nw“ ro = X9, x3= Xj. AwHﬂmv
50Tugevusopetuses
y— vy _ &=
Ex Ex

SLk. simple shear. Eelmiste aastate konspektides olen siin ekslikult kasutanud terminit puhas nihe. Tegelikult
vastab puhtale nihkele olukord, mida on kirjeldatud lk. 42 oleval joonisel 3.8.
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Lihtsat nihet voib iihest kiiljest kirjel-
dada kui deformatsiooni, mis poorab
tasandeid X7 = const. imber nende
l1oikejoone tasandiga X; = 0 nurga
~v = arctan S vorra, vastavalt litkumis-
seadusele (3.176). Teisest kiiljest aga
kui deformatsiooni, mis nihutab mitte-
deformeeruvaid tasandeid Xs = const.
vastavalt liikumisseadusele (3.176).

Joonis 3.18: Lihtne nihe. NB! Z ja X!

Deformatsioonitensorid ja invariandid

1S 0 . 14+5% =S 0
C]=|S 1+S% 0|, |C|=| -5 1 0}, (3.177)
0o 0 1 0 0 1

1 =S 0 1+5* 50
c]=|-5 1+5% o], Tgn S 1 0], (3.178)
0 0 1 0 01
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E] =5 |S S0

3-89
| 0o S 0
. le] = 3 S =52 0], (3.179)
0 0 0 0O 0 1
Io =1lc =34 5% Il =1,
¢ ¢ “ (3.180)
[ =—Ip =2l =2II, =-5°/2, Ill,=1llp =0
Kuna Il = 1, siis on lihtne nihe isohooriline deformatsioon.
Kui lahendada karakteristlik kuupvorrand

—C? +1oC?* =1 + 1 = 0,
saame deformatsioonitensorite C ja c peavadrtused

Cr=1/c; =\ =1+5%/2+S/1+52/4,
Cy=1/co =N =1+ 5%/2—S/1+52/4,
Cy3=1/cz=X=1

Viimastele vastavad peavektorid

(3.181)
Ny Lt (524 VITSA) L
Nt = Ny =1, (3.182)
282251 5%
3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-90
i+ (=82 VTF S
il ong =i (3.183)
2 /\w+mm\wﬂm,:+mwﬁ
- 7| 2
¢ S/2| /2,57

A

N,
_1 !Il\_il \

a
/ /

/
\
\

|

~578
ke

(=]

AR
Joonis 3.19: Nihketasand NB! Z ja X!
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Tasandi X3 = 0 punkt A(—5/2,1,0) ldheb péarast deformatsiooni vastavalt vale-
mile (3.176) asendisse a(S/2,1,0) (vt. joonis 3.19). Seega OA = Oa ja jarelikult
kiud, mis olid enne deformatsiooni paralleelsed O A-ga ja moodustasid X, teljega
nurga ¢ = arctan .S/2 ei muuda deformatsiooni kédigus oma pikkust. Valemist
(3.182) saame médrata nurga

tanv = S/24 /1 + 5%/4. (3.184)

Ka OA ja N vaheline nurk on 9, sest tan(OAN;) = tan . Seega poolitab pea-

—_—

suund N; nurga OAX;, peasuund Ny on temaga risti tasandil X3 = 0 ning Nj
on suunatud piki telge Xs.

Tasapinnaline deformatsioon. Erinevalt kolmest viimasest néitest, ei pruugi siin
olla tegu homogeense deformatsiooniga. Tasapinnalise deformatsiooni®® korral toi-
mub paralleelsetel tasanditel identne deformatsioon ning nende normaali sihis de-
formatsioonid puuduvad. Seega, kui deformatsioonid toimuvad x; — xo tasandis,

52k. plane strain
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siis liitkumisseadus on esitatav kujul

rp = o1(X1, X2), k=1,2,

3.185
T3 — ;X«w. A v
On lihtne maoista, et Cauchy deformatsioonitensor saab niiiid kuju
cin ¢z 0
C= |Co1 (92 0 AwHwav
0 0 1

ja analoogsed, st., viliskuju poolest sarnased on ka koik teised deformatsiooni-
tensorid ning poordetensorid. Uks peatelgedest on antud juhul paralleelne xs-ga
ja tema sihis on pikenemiskoefitsent A3 = 1. Tasapinnaline deformatsioon on
isohooriline kui A\; = 1/\,.

Uldistatud tasapinnaline deformatsioon on defineeritud kujul

T = Hwﬁxvm‘f;vm‘wvv k= Hu M“

v5 = 15(X). (3.187)
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3.14 Kiirus ja kiirendus

3.14.1 Materiaalne tuletis

Pideva keskkonna mehaanikas on diinaamiliste protsesside kirjeldamise puhul vaja
leida materiaalsete punktidega seotud fiiiisikaliste suuruste (skalaaride, vektorite
ja tensorite) muutumise kiirust®, st., tuleb leida tuletisi aja jirgi skalaaridest,
vektoritest ja tensoritest (mis on funktsioonid kas materiaalsetest voi ruumilistest
koordinaatidest) mingis fikseeritud materiaalses punktis. Siinjuures tuleb arvesse
votta nii muutus, mis on seotud fikseeritud ruumipunktiga (lokaalne muutus),
kui materiaalse punkti liikumisest pohjustatud muutus (konvektiivne muutus).

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi) nime-

tatakse operatsiooni
° e GN%.
g . (3.188)

=const

531.k. time rate
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Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, s.t.
f=1(X,t) = Fr(X,t)Ik, (3.189)

siis langevad materiaalne tuletis ja osatuletis aja jargi kokku:

. Of(X,t) OF
f(X,8) = A% = 5

Naide: Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.

Ix. (3.190)

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f=1f(x,t) = fr(x,t)i. (3.191)

Niiiid (kuna i; on konstantsed)

.Imx\ﬂmbﬂmﬁ.
w| A% t o v :f a.va

sest x on labi litkumisseaduse LK X funktsioon.
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Sageli esitatakse materiaalne tuletis vektorist kujul

. . D

kus suurust

Dfi _ 0fr | Ofr Oxi _ Of

Dt ot ox; @.w ot
fei i

nimetatakse materiaalseks tuletiseks vektori f komponendist f;. Esimest liiget va-
lemites (3.192) ja (3.194) nimetatakse lokaalseks tuletiseks (monikord ka tuletiseks
aja jirgi), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaalne tuletis iseloomustab
muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumipunktis ning konvektiivne tuletis muu-
tusi, mis on pohjustatud materiaalse punkti litkumisest (vaadeldava ruumipunkti
timbruses).

Materiaalne tuletis skalaarist. Vaatleme skalaarfunktsiooni ® = ®(x,t). Mate-
riaalne tuletis skalaarist on defineeritud kujul

DO 9 O o

_ = Do, 3.195
Dt~ ot o T g T (3.195)
[0}

)

&H
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Naide: Téahistagu skalaar ® materiaalse punkti temperatuuri. Temperatuuri
muutumisel voib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti temperatuur muutub
ja 2) liikkudes satub materiaalne punkt teise ruumipunkti, kus on erinev tempera-
tuur (vorreldes ruumipunktiga, kus ta oli). Viimast ndhtust nimetatakse fiiiisikas
konvektsiooniks.

Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite komponentidest on
defineeritud jargmiselt —

Dfu  Ofu .
— m&m e .H
Di o + \? T Aw @@v

Miarkused:

1 ateriaalse tuletise kontseptsiooni toid sisse Huler ja Lagrange
i) M iaal letise k I i t0id si Eul 1770) ja L
(1783), téhistus D/ Dt péarineb aga Stokesilt (1845).

(ii) Kui on tegu liikumisseadusega x = x3(X, 1), siis
Dx,  Oxp

=D T o (3.197)
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3.14.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus
Kiirus

Kiirus on teatavasti kohavektori esimene tuletis aja jargi. Kui materiaalse punkti
kohavektor on p = x = x4 (X, )i, siis tema kiirus on defineeritud kujul

v =Dp. (3.198)

Kuna baasivektorid i ei soltu ajast, siis

v =p = 2x(X, t)i. (3.199)
Kui téhistada v = vi, siis
=1, = = . 3.200
=R =T T Dt (3:200)
Kuna kohavektor
p=P+u (3.201)
ja P ei soltu ajast (sageli téhistab P = X punkti kohavektorit alghetkel), siis
Vv=p=1u. (3.202)
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Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud ldbi LK kujul u = Uglg,
kus me = meﬁvﬁwv. Nitud

v — = WUky

T a
ehk (3.203)
VvV = a\NHNV kus <~m = @@%

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.

Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud l14dbi Euleri koordinaatide, siis
u = ugig, kus up = u(x,t). Niiiid saame kiiruse avaldised FEuleri koordinaatides:

Y Duy, duy, n .
vV=1u = 1 = | — Uk 10| 1
X=const Dt k ot kLY ks
ehk (3.204)
b@w @@w
== i W — = .
A% Vi1, us vg Dt ot + U, 10

Seega, iilaltoodud ldhenemist kasutades saame kiiruse- ja siirdekomponentide va-
helised seosed Euleri koordinaatide puhul ilmutamata kujul.
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Teiselt poolt, kui on teada materiaalse punkti kiirus LKSs, siis kasutades liikumis-
seadust X = X(x, 1), saame

v =v(X(x,t),t) = v(x,1). (3.205)

Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene tuletis

aja jargi —
a=yv. (3.206)
Lagrange’s koordinaatide puhul
WV  0?Ug
— AnT A = = 3.207
L N (3:207)
ning Fuler: koordinaatide puhul
. wa %@w
_ ok _ 7" 2
a=aplg, a Dt o1 + Vi U Aw Omv

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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Markused

(i) v = v(x,t) méadrab kiiruse vdilja (a = a(x,t) omakorda kiirenduse vdilja).

(a) Punkti, kus v = 0, nimetatakse stagneerunud punktiks’*,

(b) Kui kiirus ei soltu ajast, st., v = v(x), siis nimetatakse sellist litkumist
statsionaarseks litkumiseks™. See madratlus kehtib suvalise vektorvilja
jaoks.

(¢) Litkumist, mille puhul vaid iiks kiirusvektori komponent erineb nul-
list ja soltub seejuures vaid vastavast ruumikoordinaadist nimetatakse
iihemootmeliseks litkumiseks®® — niiteks vy = vy(xq,t) ja vo = v3 = 0.

(d) Liikumist, mille puhul iiks kiirusvektori komponent on null ja kaks kii-
rusvektori komponenti on nullist erinevad ning séltuvad seejuures vasta-
vatest ruumikoordinaatidest, nimetatakse tasapinnaliseks liskumiseks®”
— néiteks v1 = vy(x1, 29, 1), v9 = vo(T1, X2,t),v3 = 0.

541 k. stagnation point, 1d. stagnum — seisev vesi
551.k. steady motion
56Lk. lineal motion
5TLk. plane motion
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(ii) Lagrange’i kirjelduse puhul on (analoogselt punkti kinemaatikaga) antud
kiirusega liikuv materiaalne punkt identifitseeritav. Euleri kirjelduse puhul
selline analoogia punkti kinemaatikaga puudub. Siin on antud kiiruste vélja
puhul, hetkel ¢, teada kiirusvektor igas ruumipunktis, kuid pole teada, milline
materiaalne punkt asub vaadeldavas ruumipunktis.

3.14.3 Trajektoor, voolujoon, voolupind

Trajektoor °® on kover, mida modda liigub vaadeldav materiaalne punkt — Vi

T — H.ivav Aw.w©©v

7 X=const *

Kui on antud kiiruste vili, siis fikseeritud materiaalse punkti X trajektooriks on

siisteemi
X =V (3.210)

integraalkover, mis vastab algtingimusele x = x(X, ).

Voolujooned * on jooned (koverad), mille puutujad igas punktis iihtivad sihilt
kiirusvélja vektoritega. Kui tdhistada materiaalse punkti kohavektori p 16pmata e

581.k. pathline, trajectory
591.k. streamlines
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véikest muutu, mis on paralleelne voolujoone puutujaga dp, siis

dry  dws  dxs 1
0t 0 (3.211)

v = kdp ehk -,
U1 (%) U3 k

kus k on konstant. Seega on voolujooned siisteemi (3.211) integraalkoverad.

Voolupinnad ® ja voolutorud ® on voolujoonte hulgad, mis 1dikuvad vastavalt
avatud voi suletud koveraga. *

3.14.4 Materiaalne tuletis deformatsioonigradientidest ja kohavektori
diferentsiaalist

Naitame, et
D
m A&FNV = VkIT| K Awwva
ja
D
m A&&wv = Si&m&. Aw.wwwv

60T k. streamsheets
61T k. stream tubes
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Kuna dxj, = xp, xd X, siis
D D

— = — Xg)=...
Dt A&&wv Dt AHFN& .Nv

= GFNQWHN.

(3.214)

Sellega on (3.213) toestatud. Pannes dxp = xj xd X avaldisse (3.213), saame

(3.212).
Jargnevalt toestame, et

D

o (X&) = —vip Xk (3.215)
Selleks leiame materiaalse tuletise vordusest x; . X1, = 0w
D
Dt
Kust avaldame
3.14. Kiirus ja kitrendus 3 - 104
Korrutades VP ja PP Xy ; oleme toestanud valemi (3.215).
3.14.5 Suuruse ds> materiaalne tuletis
D D D
— (ds*) = = (dxpdry) = 2— (dxy) duy, = . ..
Dz (45°) = g (o) = 25, (de) duy
Tahistades ]

dy = V() = M A@\i + S},v , Aw.wwmv

saame N

M A&mmv = M&E&Rw&&? Aw.wwﬂv

kus suurust dj; nimetatakse Euleri deformatsioonikiiruse tensoriks.
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LK korral

D :
U|~w A&MMV = M&E&Fm«%wh&kﬁ&kﬁ == wmwmh&vmmm&xh Awmev
Suurust
B = 2pe = Lo (3.219)
KL — Dt KL — 9 KL .

nimetatakse Lagrange’s deformatsioonikiiruse tensoriks.

3.14.6 Materiaalne tuletis jakobiaanist j

Naitame, et

Dj
— = 3.220
Ty = ok (3.220)
Dy
Dt
3.14. Kiirus ja kiirendus 3 - 1006

3.14.7 Elementaarruumala muutumise kiirus

Lahtume sellest, et v = j) ja saame

D(dv D . D . :
Muw v = D C,w\v = Dr Cv V = jupiV = v v = Igu. Aw.wwc

Siin Iy = vy, on deformatsioonikiiruse tensori esimene invariant ja samas kiiruse

divergents.

3.14.8 Elementaarpinna muutumise kiirus

Lopmata viiked vektorid dX 1) = &NM:F ja dX (2 = &N@mi LK-s (voi dx) =
%&cw ja dx?) = &&%JS EK-s) méaravad 1dbi vektorkorrutise elamentaarpinnad

dA = dXW x dX? ja da = dxV x dx?, (3.222)
mida saab omakorda avaldada kujul

dA = QW\?«HN u@ da = &@w:ﬂ Awwwwv
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Saab néidata, et elementaarpinna vektori komponendi da; muutumise kiirus aval-

dub kujul:
D
s (day) = vy mday, — Vi gpday,. (3.224)
Toestus: .
dA = dXVIg x dXP1, = . = exppd X VdX 21y, (3.225)
ja
da = do\"iy x dz\Pi) = ... = epmdadaPi,, (3.226)
Viimastest
dAy = @«E&&NMVQCAMB ja da,, = mzsg&mv&&ms (3.227)
Toome sisse bivektorid —
&\QEE = mwhi&\m:m u@ &SS = 9&5&@\@ Aw.wwmv
mille ,,p6ordteisendus” on
1 1
&\wwm = Mmﬁhi&\whi u@ QWQ\& = MmiS&SS Awww®v
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(3.227) ja (3.229) pohjal
dApy =2dXVax?  ja day, = 2d2\Vda? (3.230)
Kuna %ﬁm: = H?N&uﬁmv ja %@@ = &NB&NMMV“ siis
QWSS == ... e = H.NEHSLE&\:LE Awwva
(3.229) pohjal
1 . . 1
&@w = M@ES&SS Awmﬁv e SN Amemmv M@ES@MQLE%NE&SLE&\PN Awwwwv
Kuna saab néaidata, et exryromy = 2J Xk 1, siis
&Sﬂ = ,QLXMA%&\&N Awwwwv
D(day,) (3.233)
Dt
(3.234)
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3.15 Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika

Integraalsete fiiiisikaliste suuruste muutumise kiiruse méédramiseks on vaja leida
tuletisi aja jargi vastavatest integraalidest. Algul toome sisse aga materiaalse
joone, materiaalse pinna ja materiaalse mahu méisted®.

Matertaalne joon on joon, mis koosneb materiaalsetest punktidest:
X = X(S5), S — parameeter. (3.235)

Materiaalse joone asukoht ruumis hetkel ¢ on maaratud 1abi liikumisseaduse x =
x(X, t) kujul
x(9,t) = x(X(9),1). (3.236)

Matertaalne pind on pind, mis koosneb materiaalsetest punktidest
X =X(R,Q), R, Q — parameetrid (3.237)
ning tema asukoht ruumis hetkel ¢ on

x(R,Q,t) = x(X(R,Q),1). (3.238)

Materiaalne maht on materiaalsete punktide 3D piirkond.

621.k. material line, material surface, material volume

3.15. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika 3-110

Joonintegraal

Olgu ¢ mingi funktsioon (néit. massi tihedus voi kiirus voi elektrijuhtivus vms.),
mis on defineeritud iile materiaalse joone L. Vastava joonintegraali muutumise
kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

\@&&»I\Uﬂ pdxy) = \ ﬁWW&\?lT@ EHS~ —
ey \?&a\ij@@i%\,;
L

Fikseeritud ruumijoone [ puhul (¢ on defineeritud mingil ruumijoonel 1) ei vaatle
me (fikseeritud) liikuvaid materiaalseid punkte ning joonintegraali muutumise
kiirus

(3.239)

\@&&,w = @w \%&&w = @&R\ﬁ Aw.w%ov

sest dxj ei soltu ajast.
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Pindintegraal

Olgu niiiid suvaline funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse pinna S. Vastava
pindintegraali muutumise kiirus

\@&Sﬂl\bw ¢day) = \mww%:jr@ E@S~ =

(3. ww%

(3.241)
= \ T&ﬁ + ¢ (vgdag — vy EEL

Fikseeritud ruumipinna s puhul, ei vaatle me jéillegi (fikseeritud) liitkuvaid mate-
riaalseid punkte ning pindintegraali muutumise kiirus

d 0 0
%\m%&gw = %\m%&bw = %&Eﬁ Aw.w%wv

sest day el soltu ajast.

3.15. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika 3-112

Ruumintegraal

Kui niiiid funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu V), siis ruumintegraali
muutumise kiirus

D B D@ (3.221)

u \ Aw@ é iv do+ pua(d)| = (32m)
v t

H\< 9¢ @ei~

163

Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi®’, siis saame viimasest

\&&@ = @&@ + \%Sﬂ&@? (3.244)

Siin on materiaalne maht )V asendatud fikseeritud ruumimahuga v, mida
iimbritseb pind s ja mis hetkeliselt {ihtib materiaalse mahuga ). Seega, mingi

03 [, uppdv = [gurday, dap = npda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski teoreem
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fiilisikalise suuruse ¢ materiaalses mahus ¥V muutumise kiirus vordub selle suu-
ruse ¢ muutumise kiirus ruumilises mahus v (mis hetkeliselt {ihtib materiaalse
mahuga V) pluss suuruse ¢vy voog labi ruumilist mahtu v timbritseva pinna s.

3.16 Keeriselisus ja deformatsiooni kiirus

3.16.1 Keeriselisus

Euleri deformatsioonikiiruse tensor on defineeritud juba punktis 3.14.5 kujul

dy = W (Vg + Vik) = Vi) (3.245)
Defineerime niiiid lisaks (Cauchy) keeriselisuse tensori®
Wy = W (Vkg — Vik) = Vg (3.246)
Viimase kahe valemi pohjal
Vg = A+ Wh = V() + Uy (3.247)

641 k. worticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
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Kaldsiimmeetrilisest tensorist w;; saab omakorda konstrueerida keerisvektor:

Wk = €pimWml = €kimUm,l ehk w = Oc.id\v Aw.w%mv
kus 5
cwrlv = totv ¥ vV x v ja V O (3.249)
@&,w

3.16.2 Deformatsioonikiiruse tensori fiiiisikaline sisu

Deformatsioonikiiruse tensor dy; iseloomustab materiaalsete joonelementide pik-
kuse ja nende vahelise nurga muutumise (hetkelist) kiirust. Selle toestuseks leiame
iihikvektori n sihilise elemendi pikenemise kiiruse® d). Valemi (3.217) pohjal
bA&va\uw == w&wN&Hw&HN.

Seega —

ﬁwm %% = &Eiﬁﬁv kus ne = %
Kui ortogonaalse koordinaadistiku, naiteks DRK, puhul on n on voetud piki 1,
siis

d(n) (3.250)

651.k. Stretching, relative rate of stretch, rate of extension
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Analoogiliselt saab néidata, et algse tdisnurga muutumise kiirus avaldub kujul
|%A55v = M&Eiﬁﬁ&w Aw.wmwv

ning et kui ortogonaalsete koordinaatide puhul on n; ja ns valitud piki koordi-
naate x; ja xo, siis .
—U(nyny) = 2d12, (3.253)

Kokku oleme seega toestanud teoreemi: ortogonaalse koordinaadistiku puhul
vorduvad deformatsioonikiiruse tensori normaalkomponendid koordinaatide sihi-
liste joonelementide pikenemise kiirusega ja segakomponendid (k # 1) poolega
nihkekirusest koordinaatidega xy. ja x; mddratud pinnal.

3.16.3 Deformatsioonitensorite materiaalsed tuletised

Alajaotuses 3.14.5 defineerisime Euleri deformatsioonikiiruse tensori dj; ja
niitasime, et Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor (3.219)

QNH = M@Nh sest Qm«h = M@Nh + %Nh.
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Kuna definitsiooni pohjal Cxr = i k1, siis kasutades dj; ja deformatsioo-
nigradiendi materiaalse tuletise definitsioone saame seosed Euleri ja Lagrange’i
deformatsioonikiiruse tensorite vahel

. DE
B = % = dpp KT (3.254)

Leiame niiiid seose deformatsioonikiiruse tensori dj; ja Euleri deformatsiooni-
tensori materiaalse tuletise é;; vahel. Selleks leiame jéllegi materiaalse tuletise
deformatsiooni moodust ds> — dS?

D oy Doy 2
ME,@ ) = MA% — dS?) MMQQ&&E&L (3.255)
(3.213)

=2 Am\& + EmiUm, k + m\is@siv &Hw&&?

(343) , D

Kuna valemi (3.217) pohjal D(ds?)/Dt = 2dy,dxdx; | siis
dir = €1 + emiVm ke + CrmUm,- (3.256)

Arvestades Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorite definitsioone (2ex; = 03—
Ckl u@ M@Nh = meh — %thv Saalme

O.E = |M®E .H.@ Qmmh = M@Nh. Aw.wm‘wv
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Killingi teoreem. On selge, et kui dj; = 0, siis D(ds?)/Dt = 0 ja vastupidi, kui
suvalise kahe punkti puhul D(ds?)/Dt = 0, siis dj; = 0. Seega, dy; = 0 on tarvilik
ja puisav tingimus selleks, et deformatsioon oleks jdik. See tulemus on tuntud
Killingi teoreemina.

Eelpool toodud valemite pohjal selgub, et jdiga keha liikumise puhul, st. kui
di = 0, Err = 0 kuid é; # 0. Viimane seletub sellega, et kuigi jiiga keha
liikumisel jaab deformatsiooni moot ds®> — dS? konstantseks, voivad tensori ey
komponendid muutuda. Seega, vaatlejale, kes liigub koos materiaalse punktiga,
naib, et Fuleri koordinaadid poorlevad kui ruumipunktid méoduvad.

3.16.4 Kiirusvilja tsirkulatsioon

Kiirusvilja (kiirusvektori) v tsirkulatsiooniks mooda suletud taanduvat (laguvat)
koverat®® ¢, nimetatakse joonintegraali *

= x/\ cdx = &S\,&&w. (3.258)

661.k. reducible curve
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Siin dx = dp = (dx, dxs, dx3) on kdvera ¢ diferentsiaalne puutuja suvalises punk-
tis, st., dx = dp néaitab ka liikumise suunda mooda koverat c. I

Stokesi teoreemi pohjal ¢ b - dx = [ (curlb) - da. Arvestades seda, et valemi
(3.248) pdhjal on just keerisvektor w rootor kiiruse vektorist v, siis saame

H,Hxa\.&xﬂ\é.&mH ehk ﬂﬂx@w&ﬁ H\Sw&@? (3.259)

kus s on orienteeritud pind, mis on iimbritsetud orienteeritud koveraga c.
Kokkuvéttes, kiirusvektori tsirkulatsioon moodda kinnist (ja taanduvat) koverat
vordub keerisvektori vooga 1édbi sellele koverale toetuva “suvalise” pinna.

3.16.5 Keeriselisuse fiiiisikaline interpretatsioon

Keeriselisuse tensori fiiiisikaline sisu

Vaatleme materiaalset joonelementi, mille siht on antud hetkel méaaratud vektori-
ga dx ja mis poorleb iimber vektoriga p médratud telje. Olgu v mingi fikseeritud
thikvektor ja ¢ vektorite dx ja v vaheline nurk. Kui tdhistada n = dx/ds, siis /

d
COSY =1n- -V = mwamNS = 9&5%. Awwmov
S
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Voétame viimase avaldise v.p. ja p.p. materiaalse tuletise —

D Qw%w

einore — 5o D ((dT)
(Sine)d = dunr \ g

= UMV — d(n) COS .
(3.261)

Kui ¢ = +7/2, siis saame, et
O = FULmNm . (3.262)

Olgu niitid z ortogonaalne koordinaatsiisteem ja v || z ning n || x;. Leiame
millise nurkkiirusega poorleb x sihiline element x5 sihilise elemendi suhtes (iimber
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r3-ga madratud telje), st.,
Pro= ... (3.263)

Essimene indeks néitab siin milline telg poorleb ja teine mille suhtes ta poorleb.
Analoogiliselt
Ho1 = ... (3.264)

Seega

P21 + P12 = V12 — V21 = 2wz = —2wa

e (3.265)
P21 — P12 = V12 + Va1 = 2d19 = 2dy

Seega oleme nédidanud, et keeriselisuse tensori komponent wy; vordub poolega orto-
gonaalsete koordinaatide xj. ja x; sihiliste joonelementide pddrlemise nurkkitruste
summast. Sunjuures toimub péorlemine imber telje, mis on risti molema vaadel-
dava joonelemendiga. Samuti leidis veelkord kinnitust fakt, et deformatsioonikii-
ruse tensori segakomponendid vorduvad poolega nihkekiirusest koordinaatidega
xr ja r; méadratud pinnal.
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Keerisvektori fiiiisikaline interpretatsioon

Vaatleme pinnal s punkti x, kus pinnanormaaliks on n ja keerisvektoriks w. Kui
pinna s pindala on a, siis

&@wg&w = aw, + O(a?). (3.266)
Seega, kui kover ¢ ldheneb punktile x, siis
o1
Wy = Www . QS%NS? (3.267)

st., kiiruse tsirkulatsioon méoda kontuuri ¢, jagatud pindalaga a vordub keeris-
vektori normaalkomponendiga vaadeldavas punktis (kui a — 0).

3.16.6 Keerisevaba ja keeriseline liikkumine

Keerisevaba liikkumine

Liikumine on keerisevaba siis ja ainult siis kui keeriselisuse tensor wy; = 0 (ja
jarelikult ka keerisvektor w = 0) vaadeldava piirkonna igas punktis. Vedeliku
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puhul nimetatakse sellist liitkumist laminaarseks®” voolamiseks, st., vedeliku voo-
lamine toimub paralleelsete kihtidena. Sellisel juhul on kiiruste vili avaldatav 1dbi
potentsiaali ¢ —

Vi = |®“w Aw.wmmv

ja litkumist voib nimetada ka potentsiaalseks. Potentsiaalse liikumise puhul

\xw vpdry, = — \xw dp = p(x1) — P(x2)
3 x (3.269)

ﬂ”&@w&&w”l&&%”@.

Viimasele vastab Kelvini teoreem: Liikumine on potentsiaalne siis ja ai-
nult suis kui kitrusvektori tsirkulatsioon mddda igat taanduvat koverat on null.
Poordteoreemi toestus jareldub Stokesi teoreemist — I' = %ﬁw w - da = 0 pohjal on
w = 0 koikjal vaadeldavas piirkonnas ja seega on liikumine keerisevaba.

671.k. lamellar
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Keeriseline litkumine

Vaatleme juhtu, kus keerisvektor w on nullist erinev igas vaadeldava piirkonna
punktis. Jooni, mille puutujateks on keerisvektorid nimetatakse keerisjoonteks.
Keerisjooned on vorrandi

_ 4 (3.270)

integraalkoverad. Keerispinnad on keerisjoontest moodustatud pinnad ja keeristo-
rudon “suletud keerispinnad,” st., nad on defineeritud analoogiliselt voolupindade
ja voolutorudega.

Helmholtzi esimene teoreem: 1gas keeristoru loitkes on summaarne keeriselisus
sama, mis suvalises teises keeristoru loikes.

Toestus pohineb Greeni-Gaussi teoreemil — b divwdv = b w - nda. Kuna w =
curl v ja div(curl v) = 0, siis

\ﬁ\ -nda =0 (3.271)

Keerisvektor w on keeristoru kiilgpinna puutuja. Jarelikult seal w - n = 0.
T&histame s; ja so keeristoru kaht suvalist 16iget vélisnormaalidega n; ja ns.
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Seega nimetatud otspindadel

\ w - nida = |\ W - nada. (3.272)

Seega on keeriselisus 16igetes s; ja so arvuliselt vordne —
%& w-njda = const. See konstant on igal torul erinev ja iseloomustab vaadeldavat
toru.

Jareldus: Keerisjooned (keeristorud) ei saa alata ega l6ppeda suvalises vedeliku
punktis — nad on kas kinnised voi algavad ja 16pevad keskkonna rajal (k.a. 00).
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