Peatiikk 4

Deformeeruva keskkonna diinaamika

Diinaamika on mehaanika osa, mis uurib materiaalsete keskkondade litkumist
vélisméjude (vélisjoudude) toimel. Uuritavaks materiaalseks keskkonnaks voib
olla nii tahke keha, gaas kui vedelik. Uheks vaadeldavaid materiaalseid keskkondi
iseloomustavaks suuruseks on inerts. Inertsi méoduks on mass.

4.1. Mass 4 -2

4.1 Mass

Mass on positiivne suurus, mis on invariantne liikumise suhtes. Tema dimensioon
M ei soltu ei pikkuse dimensioonist L ega aja dimensioonist 7. Kui mass on
absoluutselt pidev, siis leidub funktsioon p, mida nimetatakse massi ttheduseks.
Sel juhul keha kogu mass Vi

o — \ o (4.1)

Kui mass pole pidev iile kogu ruumala v, siis

MSH\ pdv+> M, (4.2)

kus v; on pideva massijaotusega piirkond. .

Edaspidi vaatleme vaid pideva massijaotusega keskkondi, st., et igas (elemen-
taar)mahus on etteantud massi tihedus ning kui v — 0, siis MM — 0 — seega
0<p<oo.
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Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom — massi jidvuse seadus

Globaalne massi jddvuse aksioom: keskkonna kogumass on liikumisel inva-

\<P&<H\gb&@. (4.3)

@H.w 1
= /Il =
X ¢~ /I

siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui EK-s —

\Abo — pj)dV =0 voi \Ab — poj H)dv = 0. (4.4)
1% v

riantne —

Kuna dv = jdV, kus

] =

Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame globaalset massi
jadvuse aksioomi materiaalse punkti lopmata véikeses timbruses. Valemite (4.4)
pohjal saame

po = pj = p/ Il voi p=poj ' = por/Il1.. (4.5)
Avaldisi (4.5) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja nad esitatakse
Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).

4.2. Litkumishulk, kineetiline moment, energia 4 -/

Ruumilise pidevusvorrandi (Euleri kirjeldus) saame kui esitame globaalse massi
jaavuse aksioomi W&E

D [to [+ o] oo as

Viimase pohjal avaldub Howmmgm massi jadvuse aksioom kujul

% 4 (ove) = 0. (4.7)

mis kujutabki endast ruumailist pidevusvorrandit.

Avaldised (4.5) ja (4.7) esitavad iihe ja sama ndhtuse kaht erinevat kirjeldust —
(4.5) on mugavam kasutada tahke keha mehaanikas, (4.7) aga vedelike ja gaaside
puhul.

4.2 Liikumishulk, kineetiline moment, energia

Keha (mahus v sisalduva massi M) liikumishulk' P avaldub kujul

Px,t) \g v, )M = iy \g o (. 1) (4.8)

'L.k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit impulss.
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kusjuures baasivektorid i saab integraali ette tuua vaid seetéttu, et me kasutame
sirgjoonelisi koordinaate. Kuna pideva massijaotuse puhul d91 = pdv, siis pole
oluline, kas integreeritakse iile ruumala v6i massi. On selge, et liitkumishulga P
komponendid

Pr(x,t) = \% v (x, t)dIN. (4.9)

Kui korrutada avaldist (4.8) skalaarselt baasivektoriga I, siis saame litkumishul-
ga P komponendid Px LK-s —

ﬁwﬁmhvn 8@\ 5?5%3. ?:8
m

Keha (mahus v sisalduva massi ) kineetiline moment* H, ruumipunkti o suhtes

def

io = P X vdINt = :a\ miﬁﬁwdg&g. A%va

m Mm

Analoogiliselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid esitada nii

2L.k. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse ka termineid impulsi moment ja
podrdeimpulss.
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EK-s kui LK-s% —

MH\ CkimPIUm AN, % H&Q\ CimPIUm AN (4.12)
m m

Lisaks saab kineetilise momendi avaldada ka bivektori kujul

= \ (prvr — prog)dIN, Hicr = &Q&E\ (prvr — prog)dIN. (4.13)
MS m

Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom —
liikumishulga tasakaalu seadus*

Liikumishulga muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) mojuvate joudude
peavektoriga® —

. D D
P =F ehk — [ vud = F, ehk — [ Sxpvpd = F. (4.14)

w@ﬁﬁ io - iw«Hmﬂ = im5
4Lk. principle of balance of momentum
5Siin ja edaspidi voib nii Kroneckeri deltad kui permutatsioonisiimbolid tuua integraali ette.
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Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom — kineetilise momendi
tasakaalu seadus®

Kineetilise momendi muutumise kiirus vordub kehale (keskkonnale) méojuvate
joudude peamomendiga (moélemad momendid peavad olema voetud iihe ja sa-
ma ruumipunkti suhtes)—

: D
H, =M, ehk — OKkCEImPIUndIN = MG ehk
Dt Jon
D
w %N\a%EwaS |%N§av&§ = .\/\Nwmh ehk A%.Hmv
tJm
D dO = M$ ehk D ( )N = M¢
bw§£ gl k Dt %@i Pivg kl

Valemitega (4.14) ja (4.15) esitatud pideva keskkonna mehaanika pohiaksioome
nimetatakse Fuler: liikumisseadusteks ning nad kujutavad endast Newtoni sea-
duste laiendust punktmassilt keskkonnale.

81.k. principle of balance of moment of momentum
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Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom — energia jadvuse
seadus’

Keha (mahus v sisalduva massi ) kineetiline energia®

1 1 1
K= I\ @w&g = I%E\ @wg&g = I\ Gw@w&g. A%.Hmv
m 2 I m

2 2
Energia jadvuse seadus. Kineetilise ja siseenergia summa muutumise kiirus
vordub vilisjoudude t60 ja keskkonda sisse tulnud voéi sealt lahkunud energiate
summa muutumise kiirusega —

K+E=W+) U, (4.17)

Siin /C on kineetiline energia, £— siseenergia, WW— vilisjoudude t66 ajaiihikus ja
U, — ajaithikus muundunud energiate mehaanikaline ekvivalent. Seega ecldame,
et energiad on adititvsed.

Suurused IC, W ja U, on selgelt méaaratletavad, siseenergia £ on aga ebaméirasem
ja teda voib vaadelda kui vorrandi (4.17) tasakaalustavat liiget. Ta on nn. oleku

L. k. principle of conservation of energy
81.k. kinetic energy
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funktsioon ja soltub olekut viljendavatest muutujatest?.

Kui on teada siseenergia tihedus e (ithikmassi kohta), siis

E= \ edM = \bm&@ (4.18)

4.3 Pinge

4.3.1 Sise- ja vilisjoud

Materiaalne keha deformeerub sise- ja vilisjpudude!'® toimel. Joudude péritolu
voib olla vdga mitmesugune — mehaanikaline, elektriline, keemiline jne. jne.
Punktmassi ja jiiga keha mehaanikas vaadeldakse joudusid, mis voivad soltu-
da vaid ajast, punkti asukohast ja kiirusest, st., F = F(p,v,t). Pideva kesk-
konna mehaanikas me sellist piirangut ei sea ja joud voib soltuda lisaks eeltoo-
dule ka néiteks deformatsioonigradiendist, korgemat jarku tuletistest aja jérgi,
elektromagnetilistest muutujatest jne. Klassikalises mehaanikas joudu tavaliselt

91.k. constitutive variables
0T k. internal and external loads
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ei defineerita. Staatika ja diinaamika kursustes jaotatakse joud tavaliselt sise- ja
vélisjoududeks. Pideva keskkonna vaatepunktist lahtudes voib joud jagada kolme
kategooriasse.

1. Vilised mahu- ehk massijoud ' méjuvad keha voi keskkonda moodusta-
vatele materiaalsetele punktidele (masspunktidele). Naiteks gravitatsiooni
joud voi elektrostaatilised joud. Summaarne joud saadakse integreerimisel
iile kogu ruumala v. Siin eeldatakse, et on teada jou tihedus iihikmassi voi
ithikruumala kohta.

2. Vilised pinna- ehk kontaktjoud '? on pohjustatud teiste kehade voi keskkon-
dade mojust kokkupuutepinnal. Siin eeldatakse, et on teada pinnaiihikule
mojuv joud. Néiteks hiidrostaatilise rohu moju vette asetatud keha pinnale.

3. Sisejoud ? on pohjustatud vaadeldavat keha moodustavate materiaalse-
te punktide omavahelisest mojust. Newtoni III seaduse pohjal moéjutavad
kaks masspunkti teineteist vordvastupidiste joududega — seega on koigi si-
sejoudude summa null. Diinaamika kursuses ndidati, et ka koigi sisejoudude

UT k. extrinsic volume loads or extrinsic body loads
121 k. extrinsic surfice loads or contact loads
BLk. mutual or internal loads
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peamoment on null. Punktmasside vahelised joud (sisejoud) muutuvad pin-
najoududeks kui me isoleerime (motteliselt) keskkonna voi keha iihe osa
ilejadnust. See annab pingehiipoteesi, mida vaatleme jargmises alajaotuses.

Allpool kasutame vilisjoudude ja -momentide jaoks jargmisi tahistusi:

f — massijoud (joud massiiihiku kohta),
t(n) — pinnajoud (joud pinnaiihiku kohta vaadeldavat punkti ldbival pinnal
normaaliga n),
F . — punktis p, moéjuv koondatud joud,
m — massimoment (moment massiiihiku kohta),
m,) — pinnamoment (moment pinnaiihiku kohta vaadeldavat punkti libival
pinnal normaaliga n),

M, — punktis p, méjuv joupaari moment.
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Seega, kehale mojuva jousiisteemi peavektor

ﬂn\ E§+\§§+MU§ (4.19)
m s o

ja peamoment

.>\~QH\ TB.TUxz%x.f\?pg._.@xf&%.f
o S
+) Pax Fat Y Mg (4.20)
a 5

Koondatud joudusid defineeritakse tihti kui piirjuhte pinna- v6i mahujoududest. /
Selline késitlus voib aga monikord pohjustada matemaatilisi raskusi ning vajab
seetottu tdiendavate tingimuste kasutamist. Néiteks, et viltida méaramatusi ra-
kendatakse lokaalseid teoreeme ja printsiipe vaid punktides, kus ei moju koonda-
tud joudusid. Globaalsete teoreemide puhul sellist probleemi pole.
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Antud kursuses vaadeldakse edaspidi eeskitt vaid jaotatud joudusid (massijoudu-
sid ja pinnajoudusid) ja nende pohjustatud momente. Teisisonu, reeglina esita-
takse jousiisteemi peavektor kujul

.ﬂ.”\ w&gn_u\ﬁ?v&@ A%.w:
m s
ja peamoment kujul
M, = U x fdIN + \U X H?V&Q. (4.22)
Arvestades avaldisi (4.21) ja (4. wwv saavad litkumishulga ja kineetilise momendi
globaalse tasakaalu seadused (4.14) ja (4.15) kuju
. (48) D
p 2 v(x,t)dIM = \ fdm + \ﬁ?v&@v
Dt Jon m s
. D
H, 2 2 pi . P v = (4.23)

”\ @Xw&gnT\mqusv&@.
m 5

Neid vorrandeid nimetatakse Fuler: linkumisvorrandeiks. Kuna sisejoud on tasa-
kaalus, siis nemad neis vorrandeis ei esine.
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4.3.2 Cauchy pingehiipotees

Pinnal Aa mojub keskmine joud AF ja keskmine moment punkti p suhtes M,,.
Kui Aa — 0, siis suhe AF /Aa — ty,). Kui vaadeldavas protsessis moment punkti {
p suhtes ei lihene nullile, siis saame ka suuruse myy).

Vaatleme viikest ruumipiirkonda v,
mis on iimbritsetud pinnaga s ja mis
asub taielikult kehas mahuga V ja
pinnaga S (joonis 4.1). Punktis p,
mis asub pinnal s on vélisnormaal n
ning mojuvad joud t) ja moment
my,) pinnaiihiku kohta. Molemad nad
on pohjustatud mahtude v ja V — v
koosmgjust pinnal s. Suurust t(,) ni-
metatakse pingeks ehk pingevektoriks
ja suurust m,) momentpingeks ehk momentpingevektoriks'*. Nad iseloomus-
tavad vaadeldava mahu v vélispinnal s mojuvat véliskoormust, mis ei soltu ainult
vaadeldava punkti kohavektorist p vaid ka pinnanormaalist n.

Joonis 4.1: Pinge ja momentpinge

14T k. couple stress
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Vaatleme viikest tetraeedrit (joonis
4.2), mille tipp p asub vaadelda-
va piirkonna v sees ja mille kolm
tahku on koordinaatpinnad ning nel-
jas asub pinnal s. Koordinaatpinnal
xr; = const. mojuva keskmise pinge
tahistame —t;. Kasutame vaadeldava
tetraeedri jaoks litkkumishulga tasakaa-
lu seadust (integreerimisel on rakenda-
tud keskvéartusteoreeme) —

Joonis 4.2: Tetraeeder

ﬁ& * * * *

pm (pv*Av) = t(,,)Aa — tpAag + pf*Av. (4.24)
Siin Av on tetraeedri ruumala, Aa ja Aa; — tetraeedri tahkude pindalad, v* —
tetraeedri punktide keskmine kiirus ning f* — keskmine mahujoud. .

Jagame niiiid viimase avaldise Aa ja laseme Aa — 0 nii, et punkt p ldheneb
pinnale s mahu v seest. Kuna Av/Aa — 0, siis piiril saame

da
f:v = ﬁw&|@w == ﬁwﬁ\? A%.wwv
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sest teatavasti elementaarpind da = nda = dayiy ja dap = nipda. Kokkuvottes ole- «
me seega toestanud teoreemi — pingevektor pinnapunktis p on lineaarfunktsioon
tihikulisest pinnanormaalist n. Selle lineaarfunktsiooni kordajateks on pingevek-

torid, mis mojuvad vaadeldavat punkti ldbivatel koordinaattasanditel. f
Pingevektorid t;, ei soltu pinnanormaalist n. Eeldades, et t(,) on pidev funktsioon
normaalist n ja vottes valemis (4.25) n = —n saame

ﬁA\sv = |HA=Y A%.va

st., punktis p moéjuvad sama pinna vastaskiilgedel vordvastupidised pingevektorid.

Rakendades analoogilist mottekédiku ka momentpingetele, saame

M) = Mgnp = Mny u@ M _p) = —Mp). A%.Mﬂv
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4.3.3 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekompo-
nent) ty on koordinaatpinnal z; =
const mojuva pingevektori t; [-is kom-
ponent, st.,

t, = NEWN A%wmv

Seega néditab esimene indeks koordi-
naatpinda, millel pingevektor t; mojub
ja teine indeks vaadeldava komponen-
di mojumise suunda. Pingekomponen-
tide positiivsed suunad on naidatud
joonisel 4.3. Pingetensori normaalkom-
ponente k = [ nimetatakse normaal-
pingeteks' ja segakomponente k # [
nihkepingeteks'©.

151 k. normal stress
161 k. shear stress

xl

Joonis 4.3: Pingetensor

4.8. Pinge 4 - 18
Pingevektori t(,) saab niitid avaldada kujul
4.28 i
fsv = d»\,ﬁ:@ ( = ) wiﬁ;ﬁ? A%mev
kust
L)y = tkng. (4.30)

Seega oleme toestanud teoreemi — punkt: p ldbival pinnal normaaliga n maojuv
pingevektor t,) avaldub lineaarfunktsioonina vaadeldava punkti pingetensorist ty.
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Erinevate autorite erinevaid tidhistusi pingetensori jaoks
NS wmm www www wwH ﬁw _wiﬂmwﬁu Truesdell
A B |C |D |E |F | Cauchy varasemad t66d
Prx | Pyy | P2z | Pyz | Pze | Py || Cauchy hilisemad to6d,
St. Venant, Maxwell
X, |Y, | Z, Y, | Z, | X, | F.Neumann, Kirchhoff, Love
P |[Q |[R |S |T |V ||Kelvin
zx |yy | zz |yz | zz |2y | K. Pearson
Oy |0y |02 | Tyz | Tow | Ty | Karman, TimoSenko, insenerid
T11 | 722 | 733 | 723 | 731 | T12 Qﬁ@ﬁsv N@ﬁﬁ@v
Vene ja Saksa autorid
011 | 099 | 033 | 023 | 031 | 012 || Moned Inglise ja Ameerika
Ope | Oyy | Oz | Oys | Osp | 04y || autorid ning teised
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4.4 Liikumishulga ja kineetilise momendi

lokaalne tasakaal

Léhtume valemeist (4.23) (lk. 4-13), st. liikumishulga ja kineetilise momendi glo-

baalse tasakaal seadustest
v(x,t)dM H\ fdN + \ﬁ?v&?
m s

@X<&§”\ UXw&ng\UXnAE&@
m 5

vilmastest

D

Dt Jo

D

Dt Jo

ning leiame vasakul poolel olevad materiaalsed tuletised.!” Saame

\m%xn\ E§+\§%
oM oM s

\Uxm%ﬁ”\@xggLn\Uxfsv&@.
m m s

Need on valemite (4.4) alternatiivsed kujud. Vaatleme niiiid viikest mahtu v, mis
asub mahu V sees ja kus on pidev massijaotus. Kasutades valemeid (4.25) saame

17d9M = pdv = const.

(4.31)
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\mb&@ = \mb&@Lj\gsE@
Y v s (4.32)

\Uxmb&dH\Gwa&@Lj\ngg&@.

18

Kasutades Greeni-Gaussi teoreemi
raalile

saame iile minna pindintegraalilt ruuminteg-

\ ?\ﬁw +p Aw — Nz dv = 0.
v (4.33)

\? Xt p X [tk + p (F— a)]} dv = 0.

Viimaste valemite tuletamisel on arvestatud, et p; = ix. Valemid (4.33) kehtivad

suvalise mahu v jaoks kui integraalide alused avaldised on nullid, st.,
trr +p(f—a) =0,

i, X tp = 0.

Need vorrandid valjendavadki litkumishulga ja kineetilise momendsi lokaalse tasa-
kaalu seadust. Valemi (4.34), saamiseks on kasutatud valemit (4.34),.

8siin kasutame teda kujul [ tipdv = [ tpneda ja [ (p x tg) ,dv = [, (p x ti) npda
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Valemi (4.28) pohjal t; = t3i;. Asendades selle vorranditesse (4.34) ning arvesta-
des, et iy Xi; = eyl saame esitada liitkumishulga ja kineetilise momendi lokaalse
tasakaalu seadused komponentkujul (koordinaatkujul) —

tig +p (fr —ar) =0,

4.35
Ui = Tk A )

Vorrand (4.35), on saadud avaldisest e;j;tjr = 0.

Asjatuletatud lokaalse tasakaalu seadusi kujul (4.34) véi kujul (4.35) nimetatakse
vastavalt Cauchy esimeseks ja teiseks litkumisseaduseks. 1

Avaldisest (4.35), jéreldub, et pingetensor peab olema siimmeetriline — seega on
meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponenti: ¢, t99, t33,t10 =
to1, 113 = l31, L3 = t32.

Jareldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus ning mahu- ja pinnamomen-

did puuduvad, on kineetiline moment lokaalses tasakaalus parajasti siis kui pin-
getensor on siimmeetriline.

YEringen votab saadud tulemused kokku kahe teoreemina.

Teoreem 1 Liikumishulga lokaalse tasakaalu tarvilik ja piisav tingimus on esitatav kujul (4.35); voi (4.34);.

Teoreem 2 Kineetilise momendi lokaalse tasakaalu tarvilik ja piisav tingimus esitatakse kujul (4.35), voi (4.34),,
tingimusel, et liikkumishulk on lokaalses tasakaalus.
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Ulesanne 4.4.1. Kirjutada valemid (4.35) lahti nii DRK x; kui x,v, z korral.

4.5 Peapinged ja pingetensori invariandid

4.5.1 Cauchy pingepinnad

Vaatleme pingevektorit ty,), mis mojub
punktis p pinnal S. Kui n on pinna s
viilisnormaal, siis pingevektori t,) nor-
maalkomponent

N = ﬁ?v -1 EWS w\&ii\:. A%.wmv

Kui fikseerime N véaartuse ja muuda- T
me pinna orientatsiooni, siis selleks, et
(4.36) oleks rahuldatud, peab muutu-
ma pingetensor ;. Sel juhul esitab (4.36) teist jarku pinda pingete ruumis. Seda
pinda nimetatakse Cauchy pingepinnaks (analoogiliselt Cauchy deformatsiooni-
ellipsoidiga).

Joonis 4.4: Normaal- ja tangentsiaalpinge
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4.5.2 Peapinged, pingetensori peasuunad ja invariandid

Kui massi- ja pinnamomendid puuduvad, siis on pingetensor t;; siimmeetriline.
Seega kehtivad tema kohta samad seaduspérasused, mis deformatsioonitensorite
kohta:

(i) pingetensoril leidub viihemalt kolm peasuunda;

(ii) pingetensoril leidub kolm peapinget, t,(a = 1,2,3), mis mdjuvad peapinda-
del;

(iii) peapindadel on nihkepinged nullid;

(iv) pingetensoril leidub kolm séltumatut invarianti Iy, IT; ja III;, mille leidmise
eeskirjad, 1dbi pingetensori t;; voi peavaartuste t,, on analoogilised Greeni
deformatsioonitensori Cy, invariantide leidmise eeskirjadele (vt. 3. ptk.)
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4.5.3 Pinguse (pingeoleku) erijuhud
Analoogiliselt deformatsioonide erijuhtudele saame eristada ka pinguse erijuhte.

(i) Kaks peapinget on nullid, kolmas pole — lihtne tomme ehk iiheteljeline pin-

qus®.

(ii) Uks peapinge on null, kaks pole — tasapinnaline pingus ehk tasandpingus
ehk kaheteljeline pingus®'.

(iii) Kui DRK-s esitatud tasandpinguse puhul kaks peapinget on suuruselt vord-
sed kuid méargilt vastupidised??, siis nimetatakse sellist pingust lihtsaks nih-
keks®3. Sel juhul puuduvad normaalpinged pindadel, mis moodustavad pea-
pindadega 45° nurga. Kui téhistada t; = —t9 = ¢, siis joonisel 4.5 kujutatud
olukorra puhul on x1, x5 teljestikus nullist erinevad vaid pingetensori kompo-
nendid t9; = t1o ja peateljestikus 1-2 vaid t1; = —t99 = t. Seega invariandid

I =11, =0 ja I, = — (t12)° = —t* (4.37)

201, k. simple tension or uniazial stress

211, k. plane stress or biavial stress

22y5ib 6elda ka , et iiks nihkepinge on nullist erinev ja teised on nullid
231. k. simple shear
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L

21

Joonis 4.5: Lihtne nihe

ning nihkepinge t15 = t. See osutub ka maksimaalseks nihkepingeks (vordle
tugevusopetusest tuntud valemiga max ty; = (t;—t2)/2), mis mdjub pindadel,
mis moodustavad peapindadega nurgad 45°.
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4.6 Liikumisseadused Lagrange’i koordinaatides

Cauchy litkumisvorrandid (4.34) voi (4.35) on esitatud EK-s. Lagrange’i kirjelduse
jaoks toome sisse pingevektori Tx ruumipunktis x, mis vastab deformeerumata
pinnale dA materiaalses punktis X = X(x, ), nii et

n?v&@ == ﬁw&@w == ,H‘N&\:m A%wmv
Kuna valemi (3.233) pohjal day, = j X xdAx ja dAx = j 'zy xday siis
t, = 'z Tk ja Tk = jXg sty (4.39)

Lahtume Cauchy esimesest litkumisseadusest kujul (4.34),, st.,

tyx+ p(f—a) = 0. (4.40)

1

Kuna (j~'zpx), = 0, siis

1

tek = QL&FN.HNV} =i 'k Trr =7 "o xTrrXor =7 '"Trr. (441)

Arvestades lokaalset massi jadvuse seadust pg = jp saame seega Cauchy esimesele
litkumiksseadusele kuju

H‘NJN + pPo AM — m.v = 0. A%%Nv
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Piola (1833, 1836 ja 1848) toi sisse pseudopinge tensorid Tk, ja Tk nii, et
‘H,mm = MJ.NQH = ﬂmmh.&ﬁhmw = MJNHHH. A%%wv

Ténapéeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-Kirchhoffi pseudo-
pinge tensor. Terminit pseudopinge kasutatakse siin seetottu, et molemad tenso-
rid véljendavad pinget algse (deformeerumata) pinna kohta. Tensor Tk, (esimene
Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensor) esitab pinge ruumipunktis x ja tensor Tk
(teine Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensor) materiaalses punktis X.

Kombineerides avaldisi (4.28), (4.39) ja (4.43) saame Cauchy pingetensori ning
esimese ja teise Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensori vahelised seosed:

Tk = J XK ktu, ty =7 wr Tk,
Tkr =Tk Xr) = J Xk Xritw, (4.44)
tw =7 'mexriTrr, Tri=20Tkr.

Kasutades valemeid (4.43) saab avaldada vorrandi (4.42) labi tensorite Tk, ja
Tk —

Tk x + po (f —ar) =0, (4.45)
= 0. .

(Tkrwri) g+ po (fre — ar)
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Pinna ja mahumomentide puudumisel saab Cauchy teine liikumisseadus ti; = t;
LK-s kuju

TkrTmx = TrmTr K- (4.46)

Tk =T1Lk.

Tensoritega Tk ja Tk seotud valemeid ja Lagrange’i ehk materiaalseid koordi-
naate (Lagrange’i kirjeldust) on mugav kasutada tahkiste korral. Deformatsiooni
kéigus keha vélispind muutub ja seega tuleb rajatingimused esitada liikuval ja
muutuval pinnal ning nad séltuvad siirdevektorist u, mis on tundmatu. Lagran-
ge’i kirjelduse puhul aga siin probleemi pole, sest rajatingimused esitatakse algse
pinna jaoks, mis on teada. Ka tensorid Tk ja Tk; on seotud algpinnaga. T6si
kiill, litkumisvorrandid ise on sel juhul “pisut” keerukamad kui Euleri kirjelduse
korral. Lineaarse teooria puhul erinevus kahe vaadeldava kirjelduse vahel kaob.

4.6. Litkumisseadused Lagrange’i koordinaatides 4 - 30
Naiide P1

Pideva keskkonna deformatsiooni kirjeldab siirdevéali

1 — .vmxf
o = Xo + AXs,
r3 = X3+ AXo,

r; = 13 ja Xxg = X¥. Cauchy pingetensor ruumipunktis (1,1,1) on
3

2
[tu] = 3 —1
0 1

=~ = O

Leida pingetensorite Tx; ja Tk, st. esimese ja teise Piola-Kirchoffi pingeten-
sori, maatriksid. Milline materiaalne punkt on vaadeldaval hetkel ruumipunktis
(1,1,1)7

Lahenduskdik ja vastused on failis NaideP1.pdf.



