Peatiikk 6

Kovariantsus ja kontravariantsus ehk
mis saab siis, kui koordinaatideks pole
Descartes’i ristkoordinaadid
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6.1 Sissejuhatus

Seni oleme kasutanud DRK, kuid iildjuhul ei pruugi koordinaadid olla sirgjoone-
lised ja/voi ortogonaalsed. Lihtsamateks kdverjooneliste koordinaatide néideteks
on silindrilised ja sfaérilised koordinaadid. Sellistel juhtudel tulevad sisse ko- ja
kontravariantsuse moisted ning oliliseks muutub see, kas indeksid on kirjutatud
alla voi iiles. Kolmandas peatiikis toime sisse EK ja LK koverjoonelistena, kuid
edaspidi oleme kasutanud vaid DRKe.

Kéesolevas peatiikis esitame eelnevates peatiikkides tuletatud pohitulemused
koverjoonelistes koordinaatides ja defineerime juurde moéned uued moisted. Pi-
kemalt on kdesolevas peatiikis esitatust voimalik lugeda minu loengukonspektist,
mis oli pideva keskkonna mehaanika 6petamisel kasutusel kuni 2008,/09 6ppeaas-
tani, vt. http://cens.ioc.ee/ salupere.

Mirkus: Kéesolevas peatiikis tahistavad j ja J vastavalt (iildistele) kdverjoone-
listele koordinaatidele ja DRKle vastavaid jakobiaane:

o OxF 02"
,T%? @mx

ja kﬂi




6.2. Koordinaadid 6-3

6.2 Koordinaadid

6.2.1 Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutumatu kéverjoo-
nelise koordinaatsiisteemi x, mille suh-
tes vaadeldakse keskkonna materiaal-
sete punktide litkumist. Sellist koordi-
naatsiisteemi nimetatakse Euler: koor- Joonis 6.1: Euleri koordinaadid
dinaatsiisteemiks ehk ruumailiseks koor-

dinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koordinaate x — Fuleri koordinaatideks
(EK) ehk ruumilisteks koordinaatideks. Uhe punktmassi liitkumist Euleri koordi-
naatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

' = ft),i=1,2,3. (6.1)
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6.2.2 Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = ¢t
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koor-
dinaatsiisteemi X. Kui niitid
ajahetkel ¢t > ¢, keskkond
liigub ja muudab kuju, siis
liigub ja muudab kuju ka
koordinaatsiisteem X. Sellist

ﬂ

koordinaatsiisteemi nime- o

tatakse  Lagrange’s  koordi-
naatsiisteemiks ehk materiaal-
seks koordinaatsisteemniks ning Joonis 6.2: Lagrange’i koordinaadid
vastavaid punkti koordinaate

X — Lagrange’i koordinaatideks (LK) ehk materiaalseteks koordinaatideks.
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6.2.3 Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i ristkoor-
dinaatide kaudu

Eukleidilises ruumis E? saab alati sisse tuua Descartes’i ristkoordinaadid (DRK).
Toome niiiid Euleri koverjoonelised koordinaadid sisse 14dbi Euleri Descartes’i rist-
koordinaatide (EDRK) z = (z', 2%, 2%). Selleks eeldame, et EDRK z soltuvad

kolmest Eukleidilise ruumi £? muutujast x, st.,
&= fF(x) = (x), k=1,2,3, (6.2)

kus funktsioonid f* kuuluvad klassi C”,r > 1 (st., nad on pidevad funktsioonid,
mis omavad pidevaid osatuletisi kuni jirguni r) ja on defineeritud mingis ruumi E?
piirkonnas. Niiiid tuleb méaaratleda tingimused, mille puhul 6nnestub vorranditest
(6.2) avaldada

ot =af(z), k=1,2,3 (6.3)

nii, et (6.2) ja (6.3) oleksid teineteise iithesed poordteisendused.

6.2. Koordinaadid 6-0

Joonis 6.3: Koverjoonelised koordinaadid ja DRK

Matemaatilisest analiiiisist tuntud teoreemi (teoreem ilmutamata funktsioonist)?!
pohjal omab teisendus (6.2) punkti p timbruses § iithest poordteisendust (6.3) siis
ja ainult siis kui jakobiaan

a2k i i

!T&estust vaata niiteks M.N.L. Narasimhan’i opikust Principlec of Continuum Mechanics. John Wiley & Sons,
Inc., New-York et al., 1993. 1k. 28-30
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Siin zf, k = 1,2,3, on ruumipunkti p koordinaadid ja

9k 0zt )0zt 021 )0x* 02'/0x?
Jg = 3| = 02%/0x' 02%/0x* 02%/0x3 |. (6.5)
a @Nw\m&ywww\mw&wmww\maw

Kui fikseerime avaldise (6.2) vasakul
poolel (z) = (2}, 22, 23), siis saame kol-
me loikuva pinna vorrandid. Teatavas-
ti esitavad kaks loikuvat pinda kove-
ra (koverjoone) ja kolm loikuvat pinda
punkti. Kui (z) = (2}, 22, 22) on punkti
p koordinaadid, siis paarikaupa loiku-
vad pinnad esitavad kolm ruumipunkti
p labivat koverat. Neid ruumipunkti p Joonis 6.4: Koordinaatkoverad ja koordinaatpin-
libivat kolme pinda nimetatakse koor- ™4

dinaatpindadeks ja kolme koverat koordinaatkoverateks.

6.2. Koordinaadid 6 -8

Ajahetkel t = t; toome analoogiliselt sisse Lagrange’i koverjoonelised koordinaa-
did — eeldame, et LDRK Z on avaldatavad LK X kaudu kujul

78 = 78(X), K =1,2,3. (6.6)
Vastav poordteisendus
X =X"12Z), K=1,2,3 (6.7)

eksisteerib ja on iihene materiaalse punkti P iimbruses 0 parajasti siis kui jako-

biaan
YA

oX*L

Jp = #0; | X5 — X <6 (6.8)

Avaldisi (6.2), (6.3), (6.6) ja (6.7) nimetatakse koordinaatteisendusteks, kusjuures
(6.2) ja (6.3) kehtivad suvalisel ajahetkel, kuid (6.6) ja (6.7) vaid t = t; puhul
(viimaseid kasutatakse vaid selleks, et LK sisse tuua).

Edaspidises eeldame, et

e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descartes’i ristkoordi-
naatide kaudu (EK kujul (6.2) ja LK kujul (6.6)) selliselt, et jakobiaanid
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(6.4) ja (6.8) pole samaselt nullid ruumis £? véi vithemalt mingis meid hu-
vitavas ruumi E? piirkonnas (v.a. moned singulaarsed punktid, jooned voi
pinnad);

e iildjuhul on pikkuse mé6tmiseks piki telgi 2* ja Z% valitud {ihtne mastaap.
Mairkused:

e Selliselt sisse toodud koverjoonelised koordinaadid on iildjuhul lokaalsed ja
pole iildjuhul ortogonaalsed.

e J#0=J>0voiJ <0 igas ruumipunktis. Vv

Niide 6.2.1. Euleri koordinaatideks x* on silindrilised koordinaadid. Kas EK on
theselt mdadratud EDRK kaudu? Millised on koordinaatpinnad ja koordinaatkove-
rad?

Defineerime x* libi 2*:

NH = .&H COS &.w
22 = zlsina?® (6.9)
P R

6.2. Koordinaadid 6- 10

Joonis 6.5: Silindrilised koordinaadid

Poordteisendus
P /\ANvaJrAvaw
x? = arctan(z?/z1) (6.10)
= 23
Jakobiaan ok
z
Jp=|—| =.
E ox!

Jarelikult, iihene poordteisendus eksisteerib . . .
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6.3 Liikumise kirjeldamine

Litkumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaatide teisendust
ot = 2 (X, 1) (6.11)

voi XE = xF(x,1), (6.12)

mis siirdab materiaalse punkti X ruumipunkti x. Parameetriks on siin aeg t.
Alghetkel t = ¢y kujutavad teisendused (6.11) ja (6.12) (parameetrist soltuma-
tuid) koordinaatteisendusi. Tihti on kasulik kui ¢ = ¢y puhul teljestikud z* ja X*
{ihtiksid, st., hetkel ¢t = t; ¥ = X% kui k¥ = K. Sel juhul on materiaalse punk-
ti asukoht alghetkel ¢ = %, automaatselt teada ning asukoha muutus algasendi
suhtes on hetkel t > t( lihtsalt leitav.

Analoogiliselt eelmise punktiga 6.2.3 tekib ka siin kiisimus liikumisseaduse
thesusest, st., teisendused (6.11) ja (6.12) peavad olema teineteise iihesed
poordteisendused. Eeldades, et nii funktsioon (6.11) kui (6.12) kuuluvad klassi
C",r > 1, on see tingimus taidetud ruumipunkti p {imbruses 0 parajasti siis kui
jakobiaan Ok

= 16xT

#0 [2" — HE < 0. (6.13)
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Jakobiaan (6.13) valjendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne
l6plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega l6pmata suureks mahuks?
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainehulga sisse® (joon deformeerub jooneks, pind
pinnaks ja maht mahuks).

6.4 Skalaar, vektor ja tensor

6.4.1 Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme (' ja n'. Funktsiooni ¢(¢!,¢%,¢3) = ¢(¢) nime-
tatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koordinaatteisendusega (% =
it % n?) = CF(n), k =1,2,3 oma algviirtust, st.,

p(¢'(n),C(0). () = ¥(n) = ©(C)- (6.14)
Seega ei soltu skalaari vadrtus antud punktis koordinaatide valikust.

Naide 6.4.1. Temperatuur on absoluutne skalaar.

2ik. indestructibility of matter
3ik. impenetrability of matter
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6.4.2 Kontravariantne vektor

Suurusi ©*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponentideks ehk liht-
salt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaatteisenduse ¢ = ¢(n) puhul muu-
tub ta vastavalt seadusele

o
acm’

Suurusi ¢¥(n) tuleb siin méista kui suuruste ¥(¢) komponente koordi-
naatsiisteemis 7, i = 1,2, 3.

"(¢m) = v () = ™ () k=123 (6.15)

Samuti on siin kasutatud m@SSmmﬁ.S&m\S?i%mﬁ mida koverjooneliste koordi-
naatide korral jadme kasutama kujul MU _,a'b; = a'b;, st. iiks summeerimisindek-
sitest peab olema all ja teine iileval.

2...&@ 6.4.2. Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
©F = d¢*, saame

on"*
acm

m 0N

w”&\a o dem =
(& n S ﬁ@ms

6.4. Skalaar, vektor ja tensor o - 14

6.4.3 Kovariantne vektor

Suurusi ¢k (¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks ehk lithidalt
kovariantseks vektoriks kui nad koordinaatide teisenduse ¢ = ¢(n) puhul teise-
nevad vastavlt seadusele

ocm
pr(C(n)) = vi(n) = ss@%g k=123 (6.16)
Niaide 6.4.3. Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne wvektor, sest
tahistades
0%
kus ® on absoluutne skalaar, saame
0P ob oC" acm

or(C(n) = vr(n) = o H%%Hﬁsﬁv%v k=1,2,3.
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6.4.4 Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), @1 (¢) ja ®%(¢) nimetatakse vastavalt kontravariantseteks-,
kovariantseks- ja segatensoriks kui nad koordinaatteisenduse ¢ = {(n) puhul
teisenevad seaduste

on* o'
M = UM (n) = 0" ()~ =1,2 1
(Clm) = ) = (O LT k=123, (647
o¢c™ o
®(¢(n) = Up(n) = es:@%%%{v kl=1,2,3, (6.18)
" anF acn
) (¢(m)) = UF(n) = esiemnhs%“ k=123 (6.19)
jargi.
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6.5 Baasivektor, meetriline tensor

6.5.1 Kovariantsed baasivektorid

Vaatleme kahte DRK — iiks neist on EDRK z* ja teine LDRK Z%. Vastavad
ithikbaasid tdhistame i; ja Ix. Kui eeldame, et pikkuse mastaap piki telgi 2* ja
Z% on sama, siis omavad vektorid ij, ja Iy vordset iihikpikkust. Koverjoonelised
LK tuuakse teatavasti sisse kujul (6.6), st.,

78 = 78(X), K =1,2,3,
ja koverjoonelised EK kujul (6.2), st.,
2 =2Fx), k=1,2,3.
Kohavektorid P ja p avalduvad ldbi LDRK ja EDRK kujul

P =Z5X)Ix ja p = 2" (x)i. (6.20)
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Viimastest leiame kohavektorite P ja p diferentsiaalid

dP = %%xgxw = GgdX" ja dp = %%\,w = gpdz”, (6.21)
kus vektoreid op -y
G = 557 = Hr v (6.22)
ja .
gL = % = Wwﬂws (6.23)

nimetatakse vastavalt koverjooneliste koordinaatide X% ja ¥ kovariantseteks
baasivektoriteks. Nad on suunatud piki koordinaatkoverate puutujaid (vaadelda- e
vas punktis) ja litkumisel iihest punktist teise muutuvad nad tildjuhul nii suuruselt
kui suunalt. Seega moodustavad nad vektorvilja.

Loomulikult saab suurusi dP ja dp avaldada DRK kaudu kujul

oP 0
AP = ——dZ" = 1dZ" ja dp = ﬂwg% — ipd (6.24)
ning DRK baasivektoreid I ja i omakorda baasivektorite G ja g kaudu kujul /
oP  ox*t .. Op ot
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6- 18

Joonis 6.6: Kovariantsed baasivektorid
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6.5.2 Kovariantne meetriline tensor

Elementaarpikkuse ruut dS* = dP-dP avaldub lihtudes valemitest (6.24) ja(6.21)
kujul
dS* = dP - dP = dZ"Ix - dZ"1, = dX" Gy - dX"Gy.

Jargnevalt defineerime kovariantse meetrilise tensori

2y 0ZM oZN 0zM ozN

def
Grr =G = Gy -G = =1 Iy=4¢ 6.26
k=G ™ G- Gy oxEb oxrly = uvgirgxr (620)
kus Kroneckeri delta
def 1, K = L,
O = If - :|Ap K+ L (6.27)

Arvestades viimaseid avaldisi saame elementaarpikkuse ruudu avaldada kujul

dS? = dP - dP = GgrdX®dX* = i dz%dz". (6.28)
Analoogiliselt — elementaarpikkuse ruut
2 ko7l kgl def . . 1, £ =1
ds® = dp - dp = gpdz"dx’ = 0ydz"dz", Op = 1 - 1; = (6.29)
0, £ # 1
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 20
ja kovariantne meetriline tensor
def 6.23) 0z, 02", 02" 0zZ"
gkl = 9ik = 8Bk " 81 DLk ! A 1 Ok Ol ( )

Mirkus. Suurused ds® ja dS? on skalaarid ja nende vddrtus ei soltu koordi-
naatsiisteemi valikust, st., ds*(x) = ds*(z) ja dS*(X) = dS*(Z).

6.5.3 Kontravariantsed baasivektorid ja meetrilised tensorid

Kovariantsete baaside G ja g duaalsed* baasid on defineeritud lidbi ortonor-
maalsustingimuse

GE .G =65, ja gr g =6f (6.31)

Vektoreid G¥ ja g nimetatakse kontravariantseteks baasivektoriteks ja nad aval-
duvad vorrandisiisteemide (6.31) lahendina kujul

GE = GELEGy ja g" = ¢Mg). (6.32)

4Tad. k. dualis — kahene
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Viimastes avaldistes esinevad kontravariantsed meetrilised tensorid avalduvad 1abi
kovariantsete meetriliste tensorite kujul

 cofactor G (—1)FTEAY,

GEL _ = L 6.33
2 % (6.33)
ja
o = cofactor gy _ AICTLDwﬁ (6.34)
g g
kus
G = |Gkrl ja 9= |gu| (6.35)

on determinandid ning A%, ja A7, on determinantide |G| ja |gi| elemendile
indeksipaariga K L voi kl vastav miinor. Meetrilised tensorid rahuldavad tingimusi /

GG = 6M Ja g™ = 6,™. (6.36)

Kuna meetrilised tensorid G ja GE* on muutujate X' ning meetrilised tensorid
gr ja ¢" muutujate 2’ funktsioonid, siis kujutavad G, ja G endast tensorvilju
Lagrange’i koordinaatides X’ ning g;; ja ¢* tensorvilju Euleri koordinaatides z’.

Vt. ka faili kojokoord.pdf
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Naide 6.5.1. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasivek-
torite kaudu.

Joonis 6.7:
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Naide 6.5.2. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasivek-
torite kaudu.

Joonis 6.8:

6.5. Baasivektor, meetriline tensor o -2/

Joonis 6.9: Silindrilised koordinaadid

Niide 6.5.3. Pdoordume tagasi Ndite 6.2.1 (k. 9) juurde. Euleri koordinaatideks

2% on silindrilised koordinaadid, mis on defineeritud libi DRK jdrgmiselt:

= zlcosz?

©
|

22 = xlgina?

z “.&w
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Jja

o= VEP R
&NH @woﬁmswlw

2= 23

Vaatleme suvalist punkti p koordinaatidega (x) ehk kohavektoriga p. Leida sellele
punktile vastavad kovariantsed ja kontravariantsed baasivektorid ning meetrilised
tensorid!

Suvaline vektor v on avaldatav nii kovariantse kui ka kontravariantse baasi kaudu:
v =gt = v'gy, (6.37)

kus vy, ja v* on vastavalt vektori v kovariantsed ja kontravariantsed komponendid,
mis iihtivad vaid ortonormeeritud baasi puhul.
Korrutame niiiid avaldist (6.37) kontravariantse baasivektoriga g’

ng g =g g

l

Kuna v*d,! = o', siis v,¢" = ¢!, ehk nimetades indeksid iimber,

vt = gFly;. (6.38)
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Kui korrutada aga avaldist (6.37) kovariantse baasivektoriga g, siis saame ana-
loogiliselt, et
Vi = QEQN. Amwwv

Sellist protseduuri nimetatakse vektori indeksite tostmiseks ja langetamiseks. See-
ga, meetriliste tensorite abil saab indekseid tosta ja langetada ehk teisisonu —
minna kovariantsetelt komponentidelt iile kontravariantsetele ja vastupidi. Lag-
range’i koordinaatide puhul analoogiliselt

A\N = Qmmha\h um a\wm = meha\b AQ%OV
Miarkused:

1. Uldjuhul pole baasivektorid G¥, G, gF ja g, ithikvektorid. Nende pikkused
avalduvad 14bi meetrilise tensori diagonaali elementide —

IGX| =VGEE |Gg|=/Gkr, K=K
WﬁH/\ bk, 8kl = \/Ok k> kE=k.

Allkriips tdhendab siin seda, et korduva indeksi jdrgi ei summeerita. Eelne-
nud néite 6.5.3 puhul |g1| = |g3| =1 ja |go| = .

(6.41)
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2. Kui koverjoonelised koordinaadid on ortogonaalsed, siis
g" = gy = 0 kui k # 1. Niite 6.5.3 puhul see nii oligi. Lisaks olid vektorid
g” ja g, kollineaarsed.

6.5.4 Vahetaja’®

Seni oleme hoidnud EK ja LK lahus, kuid vahel on vaja iihes koordinaatsiisteemis

esitatud vektoreid projekteerida teise koordinaatsiisteemi baasivektoritele. Vaat-
leme joonist 6.6 (lk. 18) Punktide P ja p kohavektorid

P=P'Gy ja p=1pg.
Korrutame neist esimest kontravariantse baasivektoriga G* —
P.G" = P!G, - G" = Pt " = P*.

Seega,

PE=P.G* ja pf=p-g" (6.42)
Viimased kujutavad endast vektorite P ja p projektsioone vastavalt baasivekto-
rite Gg ja g sihtidele (vt. Naited 6.5.1 ja 6.5.2).

®Varasemas konspektis nihutaja, i.k. shifter.

6.5. Baasivektor, meetriline tensor 0 - 28

Oletame niiiid, et tahame viia vektori p paralleelliikkega punkti P ja projekteeri-
da teljestikku X%, st., baasivektorite G sihile. Tahistame vastava projektsiooni
p’. Niiiid

p =" Gr(X) = pgi(x) (6.43)
Korrutame avaldist (6.43) kontravariantse baasivektoriga G*

p"Gg - G" = pg; - G".

Defineerime nn. vahetaja

def def
g =95 E g Gh =G g (6.44)
Seega, tahistades iimber indeksid L. — K saame
p* =g p" = g%t (6.45)

mis esitabki kohavektori p projektsiooni kovariantse baasivektori G sihil. Kor-
rutades avaldist (6.43) kontravariantse baasivektoriga g ja defineerides vahetajad

def def
Ik S 9" = g G = Gg - gh, (6.46)

saame vektori p tagasi EK-sse:

" =g kp™ = grFp". (6.47)
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Analoogiliselt eelnevaga saab defineerida vahetajad
def def
gk = 9ik = 8k - Gr = Gk - 8k (6.48)
ja
gF e def gk* def gh. GE = GF . gk (6.49)
Vahetajad ¢k, ¢®) jne. on nii muutujate X kui ka x funktsioonid, sest baasi-
vektorid G ja G séltuvad Lagrange’i koordinaatidest X ning baasivektorid g,
ja g* Euleri koordinaatidest x. Enamgi veel, nad osutuvad nn. kahepunktilisteks
tensorvéljadeks, sest teisenevad kui tensorid molemas koordinaatsiisteemis.
Jargnevalt néitame, et
9" g i = 0. (6.50)
Teatavasti
U = S%Nw = Smﬁ%ﬁf
Kuna
vk = vy,
siis peab kehtima vordus (6.50) ehk vahetajad ¢®; ja ¢'x on teineteise
poordtensorid. analoogiliselt

9" rg"L =" L. (6.51)
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 30
Teisendame niilid vahetajat gpx —
(6.23), (6.22) 02! .  0ZF S YA
g =8k G = Skl @NNF = QF%%QG (6.52)
kus
mm; = %E = mN 1. Ammwv

Suurus &, on Kroneckeri delta vaid juhul kui 2% 11 ZX.

6.5.5 Tensorite indeksite tostmine ja langetamine

Peale vektorite indeksite saab meetriliste tensorite abil tosta ja langetada ka
tensorite indekseid, néiteks

%, = G Cy
thﬂ — QNEQ@E
O% )y = Gras Y
Qmmh _ QBN&QN.\E

9" = Grrg™g*
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gl — gLk,

g% =G gngr
grr = Grrgug™

Naiaide 6.5.4. Vaatleme juhtu, kus LK 1tihtib LDRK ning EK tihtib EDRK, st.,
(X )=(Z) ja (x)=(z). Baasivektorid punktides P ja p on avaldiste (6.22) ja (6.23)
pohjal

oP ozM
Gi = XK @NNHE =Ix (6.54)
analoogiliselt
8k = I (6.55)

Antud juhul ihtivad kovariantsed ja kontravariantsed koordinaadid ja baasid, st.,

Grr =GN = 61, (6.56)
gglr = QE = %Eu Ammﬂv
gxr = g"" = Sk, (6.58)

millest viiemane on Kroneckeri delta kui i, 17 Ik .
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6.5.6 Gradient

Skalaarse funktsiooni gradient on defineeritud jargmiselt —

e @NJ
grad T & PR (6.59)

kus n° on normaalisihiline iithikvektor, mis on suunatud funktsiooni 7" kasvamise
suunas. Teisest kiiljest —

o or
grad T ¥ VT = g (6.60)
kus nabla 5 5
def

Valemeis (6.60) ja (6.61) peame kasutama kontravariantset baasi, sest osatuletis
absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, st., 9T/9z" = ®;.
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6.5.7 Deformatsioonigradient
Deformatsioonigradiendid on defineeritud jargmiselt® :
0x¥(X,t) @N K(x,t)
k .N‘ )
—_— X% =——F= 6.62
T XK Ja oxk (6.62)
Vastavalt liikumisseadustele avalduvad koordinaatide diferentsiaalid kujul
do* = oF gdXT ja dX* = X" jda”. (6.63)
Deformatsioonigradientide vahelised seosed
HWNNN“N = mmf um NN%&\AE = %Nh Am.m%v

Valemite (6.21) pohjal avalduvad kohavektorite diferentsiaalid (1opmata viikesed

muudud) 14bi baasivektorite G ja gi. Teisendame neid avaldisi:

dP = nx%mw kaw rdzt = cpda®,

. (6.65)
dp = grda" =" gra® pdX* = CrdX™,
6Indeks peale koma tihistab siin ja edaspidi osatuletist vastava (kontravariantse) koordinaadi jirgi.
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kus suurused )
cn(x, ) O _ P yk, _Grx¥
kE— UK k
grk — 9XE ’
X ja (6.66)
def @U @U k k
O.N Vﬂ t = r K =8l K
(X1) = OXK  Oxk™ Bk,

on vaadeldavad WE uued, keskkonna deformeeritud olekule vastavad, baasivek-

torid. Teisisonu, keskkonna litkumisel transformeeruvad baasivektorid g ja G 1

uuteks baasivektoriteks Cg ja cy.

Jargnevalt avaldame vana baasi Gx uue baasi c¢; kaudu:

(6.66)y - X — ... = g, = Cx X"}

Kontravariantsed baasid saadakse ortonormaalsustingimustest
c’ ¢ =6" ja CK.Cp =6,

kust

cF(x, 1) = GK(X)ah i ja CF(X,8) = gh(x) X",

(6.67)
(6.68)

(6.69)

(6.70)

v

t
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Meil oli eeldatud, et t = ¢, puhul EK ja LK iihtivad, st., ' = X', ..., 23 = X3
Jarelikult alghetkel

W\aANv = QNAVﬂv = O\aﬁuﬁ 3 = O.vaﬂuwv

Vaatleme avaldisi (6.65) —

dP = GrdX® = c.da® ja dp = gpdz” = Crd XX . 6.71
SxdX =gdr, ja dp =gidr =CxdX (6.71)

i méaarab dP kui t = ¢,
i1 dP muutumise seadus EK-s

iii médrab dp igal ajahetkel, sest vastavalt definitsioonile (6.21) ja (6.23) ei
muutu dp ajas

iv méidrab muutumatu suuruse dp muutuvates koordinaatides X suvalisel het-
kel ¢ N wo.

6.6. Deformatsioonitensorid 6 - 36

6.6 Deformatsioonitensorid

6.6.1 Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid
def (6.66) .
e = cpoc = Grp Xt X*h ja

def 6.66) ko

( a.ﬂwv
Ckr =Ck-Cr =" guz KT L.

Suurust c¢g; nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks ja suurust C'xr Greeni
deformatsioonitensoriks. Nad on siimmeetrilised ja positiivselt méaratud. Ten- f
soreid ¢y ja Cip voib interpreteerida ka kui meetrilisi tensoreid, sest meetrili-
ne tensor G (X) transformeerub ldbi keskkonna litkumise tensoriks cy(x) ja
gr(x) — Ckr(X). Kovariantsete tensorite ¢ ja Ckp indekseid saab kontrava-
riantsete meetriliste tensoritega tosta (cj ja Cx omi ei saanud !). Saadud kontra-
variantsete tensorite maatriksid [¢*'] ja [CTL] ei osutu aga kovariantsete tensorite
maatriksite [cy] ja [Ckp] poordmaatriksiteks (nagu oli gy ja G puhul). Antud
juhul tuleb sisse tuua tensorid

—17.7 def Am.ﬂov
kL def g GL el

c = ja

I ©.70) (6.73)
oKL & o oL D) i xK | xI,

Y
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-1 9
mille puhul ¢z, nri = 01! ja Crpr CME = 6. Tensorit ¢ * nimetatakse Fingeri t

~1
deformatsioonitensoriks ja C*L Piola deformatsioonitensoriks

6.6.2 Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid

Poordume tagasi suuruste dp ja dP juurde —

dS? = dP - dP = Gy dX%dX!t = ¢pydatde!,
ds®> = dp - dp = gdz"da! = CrrdX®ax*

Viimastest leiame elementaarpikkuse ruudu muudu

ds® — dS? = 2EgdX ™ dX" = 2epda’da’, (6.74)

kus
2Bk =2E1k = Ok — GiL ja 2ep = 2e = gr — Ch- (6.75)
Tensorit Fxp = Fgr(X,t) nimetatakse Lagrange’i deformatsioonitensoriks ja

tensorit ey = ey (x,t) Fuleri deformatsioonitensoriks.

6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 0 - 38

Kehtivad seosed:

Exp = enz” o' ja ey = Exp X 1 X*, (6.76)
Valemi (6.76), kasutamise puhul tuleb avaldada ey (X, t) ja (6.76), puhul vastu-
GHQH MNNANU Nv
Meetriliste tensorite abil saame leida vastavaid sega- ja kontravariantseid tenso-
reid:
m@mh _ Qwﬂim_ihv mﬁvm‘h _ QN&QNZ.@.\&Z _ th.@&mi“

k km kl km _In Im _k
€1 =9 Emi, € =9 g €mn =9 € m.

6.7 Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu

6.7.1 Vektori kovariantne osatuletis

Koigepealt piitiame sitrdevektori u kaudu avaldada vektorid Cg ja cy.

Kohavektor p = P + u (kui LK ja EK nullpunktid ei iihti siis p = b + P + u).
Seega, suirdevektor
u=p-P. (6.77)
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Siirdevektori u saab avaldada nii LK kui EK kaudu —
u=U8Gg = UxGE = iFg, = upg”, (6.78)

kus UX(X,t) ja uf(x,t) on vektori u kontravariantsed komponendid ning
Uk (X, t) ja ug(x,t) kovariantsed komponendid vastavalt LK-s ja EK-s.

Ka nende indekseid saab meetriliste tensorite abil tosta ja langetada —

KM Kk k k
=G Uy, U, =GrgU™, u” = g7 uy,, up = gpu”.

(6.78) — UxGX =wupg” | -Gp = ......... =

Téhistame indeksid timber (L — K) ja saame
Uk = ¢" e ja uy, = g% Uk (6.79)
Definitsioonide (6.66) pohjal

@U oP
6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 6 - 40

Avaldame valemist (6.77) kohavektorid p ja P ning asendame viimastesse aval-
distesse. Saame

oP ou ou op Ou ou
KT oXE * oxE — Tk T oxE OXK’ kT ogk T Brk BT gk (6.80)
Valemite (6.78) pohjal u = U*G = u'g; ning (6.80) saab kuju
0 I 0
QN|QN+®N‘NAQ thv C. — & @&\.ﬂAQ mwv Am.mc
Analoogilised avaldised siirdevektori kovariantsete komponentide jaoks:
0 I 0
Jargnevalt piitiame leida avaldistes (6.81) ja (6.82) olevaid osatuletisi
0 oU*r G 0 o’ g
UG G, +U* : 6.83
@NNA L) = OXK Lt OXK’ m,\%?@v @&\Aml.:@&i (6.83)
0 Uy OG*E 0 oy og!
ULGh) = G'+U —(ug) = ——g +u-—. (6.84

Esimeste liidetavate leidmine pole probleemiks — see on lihtne. Teiste liidetava-

tega on lugu keerukam, sest osatuletisi tuleb leida baasivektoritest Gy,. .. .g'.
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Vastavalt definitsioonidele (6.22) ja (6.23)

@NZH [ ox*k G oz" . . O
= — = - — — .
oXLN TN T N BT G e T e T g 8

G

Seega osatuletised vorrandeis (6.83)

0Gp, o2 zZN o?zZN  oxM
— Iy = Gy,
ogr 0%zn 9?z" O™

Ok~ 9rF0Ld " Drkorl ozn B
Votame kasutusele Christoffeli teist litki stimbolid

M | def o?zN  oxM e 0%z" Oz™ (6.86)
KL[ ~ 0XKoxLozN % \kif = 0a*0xl 021 |
Valemid (6.85) saavad niitid kuju
%Qh - M . @@ . m
XK — T«L Gar Ja 58 = ?L Em: (6.87)
analoogiliselt saab néidata, et
OG* L v . og! 1) .,
aXKE — TQ& G 5 E T T k8 (6.88)
6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu O - 42
Christoffeli esimest litki siimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Labi Christoffeli teist liiki siimbolite
(
def N M| _ ~un
. (6.89)
def n m mn
ii) Arvestades meetriliste tensorite definitsioone (6.26) ja (6.30),
0zM ozN 0z 0z"
QNQIQN.QGIQSZ%QNT gkl = 8k " 81 = mn ok Syl
S | (0Gxy  0Gry  OG
def KM LM KL
(KL, M| = = A - — v :
2 XL XK XM
0 0 0 (6.90)

2\ Ox! oxk  dam
Viga tihti defineeritaksegi Christoffeli esimest liiki stimbolid kujul (6.90).
Valemeist (6.86) ja (6.90) jareldub, et Christoffeli siimbolid on stimmeetrilised

Kl m] 4 1 A@?S o 99m @miv
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indeksite K ja L (k ja l) suhtes:

=0k} wean =, {b= {0 wm = km)

(6.91)
NB! Christoffeli siimbolid pole tensorid!
Tuleme tagasi valemite (6.83) ja (6.84) juurde ning esitame nad kujul
FQ\«NQNV = Q«iw«ﬁwi MA Nﬂwv = Qg.wm Am @Mv
OXKE ’ v oxk e .
0 L M 0 l m
%AQMQ ) =Unx G, %Agmv = Um:k& (6.93)
Siin " 5
M def OU M L m  def OU™ mi
U K = 5%F% ANHWQ “ utie = o +A\iw: (6.94)
on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised ning
det Uy L def O, [
on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised.
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Suurused UM & jJa u on segatensorid ning Ups.x ja Uy, kovariantsed tensorid. e

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid (6.94) — (6.95) ja vastupidi:
Ul =G"MUnx Upk = GouUY i

ulge = 9" ik Uy = Gim"™

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon. Kovariantse osa-
tuletise avaldised (6.94) ja (6.95) koosnevad kahest osast. Neist esimene iseloo-
mustab vektori u muutumist kui muutub koordinaat X (v6i 2¥) ning teine u
muutumist kui seoses X% (voi 2¥) muutumisega muutub baas G (voi g,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli stimbolid samaselt nullid ja see-
ga kovariantne osatuletis on vordne “hariliku” osatuletisega. *

Poordume niitid tagasi uute baasivektorite Ck ja cj avaldiste (6.81) ja (6.82)
juurde. Arvestades avaldisi (6.92) ja (6.93) saame

ON - QN + Qi%ﬂ@iv
Cr =8r — U 18m,
ON = Qmﬂ + Qi%ﬂ@gv

m
Cr = 8k — Um:k& -

(6.96)

(6.97)
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Avaldame niitid Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorid ldbi siirete vottes

arvesse valemeid (6.96) —

@.@@
Crp = Cp - Cp 29

Kokku saame

Cxr = Grr+Ugp + Uy + UnxU" 1, (6.98)
Chl = il — Uky — Upsk + Upop U

Arvestades Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite definitsioone (6.75) saa-

me omakorda
2Fkr = 2Bk = Ogp — Ggp = Uk + U + Unrx UM (6.99)
2ep = 2€; = gri — Crl = Uy + Uk — Uit .

Need vorrandid on PKM iihed pohivorrandid, mis seovad omavahel Lagrange’ ja
Fuleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete punktide siirded u.

6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu O - 46

Sirgjooneliste koordinaatide puhul Ujs.x = Uk jne.

DRK puhul lisaks eelnevale UM | = Uy, k jne. ning vorrandid (6.99) saavad kuju

2k = 2Bk = Ok — G = ULk + Uk + U kUi 1,

(6.100)
2ep = 2€1 = Grl — Chl = ULk + Uk — U kU -

Avaldame kohavektorite P ja p lopmata viikesed muudud dP ja dp 1abi siirete.
Valemite (6.65) pohjal
dP = ci(x,t)dz" ja dp = Cx(X,t)dX ™.

Asendades siia ¢ ja Cg valemeist (6.96) ja (6.97) saame

dP = (g — u™pgn)dz",  dp = (Gg + UM xGy)d X", (6.101)
dP = (g — umag™)da",  dp = (Gg + Up.x GM)d X", (6.102)
Mairkused:

1. Ortogonaalse koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul lihtsustuvad moned
avaldised tunduvalt:
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e meetriline tensor

gl = 8L 81 = (grl = 0 kui k wm NW AQ.HOMV
e clementaarpikkuse ruut
ds® = mi&&f&& = QEEHJM - mmwﬁ&wvm + Qmevaww (6.104)
e determinant
g = 911922933; (6.105)
e kontravariantne meetriline tensor
g E=1/gx; (6.106)
e kontravariantne baas
gh = gtlg  L=k: (6.107)
e Christoffeli teist liiki stimbolid
6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 0 - 48
Il 1 Ogkg .
K0 |
k 0
Kk H%El@ww (6.110)
k
*3 =0, [ #k#m. (6.111)

2. Alghetkel ¢ = t; toome sisse Lagrange’i koordinaadid (mis voivad kuid ei
pruugi ithtida Fuleri koordinaatidega). Sel hetkel loeme keskkonna defor-
matsioonid ja siirded nulliks ning iitleme, et keskkond on loomulikus olekus.

3. Siirete ja deformatsioonide médramiseks hetkel ¢ = ¢; on vaja teada liiku-
misseadust, st., ajast kui parameetrist soltuvat koordinaatteisendust. Kui
meid ei huvita kuidas deformatsioon toimus, siis piisab tegelikult sellest kui
me teame litkumisseadust esitavat koordinaatteisendust vaid kahel ajahetkel:
t =ty u@ t=1.

4. Suurusi ug, v, jne. nimetatakse sitrdegradientideks.
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6.8 Vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid

Vektorite ja tensoritega opereerides ei poorata tavaliselt tdhelepanu dimensiooni-
le — erinevad komponendid on sageli erineva dimensiooniga (néiteks silindrilised
koordinaadid). Et sellest fiitisikaliselt vastuvotmatust olukorrast puhtalt vélja tul-
la, tuuakse sisse vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid. Teatavasti pole
baasivektorid koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul iildjuhul iihikvektorid ja
valemite (6.41) pohjal on nende pikkused méératud meetrilise tensori diagonaa-
lielementidega

gkl = ok ja |g"| = Vgt kui k=k. (6.112)

Defineerime tithikvektorid

gk g"
ep=—>— jae=—22— Lk=k. (6.113)
VIk k gk
Niitd
u =g, = uMe, = upgh = :@mﬁ (6.114)

kus u® ja uk) on vektori w kontra- ja kovariantsed fiiisikalised komponendid.
Valemite (6.113) ja (6.114) pohjal vektori fiiiisikalised komponendid

u™ =k g E ja ugy = up/ghE, (6.115)

6.8. Vektorite ja tensorite fitsikalised komponendid 6 - 50

Ortogonaalse baasi puhul g;, . = 1/¢g% %, jarelikult on kovariantne fiiiisikaline kom-
ponent leitav kovariantse meetrilise tensori abil:

Uy = ——— (6.116)

analoogiliselt saab defineerida tensorite fiiiisikalised komponendid. Néiteks orto-
gonaalse baasi puhul

t®, = th, [EE (6.117)

Markused

1. Tavaliselt lahendatakse iilesanded ko- ja kontravariantsetes tensorites ning
16pus minnakse iile fiiiisikalistele komponentidele.

2. DRK puhul g, = g" = e, = €.

Naide 6.8.1. Leida tihikbaas ja siuirdevektor: fiitisikalised komponendid silindri-
liste koordinaatide jaoks
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6.9 Lopmata viikesed deformatsioonid ja poorded

6.9.1 Lopmata viikeste deformatsioonide tensorid

Hiiljates korgemat jarku l16pmata véiksed liikmed, saame [6pmata vdikeste defor-

matsioonide tensorid’
28k =2k = Ckr — Gk = Ur.x + Uk.1, (6.118)
e = 2€y, = Ch — Grt = Upk + Upy-

Selliserd deformatsioonitensoreid kasutatakse klassikalises lineaarses teoorias.

6.9.2 Poordetensorid ja poordevektorid

Rk = MAS«B —Urk) ja 1= m?i — Up)- (6.119)

Viimased on klassikalise lineaarse teooria pddrdetensorid. On selge, et tegu on

kaldsiimmeetriliste tensoritega, st., Rxr = —Rpk ja Tr = —ry.. Poordetensorite
indekseid saab meetriliste tensoritega tosta ja langetada.

"Neid nimetatakse ka lihtsalt viikeste deformatsioonide tensoriteks “unustades” sona lopmata lisamata.

6.9. Lopmata viikesed deformatsioonid ja podrded 6 - 52
Jargnevalt toome sisse Lagrange’i ja Euleri lineaarsed piirdevektorid RE ja rk:
n K KLM T, T T
R" = € Ry, ja ' = 56 Tl (6.120)
kus XM ja €M™ on permutatsioonisimbolid.

Permutatsioonisiimbolid®

kim

e
mis _

V3 (6.121)

€klm = mzsx\mu g = Ei_ )

1 kui klm on 123 paaris permutatsioon,
e epm = & —1 kui klm on 123 paaritu permutatsioon, (6.122)
0 muudel juhtudel.

8Tuntud ka kui Levi-Civita tensor voi Levi-Civita permutatsioonitensor.
Lk. on kasutusel ka nimetused Levi-Civita symbol, permutation symbol, antisymmetric symbol, alternating symbol.
Tullio Levi-Civita (29. 03. 1873 — 29. 12. 1941) oli Itaalia matemaatik.

9Vt. ka 2. ptk. k. 13
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Niide 6.9.1. Avaldame péordevektorid v, 12 ja v° siirdegradientide kaudu. Va-
lemite (6.120) ja (6.121) pohjal

Seega
s |
r =——......... + oo =......
2\/q
— )
T —\U3;2 — U3
w/\w
~ 1
2
re=——[........ + o J=......
2
: m\m (6.123)
|A:rm - :wb
2\/9
~ 1
3
r°=——[........ 4+ J=......
w/\w
1
|A§L - :rmV
.2V
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6.10 Pikenemine, nurga muutus ja deformatsioonitenso-
rite geomeetriline tolgendus

6.10.1 Pikenemine, pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine

Pikenemiskoefitsient suunas N:

\
ds ds? /\ CrrdXEdXL
TS 452 452 VOt !
. (6.124)
\ ds ds? ds? 1
AUV _ — = _— = — .
\ dS &mw Q\AN&&\A&HN A \O\i\;\aﬂ%

Fiitisikaliselt on suurused ANy ja Ayn) samad — esimene on vaid esitatud LK-s,
teine EK-s.

Suhteline pikenemine!® (suunas N) esitatakse kujul
ds —dS
mﬁzv = €(n) = % = >A2v —1= vA:V — 1. AQ.HMWV

10T k. extension
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Lagrange’i koordinaadid. Pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine
koordinaatkdvera X puutuja sihis (N on koordinaatkévera X puutuja sihis):

Et anda fiiiisikalist tolgendust deformatsioonitensorite komponentidele, esitatakse
viimased valemid sageli kujul

2F
Ck i A2 K >w,5 —1=(1+ mﬁsvw — 1. (6.127)

(K)» Gr -

Euleri koordinaadid. L&htudes avaldistest (6.124), saame tuletada analoogi-
lised valemid EK jaoks —

,

9k k 2e i E 2ep )\
wefir= () = ()
< kk kk kk (6.128)

N[

Ck k B www k . _9
. Ykk 9k k
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6.10.2 Nurga muutus ja nihkedeformatsioon

Vaatleme kahte lopmata vaikest vektorit dX; ja dXs, mille vaheline nurk on
© = O, N,) ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dxs, mille vaheline nurk on
% = %A:?Ev.

P(X)
Joonis 6.10: Nurga muutus

Nurkade koosinused

dX; - dXy (6.21) GrrdXEdXF % oL
cos® = —— = =G NN 6.129
X, [ [dXa)] X, [dX) rE (6-129)

ja
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dx; - dXs (6.65) CrrdXtdXt
cost) = —— = —
_&NH_ ENM_ /\QEZ&N%&&N%/\Q@%&N%&X%

. 2.««2@ ahistame
(6220) Cri NV Ny cavistame 1 (6.130)
Ay Ay,)

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega IN¢ ja Ny méaédratud pinnal
on defineeritud kui algse nurga © muut —

HJAZTZMV — Q\ABTBMV - @ﬁérsz o %ASTBMV. AmeHv
Vv
Votame viimase avaldise vasakust ja paremast poolest siinuse
sinl" =sin(©@ —9) = ...
6.130 :
Y sine - V1 —H?cosO. (6.132)
6.10. Pikenemine, nurga muutus ja deformatsioonitensorite geomeetriline tolgendus 0 - 58
Kui N; L Ny, siis saame viimasest, et
. 6.130) Crer NENL
sinl = g "2 TEL Tty (6.133)
Ay Ay)
Seega, kaks algselt ristuvat vektorit jadvad ka peale deformatsiooni risti parajasti
siis kui o

CxrdXi{dX} =0. (6.134)

Kui valida suunad N; ja Ny piki koordinaatkoverate X* puutujaid, siis saab
nurgamuutuste hindamiseks kasutada baasivektoreid Gg ja Ck (kuigi nad pole

tthikvektorid) —

( cos O gy = Ui :
) CxrGLL (6.135)
cos D) = Ckr _ Grr +2FEkr .
CkxCrr  (Gxg +2Fxk)(Grr +2EL 1)
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EK-s saavad viimased valemid kuju

cos U gy = mmim :

kEYLIL

Ckl Gkl — 2€k (6.136)
cos Oy = =

Vel /(ger —2exr) (g0 —2e11)

Kuna LK ja EK on valitavad soltumatult, siis iildjuhul ei d6nnestu siduda nihkeid
[k ja vy Nurkadele © gy = 7/2 ja ) = 7/2 vastavad nihked on mé&ratud
jargmiselt:

T 1 Ckr
S1n (KL) = ,
AoyAr) /Gr kGr L (6.137)
sin Q\Q&v = |VASVAS|Q§ |
9k k9Ll
Kui X% on DRK, siis ...
6.11. Deformatsioonitensori invariandid, peavdidrtused ja peasuunad 6 - 60

X XX]

6.11 Deformatsioonitensori invariandid, peaviartused ja
peasuunad

Tuleb lahendada vorrandisiisteem
(CFp—Cs% )N =o. (6.138)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakteristlik determi-
nant on null, st.,

il — %] =0. (6.139)
Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik vorrand (mis
kujutab endast kuupvorrandit)
—C? +1c0? —1IcC + 11l = 0 (6.140)
tundmatu C' méaramiseks. Kogu protseduur on tegelikult analoogiline DKR, kor-
ral késitletule.

Invariantide Il ja III. geomeetriline tolgendus. Maatriksite teooriast on
teada, et determinant maatriksite korrutisest on vordne korrutatavate maatriksite
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determinantide korrutisega, st., |A - B| = |A| - |B|. Meil

OK = GEMEy,, P2 GEM g ok ol (6.141)
Invariandi IIIo definitsiooni pohjal T
6.141 2 .

M1l = [C 1| "= |G| lgmal [o i = Z52 = 2 (6.142)
kus J on teisenduse z¥ = zF ANN va jakobiaan fikseeritud ajahetkel ¢ ja mis on
leitav jargmiselt: I

g 0zF B 0zF ozm oXM B 02k || ox™ | |oXM V9. (6.143)
“|9zK| T |gzmoxM azK |~ |aam | |oxX ¥ ||0zK | T G |

Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaarruumalad dV =

dS1dS>dSs ja dv = dsydssdss. Kuna

ds
— = »\/Q - v/DS
dS,
Siis J Jeidsad
U $1A890S3 (6.142)
- — Mg = /I ="
AV~ dS1dSydS; Y ¢
6.12. Poorde pohiteoreem 6 - 062
Seega

dv = /UlcdV ja dV = /1Ldv. (6.144)

Kokkuvottes — invariandid 111 ja 111, iseloomustavad ruumala muutust.

6.12 Po6orde pohiteoreem

Fikseeritud kiu lokaalse poorde méaaramiseks toome sisse poordetensori. Olgu vek-
torid N, peatelgede sihilised ortogonaalsed iihikvektorid X-s. Peale deformatsioo-

ni on see kolmik podratud ortogonaalseks kolmikuks n, koordinaatides x. Kui
vahetada (siirata) kolmik N, ruumipunkti p(x) siis saab defineerida iihese orto-
gonaalse tensori R, mida nimetatakse pddrdetensoriks ja mis poorab vahetatud ./
kolmiku N, kolmikuks n,,.

K K k kL ok Kk (6.145)
2 Q“Q EmngQ“m h% \%@Q“m \%@Q
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P (X) N,

2

R
L]

n;

Joonis 6.11: Peatelgede siire koos poordega

~1
Siin R on tensori R poordtensor (duaalne tensor): R poorab N, — n, ja vastu-

~1
pidi — R pdéorab n, — N, tagasi. Tensor

m»@m = mwSQSN = mhwmwh Am.fpmv
esitab siiret X — x koos jdrgneva poordega.

Defineerime niiiid vektorite kolmikud N¢ ja n® —

2@@«2@@ nWm mmhm? igwﬁNQ QM%. %N\? Am.wmﬁwv

6.12. Poorde pohiteoreem 0 - 04

st., (vektorite) kolmikud N ja n® ning N, ja n, teineteise péordkolmikud!!.
Maatrikskirjaviisis tihendaks eelnev seda, et [N°g][N%,] = I, kus I on
thikmaatriks. Korrutame avaldisi (6.145) vastavalt vektoritega N%p ja n®. Ar- e
vestades definitsioone (6.147) saame poordetensorite médramiseks valemid

Ry = ' N ja RS, = N5 . (6.148)
Poordeta deformatsiooni (deformatsiooni, kus peateljed ei poordu) puhul, seega

R =1 ehk R*, =6 Rfg =g¢"k;... (6.149)
Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed on seotud ./
jargmiselt
¥, = RN R, ek = m\awmﬁhth (6.150)
ning lisaks veel, et
KL =3(Co)"NE N, (6.151)

(07

U1 k. reciprocal triads
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2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul
3 1 1
R\a K = mthhN = NWNN %w? N‘N“w = NWNNMN\A = mthNh. AQ.HWMV

Viimastest omakorda

1

—3 ~1 1

m\amm = .&\avh O«h.wm .u.@ mmm\.ﬂ = NN“N %N\&. Amwmwv

Saab niidata, et teiselt poolt z*x = ¢Mg% (Gxr+ ULk), kust Upx =
grg'a® x — Grr. Arvestades niiiid (6.152),, saame, et

1

thiHmNth§|Q~Q§ HWN@QE&|Q~Q§. Am.fw%v

Lisaks eelnenule saab toestada seosed tensorite E, R ja R vahel —

N[

Riy = AQwh + Egr + mwhv Char. (6.155)

Viikeste deformatsioonigradientide puhul saame viimasest
Riv =~ Ry — G, (6.156)
6.12. Poorde pohiteoreem 6 - 606

ning arvestades (6.154) analoogi EK jaoks, et
Ricyr = " k9™ M7 k- (6.157)

Poorde pohiteoreem: Iga joonelemend: deformatsiooni mingis punktis voib
vaadelda koosnevana kolmest osast — 1) paralleelliikkest, 2) peatelgede jiigast
poordest ja 3) pikkuse muudust peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit dX® X-s, mis liheb deformatsiooni kiigus vektoriks dz* =
2¥ gd X% . Kasutades seoseid (6.152), saame

_1

dab = ", RE 3 OM d XK = G RL g™ d XK (6.158)
Avaldisele (6.158) saab anda jérgmise tolgenduse (joonis 6.12).

1. Vektori dX litke' (koos peatelgedega) vektoriks dx 7).

2. Vektori dxp) jiik posre'® (koos peatelgedega) vektoriks dx ().

121 k. translation
31 k. rotation



6.12. Poorde pohiteoreem - 067

&NH

P (X) P (X) r_mxwﬁc

dz'(g = dz*

Joonis 6.12: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon
3. Libi peatelgede pikkuste muutmise'* muudetakse vektor dx gy vektoriks
dx(g) = dx. Taiendavat pooret ei toimu siin siis ja ainult siis kui dX on

paralleelne iithega tensori Cx peavektoritest.

Valemites on eelnev esitatav kujul

&H\Aﬁq = ,wam&;vm%mv &Hwnmv = mﬁ&&wﬁf &Hw = I%\aN&HNA@. Am.wmwv

M1 k. stretch

6.12. Poorde pohiteoreem 6 - 068

Kui asendame (6.159), — (6.159), — (6.159),, siis saame (6.158), mis tdestabki
teoreemi.

Joonis 6.13 esitab sama protsessi teises jarjekorras: pikenemine, poore, liike, st.,

&;Xﬂiav = mwuimmmtm%mu &LXA\GJV = mhimﬁvﬂiaf &&\a = Q\ah&kh@wv. AQ.HQOV
Seega sellise dekompositsiooni puhul pole operatsioonide jérjekord téahtis.

K
axX\(s)

A\
\
\
\

|
P (X) __
/
/
/

K
dX (R &aa

ax¥

p(x)

Joonis 6.13: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon
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6.13 Kiirus ja kiirendus

6.13.1 Materiaalne tuletis

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi)
nimetatakse operatsiooni

pa e ﬁNum.
{4 - . (6.161)

X=const

Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, siis langevad materiaalne tuletis
ja osatuletis aja jargi kokku:

. of (X, )
f(X. t)= —22, 6.162
x,1="0 (6.162)
Naide: Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.
6.13. Kiirus ja kitrendus 6 - 70

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f(x,t) = fFgr = frg®. Niiiid

k O ik N\
(f*gr) + %Cﬁ )T, (6.163)

(frg") + %Q\@m&%.

0
. 0
WAN“ ﬂv = %

kuna baasivektorid g; ja g on ajast soltumatud, saavad valemid (6.163) kuju

. U&% Dfi 4
f(x.1) = —g, = —~ 6.164
kus suurusi \% 8% f of
D def kol - D k def k .1
lef . = . 6.165
Di o Tl ia pr = g kit (6.165)

nimetatakse materiaalseks tuletiseks vastavalt vektor: kontravariantsest ja kova-
riantsest komponendist.
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Tensorite kovariantsed osatuletised. Enne kui saab asuda materiaalsete tu-
letiste leidmisele tensoritest tuleb sisse tuua tensorite kovariantsed osatuletised.
Need on defineeritud analoogiliselt vektorite kovariantsete osatuletistega (vt. lk.
43) —
k [

+ fh (6.166)

kl _ rkl nl
,\u w5|.\. u3|_|\; nm nm

on kontravariantse tensori kovariantne osatuletis. Analoogiliselt saab defineerida
kovariantse osatuletise segatensorist

k n
k k n k
o = F — " 6.167
Foom= im0y 0 =Ty, ( )
ja kovariantse osatuletise kovariantsest tensorist
n n

Fotom = Jran = For y o ¢ = Fen g (6.168)

6.13. Kiirus ja kitrendus 6-72

Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite kontravariant-
setest, kovariantsetest ja seqakomponentidest on defineeritud jargmiselt —

\
NUFNE @\Z& kl -m
Di ~ o Hmt
Dfu  Ofu .
— oo 6.169
9 Dt o1 + frm® ( )
Dffy offr . .
| Di ~ o Hd
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6.13.2 DMateriaalse punkti kiirus ja kiirendus

Kii
HES v=p=u (6.170)
Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud ldbi LK kujul u =
UEGp, kus U = UK (X, t). Niiiid
K K

v=u= %QF ehk v=VEGg, kus V¥ = @%

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.

(6.171)

Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud labi Euleri koordinaatide, siis
u = ufgy, kus u* = u¥(x,t). Niiiid saame kiiruse avaldised Euleri koordinaatides:

. Du*  [ouF Eo
V= S_Nﬂno?ﬁ - me — M tu AU | 8k
ehk (6.172)
Du*  ouP
vV = @wm? kus v* = U@M = @N + QS@N.

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri koordinaatide
puhul ilmutamata kujul.

6.13. Kiirus ja kitrendus 6-7

Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene tuletis
aja jargl —

a=yv. (6.173)
Lagrange’t koordinaatide puhul
ovE  9UK
— AKG AR = = 6.174
N o ot o (6.174)
ning Fuleri koordinaatide puhul
Dv* ovF
a=ad"g,, d = =0y vy o (6.175)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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6.13.3 Deformatsioonikiiruse tensor

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist z* k.

D k
% = vk g2l g (6.176)
Materiaalne tuletis koordinaadi diferentsiaalist.
D(dz*
% — oy, (6.177)
Euleri deformatsioonikiiruse tensor.
2dy; = Vil + Uik, Am.wﬂmv
Materiaalne tuletis joonelemendi ruudust
D(ds?
A@|Mv — 2djdzdz. (6.179)
Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor.
: DE
m_,wmh = E = &i&w N.&N L- AQHMOV
Dt T
6.13. Kiirus ja kitrendus 6 - 76

6.13.4 Elementaarruumala muutumise kiirus

Kéesolevas alajaotuses leiame materiaalse tuletise EK-s esitatud elementaarru-
malast dv. Alghetkel 3 on meil tahke keha (ruumipiirkond) B, mida timbritseb
pind A ja mille ruumala on V. Deformatsiooni kiigus B — b, A — a ja )V — v.
Kasutame tahistusi

v (6.181)
9=lgul, G '=|G"*.

Pideva liitkumise puhul on koordinaatteisendused x = x(X,t) ja X = X(x,1)
teineteise iithesed poordteisendused ja 7 # 0. Koverjoonelised koordinaadid x ja
X olid sissetoodud ldbi DRK. Seega

02" B o2k o™ XM
OZK — 9zm XM 97K

ning jakobiaan
o2k

dx™m

0"
VA

. (6.182)

n\n_ .'%Q

YA

ox"
oOXM

v
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Kokku saame aga avaldise
D(dv)
Dt

mis véiljendabki elementaarruumala muutumise kirust.

= Jo*pdV = vF pdv, (6.184)

6.13.5 Elementaarpinna muutumise kiirus

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist X ¥

D(XE )

u.\\. —= |NNL\QNM\& A@H%Wv

Pinnaelemendi materiaalne tuletis (muutumise kiirus):

D &@w
t =" pday — 0" pda,. (6.186)
Dt
6.14. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika - 78

6.14 Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika

Joonintegraal. Olgu ¢ mingi funktsioon (néit. massi tihedus voi kiirus voi elekt-
rijuhtivus vms.), mis on defineeritud iile materiaalse joone L. Vastava jooninteg-
raali muutumise kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

\&a \Q ddz") \Ew% Iv P L B (6.187)
(6.177) \m?g& + ot EL. |

Pindintegraal. Olgu niiiid suvaline funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse
pinna S. Vastava pindintegraali muutumise kiirus

\%&SAI\@@ ¢day) = \ﬁwﬂw%w._.% ESAL =

(6.188)
(6.186) \m ?&S@ + ¢ A@ gday, — v EEL
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Ruumintegraal. Kui niiiid funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu
V), siis ruumintegraali muutumise kiirus

D B [ Do (6.184)
M\\@g@|\ S%iv (d ; =
o 0
= [ (G +ow) o ovtatan)| = [ |52+ (001),] o
15

(6.189)
Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi

W \< pdv = %%+ \ pvFday,. (6.190)

, slis saame viimasest,

Siin on materiaalne maht ) asendatud fikseeritud ruumimahuga v, mida
timbritseb pind s ja mis hetkeliselt {ihtib materiaalse mahuga V. Seega, mingi
fiitisikalise suuruse ¢ materiaalses mahus ¥V muutumise kiirus vordub selle suu-
ruse ¢ muutumise kiirus ruumilises mahus v (mis hetkeliselt iihtib materiaalse
mahuga V) pluss suuruse ¢v* voog libi ruumilist mahtu v iimbritseva pinna s.

Y[, uFgdo = [gubday, dap = npda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski teoreem

6.15. Keeriselisus ja deformatsioont kiirus 6 - 80

6.15 Keeriselisus ja deformatsiooni kiirus

6.15.1 Keeriselisus

(Cauchy) keeriselisuse tensor'®

Wp] = A@\ﬁ — \S%v = \ctﬁ:. AmeHv

| —

Kaldsiimmeetrilisest tensorist wy; saab omakorda konstrueerida keerisvektor:

wk = My, = %::@3; ehk w = curlv, (6.192)
kus 5
curlv = 1otv & V x v ja V = o wm&\a (6.193)
Keerisvektori kovariantsed komponendid
wy, = gw'. (6.194)

16T k. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
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6.15.2 Deformatsioonitensorite materiaalsed tuletised

Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor

Eyp = —" = dya® g2 .

Leiame niiiid seose deformatsioonikiiruse tensori dj; ja Euleri deformatsiooni-
tensori materiaalse tuletise éj; vahel. Selleks leiame jéllegi materiaalse tuletise
deformatsiooni moodust ds?> — d.S?

D D 6.74) . D
—(ds®) = =(ds* — dS?) "= 2= (eydz"dx’
pitds) = pylds ) D\ de) (6.195)

177 .
(6.177) 2 (€1 + emv™ 5 + €™ ) da’dx!.

dr = ép + @SN@S% + @QSQSWN. Am.wwmv

Arvestades Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorite definitsioone (2ex; = gp—
cr ja 2Ekp = Ckp — Ggp) saame

Q.E = |MQ&£ um meh = wmww.h. Ameﬂv

6.16. Mass 82

Deformeeruva keskkonna diinaamika

6.16 Mass

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom — massi jddvuse seadus

Globaalne massi jddvuse aksioom. Keskkonna kogumass on liikumisel inva-

\b&%“\b&@. (6.198)
V v

Kuna dv = JdV, siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui EK-s —

riantne —

v

\ (o — pJ)dV = 0 voi \ (p— pod Vv = 0, (6.199)
V
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kus

J = @Nw = /Illc =

Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame globaalset massi
jaavuse aksioomi materiaalse punkti lopmata véikeses timbruses. Valemite (6.199)
pohjal saame

0o = pJ = p\/Illc voi p = po ! = por/IlL,. (6.200)

Avaldisi (6.200) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja nad esitatak-
se Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).

Ruumilise pidevusvorrandi (FEuleri kirjeldus) saame kui esitame globaalse massi
jadavuse aksioomi kujul

D (6.1 dp k
Di E@ = \ ? (pv VL dv = 0. (6.201)
Viimase pohjal avaldub wowmm_sm massi jadvuse aksioom kujul
@b k
at ("), =0, (6.202)

mis kujutabki endast ruumilist pidevusvorrandit.

6.17. Litkumishulk, kineetiline moment, energia 0 -84

6.17 Liikumishulk, kineetiline moment, energia

Keha (mahus v sisalduva massi M) liikumishulk'™ P avaldub kujul

P(x,t) a&\%ﬁﬁ&%ﬁ”\%@ﬁxu&mixvgg (6.203)

kusjuures baasivektorid gi(x) saab integraali ette tuua vaid sirgjooneliste koordi-
naatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul d91 = pdv, siis pole oluline, kas
integreeritakse iile ruumala voi massi. Kui korrutada viimast avaldist skalaarselt
G%(X) siis saame liikumishulga P komponendid P LK-s —

ﬁNQﬁSH\%mwiuﬁxv@ﬁxhv&g. (6.204)

Keha (mahus v sisalduva massi 9) kineetiline moment'® H, ruumipunkti o suhtes

Qmm

H, p X vdt = \ g1 0, dIN. (6.205)
M m

TLk. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit impulss.
18T k. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse ka termineid impulsi moment ja
poordeimpulss.
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analoogiliselt eelnevaga saame ka kineetilise momendi komponendid esitada LK-s
HE = \ gL M p,, dIM. (6.206)
m
Lisaks saab kineetilise momendi avaldada ka bivektori kujul
HEL = \ g rgF (P — ploFyaom. (6.207)
m
Keha (mahus v sisalduva massi 9M) kineetiline energia'

H H
\AH |\ @w&mﬁ” |\ miei%ﬁ A@.womv
2 Jon 2 Jo

Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom — liikumishulga tasakaa-
lu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus.

D
P = F ehk o %%ﬁ% = (6.209)
L k. kinetic energy
6.18. Pinge 6 - 86
Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom — kineetilise momendi

tasakaalu seadus

Kineetilise momendi m_ovmm_mm tasakaalu seadus.
H, =M, ehk — \ gE L, d = ME e

D
Dt

(6.210)
m " N@ ! Iﬁ\c V&BNH\SMQ.

Valemitega A@.womv ja (6.210) esitatud pideva keskkonna mehaanika pohiaksioome
nimetatakse Buleri litkumisseadusteks.

Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom — energia jadvuse seadus
Sama, mis DRK korral

6.18 Pinge

6.18.1 Cauchy pingehiipotees

da®

= t;n” = thn,, 6.211
da Kt Tk ( )

tm) = tr——



6.18. Pinge

6.18.2 Pingetensor

Pingetensori komponent (pingekompo- v

nent) t;; on koordinaatpinnal 2% =
const mojuva pingevektori t; [-is kom-

ponent, st.,
t, = tug' (6.212)
Pingevektori t(,) saab niiiid avaldada 0
kujul
HABV = ﬁwﬁw A@.MMV wiﬁwmﬁ A@wva =
Joonis 6.14: Pingetensor
kust
ty = trn”. (6.214)

Punkti p libival suvalisel pinnal (normaaliga n) mojuv pingevektor t(y) avaldub
lineaarfunktsioonina vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontravariantseid ja

segatensoreid, naiteks

mn — 4
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Seega, lisaks valemeile (6.212) ja (6.213), on pingevektorite avaldamiseks mitmeid
voimalusi —

kool k1 Ik kol
M&H ﬂmm@: \ﬂnmﬂzmw w ’ mﬂw M%Mwn NMWM i (6.215)
Pingetensori fiiiisikalised komponendid
Alajaotuses 6.8 (lk. 49) toodud valemite pohjal pingevektor
tm) = ti'n'gr = tg)PnVey,, (6.216)
kus
e = Fv n = p! g ja §§ = swk (6.217)

Ik k VIl .

Siinjuures §§ nimetatakse pingetensori wvasakpoolseteks fiitisikalisteks kompo-
nentideks. Parempoolsed fitisikalised komponendid

t0 gy = th AL (6.218)
Ik k
Stimmeetrilise pingetensori ja ortogonaalsete koordinaatide puhul
k k 1l 1
t™ ) =t BE 4l |2 =t Jgrian = t————.  (6.219)

gii Ik k gk kIl
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6.19 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalne tasakaal

Liikumishulga ja kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seaduste tuletuskiik on
sama, mis DRK korral, nad omavad kuju

4 p (ff = d") =0,

it (6.220)

ik =0
ja neid nimetatakse vastavalt Cauchy esimeseks ja teiseks liikumisseaduseks.

Avaldisest (6.220), jareldub, et pingetensor peab olema siimmeetriline:
eft =0 = tj—ty =0, (6.221)

Jareldus: Kui liitkumishulk on lokaalses tasakaalus (ning mahu- ja pinnamo-
mendid puuduvad), on kineetiline moment lokaalses tasakaalus parajasti siis kui
pingetensor on siimmeetriline.

Seega, on meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponenti:
.\“HH N.ww www HHM — NMH NHw — .\\.wH .\“ww — N.\.ww st.

Y

t = te, =1t =" (6.222)
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Arvestades avaldisi (6.222) ning tostes ja langetades indekseid, saab anda Cauchy
esimesele litkumisseadusele (6.220), alternatiivseid kujusid —

"+ p (ff—d") =0,
wﬁi +p A\w — @wv = O“ Am.wwwv
t"+p (fF—d") =o0.

Enamgi veel, Cauchy liikumisseadusi on véimalik esitada ka fiiiisikalistes kompo-
nentides.

6.20 Liikumisseadused Lagrange’i koordinaatides

Cauchy liikumisvorrandid (6.220) on esitatud EK-s. Lagrange’i kirjelduse jaoks
toome sisse pingevektori T® ruumipunktis x, mis vastab deformeerumata pinnale
dA materiaalses punktis X = X(x, 1), nii et

tmda = t"day = T"dAg. (6.224)
Kuna da;, = MNN%&\&N ja dAg = ANIH.&WN&S& siis
th = J b g TE ja TF = JX5 itF (6.225)
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Piola (1833, 1836 ja 1848) toi sisse pseudopinge tensorid 7! ja T nii, et

TF = T8g = T8 g = TRECy. (6.226)
Ténapéeval on need tensorid tuntud kui estmene ja teine Piola-Kirchhoffi pseu-
dopinge tensor. Vv
Seosed Cauchy pingetensoriga:
HNJNQ _ rNxvmwm \ANE w\& _ KIH.&.\A NHNJNQ
TRE = TRIXE ) = JX5  XE M, (6.227)

tH = Jlgh gl  TKE 7KL= gl DKL,

Jérgnevalt defineerime tensori kovariantse tdistuletise. Kui AMF = AKF(X x),
siis kovariantne taistuletis

K k
ARk = ABF AME 4 ARE 4 Afm) ot (6.228)
’ ML ’ ml ’
prog e
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Niiiid saab avaldada Chauchy esimese liikumisseaduse 1abi tensori 75! —

s\ﬂ h
MJN\.AVNLIMNJN‘ ASNW@.NQNLINJN\A AN\NW |_|~Do A\J\A | D\\av ” O

ik (6.229)

MJNQAQA + Po A\\a - Q\av = 0.

Viimase puhul on arvestatud, et siin 7% = T%*(X). Cauchy teine liikumisseadus

saab kuju
TEFg™ o = THE™ 2 . (6.230)

Libi tensori 757 saavad liikumisseadused (6.229) ja (6.230) kuju

(
Aﬂwh&ﬁwv% + AA&M; "l g+ *@me &ﬁmv T + po (fF —a") =0,

\ MJNAN\ _ \.NJNNA.
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Energia ja entroopia

6.21 Energia jadvuse seadus

Globaalne energia jadavuse seadus on termodiinaamikas tuntud kui ter-
modiinaamika esimene seadus ja ta esitatakse kujul

K+&=W+Q, (6.232)

kus () on soojuse juurdevool ajaiihikus, ja teda moodetakse samades iithikutes kui
mehaanikalist voimsust V. Pideva massijaotusega keskkonnas

H
\nH |\b§@@&@ ,5 MH\bm&@“ a.mwwv
2 Jy y
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kus € on siseenergia tihedus. Mehaanikaline voimsus

S\H\ﬁ%@@&@ﬂLn\E%@@&@. (6.234)
S 1%
Soojuse juurdevool
@H\Q@QWQ@Jr\bb&@. (6.235)
S 1%

Siin ¢” on soojuse juurdevool pinnaiihiku kohta ja h — keha siseallikaist toodetud
soojus massiiithiku kohta.

Avaldame niitid koik valemis (6.232) olevad liikmed ldbi ruumintegraalide — vV
1 D D
K= \b@@@@&@Jr —v,vP UNA pdv)], £ = \bm%iwmb% dv)],  (6.236)
=0 =0

W= [0+ 70+ pfrulde. Q= [ @y oo (6237

Niiiid saame anda globaalsele energia jddvuse seadusele kuju

\ g =t vpy — ¢"p — ph]dv = \@@ ("7 + pf? = pa’) dv. (6.238)

v
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Lokaalse energia jadvuse seaduse saame vordusest (6.238) kui vaatleme integ-
raalialuseid avaldisi. Selgub, et p.p. olev integraalialune avaldis kujutab endast
litkumishulga lokaalse tasakaalu seadust ja on seega vordne nulliga. Seega, arves-
tades et t*"v,, = t*"d,,, saame

pe =t"d,. + ¢, + ph. (6.239)

Saadud diferentsiaalvorrand véljendab lokaalset energia jadvuse seadust ja teda
nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferentsiaalvorrandiks. Viimases aval-
dises esinevat mehaanikalist energiat

¢ = t"d,, (6.240)

nimetatakse pinge voimsuseks.

6.22 Potentsiaalne energia

Juhtul, kus vilisjoud f, on statsionaarsed saame tuua sisse potentsiaalse energia:

h=-U, U= \bQ&@. (6.241)
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Mehaanikalise voimsuse avaldis (6.234) saab niitid kuju

W = \ﬂ%@@&aﬁ — \b@%@@&@. (6.242)

Kuna
D

N\.\H o bQ&@H \b@&@ H \\QQ%@@&@. a.mﬁwv

siis saab avaldis (6.242) omakorda kuju
H%n\éﬁ%ﬁéw (6.244)
ja globaalne energia jédvuse seadus (termodiinaamika esimene seadus)

K+&E+U= \E@@%ﬁ + Q. (6.245)

S
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6.22.1 Entroopia tootmine

Lokaalne entroopia tootmine. Kasutame lokaalset energia jadvuse seadust
(6.239) ja jareldust Gibbs’i vorrandist (de = Ydn + 7%dv,,):

pe =t"d,. + ¢, + ph, E=UN+ 7%,

Kui elimineerida viimasest € ning arvestada, et entroopia tootmine on seotud vaid
pingetensori dissipatiivse osaga, saame lokaalse entroopia tootmise vorrandi

pIn = pt’dy + ¢°., + ph — pT V. (6.246)

Globaalne entroopia tootmine. Vastav vorrand saadakse kui integreerida
lokaalset entroopia tootmise avaldist (6.246) (avaldades elnevalt pn) iile mahu V
ning kasutada seoseid

U ° d
\ ondv = — [ pndv = H (6.247)
v Dt Jy
ja
1 g &, g \ G0
—q"pdv = = Lldo= [ =d Ldv. 6.248
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Globaalne entroopia tootmise vorrand avaldub seejérel kujul

. p
= [Lda,+ \ AD + %v dv, (6.249)
S v 1% Y
kus ]
A= T%i@ + ¢ (Inv) - Egi . (6.250)

Seega entroopia muutust pohjustavad: 1) entroopia juurdevool ¢”/9 ldbi keha
pinna ja 2) entroopia tootmine keha sees.

6.22.2 Entroopia seadus — termodiinaamika teine seadus

Globaalne entroopia seadus. Eksperimentaalsete tulemuste pohjal on teada,
et soojusallikatest vaba siisteem tarbib mehaanikalist t66d st.,

A > 0. (6.251)

Seega valemite (6.249)—(6.251) pohjal

. p
> [ Lda,+ \ P, (6.252)
L U
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Avaldis (6.252) valjendab globaalset entroopia seadust — summaarse entroopia
juurdekasv on suurem-vordne ldbi keha pinna toimuva entroopia juurdevoolu ja
keha siseallikaist toodetud entroopia summast.?’

Lokaalne entroopia seadus. Selleks et saada termodiinaamika teist seadust
lokaalsel kujul, minnakse avaldises (6.252) Greeni-Gaussi teoreemi abil iile ruu-
mintegraalile. Arvestades (6.247)

w
. @ bm
|| ||&Vo @.wmw

kust globaalse vorratuse lokaliseerimise tulemusena saame lokaalse entroopia sea-
duse i
. (q ph
— =] —=>0. 6.254
m=\g) ~ 5= (6.254)
Ellimineerime niiiid lokaalse energia jadvuse seaduse abil lokaalsest entroopiasea-
dusest kehasisest allikast toodetud soojuse h. Kasutades samasusi (6.248) saame

20Fringeni (1962)pohjal nimetatakse (6.252) Clausiuse-Duhemi vorratuseks. Tavaliselt esitatakse nimetatud
vorratus siiski lokaalsel kujul.
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Clausiuse-Duhemsi vorratuse

A 1
pli—=)+=t"du+

S+ @%5 >0, (6.255)

mis viljendab samuti lokaalset entroopia seadust.

Vorratusele (6.255) saab anda alternatiivse kuju, tuues sisse Helmholtzi vaba ener-
gia tiheduse

Y =¢e—Un. (6.256)
Funktsioon 1 véljendab seda osa siseenergiast, mis on voimeline tegema mehaani-

kalist t66d. Avaldades niiiid avaldisest (6.256) siseenergia tiheduse €, saame anda,
vorratusele (6.255) kuju

1
0

Vorratused (6.255) ja (6.257) peavad kehtima koikide termomehaanikaliste prot-
sesside puhul.

—p A@ + S%v + wi&i + Qw%uw > 0. Am.wwﬂv



