Peatiikk 7

Olekuvorrandid

7.1 Sissejuhatus

Vastavalt pideva keskkonna neljale pohiaksioomile oleme saanud pohivorrandite
siisteemi, mis koosneb kaheksast soltumatust vorrandist!.

1. Massi jidvuse seadus voib olla esitatud ruumilise pidevusvorrandi (4.7)

abil — 1 vorrand 5
0
Lt (o) (1)

Kiesolevas peatiikis on taas kasutusel DRK ja seega ei eristata ko- ja kontravariantseid koordinaate.
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2. Cauchy estmene litkumisseadus ehk liikumishulga tasakaalu seadus, naiteks
kujul (4.35); — 3 vorrandit

tikg +p (fx —ar) = 0. (7.2)

3. Cauchy teine litkumisseadus ehk kineetilise momendi tasakaalu seadus,
naiteks kujul (4.35)s — 3 vorrandit

tr = ti. Aﬂwv
4. Energia jadvuse seadus, nditeks kujul (5.11) — 1 vorrand
pe = tprdrp + qpp + ph. (7.4)

Ulaltoodud 8 vorrandit kehtivad iga mehaanikalise keskkonna (tahke keha, ve-
delik, gaas) puhul. Kuid sama geomeetria ja/voi massi puhul voivad erinevast
materjalist kehad voi keskkonnad kiituda sama valismoju all erinevalt. Moodu-
ka suurusega vélisjou toimel enamus tahkistest deformeerub kergelt, kuid ve-
delik hakkab voolama; puidust ja metallist kehad kédituvad sama geomeetria ja
sama valismoju korral erinevalt; jne.
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Kui ldheneda vorrandeile (6.1)—(6.4) matemaatiliselt, siis tuleb konstanteeri-
da jargmist fakti: selleks, et vorrandisiisteemil eksisteeriks iithene lahend, peab
tundmatute arv ja vorrandite arv olema vordne. Meil on kaheksa vorrandit.
Tundmatute arv on aga paraku tunduvalt suurem. Néiteks kui eeldame, et
fx, p ja h on antud, siis on tundmatuid kuusteist: v , tz;, g1 ja €. Kui tuua
mangu veel entroopia ja temperatuur ning elektrilisi ja keemilisi muutujaid,
ldheb asi aina hullemaks ning on selgemast selgem, et kaheksa vorrandiga pole
neid voimalik {iheselt maédrata ning on tarvis sisse tuua taiendavaid vorrandeid.

Kui aga ldheneda asjale fiiiisikaliselt, siis on selge, et erinevate materjalide eri-
nev kiditumine on médratud nende materjalide sisemise struktuuriga ja selleks,
et me saaks seda arvesse votta on vaja sisse tuua vastavad vorrandid. Eesti
keeles nimetatakse selliseid vorrandeid olekuvorranditeks.? Tahkiste korral seo-
vad nad tavaliselt omavahel pingetensori ja deformatsioonitensori ning vedelike
korral pingetensori ja deformatsioonikiiruse tensori. Teisisonu, tahkiste puhul
esitavad olekuvorrandid pingete ja deformatsioonide ning vedelike puhul pingete
ja deformatsioonikiiruste vahelisi seoseid. Pideva keskkonna mehaanika raames
voib enimtuntud olekuvorrandiks pidada (iildistatud) Hooke’i seadust, mida

21. k. constitutive equations
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kasutatakse nii lineaarses elastsusteoorias kui tugevusopetuses.

Oma olemuselt on olekuvorrandid materjalide kditumist kirjeldavad matemaati-
lised mudelid, mille kehtivust on kontrollitud eksperimentaalselt. Olekuvorran-
dite tuletamisel arvestatakse materjali (aine) omadusi, kuid neid ei tuletata
otseselt mitte iihestki fiiiisikaseadusest. Samas peavad olekuvorrandid téditma
teatavaid reegleid ning olema kooskolas tuntud fiiiisikaseadustega. Nende tule-
tamiseks on kasutatud/kasutatatkse mitmeid ldhenemisviise.

Puhtmatemaatiline viis ldhtub ideest, et nn. téielik vorrandisiisteem méaérab
fiitisikalise ndhtuse iiheselt. See ldhenemine voib aga viia ummikusse, sest (i)
matemaatilised tingimused (alg- ja rajatingimused) aproksimeerivad mingit
fiitisikalist ndhtus, kuid ilma fiitisikalise pohjenduseta ei saa seda teha; (ii) iihese
tulemuse (véljundi) noudest ei jareldu iihene {ilesande formuleering. Seega ei
pruugi saadud olekuvérrandid olla iihesed.

Statistilisel mehaanikal pohinev viis. Koik keskkonnad koosnevad osakes-
test — molekulidest, aatomitest jne. — mille vahel on sidemed. Rakendades
mehaanika seadusi neile osakestele saadakse statistiline mehaanika. Nimeta-
tud teooria puuduseks on see, et juba molekulide vaheliste joudude olemus on
iilikeerukas ja seega on tédpse mudeli koostamine samuti “pisut tiilikas”.
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Termodiinaamiline viis arvestab soojuse ja temperatuuri moju. Keerukaks
voib siin osutuda tugevalt mittelineaarsete voi tugevalt dissipatiivsete protses-
side kirjeldamine.

Pideva keskkonna fiiiisikast ldhtuv suund iihendab endas koéiki eeltoodud
meetodeid. Ei piiiita luua iihte iildist ja koigile materjalidele ning situatsioo-
nidele iihist olekuvorrandit. Voimalikud on siiski teatavad grupeeringud ja
tildistused (néiteks ideaalselt elastne keha, méluga materjalid).

7.2 Olekuvorrandite invariantsus

Olekuvorrand defineerib idealiseeritud materjali (keskkonna). Et selline ideaal-
ne materjal kirjeldaks fiiiisikalist materjali adekvaatselt, peab ta rahuldama
teatavaid fiiiisikalisi printsiipe.

1. Vilistamise (hiilgamise) printsiibid. Ukski olekuvérrand ei suuda siduda
koiki olekuparameetreid ja funktsionaale. Alati tuleb midagi hiiljata. Vaadel-
davad printsiibid méédravad mida ja millal hiiljata voib. Jargnevalt vaatleme
mond neist.
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la. Mélu (périlikkuse) arvestamine — materjali kiitumine ajahetkel ¢ on
madratud tema minevikuga kuni selle ajahetkeni (mélu). See on teatavas vas-
tuolus klassikalise Newtoni mehaanikaga, kus algtingimusega (¢ = 0) on nii
minevik kui tulevik téielikult médratud. Antud printsiibist lahtudes saame tin-
gimused, et hiiljata olekuvorrandist jargnevad ajahetked.

1b. Umbruse printsiip — hetkel ¢ ruumipunktis x asuva materiaalse punkti
X kaitumine on médratud vaadeldava materiaalse punkti X suvalise véikese
timbruse kditumisega.

la. ja 1b. kokku annavad determinismi printsiibi — Hetkel ¢ ruumipunktis
x asuva materiaalse punkti X kaitumine on madratud vaadeldava materiaalse
punkti X imbruse kditumise (liikumise) ajalooga.

1lc. Vordse kohaloleku printsiip ehk soéltumatute olekuparameetrite
valiku iihesuse printsiip — iihe teooria raames peavad sama materjali koik
olekuvorrandid sisaldama samu soltumatuid olekuparameetreid.

1d. Unifitseerimise printsiip — erinevad olekuparameetrid, mis iseloomus-
tavad erinevaid materjale voivad esineda koéigi materjalide olekuvorrandites.
(Kasutatakse juhul kui tahetakse luua iihist olekuteooriat erinevatele materja-

lidele.)
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2. Invariantsus koordinaatteisenduste suhtes nouab, et olekufunktsioo-
nid oleksid absoluutsed tensorfunktsioonid oma argumentidest — seega et nad
oleksid invariantsed koordinaatteisenduste suhtes.

3. Ruumiline invariantsus. Olekuvorrandid peavad olema invariantsed ruu-
mikoordinaatide jédiga liikumise suhtes. Fiitlisikaliselt tdhendab see seda, et ole-
kuvorrandid ei tohi séltuda vaatleja asukohast. St., et kui iiks liikumine toimub
teljestikus x hetkel ¢ ja teine teljestikus x” hetkel ¢’ siis olekuvorrandeis olevad
funktsioonid fi;(x,t) ja fr(x',t') oleksid samad (langeksid kokku).

4. Materiaalne invariantsus (materiaalne isomorfism). Kui olekuvorran-
did on invariantsed mingi materiaalsete koordinaatide teisenduse rithma suhtes,
siis Oeldakse, et olekuvorrandid omavad materiaalset siimmeetriat vaadeldava
teisenduse rithma suhtes. Naiteks peegeldused, poorded. Materjali stimmeetriat
on kasulik ette teada, sest see lihtsustab olekuvorrandeid. Naiteks on metalli-
de elastsed omadused antud punktis invariantsed igas suunas. Sellist materjali
omadust nimetatakse isotroopsuseks. Selle vastand on anisotroopne materjal. On
aineid, millel néiteks mehaanikalised omadused on isotroopsed, kuid elektrilised
anisotroopsed. Teine téhtis materjali omadus siin on homogeensus. Materjali,
mille omadused ei soltu materiaalsest koordinaadist, nimetatakse homogeenseks
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materjaliks. Vastupidisel juhul nimetame aga materjali mittehomogeenseks ehk
heterogeenseks.

5. Mootiihikutest soltumatuse printsiip ehk dimensionaalne invariant-
sus. Olekuvorranditesse kuuluvad materjalikonstandid voi moodulid peavad
olema mootiithikute suhtes invariantsed.

6. Sobivuse printsiip. Koik olekuvorrandid peavad olema vastavuses massi,
liikkumishulga, energia jt. fiiiisikaliste suuruste kohta kehtivate seaduste, aksioo-
mide ja pohiprintsiipidega.

7.3 Ideaalselt elastse keskkonna olekuvorrandid —
Greeni meetod

Ideaalselt elastne keha (keskkond) on keha, kus pinge soltub wvaid defor-
matsioonist. Tépsemalt Geldes, ideaalselt elastse keha korral (i) eeldatakse,
et viliskoormuse mojul ei toimu mitte mingeid elektrilisi, keemilisi ja ter-
modiinaamilisi néhtusi; (ii) keha jaoks defineeritakse loomulik olek, kus defor-
matsioonid ja pinged puuduvad, temperatuur ja teised véljad on konstantsed ja
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iithesugused igas punktis ning eeldatakse, et kui vilisjoud eemaldada, siis keha
loomulik olek taastub. Seega hiiljatakse temperatuur ja koik teised véljad, eel-
dades, et nad véliskoormuse méjul ei muutu. Jarelikult on tegu nullise dissipat-
siooniga ja jarelikult kogu energia, mis kulub deformatsiooniks, saab vélisjou
eemaldamisel tagasi. Sellisel juhul saab olekuvorrandi tuletamiseks kasutada
Greent meetodit, mille puhul eeldatakse, et siseenergia on deformatsiooni funkt-
sioon. Selliseid kehi nimetatakse tihti hiiperelastseteks kehadeks.

Definitsioon: Keha nimetatakse hiiperelastseks kui ta omab deformatsiooni-
energiat kujul

pof =2 =X (Xg, Tk, Orrc, P Ik, T i) (7.5)
nii et

%MU = tpd. Aﬂ.mv

Valemi (7.5) pohjal voib vaadeldav materjal olla mittehomogeene ja anisot-
roopne, gradiendid xj, g toovad sisse timbruse printsiibi. 2 séltub vaid konfigu-
ratsioonist hetkel ¢ ja mitte minevikust. Seega on tegu nn. lthtsa materjaliga,
mille mélu piirdub vaid algolekuga (loomuliku olekuga). Valemi (7.6) pohjal
pole antud keskkond soojust juhtiv.
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Lihtudes massi jaavuse seadusest ( pidevuse vorrand), invariantsuse nouetest
ja tensoranaliiiisist saab funktsiooni Y avaldisest (7.5) ellimineerida mitmeid
argumente ning niidata, et avaldis (7.5) on ekvivalentne avaldisega

Y =% (Xg, I, Cxr), (7.7)

mida késitletakse kui deformatsioonienergia funktsiooni iildist kuju. Teame, et
deformatsioonitensori C'xj, jaoks saab leida peaviaidrtused C, Cs, C3 ning, et
viimased on funktsioonid invariantidest 1o, Il ja IlIo. Seega saab deformat-
sioonienergia funktsiooni esitada kujul

S =% (Xg, I, C1, Co, C5). (7.8)

VOl

2 =% (Xg, I, Io, 1o, 110 | (7.9)

Oleme eelnevalt esitanud seosed erinevate deformatsioonitensorite ja nende in-
variantide vahel. Seega pole tegelikult vahet, millist deformatsioonitensorit tema
invariante voi peavaartusi kasutame:

Y =3 (X, Ix,C) = % (X, I, E) = 2 (X, Ix,c) = % Axpﬁmv e (7.10)
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Kokkuvoéttes: hiiperelastset keha saab kirjeldada deformatsioonienergia funkt-
stooniga >, mis on tihene funktsioon materiaalsetest koordinaatidest X, baasi-
vektoritest I ja iihest materiaalsest vor ruumilisest deformatsioonitensorist.

Homogeense anisotroopse materjali puhul saame valemist (7.7)
¥ =%YIg,Ckr), (7.11)
mittehomogeense isotroopse materjalt puhul
¥ =% (Xk,Ckr) (7.12)
ja 1sotroopse homogeense materjali puhu
¥ =% (Ckr) - (7.13)

Loomulikult v&ib ka avaldistes (7.11)—(7.13) kasutada Ck; asemel teisi defor-
matsioonitensoreid, nende peavéddrtusi voi invariante.

Asendades erinevate argumentidega deformatsioonienergia funktsioonid avaldi-
sest (7.10) (voi nende modifikatsioonidest (7.11)—(7.13)) avaldisse (7.6) saame
erinevaid materjalimudeleid kirjeldavad olekuvorrandid.
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7.3.1 Naiteid erinevatest materjalimudelitest

Boussinesq’i mudel [1870, 1872]. Deformatsioonienergia > argumendiks on
kas Cxp voi Efr. Valemist (7.6) saame niiiid

DI [9)Y
tridy = M@@Q Ckr = M@&?N&i&i. (7.14)
Kuna viimane peab kehtima iga dj; puhul, siis
)y . )Y
w\& = wbﬁHw KX = M@@Nh&?w&&i. ANHWV

Kelvini-Cosserat’ mudel (Kelvin [1863], Cosserat [1896]). Kasutab
Piola-Kirchhoffi pseudopinge tensoreid. Valemite (7.6) pohjal saadakse

)Y 0%

Tr = ja T = —.
Kl = m@ﬁzﬁuz Ja LKL Yo

Neumanni-Kirchhoffi mudel. Siin valitakse soltumatuteks muutujateks de-
formatsioonigradiendid z x ning lahtutakse Boussinesq’i mudelist (7.15). Aval-
dist

(7.16)

0 0% OEkr
@.&wk& N %@Nh @&wk&

(7.17)



7.3. Ideaalselt elastse keskkonna olekuvorrandid — Greeni meetod 7-13

teisendades saadakse sellest Neumanni mudelile ([1860]) vastav olekuvorrand

p 0%
e = — . 7.18
. Po @.&FN ThK A v
Kui tuua sisse tensor T, siis saame Kirchhoffi mudeli [1852]
)3
Tk = . 7.19
K= g (7.19)

Need avaldised kehtivad kokkusurutava keskkonna kohta. Kokkusurumatu ma-
terjali puhul voime ilma energia balanssi rikkumata lisada olekuvorrandisse
(7.18) nn. survelitkme, saades Poincaré mudeli [1892]

Tk K- (7.20)

Hameli (ruumiline) mudel [1912]°. Antud juhul on s6ltumatuteks muutu-
jateks deformatsioonigradiendid X ;. Koigepealt esitame valemi (7.6) kujul

p 95 D p 0%
thug = —ao—— (Xkxp) = ——=— Xk, U1 (7.21)
Po @Nmﬁw Dt Po @;X‘N}
3Ruumiline EK mottes.
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Kuna viimane peab kehtima suvalise vy, jaoks, siis

= -2 X (7.22)

Murnaghan’i (ruumilised) mudelid [1937]. Esitab ruumilised mudelid
-1

ldhtudes deformatsioonitensoreist C' i1, cir, ¢k ja e kui séltumatutest muutu-
jatest. Tulemused on jargmised:

P @MU %QNQ&
b = Tl 0Xyy XLk,
OC K J (7.23)
2p [9)y 2p ) 0 [9)Y
ty = ——Cim = ——Cim = — (Opm — 2€pm) ——.
. Po “ @Qﬁ: Po o @QS Po A " o v @QS

Markus. Koik eeltoodud mudelid kehtivad ka anisotroopsete kehade puhul kui
eeldada, et X soltub lisaks veel ka baasivektoritest 1.
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7.4 Elastse keskkonna olekuvorrandid — Cauchy
meetod

Cauchy meetodi korral eldatakse, et pinge on deformatsiooni funktsioon. Teda
voib késitleda kui alternatiivi Greeni meetodile. Ta kehtib ideaalselt elastsete
kehade jaoks kuid on laiendatav ka dissipatiivsetele siisteemidele, kus Greeni
meetod ei toota. Seega on Cauchy meetod iildisem kui Greeni meetod. Lopmata
viikeste deformatsioonide puhul annavad moélemad meetodid sama tulemuse.

Eeldame, et materjal on homogeenne ja anisotroopne ning pingekomponendid
on iihesed funktsioonid deformatsioonigradientidest x,, k, st.

ti = fr(Tm k) (7.24)

Kuna kéesolevas kursuses vaatleme nn. mittepolaarset juhtu (momentpinge
puudub), siis tx; = ty ja jarelikult ka fi; = fi ning tegu on vaid 6 funkt-
siooniga. Pérast invariantsusnouete téditmist saame pingekomponentide jaoks
avaldise

trs = PR XR X5 s, Frs(C) = 6pmbinCrrCns fri(C) (7.25)
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kus Frs(C) on siimmeetriline materiaalne tensor(funktsioon), mille komponen-
did avalduvad LK-s ja mida nim méjufunktsiooniks *.

Tensori C'k, asemel voib ka siin kasutada peavairtusi C7, Cy, ('3 vOi invariante
I, I, 1o, Seega voib mojufunktsioon omada néiteks kuju

Frs = Frs(Ic, e, IT1G). (7.26)

Kokkusurumatu materjali puhul asendadakse t,s summaga ¢, + p d,s (kus p on
hiidrostaatiline surve ning valem (7.25) saab kuju

lrs = =P %ﬁw + N@w%kﬁ%k%h. Aﬂwﬂv

Kuna antud juhul IIIs =1, siis saame iimber defineerida ka mojufunktsiooni
(7.26)
Frs = Frs(Ic,1c). (7.28)

Kui materjal on anisotroopne, siis lisandub veel argument Iy, kui aga mitteho-
mogeene, siis X.

Analoogiliselt Greeni meetodile saab anda olekuvorrandile (7.25) alternatiivseid
kujusid kui kasutada teisi deformatsioonitensoreid c, E, e .. ..

41.k. response function
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7.5 Isotroopse ideaalselt elastse tahke keha
olekuvorrandid

7.5.1 Greeni meetod

Rakendame Greeni meetodit ning eeldame, et isotroopne ideaalselt elastne keha
omab deformatsioonienergiat ehk elastse pinge potentsiaali kujul

» = %(X, 1,11, 1II), (7.29)

kus I, IT, IIT on invariandid iihest deformatsioonitensorist C, ¢, E jne. Lahtume
Murnaghan’i mudelist (7.23), —

2p )Y
ty = — Lo 92 7.30
& Po o ocim, A v
Osatuletis
0y, 0¥ dl N 0% 011 n 0% Ol (7.31)
Ocyy, Ol Ocy, - Ol ey, OUL Dy .
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Kasutadades invariantide I., 11, ja III. (tegelikult determinantide) arvutusvale-
meid, saame avaldada osatuletised invariantidest kujul

Ol o1l OI11
< = %5 ) < = Ho%S — Cml, :
@QS / @QS Lo @QS

Kuna p/p, = 1/j = /111, siis téhistades

= CrnCnl — LeCrt + 110,10 Aﬂwwv

( 3 O%
@OA ) v A v @MHHO
)Y )Y
{ ai(X, 1, 10, T11,) = —24 /111, A o %Qv v (7.33)
0%
\ Q\M Axu HQu H—HH_HQu HH_HHOV — M HHHO%

ja kasutades valemeid (7.31) ja (7.32) saame anda avaldisele (7.30) kuju

ti = apdp + a1Ck + aoCrmCmi- Aﬂ.w%v
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Et saada lahti cp,,cp,, tiiiipi liikmetest kasutatakse Cayley-Hamiltoni teoreemi
maatriksi [c] jaoks® ning elimineerime selle abil cj,,c,,; valemis (7.34). Tule-
musena saame pinge-deformatsiooni seose, mis on tuntud kui Fingeri [1894]

olekuvorrand — !
th = b_1 c iy + boOg + bicy, (7.35)
kus ) 95
by =2(I01,)? ==
1= 2(lL) A1l
0 0
b = —2+/111. | II,.— + III. : .
) o, e, (7.36)
0
by = —2/11I,—.
! oL,
Kokkusurumatu materjali puhul III. = 1 ja lisandub hiidrostaatiline surve p —
0> 1 5)
ti = —po 2 —2 : 7.37
il DOkl + @H\m C kl @Eﬁ Cli ( )
Viimane on tuntud kui Ariano [1939] ja Rivlini [1948] olekuvorrand.
SMaatriks [ck] rahuldab karakteristlikku vorrandit crpmCmncni — LeChmCmi + Hecgy — Mg = 0
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Loomulikus olekus on keskkond pinge- ja deformatsioonivaba. Pannes tingimuse
ti = 0 olekuvorrandisse (7.35), saame tdiendava tingimuse deformatsiooniener-

gia funktsioonile > —
1)) 1)) 1)
@Wm o + 2 %EM o + ﬁ o = 0. (7.38)
Varrandi (7.35) saab esitada ka 14bi peapikenemiste ja peapingete:
to = b A2 + by + biA% (7.39)
On loomulik eeldada, et
ta > tg alati kui A\, > Ag. (7.40)
Avaldades valemites (7.36) invariandid peapikenemiste )\, kaudu, saame vorra-
tusest (7.40) (kasutades (7.39)) lisatingimused olekuvorranditele
0 + A2 0% 0 (7.41)

@Hw @mzw -

Samad tingimused (7.41) kehtivad ka kokkusurumatu materjali jaoks.

v
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7.5.2 Cauchy meetod

Lahtudes paragrahvis 7.4 toodud mudelist on voimalik jouda olekuvorrandini

-1

IH

th = 900k + 1 < Kkl + G2 Ckm Cmi;

(7.42)

kus g, soltuvad vaid deformatsioonitensori invariantidest. Rakendades viimasele
avaldisele Cayley-Hamiltoni teoreemi saame olekuvérrandi

1
ti = h_1 cp + hodg + hicp,

kus

hoi=g1+ gl ho=go— gll,

\S == .QMHHMMH

(7.43)

(7.44)

ja mis on kujult sama, mis Greeni mudelile vastav olekuvorrand (7.35). Gree-
ni meetodi elastsuskonstandid b, avaldusid 1dbi potentsiaali .. Konstantide A,
seos selle potentsiaaliga vajab selgitamist. Nimelt, saab naidata, et kui h, ra-

huldavad tingimusi
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@%ﬂ a Lrwﬁ\w“
A w e mww Wm i %m @%M (7.45)
, \wH 111 wwm —h.q+ :mwmm + I wmo

siis leidub deformatsioonienergia funktsioon ¥ nii, et Greeni meetodil saadud
olekuvorrandid (7.35) iithtivad Cauchy meetodil saadud vorranditega (7.43).

Seega toepoolest on Cauchy meetod {ildisem.

7.6 Isotroopsete ideaalselt elastsete tahkete kehade

olekuvorrandite aproksimatsioonid

Lopmata viikeste deformatsioonide puhul annab Cauchy meetod 36 elastsus-
konstanti, Greeni meetod aga 21. Nii 21 kui 36 konstanti on liiga palju. Katseli-
selt pole neid voimalik méarata. Seega on vaja asendada olekuvorrandid teiste,
neist vihe erinevate vorranditega. Selleks on vaja matemaatilisi ja fiiiisikalisi

lisaeeldusi, mis mudelit lihtsustaksid.
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Néiteks:
1) Materjali deformatsioonipiirkond enne purunemist on piiratud — osa mater-

jale puruneb juba véiikeste deformatsioonide puhul.
2) Kokkusurumatu materjali mudel — osadel kehadel muutub maht viga vihe.

Poliinomiaalne aproksimatsioon deformatsioondes’

[ga meid huvitav funktsioon on arendatav astmeritta. Olgu potentsiaal (defor-
matsioonienergia) ¥ funktsioon mingist deformatsiooni méddust. Arendame ta
ritta nn. loomuliku oleku suhtes. Olgu néiteks > = X(Exy) voi X = X(ey) ja
arendame nad astmeritta C'xr = 0x 7, VOl ¢ = 0x; Umbruses. Sailitades liitkmed
vaid teatud astmeteni, saame kaks enamlevinud aproksimatsiooni

1
2 = aplpt (Ae + 24p) (Ig)*+2upllp+lg (1) +mplpll p+ngllly ... (7.46)
ja
1
2= ace+ 5 (A + 2c) (1) 4 2pedle + 1o (I)° + m L IL, + n I, ... (7.47)

Kasutades E ja e invariantide vahelisi seoseid saab tuletada vastavate konstan-
tide vahelised seosed (mida siin ei esita).

STapsemalt deldes kasutatakse siin Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite komponente
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Kelvini-Cosserat’ mudeli (7.16),, s.o.

>

Tk, = ——
KL B

pohjal saame niiiid

Tir = |ap + Aplp + (3lp +me) (Ip)” + (mp +np) g + .| O+ (7.48)

+ Etm — Asm + va Ig+.. g Err + G@m + .. v ExvEvr.
Murnaghan’i ruumilisest mudelist (7.23), s.o.

p 0%
th=— (0 m — 2€km )
& Po A g ok v @m?:

aga saame

Qe
2
+ Q Okt + [2 (e — ) — (Me + ne + 2Xe + 20 — 20) Lo + .. ] e+

lp = ﬁQm + Av,m - va I + AwNm +me — Ae — v AHmvw + Asm T ne — mev le+

+ (—4pe +ne + - . ) €rmemi-
(7.49)
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Nii vorrandis (7.48) kui ka (7.49) on piirdutud deformatsioonikomponentide
ruutudega — korgemat jéarku liikmed on hiiljatud.

Loomulikus olekus E = e = 0 ja seega Tk = agdkr ja ty = a0, mis esitab
hiidrostaatilist survet p = —arp = —a,.. Kui loomulik olek on pingevaba, siis
ap = o, = 0.

Nn. esimest jarku teooria annab vtl. juhul olekuvorrandid

Tk = Aelpdkr + 2upExr

7.50
ter = Aeledpr + 21tk (7.50)

See pole aga mitte midagi muud kui iildistatud Hooke’i seadus’ klassikalise (st.
lineaarse) isotroopse elastsusteooria jaoks ja konstandid A ja g on tuntud kui
Lamé konstandid ehk Lamé koefitsendid ® , mille seos tugevusopetusest tun-
tud Youngi mooduli F, Poissoni teguri v ning nihkeelastsusmooduliga G on
jargmine:

Ev

A= T n=G. (7.51)

"Eringeni pohjal on see tuntud ka kui Hooke’i-Cauchy’ seadus.
8Elastsusteoorias on kombeks nimetada valemites (7.48) ja (7.49) esinevaid konstante jirgmiselt o — esimest
jarku elastsuskonstant; A\, u — teist jarku elastsuskonstandid; I, m,n — kolmandat jérku elastsuskonstandid.
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Selle teooria puhul on deformatsioonid nii véikesed, et erinevus Ex 1, ja e vahel
kaob ning e;; asemel vaadeldakse lopmata véikeste deformatsioonide tensorit

~ H_y
erl = M Aﬁ\i -+ Qzﬂv . Aﬂmwv
Pannes (7.52) ja (7.50), Cauchy esimesse litkumisseadusse, saame vorrandi
A\( + tmv:?i + Uy Kk + P g - Sv =0, Q.mwv

mis on tuntud kui Navier’ vorrand ning méngib fundamentaalset rolli klassika-
lises homogeensete isotroopsete elastsete kehade elastsusteoorias.

Kokkusurumatu materjali jaoks kasutatakse tavaliselt Mooney- Rivlint arendust,
mis on leitud olevat mugavam —

2= a, Qu - wv A:.m - wv u (7.54)
r=0 s=0
Tavaliselt kasutatakse siin varianti, mille korral jédvad alles vaid liikmed, kus
r=0,s=1jar=1,s=0, st.,
Y= a AJ - wv + 3 A:w - wv | (7.55)

kus a > 0 ja 8 > 0 on tarvilik ja piisav, et > > 0.
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Poliinomiaalne aproksimatsioon siirdegradientides

Deformatsioonienergia funktsiooni on véimalik avaldada kui poliinoomi siirdeg-
radientidest Uk 1 vOi ug; —

=21+ 20+ -+ XN Aﬂmmv
Kus Xj; on M astme homogeene poliinoom gradientidest Uk . Kui loomulik 1
olek on pingevaba, siis 1 = 0, iilejadnud soltuvad E-st. Teist jarku aproksi-
matsiooni jaoks naiteks ¥ = Yo = AxrunErrEyvN, kus materjalikonstandid

\:mhiz U@@/\@Q rahuldama ﬁﬂ%:ﬁﬂﬂ \:«&:2 = \:&Q&Z = \QNNZNE = \KEZNN;
mis tagab, et > > 0.
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7.7 Elastsusteooria pohivorrandite siisteem

Elastsusteooria iilesannete lahendamiseks tuleb koostada vorrandisiisteem, mil-
lel lahend peab olema iihene. Selleks tuleb kasutada jadvusseadusi, olekuvorran-
deid, geomeetrilisi ja kinemaatilisi seoseid, alg- ja rajatingimusi ning va-
jadusel ka pidevustingimusi. Kéesolevas paragrahvis esitame elastsusteooria
pohivorrandite siisteemi’ tahkiste jaoks ja jirgmises vaatleme vedelikke. Liht-
suse mottes piirdume ka tahkiste korral Euleri koordinaatidega.

1. Massi jidavuse seadus.

|
L P (7.57)

2. Cauchy I ja II liikumisseadus.

tig +p (fx —ax) =0,

7.58
tk = tig.- ( )

9Vaib 6elda ka elastsusteooria fundamentaalne vérrandisiisteem. Tihti 6eldakse ka, et tegu on nn. kinnise
vorrandisiisteemiga ( i.k. closed system). Viimase all moistetakse peaasjalikult just seda, et vorrandisiisteem
oleks selline, millel on iithene lahend.
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3. Keskkonna olekuvéorrandid (isotroopne keskkond).
a) kokkusurutav — néiteks Fingeri olekuvérrand (7.35)

-1
thy = b_1 ¢y + boOr + bicy, (7.59)
( 5 0%
by = 2(IL,)% 2=
1= 2(lL) A1l
ox ox
{ by = —2+/1IL, A:@ﬂ +IIL, @EQV v (7.60)
ox
by = —2+/1I1,—.
! oL,
b) kokkusurumatu — néiteks Ariano-Rivlini olekuvérrand (7.37)
0% 1 )Y
ty = — 2 —2 . .61
ki POk + oL, Cri 1L, Chl (7.61)
Olekuvorrandid peavad rahuldama lisatingimusi (7.41)
ox )y
22 > (. .62
oL, " Mearr, = (7.62)
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4. Geomeetrilised ja kinemaatilised seosed.

Deformatsioonitensorid —
1

Crl = ;vmwm“\?vm‘h} Ckl = Tk,KX] L- Aﬂmwv
Kiirus ja kiirendus —
Du;,  Ou Dv,  Ov
_ %k _ Y% G . 7.64
R T T (7.64)

5. Alg- ja rajatingimused. Algtingimused kirjeldavad olukorda mahus V
alghetkel t = 0 —

RwAvﬁ Ov = X0k, &wﬁvﬁ Ov = Vok- Aﬂ.mwv
Kui keha pinnal (keskkonna piiril) S on pinged Ly teada, siis
tm)k = tiwny = S, pinnal S. (7.66)

Kui teame pinna S siirdeid, siis voime kirjeldada kas xj voi u; pinnal S.
Voimalik on ka nn. segarajatingimuste juht, kus osal rajapinnal on antud siir-
ded, osal pinged.

6. Sobivus- ehk pidevustingimused. Juhul kui pohimuutujateks on defor-
matsioonid v6i pinged, voi kui teoorias esineb olulisi lihtsustusi (néiteks plaatide
ja koorikute teoorias), liheb vaja veel nn. sobivus- ehk pidevustingimusi.
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7.8 Vedelike diinaamika

7.8.1 Stokesi vedelik ja Newtoni vedelik

Eelmistes alajaotustes vaatlesime elastseid materjale, st. materjale, kus pinge
soltus vaid deformatsioonist. Taoliste materjalide puhul on téhtis teatud defor-
meerumata olek, mida nimetetakse loomulikuks olekuks. Selline kditumine on
tavaliselt omane tahkistele (tahketele kehadele).

Teise tédhtsa materjalide klassi moodustavad vedelikud. Tegelikult on koik vede-
likud kokkusurutavad ja viskoossed. Kuna aga nimetatud omadused varieeruvad
vedelike puhul viga suurtes piirdes, siis on véga tihti véimalik vdhemalt iiht
neist hiiljata. Vaga suur osa vedelikest on praktiliselt kokkusurumatud. Edas-
pidises piirdumegi vaid kokkusurumatute vedelikega.

Viskoossete vedelike puhul on leitud, et pinged séltuvad deformatsiooni kiiru-
sest. Téapsemalt Geldes, pingetensor soltub deformatsioonikiiruse tensorist. Sel-
list vedelikku nimetatakse Stokes: vedelikuks. Vedelikku, mille korral viskoossed
efektid on hiiljatud, nimetatakse ideaalseks vedelikuks.
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Stokesi vedeliku olekuvorrand on esitatav kujul

ti = —por + ptu(dys), ptr(0) = 0. (7.67)

kus p on hiidrostaatiline surve ja pty; viskoossusest pohjustatud dissipatiivne
pinge. Kui deformatsioonikiirus on null, on null ka vastav dissipatiivne pinge.
Kui kokkusurumatu vedeliku olekuvorrand on esitatud kujul

ti = —por + 2pdyy, (7.68)

st., pinge pti; ja deformatsioonikiiruse dj; vaheline seos on lineaarne, siis nime-
tatakse teda Newton: vedelikuks. Viimases nimetatakse kordajat pu > 0 wviskoos-
suskoefitsendiks.

7.8.2 Vedelike diinaamika pohivorrandite siisteem

Vedelike diinaamika pohivorrandite siisteem on oma olemuselt analoogiline
elastsusteooria pohivorrandite siisteemiga, koosnedes jadvusseadustest, ole-
kuvorrandeist, kinemaatilistest (geomeetrilistest) seostest ning raja- ja algtin-
gimustest.
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1. Massi jidavuse seadus:
dp
o + OQSNV} = 0. (7.69)
2. Cauchy I ja II liitkumisseadus:
trig + — =0,
kil T P Cﬁw SL Q.ﬂov
bl = ik
3. Olekuvorrandid (kokkusurumatu Stokesi vedelik):
th = —por + ptu(dys), ptr(0) = 0. (7.71)
Aproksimatsioonid
1) Lineaarne (Newtoni vedelik)
ty = —pog + 2pd; . Aﬂﬂwv
2) Ruutpoliinoom
tr = |@%§ + ady; + aodimdm, Aﬂﬂwv
7.8. Vedelike diinaamika 7- 34
kus kordajad
ay, = oy (g, Iy), v=1,2 (7.74)
peavad rahuldama tingimusi
—2a11; + anIll; > 0. Aﬂﬂmv
4. Kinemaatilised seosed:
Deformatsioonikiiruse tensor
2d;; = Vil + ULk Aﬂ.ﬂmv
kiirus ja kiirendus
Dz, Duv,.  Ovg !
_ 2k _ - _ . 7.77
Up Dr af Dt o1 + Uk, 10 ( )
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5. Raja- ja algtingimused:

Kui pinge ty), on ette antud pinnal S, siis rajatingimused esitatakse kujul
Q:FHS\ASN = Sk, @wbbm_ S. Aﬂﬂwv

Lamb toestas, et vabal vedeliku pinnal voi eri vedelike kontaktpinnal peab pin-
gevektor olema pidev funktsioon. Siit jareldub kiirusvektori pidevus vaadeldaval
pinnal.

Tahke keha ja vedeliku kontaktpinna puhul on vaidlusaluseks kiisimuseks olnud
hoorde arvesse votmine. Klassikalises teoorias hooret ei arvetata, st. kiiruste
erinevus vedeliku ja tahke keha pinnal

Av = 0. (7.79)
Levinuim kompromiss —
Av, =0, Av; = Kty, (7.80)

kus indeksid n ja t tdhistavad kiirus- ja pingevektori normaali ja puutujasuuna-
lisi komponente. Koefitsent x soltub termodiinaamilistest muutujatest. Uldiselt
on x vaartus nulli ldhedane, v.a. viikestel survetel.

7.8. Vedelike diinaamika 7-36

Algtingimustega antakse ette kiiruste vili v kogu vedeliku mahu V ulatuses, st.
v(x,0) = vo(x). (7.81)

Seega méédratlevad alg- ja rajatingimused vedeliku oleku vastavalt alghetkel
ja vaadeldavat mahtu V timbritseval pinnal S. Nad peavad olema sellised, et
vorrandisiisteemi lahend oleks iihene.

Ulaltoodud vérranditele ja seostele voib séltuvalt iilesande iselooomust lisan-
duda néiteks energia jadvuse seadus, Fourier’ soojusjuhtivuse seadus jne., jne.

7.8.3 Navier’-Stokesi vorrandid

Kui asendame pingetensori olekuvorrandist (7.68) Cauchy esimesse liikumissea-
dusesse (liikumishulga tasakaalu seadus)

teg + p(fr —ax) =0

ning arvestame, et deformatsioonikiiruse tensor

2dp = (Ve + vik),
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siis saame kuulsad Navier’-Stokesi vorrandid kokkusurumatu materjali jaoks —
@@w
P A| + Vg NSV =pfr — Pr+ [ A@i + S“ka . Aﬂ.mwv

Kokkusurumatuse tingimust voib vaadelda kui tiheduse p konstantsust ajas
% = 0 jaruumis V - p = p. = 0. Seega, lokaalse massi jadvuse seaduse pohjal
dp
ww
|o
Seega on vedeliku kokkusurumatuse tingimus véljendatav kujul

V.-v= Vg ke = 0. Aﬂmwv

Teisisonu, kokkusurumatu vedeliku puhul on kiiruse divergents null. Vedelike
korral on tingimust (7.83) mugav kasutada, sest nende kéitumise uurimisel ongi
peatdhelepanu pooratud kiirusele v.

+(pvk) ) = Pk Uk + pUkE = pUkk = 0.
-0

Arvestades kokkusurumatuse tingimust (7.83) on vorrandi (7.82) p.p. viimane
liige vy = (vi1) .1 = 0 ja Navier’-Stokesi vorrandid (7.82) saavad kuju

@@
A mw + Uk Ev Hb?lﬁw._.te?:. Q.mb
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Viimased vorrandid voib esitada ka nn. vektorkujul:

pv = pf — Vp+ uViv. (7.85)

Kui kasutada nn. klassikalist DRK tahistust (koordinaadid z,y, z, massijoud

f = (fa, fy, f2), ja kiirus v = (v, v,,v,)) siis saavad Navier’-Stokesi vorrandid

(7.84) kuju

A@@& OV, OV, @@av F @ﬁ A@w@a 0%v, ww@av
= Pl 3

* "9 ._. Y dy v 0z Ox? * 0y? * 022

vy vy vy dv,\ m@ O*v,  O%v, v,
< A +§ +§®@+@Nmm =pfy — =+ pu @&m+®@m+®mw v

A@S Ov, 0v. @@Nv _uf @@ AQMS 0%v, mweav

+ @a + v + v, + =+
Y Oy 0 oxr?  Oy? 02?2

(7.86)
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7.9 Elastsuskonstantide eksperimentaalne maidramine

7.9.1 Sissejuhatus

Klassikalises elastsusteoorias vaadeldakse homogeenseid isotroopseid lineaarselt
elastseid kehasid ja kasutatakse kahte materjalikonstanti — nn. Lamé konstan-
til¥ — X, ja p. ning olekuvorrandina iildistatud Hooke’i seadust

tr = ymMSS%E + thm\&. Aﬂmﬂv
Nende konstantide méadramine on suhteliselt lihtne. On vaja sooritada vaid kaks
eksperimenti — tomme ja nihe. Mittelineaarse teooria olekuvorrandid homo-
geensele isotroopsele materjalile omavad aga tunduvalt keerukamat kuju. Kok-
kusurutava materjali puhul néaiteks

1
th = b_1 ¢ + bodg + bicy,

kus konstandid b, soltuvad deformatsiooonitensori invariantidest I, IT ja III.
Elastsuskonstantide méddramine on siin tunduvalt keerulisem, sest keskkonna
mittelineaarsuse tottu ei saa kasutada superpositsiooni printsiipi. Koefitsendid

10V5ib loomulikult kasutada ka tugevusépetusest rohkem tuntud kahte konstanti — Youngi moodulit E ja
nihkeelastsuskonstanti G.
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b, piilitakse méarata labi potentsiaali Y. See lihtsustab kiill asja, kuid kokkusu-
rutavate materjalide puhul on praktiliste tulemuste saamine, vihemalt Eringeni
andmeil, iilimalt keeruline. Alljargnevalt vaatleme kokkusurumatuid materjale,

mille olekuvorrandid avalduvad kujul.
0% -1 [9))

b = —pO + 2= ¢ — 2—
ki POy + C kil @E@%

o (7.88)

kus invariandid vastavad deformatsioonitensorile M? ¥ = 3(I,1) ja III = 1.
Kuna deformeerumata olekus I = II = 3, siis on leitud, et potentsiaali > voib
esitada jargmise rea kujul

5 = WU (I — 3)™(I1 — 3)", (7.89)

m,n=0

kus «,,, on konstandid ja agy = 0. Kuna véikeste deformatsioonide puhul on
suurused I — 3 ja II — 3 véikesed, siis piirdutakse reaga

X = QHOQ — wv + Qp1 AHH - wv Aﬂwcv
Kummilaadsete materjalide puhul kasutatakse potentsiaali

¥ = ay(l - 3). (7.91)
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Selliseid materjale voiks eesti keeles nimetada (inglise keele eeskujul) wuus-
Hooke’i materjalideks voi neo-Hooke’i materjalideks'. Kui (7.91) ei rahulda
siis kasutatakse ka potentsiaali

Y = (I —3) + f(IT - 3), (7.92)

kus f soltub vaid argumendist II.

Jargnevalt esitatakse iilevaade moningatest eksperimentidest, mis algselt on
teostatud Rivlini ja Sandersi poolt. Nimetatud teadlased korraldasid terve rea
eksperimente , kummist lehega”, kus tekitati selliseid homogeenseid deformat-
sioone, kus iiks invariantidest I voi II omas fikseeritud véartust. Eksperimen-
tideseeria tulemusena saadi olekuparameetrite m|m ja % ning invariantide I ja
IT vahelised soltuvused. Nii suurte kui véikeste deformatsioonide puhul ilm-
nes eksperimentaalseid ebatédpsusi, naiteks kui invariandid I ja II olid viiest
viiksemad, muutusid tulemused vaga tundlikuks eksperimendi vigade suhtes.

Olekuvorrandis (7.88) esinev tundmatu rohk p méarati rajatingimustest.

U1, k. neo-Hookean materials. Materjale, mille korral materjali kiitumine on kirjeldatav Hooke’i seaduse abil
nimetatakse inglise keeles Hookean materials.
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7.9.2 Puhas homogeenne deformatsioon (kokkusurumatu
lehe iihtlane laienemine)

Katse skeem on kujutatud joonisel 7.1. Ruu- T

dukujulist 6hukest kummist lehte tommatak-

se risti kiilgedega. Pikenemiskoefitsentide )\,

ja Ay arvutamiseks tuleb moota lehele joonis-

tatud ruutude kiilgede pikkused deformeeru- MW mTIIWW

nud olekus. Ruudu kiilgede pikkusiihiku kohta — P

mojuvad joud ¢ ja to saadakse mootes vedru-

des mojuvad joud.

Léhtume Fingeri olekuvorrandeist (6.36), mis

puhta homogeense deformatsiooni korral saa- i

vad W&CB Joonis 7.1: Puhta homogeense defor-
T 209 b il tore ristuvates s

the = —p+ wyMM ~ o (7.93)  qades

12yt. A. Salupere, Elastsusteooria (tehnilise fiiiisika erialale) loengukonspekt.
http://cens.ioc.ee/~salupere/lk/elastsus_2.pdf
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Kuna pindadel z = +H/2 (kus H on lehe paksus) t33 = 0, siis saame viimasest
avaldisest ellimineerida p —

( 1\ /0% 0%
o2 2
fu Ar ygv A% i ywmzv

< p 1 0% ,0% (7.94)
too =2 (A, — AN —
. A 2~z ) \ar Tham )
Ltz =1 =0, k#I
Kokkusurumatuse tottu AjA2A3 = 1. Seega invariandid
1 1 1
I=M4+ X+ , Il = + AN IIT = A2M302 = 1. (7.95)
1 2 V/WVW v/w v,w 1712713
Lehe serva pikkusiihiku kohta méjuvad joud ¢, ja to avalduvad jargmiselt
H H
t1=1 to = loo— 7.96
1=ty 2 = tazy s ( )
kus nii serva pikkus kui lehe paksus H on moodetud mmmoH.Bm@EB@ﬁm olekus.
Avaldistest (7.94) ja (7.96) saame avaldada osatuletised mm ja % soltuvana
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joududest t; ja to:
(0% 1 [ Nt /H) At/ H) ]
) Ol 2007 = XA3) [A2 = A2 A2 — A2\ (7.07)
0% _ 1 Mt /H)  M(t/H) |
O 2003 = AD) [ A2 =A% A2 = A7

Mootes niiiid ;1 ja t9 etteantud Ay ja Ay puhul, saab leida vastavad 2 E ja %

vaartused. Avaldiste (7.95) wmco_: mmm:bm omakorda vastavad I ja Il vadrtused
ning meil on voimalik esitada 2 2 ja m: = kui invariantide I ja II funktsioone.

Eksperimendi kédigus muudeti A\; ja Ao vaartusi nii, et emb-kumb, kas I voi 11
oli jadv. Avaldise (7.95) pohjal

M H

5 AG I E: /\ﬁ - v@w - @:ww . 1= const.

1
ywnmwaHTzww H/\:| vwlsﬁu I = const.

Seega pole pikenemiskoefitsente A\ ja Ao voimalik suvaliselt ette anda — fiksee-
ritud I ja II puhul on tegu suletud koveratega A\ — Ay tasandil (vt. joonis 7.2).

(7.98)
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Punktiirjooned esitavad koveraid Ay =
A2 (t2 =0) ja Ay = A\y? (t; = 0), mis

_ o 25
vastavad tombele servade sihis.

Tehtud eksperimendid néitasid, et 20

e 0>/01 on konstantne piirkonnas
5 <I<12jab < II < 30 ning
0% /011 on vaid II funktsioon;

o suhe (9%/011)/(92/01) ~ 1/8

invariandi II vaikeste vaartuste

A, 15

1.0

05

jaoks ning kahanes kiiresti suure-

mate puhul; 0 05 10 15 20 25 30
A

e avaldist (7.92) voib kasutada si-

) L . . Joonis 7.2: Pikenemiskoefitsentide \; ja Ay va-
seenergia X ja invariantide vahe-

) N ) o heline soltuvus invariantide I ja II erinevate
lise soltuvuse aproksimeerimiseks yssirtuste puhul.

(moaistlikes piires).
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7.9.3 Puhas nihe

Puhas nihe'® on selline homogeenne deformatsioon, mille puhul iiks pikene-
miskoefitsentidest, néiteks Ao, hoitakse konstantne ja teisi kahte muudetakse.
Valemite (7.94), ja (7.96) pohjal

H @m @m
anm Ay - v A + yw|v . (7.99)
! Poosaz) \ar T 2o

Hoides niiiid Ay = const. ja moodtes t; erinevate \; puhul saame joonistada suu-
ruse 0 /01 + A30% /011 soltuvana teisest invariandist I1. Kuna suurusel 9% /01
leiti olema konstantne vadrtus 5 < I < 12 ja 5 < II < 30 puhul, siis saa-
me esitada ka 0% /011 ja II vahelise soltuvuse. Joonis 7.3 kirjeldab vaadeldavat
eksperimenti. Kitsas 6huke kummiriba on kinnitatud klambrite C ja Cy vahe-
le. Kui rakendada risti klambritega joud ¢; (moodetunan pikkusiihiku kohta)
siis tekib joonisel kujutatud deformatsioon. Riba keskosa deformatsioon on ap-
roksimeeritav puhta nihke kaudu. Joonisel 7.4 esitab kover A katsetulemusi
Ay =1 jaoks ja kover B Ay = 0,776 jaoks. Eelmisena vaadeldud eksperimendis e
tuvastati, et (0%/0I1)/(0%/01l) = 1/8 kui Il = 5. Ay = 1 puhul saab niiiid

131, k. Pure shear
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Joonis 7.3: Puhta nihke eksperi-  Joonis 7.4: Suurus 9% /01 + A\30% /011 soltuvana invarian-
ment. dist II. Kover A vastab puhtale nihkele (Ay = 1) ja kover
B nihkele koos tombega (A2 = 0, 776).

jooniselt 7.4 médrata suuruse 0% /01 + 9% /011 vidrtuse (A = 1 !). Edasi saab
leida, et IT = 5 puhul 93/91 = 1,84 kg/cm? ja 92 /011 = 0, 23 kg/cm?. Eelmise
eksperimendi pohjal eeldatakse, et 9%/01 = 1,84 kg/cm? = const. ja % /011
soltub vaid invariandist II. Seega saab méédrata 0% /011 véiartused suvalise 11
vaartuse jaoks. Kover B joonisel 7.4 esitab eksperimendi tulemusi Ao = 0,776
jaoks. Need tulemused ldhevad hésti kokku tulemustega, mis saadakse avaldi-
sest 9% /0140, 77620% /011, kui suurused 9% /91 ja 03 /011 votta eksperimendist,
kus Ao = 1.
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7.9.4 Tomme

Témbe'* puhul tyy = t33 = 0. Seega vottes avaldises (7.94), tye = 0 saame

A=)y RSN, Avaldis (7.94), ja invariandid saavad niiiid kuju

t =2 >M|W %+w% : Hnyfw :uwy+w. (7.100)
Katsekehaks on siin iihtlase ristloikega <kummikangs>. Rakendatav pikijoud
N = Aty /A (A — ristloike algpindala). Seega mootes jou N iga A jaoks saame
arvutada 0%/01 4+ 1/X - 0% /011. Tulemused on esitatud joonisel 7.5 (NB! hori-
sontaalteljel on 1/X). Kui kasutati eelmistes eksperimentides saadud suuruste
0% /01 ja 0% /011 véartusi, siis leiti, et avaldise 0%/01 + 1/X - 0% /011 vadrtus
iihtis viga hésti eksperimendi tulemustega.

Joonisel 7.6 on esitatud tombejoud jagatuna algpindalaga séltuvana pikenemis-
koefitsendist \.

W1, k. Simple extention
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Joonis 7.5: Suuruste 1/\ ja 9%/91 + 1/X - Joonis 7.6: Tombejou soltuvus pikenemiskoe-
0% /011 vaheline soltuvus. fitsendist
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7.9.5 Uhtlane kahedimensionaalne témme

Tahistame

M=X=2X A3=1/A2=X, ehk > =1/)\. (7.101)

P Tabel 1

_ 9%/011
N=1/x| 1 | 2o

0,5 4251 0,16
0,6 3,69 | 0,26
0,7 3,35 | 0,33
0,8 3,14 | 0,39

3 9,67 | 0,12
5 25,4 | 0,06
7 493 | 0,04
9 81,2 | 0,03
11 121 | 0,035

Joonis 7.7: Uhtlane kahedimensionaalne tdmme

Joonisel 7.7 kujutatud katse puhul puhutakse servadest kinnitatud kummikile
alla ohku ja saavutatakse meid huvitav deformatsioon vaadeldava katsekeha
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Joonis 7.8: Uhtlane kahedimensionaalne tomme — Joonis 7.9: Uhtlane kahedimensio-
suurusted> /0l + 1/X - 03 /011 ja 1/)N vaheline soltu-  naalne tomme — suuruste p ja A\ va-
vus. heline soltuvus.

keskosas. Tabelis 1 on esitatud 93 /0I1 ja II vaheline soltuvus, eeldades, et
0%/01 = const. Joonis 7.8 esitab suuruste 0% /91+1/N - 0% /011 ja 1/N vahelist
soltuvust (NB! kohal 1/A\ = 1 toimub skaala muutus).
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Rohk p keras ja tomme T pikkusiihiku kohta deformeeritud kiles (punktis P)

on seotud valemiga
= — 7.102
P=— (7.102)
kus r on koverusraadius punktis P. Kuna deformeeritud olekus on kile paksus

H/\?, siis saame valemitest (7.94), (7.101) ja (7.102), et
D 2Hb, 4H [, 1) (0%

NI
rA\2 r A6 ol o1l (7.103)

p

Joonise 7.8 ja tabeli 1 koostamisel ongi kasutatud valemit (7.103), st. moode-
takse p ja r iga A jaoks ning leitakse suurus 0% /01 + 1/X - 0%/0I1. Joonis 7.9

esitab rohu p ja pikenemise A vahelisi seoseid erinevate I' = (0% /011)/(0%/0I)
vadrtuste jaoks (@ — sfdérilise <chupallis algraadius.)

Niide. Ohupalli tdispuhumisel on kdige suuremat rohku tarvis algul. Kui pal-
li diameeter on saavutanud teatud véaartuse, siis palli suurendamiseks vajalik
surve viheneb (vordle joonis 7.9).
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7.10 Uldistatud Hooke’i seadus’®

Klassikalises (ehk lineaarses) elastsusteoorias (k.a. elementaarteooria) kehtib
tildistatud Hooke’t seadus: deformatsioonitensori komponendid on lineaarsed
funktsioonid pingetensori komponentidest. Koéige iildisemal juhul saab vasta-
vad seosed esitada jargmisel kujul:

(e, = C10, + Craoy + Ci30, + CruTey + Ci57y2 + Cl6Tes
gy = C910; + Cnoy + Co30, + CouTyy + CosTy. + CopToy
J €. = U310, + Czp0y + U330, + C34Tyy + Cs57. + C36T2 (7.104)
Yoy = C1104 4+ Cuooy + Cu30, + CuaTyy + CusTy + CupToy
Vyz = Cs10, + Csa0y + Cs30, + CsaTyy + Css7yz + CeTy

(Ve = QEQ.R + Q@mq@ + QquN + Q@ﬁ.&@ + Qmmﬁ@& + Q@@ﬂmg

Viimased avaldised sisaldavad 36 elastsuskonstanti — seda on paljul!

5Kiesolev paragrahv on pirit minu loengukursuse ,, Elastsusteooria alused” kolmandast peatiikist ning pole
pandud kirja tensorkirjaviisis, vt. http://cens.ioc.ee/~salupere/loko.html
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Kui eeldada, et keha on ideaalselt elastne (st. peale koormuse korvaldamist
taastub algne kuju), homogeenne ja isotroopne, siis jiédb jarele vaid kaks soltu-
matut elastsuskonstanti (Youngi moodul E ja Poissoni koefitsent v), mis on
madratavad viga lihtsate eksperimentide abil.

e Tomme—surve (z-telje sihis).
— Elastsuskonstant ehk Youngi moodul E: ¢, =0, /FE
— Poissoni koefitsent (Poissoni tegur) v: ¢, = —ve,

e Nihe (zy tasandis).
— Nihkeelastsusmoodul G: 7,, = 7,,/G, kus

E
G=——. 7.105
2(1+v) ( )
Kuna nihkeelastsusmoodul G on avaldatav E ja v kaudu, siis ei saa
teda pidada iseseisvaks elastsuskonstandiks.
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Uldistatud Hooke’i seaduse tuletamiseks vaatleme lopmata viikest isotroopset
risttahukat, milles mojuvad vaid normaalpinged o, 0, 0,. Pinge o, > 0 pohjus-
tab pikenemist x-telje sihis ja lithenemist y- ja z-telje sihis. Analoogiline toime
on normaalpingetel o, > 0 ja o, > 0. Seega on summaarne suhteline pikenemine
x-telje sihis ehk normaaldeformatsioon

o oy o, 1
Ep=— —V— —V— = —

) E EF F

Nihkepingete ja nihkedeformatsioonide vahelised seosed on méa#ratud Hooke’i
seadusega iga koordinaattasandi jaoks soltumatult, s.t., 7,,, pohjustab vaid nihet

Yays jne. (vrd. normaaldeformatsioonidega).

oy —v(oy +0.)]. (7.106)

Kokku saame kuus vorrandit, mis esitavad tldistatud Hooke’i seadust isotroopse
ideaalselt elastse keha jaoks:

(= [0, — v(o, +0.) H
Ex = 7 |Og — V z)] Ty — ~lxy
m o Q.@ o 7. y qu Y
1 1
{ Ey = @ ﬁQ@ - TAQN + ng ) Yyz = mq'@ﬁ ANHO‘MV
1 1
\ €, = M TMN - TAQ.R + Q..@i ) Yex = mﬂm&.
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Paljudes opikutes'® esitatakse valemitega (7.104) analoogilised pingete ja de-
formatsioonide vahelised seosed natuke teisel kujul. Esiteks tuuakse sisse
tahistused

01 =0y, 02=0y, 03=0, O04="Ty, O05=Tu, 06=Tuy (7.108)
ja
€1 =€z, E2=¢€y, E3=Es E4=2Yy, E5=2Y, E6=2%y (7.109)

Seejarel esitatakse pinge soltuvana deformatsioonist kujul

[0 (C11 Crp Ci3 Ciy C15 Cig €1
09 Co Coy Chy Oy (Cos Cyg €2
o3| _ |Cs Oz Csz Oy Cys Cyg| €3 (7.110)
o4 Cn Cp Cy3 Cy Cis Cig <4 |
o Cs1 Cso Cs3 Csy Css Cse| &5

€6

| 06 L i [ C6

16Vt. niiteks J. N. Reddy, Theory and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999
(esimene triikk), 2007 (teine triikk).
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ja deformatsioon séltuvana pingest kujul

e1]  [Su Sz Si3 Su S5 S| [o1]
£ So1 Saa Sa3 S Sz S| |02
€3 S31 Sz S33 Ssa S3z S36| |03

= . . 7.111
€4 Su1 Siz Siz Sua Sis Sie 04 ( )

€5 S51 Ss2 Ss3 S5a Sp5 Ss6 05

le6]  LSe1 Se2 Se3 Sea Ses Se6] Lo
Elastsuskoefitsentidest =~ moodustatud  maatriksit [C;;]  nimetatakse
jatkusmaatriksiks'. Maatriksit [S;;] = [Cy;]~! voib eesti keeles seega nimetada

péordjiikusmaatriksiks'® voi paindlikkusmaatriksiks voi vetruvusmaatriksiks.

171, k. stiffness matriz
181, k. compliance matriz. Tehnikasénastikus on ingliskeelse séna compliance eestikeelseks vasteks pakutud ka
vetruvus.
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Kasutades niiiid tahistusi (7.108) ja (7.109) saavad valemid (7.107) kuju

1 v v
o ¥ —g 5000 -
1 v 1 v I
- P oE E 0.0 0 |
€4 0 0 0 5 0 0f [o4
= 0 0 0 0L of |7
€6 06

00 0 00 &
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7.10.1 Hooke’i seadus ruumdeformatsiooni jaoks

Vastavalt tildistatud Hooke’i seadusele (7.107)

1—-2
/J\l\ m N~ N -
Seega
(1 - 20)I7
0=-—"-F—. 7.114
= (7.1

Suurust 6 = ¢, + ¢, + €, nimetatakse ruumdeformatsiooniks (vt. ka (?7)) ja ta
on iihtlasi ka deformatsioonitensori esimene invariant. Tuues sisse ruumpaisu-
mismoodult K ja keskmise pinge oy,

E Oy +0oy+o, 17

K=— " - — 1 7.115
31—20) " 3 3’ (7.115)

saame lineaarse seose keskmise pinge ja ruumdeformatsiooni vahel kujul

oy = K0. (7.116)
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7.10.2 Pingete avaldamine deformatsioonide kaudu

Liidame avaldise (7.107); paremale poolele ja lahutame avaldise (7.107), pare-

mast poolest suuruse WN\QH“

1 1
=5 oy +voy, —vo, —v(oy+0.)] = I3 (14 v)o, —vIT]. (7.117)
Avaldades (7.114)-st invariandi I{ = E6/(1 — 2v), saame
(1+v)o, vl Evo Ee,
xr - - 9 W LO x - .HH
£ z = ust o AH+~\VAH|th+H+t (7.118)

Tuues sisse Lamé koefitsiendid

Ev E
A= (1+v)(1—2v) zuanﬁ (7.119)

saame valemist (7.118), o, = A\ + 2ue,.

19 Alternatiivne lineaarse teooria elastsuskonstantide paar.



7.10. Uldistatud Hooke’i seadus 7- 01

Leides analoogilised avaldised o, ja o, jaoks ning avaldades seostest (7.107)
nihkepinged, olemegi saanud Hooke’i seaduse alternatiivse kuju

0y = N0+ 2ue,, Ty = WYay,
oy = A0+ 21Ey, Tyz = HVyz, ANHMOV
Oy = A0 + M\Qmav Trx — MY 2z

Kasutades viimaseid valemeid leiame seose pingetensori ja deformatsiooniten-
sori esimese invariandi vahel

Op+0y+0,=3N0+2u(e, +ey+¢.), kust I7=(BA+2p)0. (7.121)
—I7 b

Kui tahistada keskmist normaaldeformatsiooni

x z %
g = = +w@ L. 5 (7.122)

siis saame seose keskmise pinge ja keskmise normaaldeformatsiooni vahel

o0 = (3\ + 2p). (7.123)
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7.10.3 Anisotroopsed kehad

Eelmistes alajaotustes vaatlesime isotroopseid materjale ning seal oli pingete
ja deformatsioonide vaheliste seoste kirjeldamiseks vaja vaid kahte soltumatut
elastsuskoefitsenti. Anisotroopse keha puhul on elastsuskonstantide arv loomu-
likult suurem. Kuna anisotroopseid materjale on mitut liiki, siis tuleb vajalik
elastsuskonstantide arv médrata iga liigi jaoks eraldi.

Ortotroopsed materjalid, néiteks vineer, on iiks sagedamini esinevaid anisot-
roopse materjali liike. Sellisest materjalist kehade jaoks on voimalik méarata
3 omavahel ristuvat telge (peasuunada), mille sihis rakendatud normaalpinged
ei pohjusta telgedevaheliste nurkade muutumist. Ortotroopse materjali elastsed
omadused ei muutu telgede péoramisel 180° vorra, kuid muutuvad iga teistsu-
guse poorde korral. Ortotroopse materjali iseloomustamiseks on vaja iiheksat
elastsuskonstanti. Valemid (7.111) saavad selliste materjalide korral kuju
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(€1 ] [S11 S12 Si3 0 0 0 o1
€9 Stz Sz So3 0 0 0 09
ezl [Si3 S23 S33 0 0 0 o3
€4 a 0 0 0 rmmE 0 0 04 ’ AN.HM%V
e 0 0 0 0 S 0] o
| €6 | 0 0 0 0 0 %@mn | 06
kus
1 1 1
Sii= =, Sp——, Sp=——
11 mwv 22 m_wu 33 m.wv
V12 V13 V23
S, = 2 o _ M3 g _ V3
12 B B B OB o (7.125)
1 1 1
iy = ——) Su=—— Se5—=—.
B G MT G O T A

Konstandid Ey, Es, Es3, 119, 113, 193, G12, G13 ja Go3 on vastavalt Youngi moo-
dulid, Poissoni tegurid ja nihkeelastsusmoodulid peatelgedega 1, 2,3 maaratud
sihtides?.

20Vt. lisaks J. N. Reddy, Theory and Analysis of Elastic Plates, Philadelphia, Taylor & Francis, 1999 (esimene
triikk), 2007 (teine triikk).




