Peatiikk 6

Kovariantsus ja kontravariantsus ehk
mis saab siis, kui koordinaatideks pole
Descartes’i ristkoordinaadid

6.1. Sissejuhatus o-2

6.1 Sissejuhatus

Seni oleme kasutanud DRK, kuid iildjuhul ei pruugi koordinaadid olla sirg-
joonelised ja/voi ortogonaalsed. Lihtsamateks koverjooneliste koordinaatide
néideteks on silindrilised ja sfdérilised koordinaadid. Sellistel juhtudel tule-
vad sisse ko- ja kontravariantsuse moisted ning oliliseks muutub see, kas in-
deksid on kirjutatud alla voi iiles. Kolmandas peatiikis toime sisse EK ja LK
koverjoonelistena, kuid edaspidi oleme kasutanud vaid DRKe.

Kéesolevas peatiikis esitame eelnevates peatiikkides tuletatud pohitulemused
koverjoonelistes koordinaatides ja defineerime juurde moned uued moisted. Pi-
kemalt on kéesolevas peatiikis esitatust voimalik lugeda minu loengukonspek-
tist, mis oli pideva keskkonna mehaanika Gpetamisel kasutusel kuni 2008/09
Oppeaastani, vt. http://cens.ioc.ee/ salupere.

Mirkus: Kéesolevas peatiikis  tdhistavad j ja J vastavalt (lildistele)
kaverjoonelistele koordinaatidele z* ning X* ja DRKle 2* ning Z¥ vastavaid
jakobiaane:
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6.2 Koordinaadid

6.2.1 Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas  muutumatu
koverjoonelise koordinaatsiisteemi
x, mille suhtes vaadeldakse keskkon-

na materiaalsete punktide liikumist.
Sellist  koordinaatsiisteemi nimeta- Joonis 6.1: Euleri koordinaadid

takse  Fuleri  koordinaatsiisteemiks

ehk ruumiliseks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koordinaate x —
Euleri koordinaatideks (EK) ehk ruumilisteks koordinaatideks. Uhe punktmassi
litkkumist Euleri koordinaatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

' = fit),i=1,2,3. (6.1)

6.2. Koordinaadid 6 -/

6.2.2 Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel ¢t = ¢t
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koor-
dinaatsiisteemi X. Kui niiiid
ajahetkel ¢ > t; keskkond
liigub ja muudab kuju, siis
liigub ja muudab kuju ka
koordinaatsiisteem X. Sellist

1

koordinaatsiisteemi nime- {9

tatakse Lagrange’s  koordi-
naatsiisteemiks ehk materiaal-
seks koordinaatsiisteemiks Joonis 6.2: Lagrange’i koordinaadid

ning vastavaid punkti koordi-

naate X — Lagrange’i koordinaatideks (LK) ehk materiaalseteks koordinaati-

deks.
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6.2.3 Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i rist-
koordinaatide kaudu

Eukleidilises ruumis E® saab alati sisse tuua Descartes’i ristkoordinaadid
(DRK). Toome niiiid Euleri koverjoonelised koordinaadid sisse labi Euleri
Descartes’i ristkoordinaatide (EDRK) z = (z!,2% 2°). Selleks eeldame, et
EDRK z séltuvad kolmest Eukleidilise ruumi £? muutujast x, st.,

K= fF(x) = (x), k=1,2,3, (6.2)

kus funktsioonid f* kuuluvad klassi C",r > 1 (st., nad on pidevad funktsioo-
nid, mis omavad pidevaid osatuletisi kuni jarguni r) ja on defineeritud mingis
ruumi £° piirkonnas. Niiiid tuleb méératleda tingimused, mille puhul énnestub
vorranditest (6.2) avaldada

ot =a2f(z), k=1,2,3 (6.3)

nii, et (6.2) ja (6.3) oleksid teineteise ithesed poordteisendused.

6.2. Koordinaadid 6-0

Joonis 6.3: Kdverjoonelised koordinaadid ja DRK

Matemaatilisest analiiiisist tuntud teoreemi (teoreem ilmutamata funktsiooni-
st)! pohjal omab teisendus (6.2) punkti p iimbruses § iihest poordteisendust
(6.3) siis ja ainult siis kui jakobiaan

02

!T6estust vaata niiteks M.N.L. Narasimhan’i opikust Principlec of Continuum Mechanics. John Wiley &
Sons, Inc., New-York et al., 1993. lk. 28-30
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Siin &wv k =1,2,3, on ruumipunkti p koordinaadid ja
0zt /0xt 02 /02 02')0x3

= | 02%/0x' 02%/0x* 02°/0x° |. (6.5)
023/0xz' 02%/0x* 02°/0x3

0zF

Iy = |2
E ox!

Kui fikseerime avaldise (6.2) vasakul
poolel (21,22 2%) = (21,22, 22), siis
saame kolme loikuva pinna vorrandid.
Teatavasti esitavad kaks 1dikuvat
pinda kovera (koverjoone) ja kolm
loikuvat pinda punkti. Kui p =
(21,22, 23) on punkti p kohavektor, siis
paarikaupa léikuvad pinnad esitavad

kolm ruumipunkti p ldabivat koverat. Joonis 6.4: Koordinaatkoverad ja koordinaat-
pinnad

Neid ruumipunkti p ldbivat kolme
pinda nimetatakse koordinaatpindadeks ja kolme koverat koordinaatkoverateks.

6.2. Koordinaadid 6 -8

Ajahetkel t = t; toome analoogiliselt sisse Lagrange’i koverjoonelised koordi-
naadid — eeldame, et LDRK Z on avaldatavad LK X kaudu kujul

78 = 78(X), K=1,2,3. (6.6)
Vastav poordteisendus

XE=xK1z), K=1,23. (6.7)
eksisteerib ja on iihene materiaalse punkti P iimbruses ¢ parajasti siis kui ja-

kobiaan
YA

oxXT
Avaldisi (6.2), (6.3), (6.6) ja (6.7) nimetatakse koordinaatteisendusteks, kusjuu-
res (6.2) ja (6.3) kehtivad suvalisel ajahetkel, kuid (6.6) ja (6.7) vaid t = tg
puhul (viimaseid kasutatakse vaid selleks, et LK sisse tuua).

Jp = #0; | XF-XJ| <o (6.8)

Edaspidises eeldame, et
e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descartes’i ristkoor-
dinaatide kaudu (EK kujul (6.2) ja LK kujul (6.6)) selliselt, et jakobiaanid
(6.4) ja (6.8) pole samaselt nullid ruumis E? voi vihemalt mingis meid
huvitavas ruumi E? piirkonnas (v.a. moned singulaarsed punktid, jooned
voi pinnad);
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e iildjuhul on pikkuse mootmiseks piki telgi 2* ja Z% valitud iihtne mastaap.
Mairkused:

e Selliselt sisse toodud koverjoonelised koordinaadid on iildjuhul lokaalsed
ja pole iildjuhul ortogonaalsed.

e J#0=J>0voiJ <0 igas ruumipunktis. Vv

Niide 6.2.1. Fuleri koordinaatideks x* on silindrilised koordinaadid. Kas EK
on theselt mddratud FEDRK kaudu? Millised on koordinaatpinnad ja koordi-
naatkoverad?

Defineerime x* libi 2 :

22 = xlsinaz? (6.9)

Poordteisendus

r? = arctan(z?/z1) (6.10)

X “Nw
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Joonis 6.5: Silindrilised koordinaadid

Jakobiaan ok
z

Jp=|—|=.
E Ox!

Jarelikult, iihene poordteisendus eksisteerib . . .
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6.3 Liikumise kirjeldamine

Litkumisseaduseks nimetatakse iiheparameetrilist koordinaatide teisendust
b = 2F (X, 1) (6.11)

voi X5 = xF(x,1), (6.12)

mis siirdab materiaalse punkti X ruumipunkti x. Parameetriks on siin aeg
t. Alghetkel ¢ = ¢y kujutavad teisendused (6.11) ja (6.12) (parameetrist
soltumatuid) koordinaatteisendusi. Tihti on kasulik kui ¢ = ¢y puhul teljesti-
kud 2% ja XX iihtiksid, st., hetkel t = ¢y ¥ = X® kui ¥ = K. Sel juhul on
materiaalse punkti asukoht alghetkel ¢ = ¢, automaatselt teada ning asukoha
muutus algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢, lihtsalt leitav.

Analoogiliselt eelmise punktiga 6.2.3 tekib ka siin kiisimus liikumisseaduse
ihesusest, st., teisendused (6.11) ja (6.12) peavad olema teineteise iihesed
poordteisendused. Eeldades, et nii funktsioon (6.11) kui (6.12) kuuluvad klassi
C",r > 1, on see tingimus taidetud ruumipunkti p iimbruses § parajasti siis kui
jakobiaan ok

)= 1 oxXE

#0 |28 —af| < 6. (6.13)
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Jakobiaan (6.13) viljendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne
16plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega 16pmata suureks mahuks?
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainehulga sisse® (joon deformeerub jooneks,
pind pinnaks ja maht mahuks).

6.4 Skalaar, vektor ja tensor

6.4.1 Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme ¢’ ja n'. Funktsiooni ¢(¢t, (2, ¢?) = ¢(¢) ni-
metatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koordinaatteisendusega
¢k =kt n?n®) = F(n), k= 1,2,3 oma algviirtust, st.,

p(¢1(n).¢*(n).¢*(n)) = ¥(n) = @(C). (6.14)
Seega ei soltu skalaari vadrtus antud punktis koordinaatide valikust.

Naiaide 6.4.1. Temperatuur on absoluutne skalaar.

2ik. indestructibility of matter
3ik. impenetrability of matter
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6.4.2 Kontravariantne vektor

Suurusi ¢*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponentideks ehk liht-
salt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaatteisenduse ¢ = ¢(n) puhul
muutub ta vastavalt seadusele

on®

P (¢(m) = vH(n) = o (g k=123 (6.15)
Suurusi ¢*(n) tuleb siin moista kui suuruste *(¢) komponente koordi-

naatsiisteemis n, i = 1,2, 3.

Samuti on siin kasutatud summeerimiskokkulepet, mida koverjooneliste koordi-
naatide korral jisime kasutama kujul 27, a’b; = a'b;, st. iiks summeerimisin-
deksitest peab olema all ja teine iileval.

Naiide 6.4.2. Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
©F = d¢*, saame
on® on®
k k m _— ,.m
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6.4.3 Kovariantne vektor

Suurusi ¢ (¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks ehk lihidalt
kovariantseks vektoriteks kui nad koordinaatide teisenduse ¢ = {(n) puhul
teisenevad vastavlt seadusele

or(Em) = () = ()2

Naide 6.4.3. Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, sest
tahistades

_ oo
kus ® on absoluutne skalaar, saame
0P od oC" ocm
= = = = om(()—, k=1,2,3.
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6.4.4 Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), ®p(¢) ja ®%(¢) nimetatakse vastavalt kontravariantseteks-,
kovariantseteks- ja segatensoriteks kui nad koordinaatteisenduse ¢ = ¢(n) pu-
hul teisenevad seaduste

on* onf
M = UM (n) = 0" (¢) =1,2 1
(Clm) = ) = 0™ (LT k=123, (647
o¢c™ oc"
®(¢(n) = Up(n) = esie%%%{u kol =1,2,3, (6.18)
: ok ac"
oF (¢ () = U (n) = ef@%ﬁs%v kl=1,2,3 (6.19)
jargi.
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6.5 Baasivektor, meetriline tensor

6.5.1 Kovariantsed baasivektorid

Vaatleme kahte DRK — iiks neist on EDRK z* ja teine LDRK ZX. Vastavad
ithikbaasid tihistame i ja Ix. Kui eeldame, et pikkuse mastaap piki telgi z* ja
Z% on sama, siis omavad vektorid i;, ja I vordset ithikpikkust. Kéverjoonelised
EK tuuakse teatavasti sisse kujul (6.2), st.,

2 =2Fx), k=1,2,3.
ja koverjoonelised LK kujul (6.6), st.,
78 = 78(X), K =1,2,3,
Kohavektorid P ja p avalduvad labi LDRK ja EDRK kujul
P =Z8X)Ix ja p = 2" (x)i. (6.20)

Viimastest leiame kohavektorite P ja p diferentsiaalid (ehk kohavektorite
I6pmata vaikesed muudud)
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P 0
dP = %ﬂ%@ = GgdX" ja dp = ﬂw%w = grda”, (6.21)
kus vektoreid op M
Gr = IXE @NNE& (6.22)
ja
op 0z,
Bk = 5 F = gk m (6.23)

nimetatakse vastavalt koverjooneliste koordinaatide X* ja z* kovariantseteks
baasivektoriteks ehk lihtsalt baasivektoriteks. Nad on suunatud piki koordi-
naatkoverate puutujaid (vaadeldavas punktis) ja litkumisel ithest punktist teise
muutuvad nad iildjuhul nii suuruselt kui suunalt. Seega moodustavad nad vek-
torvilja. Loomulikult saab suurusi dP ja dp avaldada DRK kaudu kujul

P
dP = %NJGSN = 1dZ" ja dp = ——d2" = i;ds" (6.24)

ning DRK baasivektoreid Ix ja i omakorda baasivektorite Gi ja g kaudu /
kujul

oP & . op  Ox!
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6- 18

Joonis 6.6: Kovariantsed baasivektorid
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6.5.2 Kovariantne meetriline tensor

Elementaarpikkuse ruut dS* = dP - dP avaldub lihtudes valemitest (6.24)
ja(6.21) kujul

dS?2 =dP - dP = dZ"1y - dZ"1;, = dX* Gy - dX'G;.

Jargnevalt defineerime kovariantse meetrilise tensori

def (6.22) 0ZM ozN ozMozN  ozN ozZN

Cre =G = Gr G =" gl 55r v = v o 53T = gxk oxt
(6.26)

kus Kroneckeri delta on defineeritud traditsioonilisel moel:
def H_J K = N\“

oxr = g - I = ﬁ 0. K + L (6.27)

Arvestades viimaseid avaldisi saame elementaarpikkuse ruudu avaldada kujul
dS? = dP - dP = GyrdX"™dX" = §gpdZ%dz" = dz"dz*". (6.28)
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 20

Analoogiliselt — elementaarpikkuse ruut

ds® = dp - dp = gpdzdz! = dydz"dz' = d="d=F,

sodefs 1L k=1 (6.29)
ja kovariantne meetriline tensor
def (6.23) 0™, 02", 02" 02" 02" 02"
= = . g m n == %33 = . @WO
Ikt = it = Bl * 8l ok ™ Dl oxk oxt  Oxk Ox! (6.30)

Mirkus. Suurused ds® ja dS? on skalaarid ja nende védrtus ei soltu koordi-
naatsiisteemi valikust, st., ds*(x) = ds*(z) ja dS*(X) = dS*(Z).
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6.5.3 Kontravariantsed baasivektorid ja meetrilised tensorid

Kovariantsete baaside G ja g; duaalsed* baasid on defineeritud libi ortonor-

maalsustingimuse
GE.GL =68, ja g g =% (6.31)

Vektoreid GX ja g* nimetatakse kontravariantseteks baasivektoriteks ja nad
avalduvad vorrandisiisteemide (6.31) lahendina kujul

GE = GEEG, ja g = ¢Mg). (6.32)

Viimastes avaldistes esinevad kontravariantsed meetrilised tensorid avalduvad
1dbi kovariantsete meetriliste tensorite kujul

_ cofactor G (—1)FTEAY,

GHE = = 6.33
e e (6.33)
ja
M. ﬁ |H \AAID.Q
mz __ cotactor gr _ (1) Ui (6.34)
g g
4Lad. k. dualis — kahene
6.5. Baasivektor, meetriline tensor o - 22
kus
G =[Gkl ja g=|gnl (6.35)

on determinandid ning A%, ja A?, on determinantide |G| ja |gu| elemen-
dile indeksipaariga KL voi kl vastav miinor. Meetrilised tensorid rahuldavad
tingimusi

GG = 6, M ja gug'™ = 6,™. (6.36)

Kuna meetrilised tensorid Gx, ja G*¥ on muutujate X’ ning meetrilised ten-
sorid gy ja ¢ muutujate a2’ funktsioonid, siis kujutavad G ja GE* endast
tensorvilju Lagrange’i koordinaatides X’ ning g;; ja ¢* tensorvilju Euleri koor-
dinaatides z'.

Vt. ka faili kojokoord.pdf
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Markused:

1. Uldjuhul pole baasivektorid G¥, G, g" ja g ithikvektorid. Nende pikku-
sed avalduvad labi meetrilise tensori diagonaali elementide —

|G| =VGEE |Gk|=/Gkk, K=K
gl = Vb E, gkl = Ve,  k=k.

Allkriips tdhendab siin seda, et korduva indeksi jdrgt ei summeerita. Eel-
nenud niite 6.5.3 puhul |g1| = |g3| = 1 ja |ga| = 2.

(6.37)

2. Kui koverjoonelised koordinaadid on ortogonaalsed, siis
" = g1y = 0 kui k # . Niite 6.5.3 puhul see nii oligi. Lisaks olid vektorid
g" ja g kollineaarsed.

6.5. Baasivektor, meetriline tensor o -2/

Naide 6.5.1. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasi-
vektorite kaudu.

)Y

Joonis 6.7:

Lahendatakse loengus
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Naide 6.5.2. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasi-
vektorite kaudu.

Joonis 6.8:

Lahendatakse loengus

6.5. Baasivektor, meetriline tensor 0 - 26

Niide 6.5.3. Piordume tagasi Ndaite 6.2.1 (k. 9) juurde. Euleri koordinaati-
deks z* on silindrilised koordinaadid, mis on defineeritud libi DRK jdrgmiselt:

2! = alcosa? b= /()2 + (22)2
2 1. 2 . 2 22
2 = x sz ja r® = arctan 3z

Vaatleme suvalist punkti p koordinaatide-
ga (x) ehk kohavektoriga p. Leida sellele
punktile vastavad kovariantsed ja kontrava-
riantsed baastvektorid ning meetrilised ten-
sorid!

Lahendatakse loengus.

Joonis 6.9: Silindrilised koordinaadid
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6.5.4 Indeksite tostmine ja langetamine

Suvaline vektor v on avaldatav nii kovariantse kui kontravariantse baasi kaudu:
v =g’ = v'gy, (6.38)
kus v; ja v* on vastavalt vektori v kovariantsed ja kontravariantsed komponen-
did, mis iihtivad vaid ortonormeeritud baasi puhul.
Korrutame niiiid avaldist (6.38) kontravariantse baasivektoriga g
ug' - g ='g g

l

Kuna v*9,! = o', siis v, = v!, ehk nimetades indeksid iimber,

v = gkl (6.39)

Kui korrutada aga avaldist (6.38) kovariantse baasivektoriga g, siis saame ana-
loogiliselt, et
Vi — QECN. AQ%OV

Sellist protseduuri nimetatakse wvektor: indeksite tostmiseks ja langetamiseks.
Seega, meetriliste tensorite abil saab indekseid tosta ja langetada ehk teisisonu
— minna kovariantsetelt komponentidelt iile kontravariantsetele ja vastupidi.

6.5. Baasivektor, meetriline tensor 0 - 28

Lagrange’i koordinaatide puhul analoogiliselt

<~m = QNN<W ,H.m a\wm = QNh<h Am.m:v

Peale vektorite indeksite saab meetriliste tensorite abil tosta ja langetada ka
tensorite indekseid, néiteks

Crp =GOy
Ct =G Cpy
OK, — Gy OKM
OKL — LMok
9" = Grrg™g"
g5k — GELgH
9% i =G gugr!
gxk = Grrgng"
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6.5.5 Vahetaja’

Seni oleme hoidnud EK ja LK lahus, kuid vahel on vaja iihes koordi-
naatsiisteemis esitatud vektoreid projekteerida teise koordinaatsiisteemi baasi-
vektoritele. Vaatleme joonist 6.6 (lk. 18) Punktide P ja p kohavektorid

P = P'Gp ja p=7p'g.
Korrutame neist esimest kontravariantse baasivektoriga G* —
P.-G" = P'G, - G" = Ple N = PR,

Seega,
PE=P.G* ja p"=p-g". (6.42)

Viimased kujutavad endast vektorite P ja p projektsioone vastavalt baasivek-
torite G ja gy sihtidele® (vt. Niited 6.5.1 ja 6.5.2).

SVarasemas konspektis nihutaja, i.k. shifter.
6Tegelikult voiks siin 6elda iildistatud projektsioon, sest ei ko- ega kontravariantsed baasivektorid pole
ithikvektorid.

6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 30

Oletame niiiid, et tahame viia vektori p paralleelliikkega punkti P ja projektee-
rida teljestikku X%, st., baasivektorite G sihile. Tahistame vastava projekt-
siooni p”. Niiiid

p =" Gr(X) = pgr(x) (6.43)
Korrutame avaldist (6.43) kontravariantse baasivektoriga G

p" G - G" =plg; - G".

Defineerime nn. vahetaja Vv
def def
gt =g S g -GN =GN g (6.44)
Seega, tahistades iimber indeksid . — K saame
Pt =g " = g" ", (6.45)

mis esitabki kohavektori p projektsiooni kovariantse baasivektori G g sihil. Kor-
rutades avaldist (6.43) kontravariantse baasivektoriga g’ ja defineerides vaheta-
jad
def def
'k = 9" = 8" G =Gg - g", (6.46)
saame vektori p tagasi EK-sse:

" =g xp™ = gx"p". (6.47)
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Analoogiliselt eelnevaga saab defineerida vahetajad

def def
gk = gk = 8k Gr = Gk - 8k (6.48)

a

u P def gk* def g". GE = gK . gt (6.49)
Vahetajad ¢*x, g% jne. on nii muutujate X kui ka x funktsioonid, sest baasi-
vektorid Gg ja G¥ soltuvad Lagrange’i koordinaatidest X ning baasivektorid
g, ja g* Buleri koordinaatidest x. Enamgi veel, nad osutuvad nn. kahepunktilis-

teks tensorvaljadeks, sest teisenevad kui tensorid molemas koordinaatsiisteemis.
Jargnevalt néditame, et

9"kg'k = 8" (6.50)
Teatavasti
U = S%ﬁw = SQNNQN?
Kuna
vk = vdy,
siis peab kehtima vordus (6.50) ehk vahetajad ¢, ja ¢'x on teineteise
poordtensorid. Analoogiliselt

9" kg"L =0"L. (6.51)
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Teisendame niilid vahetajat gpx —

(6.23), (6.22) 02! . 0Z*F YA
g =ge Gr = o opln = QF%QNNU (6.52)
kus
%F = mmE =1i;-1I;. Amwwv

Suurus &7, on Kroneckeri delta vaid juhul kui 2% 4 Z¥.

Naiaide 6.5.4. Vaatleme juhtu, kus LK tihtib LDRK ning EK ihtib EDRK, st.,
X = Z ja x = z. Baasivektorid punktides P ja p on avaldiste (6.22) ja (6.23)
pohjal

opP  azM [ ozM
XK — oxKE M T g7k
Antud juhul iihtivad kovariantsed ja kontravariantsed koordinaadid ja baasid,
st.,

Gg =

H§ = %NS.NHN& = H.N; gr— ... = :A Amm%v

Grr=G"" =61, gu=9"=6n, gxr=9""= ks, (6.55)

millest viimane on Kroneckeri delta kui i 11 Ix.
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6.5.6 Gradient

Samavairtuspinnad, tuletis antud suunas

Vaatleme skalaarset funktsiooni (néit. temperatuuri)
T =T(x,1) (6.56)

Igal ajahetkel voib vaadelda pindu T' = const, mida nimetatakse samavddrtus-
pindadeks ehk ekvipotentsiaalpindadeks.

Joonis 6.10: Tuletis antud suunas

6.5. Baasivektor, meetriline tensor 0 - 34

Tuletis antud suunas

Vaatleme punkti M pinnal 7" = 77 ja uurime skalaarse suuruse 7' soltuvust
suunast s. Suurust

or .. AT
9 A% A, 097

nimetatakse tuletiseks suunas s.”

Kui vektor s on ekvipotentsiaalpinna 7" = T} suvalise puutuja sihis, siis me
liigume mooda vaadeldavat pinda T' = Tj ja tuletis 0T'/0s = 0.

Kui AT = T, — T, ja liigume vaadeldava pinna T = 77 normaali sihis, siis
dn = dscos a, st.,

on 0 Ccos

Kui o — 0, siis 07'/0s — max.

"Kasutatakse ka terminit tuletis suuna jirgi. Lk. directional derivative
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Gradient

Uhest kiiljest on skalaarse funktsiooni T gradient on defineeritud jargmiselt —

e @NJ
grad T o @|§50 (6.59)

kus n° on normaalisihiline iithikvektor, mis on suunatud funktsiooni 7" kasvamise

suunas ja mm on skalaari T tuletis suunas n.

Teisest kiiljest —

o oT
grad T & VT = gh—— T (6.60)
kus nabla 5 5
def

Valemeis (6.60) ja (6.61) peame kasutama kontravariantset baasi, sest osatuletis
absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, st., 9T /92" = ®y.
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6.5.7 Deformatsioonigradient

Deformatsioonigradiendid on defineeritud jirgmiselt® :
Ox* (X, t) OXE(x,t)
k K )
Z o Yk, 22 Y
s T L A

Vastavalt liikumisseadustele avalduvad koordinaatide diferentsiaalid kujul

(6.62)

do® = 2* gdXT ja dX* = X" jda”. (6.63)
Deformatsioonigradientide vahelised seosed
RWNN‘NJN = %3 um N‘N%kuh = %Nh Am.mﬁv

Valemite (6.21) pohjal avalduvad kohavektorite diferentsiaalid (l6pmata
viaikesed muudud) 14bi baasivektorite G ja gi. Teisendame neid avaldisi:

dP = Qx%mx kax rdzt = cpda,

dp = grdz* "2 g ok d X = CrdXE,

(6.65)

8Indeks peale koma tithistab siin ja edaspidi osatuletist vastava (kontravariantse) koordinaadi jérgi.
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kus suurused

( def @H.V @H.U
c(x,1) € o = S X = GrX K,
: ja (6.66)
def  OP op

on vaadeldavad kui uued, keskkonna deformeeritud olekule vastavad, baasivek-
torid. Teisisonu, keskkonna likumisel transformeeruvad baasivektorid g ja Gy

uuteks baasivektoriteks Cyg ja cp.

Jargnevalt avaldame vana baasi G uue baasi ¢; kaudu:

(6.66), -2 — ......... = G = 7’ . (6.67)
(6.66)y - X — ... =g = Cx X" (6.68)
Kontravariantsed baasid saadakse ortonormaalsustingimustest
c’.c; =6 ja CK.Cp=6%, (6.69)
kust
cf(x,t) = GE(X)a" ¢ ja CH(X,t) =gF(x) X" . (6.70)
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 38
Meil oli eeldatud, et t = ¢, puhul EK ja LK iihtivad, st., ' = X!, ..., 23 = X3.
Jarelikult alghetkel
mwﬁumv = QNANV - O\amvﬁ wv - ONANQ wv
Vaatleme avaldisi (6.65) —
dP = GrdX" = cd2" ja dp = gpda® = Crd X" . 6.71
SxdX | =gde, ja dp =gide =CxdX (6.71)

i méarab dP kui t = ¢

i1 dP muutumise seadus EK-s

111 1v

iii médrab dp igal ajahetkel, sest vastavalt definitsioonile (6.21) ja (6.23) ei

muutu dp ajas

iv madrab muutumatu suuruse dp muutuvates koordinaatides X suvalisel

hetkel ¢ > t,.
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6.6 Deformatsioonitensorid

6.6.1 Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid

def (6.66) K ol .
o =cr-¢ = GrrX° X", ja

)

6.66) k l

( a.ﬂwv
Crx-Cr =" gux KT L.

def
QM« L —

Suurust cp; nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks ja suurust C'xr Gree-
ni deformatsioonitensoritks. Nad on siimmeetrilised ja positiivselt méadratud. t
Tensoreid c;; ja C'kr, vOib interpreteerida ka kui meetrilisi tensoreid, sest meet-
riline tensor G (X) transformeerub 1abi keskkonna liikumise tensoriks cx(x)
ja g (x) — Ckr(X). Kovariantsete tensorite ¢ ja Ckr indekseid saab kont-
ravariantsete meetriliste tensoritega tosta. Saadud kontravariantsete tensorite
maatriksid [c*!] ja [C®F] ei osutu aga kovariantsete tensorite maatriksite [cy] ja
[C'k 1] poordmaatriksiteks (nagu oli gi; ja G puhul). Antud juhul tuleb sisse
tuua tensorid

ja

La& a.ﬂov
okl et k1 OL QNH&WN&NE

. (6:70) (6.73)
QNHHON.OHH.%NNN%N@N“

)
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. ~1 . —1 s T . .
mille puhul ¢z, ¢ ™ = 6, ja Crear CME = 5", Tensorit ¢ * nimetatakse Fingeri 1

~1
deformatsioonitensoriks ja C*L Piola deformatsioonitensoriks

6.6.2 Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid

Poordume tagasi suuruste dp ja dP juurde —
dS? = dP - dP = GgrdX¥adXl = ¢ydatda,
ds®> = dp - dp = gdz"da! = CrrdX®ax*
Viimastest leiame elementaarpikkuse ruudu muudu

ds? — dS? = 2B dX ™ dX" = 2epda’da’, (6.74)

kus
2Lk = 2Bk = Ok — G ja 2ep = 2ei = g — Ch- (6.75)

Tensorit Exp = Fxp(X,t) nimetatakse Lagrange’i deformatsioonitensoriks ja
tensorit ey = ey (x,t) Fuleri deformatsioonitensoriks.
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Kehtivad seosed:
m.mmh = m\&&wkﬁ&.ﬁh u.@ CLl — mﬁhkﬁgwkhk Amﬂmv

Valemi (6.76), kasutamise puhul tuleb avaldada ey (X,?) ja (6.76), puhul vas-
tupidi Frr(x,1).

Meetriliste tensorite abil saame leida vastavaid sega- ja kontravariantseid ten-

soreid:
mwh _ QN:@:NU m&mh _ QNN&QN\Z@EZ _ thmwiv
k km kl km In Im k
€1 =9 Emi, € =9 g €mn =9 € m-
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6.7 Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu

6.7.1 Vektori kovariantne osatuletis

Koigepealt piiiiame sitrdevektor: u kaudu avaldada vektorid Cx ja cy.

Kohavektor p = P + u (kui LK ja EK nullpunktid ei iihti siis p = b + P + u).
Seega siirdevektor

u=p-—P. (6.77)
Siirdevektori u saab avaldada nii LK kui EK kaudu —
u = QNQN = QNQN = Q\am\a = Qw@\av Amﬂmv

kus UX(X,t) ja u¥(x,t) on vektori u kontravariantsed komponendid ning
Uk (X, 1) ja ug(x,t) kovariantsed komponendid vastavalt LK-s ja EK-s.

Definitsioonide (6.66) pohjal

op oP

IXE’ ci(x,t) = Ok
Avaldame valemist (6.77) kohavektorid p ja P ning asendame viimastesse
avaldistesse. Saame

Cx(X,t) =
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oP ou ou op Ou ou
Cx = —G _ o _Ju o Ou
K= gxK T axk T KT axE O T gk T ggr — 8 i (079)
Valemite (6.78) pohjal u = U*G = u'g; ning (6.79) saab kuju
Cx =Gg + QGHQV cp = @? ). (6.80)
K= YK T 53K L) E=8 T oLk 8i :
Analoogilised avaldised siirdevektori kovariantsete komponentide jaoks:
Cx =Gg + == 0 ——(U,G") cp = |m€ h. (6.81)
K =YK T o3k \VL 3 k= 8k ok 18 :
Jargnevalt piitiame leida avaldistes (6.80) ja (6.81) olevaid osatuletisi
0 ou*r 0Gp, 0 ou! g
UG G +U" : 6.82
@NNA 1) = 0XK Lt OXK’ @H»A:@v @&wmﬁTzw&\t (6.82)
0 oUr, OGT 0 Ouy og!
G*t G*t — = _——g! —. (6.
axx G = oGt Uigxr galue) = g8 Fug g (683)
Esimeste liidetavate leidmine pole probleemiks — see on lihtne. Teiste liideta-
vatega on lugu keerukam, sest osatuletisi tuleb leida baasivektoritest G;,. .. .g'.
6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 0 - 44
Vastavalt definitsioonidele (6.22) ja (6.23)
oZN )& 0z" . . Ox!

G, = I Iy = G = —1,, 1,= .
L= gxI N N T 5oyl 8l @&h_ 1 @N:@

Seega osatuletised vorrandeis (6.82)

0G 02 ZN 0?zZN  oxM
= HZ — Q.ig
g 022" . 0%z" O™ .

oxk @&gi T 0rkox! 9an &

Votame kasutusele Christoffeli teist litki stimbolid

M) af 0*ZN oxM m) def 022" Ox™
ﬁ W Lo TL Lo | (6.85)

KLf ~ 0XKoxTozv 1* aF Dl Dz
Valemid (6.84) saavad niitid kuju
%Qh M . @@ o jm
OXE TQW G Ja 5ok = TL S (6.86)

analoogiliselt saab nédidata, et

OGF L v . og L) .
oXE ~ TQ,L GTn g = TST | (6.87)
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Christoffeli esimest litki siimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Labi Christoffeli teist liiki siimbolite

\ (KL, MY @EA N W Ai W = GMN[K L, N],

KL KL
A (6.88)
def n
ii) Arvestades meetriliste tensorite definitsioone (6.26) ja (6.30),
ozM ozN 02" 0"
QN@IQN.Q&I&EN%QNT 9kl Imw.leusz%%“
S 0Giy  0GLy  0G
(KL, M] % 2 A T — va
0X 0X 0X (6.89)

Ox! oxk  Jaxm
Viga tihti defineeritaksegi Christoffeli esimest liiki stimbolid kujul (6.89).

el m] % L A@SS L 99m _ @msv |

6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu O - 46

Valemeist (6.85) ja (6.89) jiareldub, et Christoffeli siimbolid on stimmeetrilised
indeksite K ja L (k ja l) suhtes:

ﬁ%& _ @w@ (KL, M] = [LK, M], ﬁﬁ = ﬂﬁ [k, m] = [lk, m].

(6.90)
NB! Christoffeli siimbolid pole tensorid!
Tuleme tagasi valemite (6.82) ja (6.83) juurde ning esitame nad kujul
9 hn M G 0 _ m
@NWAQ hv =U KM @Hw AQ MNV =U £8m; Amev
@ L M 0 l m
Siin
Mo def ouM M L m  det QU™ m)
Ui = oxr * TQ v Wk = o P k(Y (6.93)

on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised ning
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a@@@w& h AEQQS N
Unir = pxx ~ ?L U, e = 55— ?L: (6.94)

on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised.

Suurused UM ¢ ja u™.; on segatensorid ning Uyy.x ja t, . kovariantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid (6.93) — (6.94) ja vastupidi:

Ul =G"MUyx  Upkx =GouU" i

QN% - QNSQSWNA Upk = QNS\:S%

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon. Kovariantse
osatuletise avaldised (6.93) ja (6.94) koosnevad kahest osast. Neist esimene ise-
loomustab vektori u muutumist kui muutub koordinaat X* (voi %) ning teine
u muutumist kui seoses X* (voi 2F) muutumisega muutub baas Gy (voi g,,,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli siimbolid samaselt nullid ja
seega kovariantne osatuletis on vordne “hariliku” osatuletisega. *

6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 0-48

Poordume niitid tagasi uute baasivektorite Ck ja cj avaldiste (6.80) ja (6.81)
juurde. Arvestades avaldisi (6.91) ja (6.92) saame
Cx = Gg + UM Gy,

- (6.95)
Cr =8k — U k8m;

Cx =Gk + Q\,\bmm@iu
Cr = 8k — 25%@3.
Avaldame niitid Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorid ldbi siirete vottes

arvesse valemeid (6.95) —

@.@m
Crp = Cp-C. 2

(6.96)

Kokku saame
Cxr = Ggr +Ug.p + Uy + UnxU" 1,

(6.97)
Chl = Gl — Wkl — Upsk + UpopUl .
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Arvestades Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite definitsioone (6.75)
saame omakorda

2Bk = 2F1x = Ogp — Ggrp = Uk + U + Unrx UM g,

(6.98)
2ep = 2€, = Grl — Crl = Uy + Uk — U1

Need vorrandid on PKM 1ihed pohivorrandid, mis seovad omavahel Lagrange’s
ja Euleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete punktide siirded .

Sirgjooneliste koordinaatide puhul Uyr.x = Uk jne.

DRK puhul lisaks eelnevale UM | = Uy jne. ning vorrandid (6.98) saavad
kuju

2Bk =281k = Ckr — G = Uk + Uk + U xkUni 1,

(6.99)
20 = 2€1 = Grl — Cpl = Upg + Upg — Uy kUl

Avaldame kohavektorite P ja p diferentsiaalid (16pmata viikesed muudud) dP
ja dp labi siirete. Valemite (6.65) pohjal

dP = ci(x,t)dz" ja dp = Cx(X,t)dX".
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Asendades siia ¢ ja Ck valemeist (6.95) ja (6.96) saame

dP = (gp — u"sgm)dz",  dp = (Gg +UY xGy)dX", (6.100)
dP = (g — umag™)da",  dp = (Gg + Up.x GM)d X", (6.101)
Markused:

1. Ortogonaalse koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul lihtsustuvad moned
avaldised tunduvalt:

e meetriline tensor
gl = 8L 81 = gl = 0 kui & wm Nw AQ.HOMV
e clementaarpikkuse ruut

ds® = guda’da’ = gy (dx")? + goo(da®)? + gss(da®)®: (6.103)

e determinant
9 = 911922933; (6.104)



6.7. Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu 6-51

e kontravariantne meetriline tensor T

=1/ 1 (6.105)

e kontravariantne baas

g" =g ter, k=k; (6.106)
e Christofteli teist liiki stimbolid I
[ L Ogp i
=——— [ #k; 6.107
W W M.QR @HN ’ wm v, A v
k 0 In / [ # k;
k 0
WWW“%:H)\Q\A\A“ A®H©©v
k
*SW =0, [ 4k#m. (6.110)
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2. Alghetkel ¢t = t; toome sisse Lagrange’i koordinaadid (mis voivad kuid
ei pruugi iihtida Euleri koordinaatidega). Sel hetkel loeme keskkonna de-
formatsioonid ja siirded nulliks ning {itleme, et keskkond on loomulikus
olekus.

3. Siirete ja deformatsioonide ma#dramiseks hetkel ¢ = ¢; on vaja teada lii-
kumisseadust, st., ajast kui parameetrist séltuvat koordinaatteisendust.
Kui meid ei huvita kuidas deformatsioon toimus, siis piisab tegelikult sel-
lest kui me teame liikumisseadust esitavat koordinaatteisendust vaid kahel
ajahetkel: t =ty ja t = ;.

4. Suurusi ug, u™, jne. nimetatakse sirdegradientideks.

6.8 Vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid

Vektorite ja tensoritega opereerides ei poorata tavaliselt tdhelepanu dimensioo-
nile — erinevad komponendid on sageli erineva dimensiooniga (néiteks silind-
rilised koordinaadid). Et sellest fiiiisikaliselt vastuvotmatust olukorrast puhtalt /
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vilja tulla, tuuakse sisse vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid. Tea-
tavasti pole baasivektorid kéverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul iildjuhul
tihikvektorid ja valemite (6.37) pdhjal on nende pikkused méaratud meetrili-
se tensori diagonaalielementidega

g1l = Oer ja |8 = VgEE kui k=k. (6.111)

Defineerime tithikvektorid

k
S T - S F— (6.112)
Ik k gk
Nuud
u = Q\amw = Qﬁim\a = me\a = QQ&@wu AQ.HHwV

kus u®) ja u(k) on vektori u kontra- ja kovariantsed fiiisikalised komponendid.
Valemite (6.112) ja (6.113) pohjal vektori fiiiisikalised komponendid

QQ& = Q\ﬁ\,@ww .H@ Uy = UkV kk, AQ.HHRC
Ortogonaalse baasi puhul g, = 1/¢%%, jarelikult on kovariantne fiiiisikaline
komponent leitav kovariantse meetrilise tensori abil:

QAS = —. AG.HHWV
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Analoogiliselt saab defineerida tensorite fiiiisikalised komponendid. Néaiteks
ortogonaalse baasi puhul

9k k 1
gi1 g==9u
0) / gii I 1 l k k
t) =ty [~ =ty [y =ty g
Gk k Ik k9" (6.116)
1
WO — 7 gy = il
1
Ly = ta/ gt E gt =ty 9k kY1

Markused

1. Tavaliselt lahendatakse {ilesanded ko- ja kontravariantsetes tensorites ning
1opus minnakse iile fiitisikalistele komponentidele.
2. DRK puhul g, = g¥ =e, = €" =iy,

Naiide 6.8.1. Leida tihikbaas ja svirdevektori fiitisikalised komponendid silind-
riliste koordinaatide jaoks.
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6.9 Lopmata viikesed deformatsioonid ja poorded

6.9.1 Lopmata viikeste deformatsioonide tensorid

Eeldame, et siirdegradiendid on viikesed vorreldes iithega. See voimaldab meil
hiiljata korgemat jarku lopmata viiksed litkmed ning saada [opmata vdikeste
deformatsioonide tensorid®
2By = 2E1x = Cip — Grr, = Ui + Ux:
M@ - LK KL KL L.k +Uk.L, (6.117)
2ep = 2e1 = Gr — Ckl = Uik + Uk

Selliseid deformatsioonitensoreid kasutatakse klassikalises lineaarses teoorias.

9Neid nimetatakse ka lihtsalt viiikeste deformatsioonide tensoriteks “unustades” séna lopmata lisamata.

6.9. Lopmata viikesed deformatsioonid ja podrded 0 - 56

6.9.2 Poordetensorid ja poordevektorid

~ 1 .~ 1
Rk = MAQNB —Urk) ja mi = m?i — Upp)- (6.118)

Viimased on klassikalise lineaarse teooria pdéordetensorid. On selge, et te-

gu on kaldsiimmeetriliste tensoritega, st., Rx; = —Rpx ja e = —T.
Poordetensorite indekseid saab meetriliste tensoritega tosta ja langetada.

Jargnevalt toome sisse Lagrange’i ja Euleri lineaarsed pdordevektorid R¥ ja r*:

~ ~ -~ H_y N
RY = m%@i@i? ja rF = Mmisﬁiv (6.119)

KLM

kus € ja €™ on permutatsioonisiimbolid ehk permutatsioonitensorid.
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Permutatsioonisiimbolid ehk permutatsioonitensorid!’
kl
kim _ € "
N (6.120)
€kim = €kim\/G, 9 = \gr1]
kus!?t
1 kui klm on 123 paaris permutatsioon,
eFm — e = ¢ —1 kui klm on 123 paaritu permutatsioon, (6.121)

0 muudel juhtudel.

0Tuntud ka kui Levi-Civita tensor véi Levi-Civita permutatsioonitensor.

Lk. on kasutusel ka nimetused Levi-Civita symbol, permutation symbol, antisymmetric symbol, alternating sym-

bol.
Tullio Levi-Civita (29. 03. 1873 — 29. 12. 1941) oli Itaalia matemaatik.
1Vt ka 2. ptk.

6.9. Lopmata viikesed deformatsioonid ja podrded 0 - 58
Niide 6.9.1. Avaldame pédrdevektorid rh,r? ja r° siirdegradientide kaudu.
Valemite (6.119) ja (6.120) pohjal
~ 1 ~
Seega
(51— |
r =———|......... + = ......
2\/9
—( )
5 —\U3;2 — U23) = 132,
w/\w
~ 1
2
ri=——........ - J=......
2
A ,H\m (6.122)
|A:rw - zwuv = 13,
2\/9
~ 1
3
r°o=——[........ + o J=......
w/\w
—( )
o —=\U21 —U12) = T21
[ 2V
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6.10 Pikenemine, nurga muutus ja deformatsiooniten-
sorite geomeetriline tolgendus

6.10.1 Pikenemine, pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine

Pikenemiskoefitsient suunas IN:

ds ds? CrrdXEdXt
?ZH%H(%H/\ 2 = /CxNENL,

A > H a.swv

A .
() = % %w @N%ﬁ& ekl

Fiitisikaliselt on suurused ANy ja An) samad — esimene on vaid esitatud LK-s,
teine EK-s.

(

\

Suhteline pikenemine'® (suunas N) esitatakse kujul
ds —dS
mAZV = mc& = % = >A2v —1= v,?v — 1. AQ.HMRC
121 k. extension
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Lagrange’i koordinaadid. Pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine
koordinaatkdvera X% puutuja sihis (N on koordinaatkdvera X% puutuja sihis):

Qmmmm
— — — m =
/\QNN /\ (K)

Et anda fiiiisikalist tolgendust deformatsioonitensorite komponentidele, esita-
takse viimased valemid sageli kujul

\N

\N
>

C 2F 2
EE = A2, ﬂw = Al —1=(1+Eg) — L (6.126)

Euleri koordinaadid. Lé&htudes avaldistest (6.123), saame tuletada analoo-
gilised valemid EK jaoks —

9k k 2ep ) * 2ep | ?
\/Q&” |”AH| V , QS”AH| v |Hv
bk Ik k Ik k (6.127)

EE ) — 122 =1 (14ep.)"

—

A
\
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6.10.2 Nurga muutus ja nihkedeformatsioon

Vaatleme kahte 16pmata véikest vektorit dX; ja dXs, mille vaheline nurk on
© = On, N,) Ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dxs, mille vaheline nurk
on v = %A:?swv. °

Joonis 6.11: Nurga muutus

T
Nurkade koosinused
QWMH . &Mw (6.21) QNH&XW&X% K ~rL
cos® = ——— = = GgrN;" N 6.128
X1 | |dXs| X | |dXs] AL (6.128)
ja
6.10. Pikenemine, nurga muutus ja deformatsioonitensorite geomeetriline tolgendus 0 - 62
dx; - dXs (6.65) CrrdX&dXt
cost) = ———— = =
|dx1| [dxs| VCOundXTAXN \/Cred XFdX3
. 2.««2@ adhistame
(6.128) Ok NU Ny tabigtame g (6.129)
A Ay
Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega N; ja N maidratud
pinnal on defineeritud kui algse nurga © muut —
HJAZTZMV = Y(ny,ny) = @G/ﬂ,zwv - %AEBMV. AmeOV
vi

Votame viimase avaldise vasakust ja paremast poolest siinuse

sin[' =sin(© — ) = ...
Y sine - V11— H?cosO. (6.131)
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Kui N7 L Ny, siis saame viimasest, et

129) Cx NENT
sinl = p B9 TR Ty (6.132)
Ay A,)
Seega, kaks algselt ristuvat vektorit jaavad ka peale deformatsiooni risti para-
jasti siis kui
CrrdXFdXE =o0. (6.133)

Kui valida suunad Nj ja Ny piki koordinaatkdverate X* puutujaid, siis saab
nurgamuutuste hindamiseks kasutada baasivektoreid G ja Cx (kuigi nad pole

tihikvektorid) —

( cos O (k1) = e
G Gr i’
. rRTLL (6.134)
cosDyry = Ckr _ Grr +2Ekr .
\ VO xkCrr  /(Gxg +2Exk)(Grp +2EL L)

6.10. Pikenemine, nurga muutus ja deformatsioonitensorite geomeetriline tolgendus 6 - 064

EK-s saavad viimased valemid kuju

Gkl
cos Wy = :
Ny H
Ckl gkl — 2ex (6.135)
cos Oy = =

Vel /(ger —2err) (g0 —2e11)

Kuna LK ja EK on valitavad soltumatult, siis iildjuhul ei énnestu siduda nih-
keid I'(xry ja y)- Nurkadele ©xp) = m/2 ja ¥4y = /2 vastavad nihked on
madratud jargmiselt:

sin Hjﬁmhv =
KK (6.136)
SIY(k)) = — A A ———

Kui X% on DRK, siis .........
see on juba tehtud 3. peatiikis.
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6.11 Deformatsioonitensori invariandid, peavairtused ja
peasuunad

Tuleb lahendada vorrandisiisteem
(CF, — o™ ) NF = 0. (6.137)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakteristiik deter-
minant on null, st.,

CF =% =0. (6.138)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik vorrand (mis
kujutab endast kuupvorrandit)

C? —1cC? +11cC — 11l = 0 (6.139)

tundmatu C' médramiseks. Kogu protseduur on tegelikult analoogiline DKR
korral késitletule.

6.11. Deformatsioonitensori invariandid, peavdidrtused ja peasuunad 6 - 66

Invariantide IIl- ja III. geomeetriline tolgendus. Maatriksite teooriast
on teada, et determinant maatriksite korrutisest on vordne korrutatavate maat-
riksite determinantide korrutisega, st., |A - B| = |A| - | B|. Meil

CK, = GEMey U2 GEM g ok ol (6.140)
Invariandi IITo definitsiooni pohjal

e = |05 ) 2V |GBS| | gy 2" | = m% = J?, (6.141)

kus J on teisenduse zF = 2* AN K ﬂv jakobiaan fikseeritud ajahetkel ¢ ja mis on
leitav jargmiselt:

o7k
VA

oxM
VA

ox"
oOXN

0k
dx™

0zF oz™ oxM
oxm OXM 97K

VI (6.142)

J = )
7 Ve
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Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaarruumalad

dV = dS1dS»dS3 ja dv = dsidsodss. Kuna

ds
== >Q = v,o:
ds,,
siis p Jeidsad
v 5182083 (6.141)
= = ANAoNg = /Il =" J.
AV~ dSidS»dS; ¢
Seega

dv = /IlledV ja dV = /1ll.dv. (6.143)

Kokkuvottes — invariandid Il ja 111, iseloomustavad ruumala muutust.

6.12. Pdore, podrdetensor ja deformatsiooni dekompositsioon, 6 - 068

6.12 Po6ore, poordetensor ja deformatsiooni
dekompositsioon

6.12.1 Poordetensor

Deformeeruva  keskkonna (voi keha) | fikseeritud kiu” lokaalse poorde
méadramiseks toome sisse poordetensori. Olgu vektorid N, peatelgede sihilised
ortogonaalsed iihikvektorid X-s. Peale deformatsiooni on see kolmik péoratud

N;

P (X)

Joonis 6.12: Peatelgede siire koos poordega
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ortogonaalseks kolmikuks n, koordinaatides x. Kui vahetada (siirata) kolmik
N, ruumipunkti p(x) siis saab defineerida iihese ortogonaalse tensori R, mida
nimetatakse pddrdetensoriks ja mis poorab vahetatud kolmiku N, kolmikuks
n,.
Wb, = RE g NE = b RERNE, = RFGNE,
-1

It B (6.144)
N/IAQ = QmmSmSwﬁ\aQ = mNhQHwS\wQ = mwm\aj\wg

—1

Siin R on tensori R poordtensor (duaalne tensor): R poorab N, — n, ja
—1

vastupidi — R poorab n, — N, tagasi. Tensor

mwN = mwSQSN = mhﬁmwh Am.fpmv
esitab siiret X — x koos jidrgneva poordega.

Defineerime niiiid vektorite kolmikud N¢ ja n® —

NogNE, © sl nonl, 6l (6.146)

st., (vektorite) kolmikud N® ja n® ning N, ja n, teineteise poordkolmikud!s.
Maatrikskirjaviisis tdhendaks eelnev seda, et [N9g|[N*,] = I, kus I on

BLk. reciprocal triads

6.12. Pdore, podrdetensor ja deformatsiooni dekompositsioon, 6-70

thikmaatriks. Korrutame avaldisi (6.144) vastavalt vektoritega N, ja n®. Ar-
vestades definitsioone (6.146) saame poordetensorite médramiseks valemid

-1
Rfe =nf N ja R¥, = N¥,n%. (6.147)

Poordeta deformatsiooni (deformatsiooni, kus peateljed ei poordu) puhul, seega

R =1 chk R, =6 Rfpe = g"x:... (6.148)

6.12.2 Moned poorde- ja deformatsioonitensorite vahelised seosed.
Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed on seotud
jargmiselt
-n -1 n “n n -1
QN@ = mﬁwowmm@v C ﬂ = mwNQthhm Am.Tﬁwv
ning lisaks veel, et
CFp =3 (Ca) "NE Ny (6.150)

(&%
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2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul

1 1 1

1 1 11 -1
Hwkm = mwh@hﬁ = WNN %w? »XHN% = m,NNmN\A = mh\a %Nh. AQ.HWC
Viimastest omakorda
_1 1 1
mwwwm = &wuh Qwhmm um mwmw = XNJN Oiw: AmHmwv

Saab niidata, et teiselt poolt z*x = ¢"gl(Gxr+ Urk), kust Upyx =

grg'a® k — Gip. Arvestades niiiid (6.151),, saame, et

Upar = RgrCFyr — Gy = Re"Crar — Grenr. (6.153)

~ o~

Lisaks eelnenule saab toestada seosed tensorite E, R ja R vahel —

1
~ ~ —3
R = (Grr + Brew + Ricr ) Clay, (6.154)
Viikeste deformatsioonigradientide puhul saame viimasest
mwﬁi ~ mmmi — QNQ,\.? Amwmwv
6.12. Pdore, podrdetensor ja deformatsiooni dekompositsioon, - 72

ning arvestades (6.153) analoogi EK jaoks, et
Ricn = g" kg™ M o (6.156)

6.12.3 Deformatsiooni dekompositsioon'*

Iga joonelemendi deformatsiooni mingis punktis voib vaadelda koosnevana kol-
mest osast — 1) paralleelliikkest, 2) peatelgede jiigast péordest ja 3) pikkuse
muudust peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit dX® X-s, mis liheb deformatsiooni kiigus vektoriks da* =
z¥ pd X% . Kasutades seoseid (6.151), saame

1

dz* = g% REyCM ed XK =GR R, g" d XK. (6.157)

Avaldisele (6.157) saab anda jérgmise tolgenduse (joonis 6.13).

MTuntud ka kui poorde pohiteoreem.
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dax¥
1]
dx (1)

P (X)

P (X) > )

de*g = ds*

Joonis 6.13: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon

1. Vektori dX liike' (koos peatelgedega) vektoriks dx 7).
2. Vektori dxp) jiik poore'® (koos peatelgedega) vektoriks dx(g).

3. Labi peatelgede pikkuste muutmise'” muudetakse vektor dx gy vektoriks
dx(s) = dx. Taiendavat pooret ei toimu siin siis ja ainult siis kui dX on
paralleelne iithega tensori Ci peavektoritest.

151 k. translation
161 k. rotation
1 k. stretch

6.12. Pdore, podrdetensor ja deformatsiooni dekompositsioon, -7

Valemites on eelnev esitatav kujul

&&wmﬂv = wa«&vﬂw“ &&\aﬁmv — mwN&&NAHY &Hw = ImmwN&&NQS. AmHmwv

Kui asendame (6.158); — (6.158), — (6.158),, siis saame (6.157).

Joonis 6.14 esitab sama protsessi teises jarjekorras: pikenemine, poore, liike, st.,

1

dXM g = CMd XX, dX" ) = REydXM g, da* = g pdX " p). (6.159)
Seega sellise dekompositsiooni puhul pole operatsioonide jérjekord téhtis.

K
ax* X

p (x)

\
|
P (X) __
/

K
dX'(R) &aw

Joonis 6.14: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon
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6.13 Kiirus ja kiirendus

6.13.1 Materiaalne tuletis

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi)
nimetatakse operatsiooni

p e ﬁ&%.
f - . (6.160)

X=const

Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, siis langevad materiaalne tuletis
ja osatuletis aja jargi kokku:

: of (X, t
f(X,t) = t (6.161)
ot
Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.
6.13. Kiirus ja kitrendus 6 - 76

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f(x,t) = frer = frg". Niiiid
: 0 O ok
" %Q gr)i, 6.162)
t

0 )
%Cﬁm\d&w

f(x,t) = o (f"er)
f(x.0) = 2 (/i)

kuna baasivektorid g; ja g on ajast soltumatud, saavad valemid (6.162) kuju

. G,\% Dfi 4
flx.1) = —g = — 6.163
kus suurusi
up\g\a def @&l@ E -l - b.\ww def @\w .1l
-« . — . 6.164
Dt or et T = gy T kd (6.164)

nimetatakse materiaalseks tuletiseks vastavalt vektori kontravariantsest ja kova-
riantsest komponendist.
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Tensorite kovariantsed osatuletised. Enne kui saab asuda materiaalsete
tuletiste leidmisele tensoritest tuleb sisse tuua tensorite kovariantsed osatule-
tised. Need on defineeritud analoogiliselt vektorite kovariantsete osatuletistega

(vt. k. 46) —
k [
+ Eﬂz

nm nm

\E:: = ﬂ\li;ﬁ + \:N AGHQWV

on kontravariantse tensori kovariantne osatuletis. Analoogiliselt saab defineeri-
da kovariantse osatuletise segatensorist

Fn= Pt i o =1t ] (6.160)

mn m

ja kovariantse osatuletise kovariantsest tensorist

\miwﬁ:“\miu3|\wiﬁwwgw |r\4\a§ ANN@W Amwmﬂv

6.13. Kiirus ja kitrendus 6-78

Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite kontravariant-
setest, kovartantsetest ja seqakomponentidest on defineeritud jargmiselt —

( U,\i _ Q,\l& +y~l&. &3
Dt ot o
D

q mw — Q%N + frima™ (6.168)
Nu&;@ . @\ﬁ k -m

S
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6.13.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus

Kii
HEHS v=p=n1 (6.169)
Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud ldbi LK kujul u =
USGg, kus UR = UR (X, t). Niiiid
oUx oUx
<”Q”%Q~mu ehk <”<~AQ~AV kus a\Nm”g

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.

(6.170)

Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud labi Euleri koordinaatide,
siis u = ufgy,, kus ¥ = uF(x,t). Niiiid saame kiiruse avaldised Euleri koordi-
naatides:

. Du*  [ou* .
VvV = CTAHS?& - qwmw - M +tu U | Bk
ehk (6.171)
DuF  ouF
vV = @\Am\f kus vF = bsw = NWM +:$@N.

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri koordinaatide
puhul ilmutamata kujul.

6.13. Kiirus ja kitrendus 6 - 80

Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene
tuletis aja jargi —

a=yv. (6.172)
Lagrange’s koordinaatide puhul
ovE UK
— AKG AR = = 6.173
* o or o (6.173)
ning Fuleri koordinaatide puhul
Duv* ovF
a=ad'g, d"= o ok ! (6.174)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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6.13.3 Deformatsioonikiiruse tensor

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist =" .

D k
% = vk 2l g (6.175)
Materiaalne tuletis koordinaadi diferentsiaalist.
D(dz*
% = v"yda’ (6.176)
Euleri deformatsioonikiiruse tensor.
2dy; = vy + Vi, (6.177)
Materiaalne tuletis joonelemendi ruudust
D(ds?
% = 2dydatda’. (6.178)
Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor.
: DE
mwmh = E = &i&.\a NRN L- AmHﬂ©v
Dt T
6.13. Kiirus ja kitrendus 6 - 82

6.13.4 Elementaarruumala muutumise kiirus

Kaéesolevas alajaotuses leiame materiaalse tuletise EK-s esitatud elementaarru-
malast dv. Alghetkel ¢y on meil tahke keha (ruumipiirkond) B, mida timbritseb
pind A ja mille ruumala on V. Deformatsiooni kdigus B — b, A — a ja V — v.
Kasutame tahistusi v
. ox* o7k
I~ |oxE 07K
9=lgul, G '=]|G""].

k k
= |2"x = |2" k]

-

(6.180)

Pideva liikumise puhul on koordinaatteisendused x = x(X,t) ja X = X(x,1)
teineteise iithesed poordteisendused ja j # 0. Koverjoonelised koordinaadid x ja
X olid sissetoodud ldbi DRK. Seega

02" B 02k ox™ XM
OZK — 9axm XM 97K

ning jakobiaan

0zF

oxm

0k
YA

. (6.181)

-

ox"
oOXM

oxXN
VA
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w
. 182
. Jo" (6.182)
Kokku saame aga avaldise
D(dv)
Dt

mis viljendabki elementaarruumala muutumaise kiirust.

= JukdV = vF pdv, (6.183)

6.13.5 Elementaarpinna muutumise kiirus

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist X ¥

D(X* ) K
i L VA '€ . 6.184
NUNW “N\C ,\a A v
Pinnaelemendi materiaalne tuletis (muutumise kiirus):
D(d
% o™ dag — 0" sdan, (6.185)
6.14. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika 0 -84

6.14 Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika

Joonintegraal. Olgu ¢ mingi funktsioon (nit. massi tihedus voi kiirus voi
elektrijuhtivus vms.), mis on defineeritud {ile materiaalse joone L. Vastava
joonintegraali muutumise kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

\@% \E&& \ﬁww% +@ (dr VT

(6.176) \Tv% + oot :i.
L

Pindintegraal. Olgu niiiid suvaline funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse
pinna S. Vastava pindintegraali muutumise kiirus

\@%wl\@ﬂ ¢day) = \~WW&$+@ QSL~ =

(6.185) \m T%; + ¢ (v'yday — v ESL

(6.186)

(6.187)
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Ruumintegraal. Kui niiiid funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu
V), siis ruumintegraali muutumise kiirus

D B [ Do (6.183)
H\%&T\ E%Zv (d L =
0 0
n\< ?T%Yi%ga& u\_@w (60"), ~
+18

(6.188)
Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi

% \,\ Pdv = %%Lj \ v day,. (6.189)

, Slis saame viimasest,

Siin on materiaalne maht )V asendatud fikseeritud ruumimahuga v, mida
timbritseb pind s ja mis hetkeliselt {ihtib materiaalse mahuga V. Seega, mingi
fiitisikalise suuruse ¢ materiaalses mahus ¥V muutumise kiirus vordub selle suu-
ruse ¢ muutumise kiirus ruumilises mahus v (mis hetkeliselt ithtib materiaalse
mahuga V) pluss suuruse ¢ov* voog libi ruumilist mahtu v iimbritseva pinna s.

B[, uFdv = [guFday, day = npda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski teoreem

6.15. Keeriselisus ja deformatsioont kiirus 6 - 86

6.15 Keeriselisus ja deformatsiooni kiirus

6.15.1 Keeriselisus

(Cauchy) keeriselisuse tensor®

Wiy = = (Vg — vip) = Ulk;1) - (6.190)

o | =

Kaldstiimmeetrilisest tensorist wy; saab omakorda konstrueerida keerisvektor:

wk = M, = mES@SWN ehk w = curlv, (6.191)
kus 5
curlv = 1otv & V x v ja V = o w@&\@ (6.192)
Keerisvektori kovariantsed komponendid
wy, = gw'. (6.193)

9T k. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
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6.15.2 Deformatsioonitensorite materiaalsed tuletised

Analoogiliselt alajaotustes 3.14.4 ja 3.16.3 esitatule avaldub Lagrange’i defor-
matsioonikiiruse tensor niiiid kujul

Egr = ﬁwh = dya” xa' .
Ka Euleri deformatsioonikiiruse tensori dy; (6.177) ja Euleri deformatsiooniten-
sori materiaalse tuletise é;; vahelised seoste tuletuskéik on analoogiline alajao-
tuses 3.16.3 esitatule. Selleks leiame jéillegi materiaalse tuletise deformatsiooni
mooddust ds? — dS?
wamwv = WQ% — ds?) (6.74 w%?i&&f&& (6.194)
(6.176)

=2 Am.i + mSNQS% + m»S@S;V dz*dat.
dp = € + WEES% + 93:@3;. Am.mev
Arvestades Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorite definitsioone (2ej; =
gri — cw ja 2Ekp = Ok — G 1) saame

e = —2ém ja Crr =2Ekr. (6.196)
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Deformeeruva keskkonna diinaamika
6.16 Mass

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom — massi jidvuse seadus

Globaalne massi jddvuse aksioom. Globaalse massi jadvuse aksioomi juures
muutub seoses koverjoonelistele koordinaatidele iileminekuga vaid jakobiaani
J tahistus, kuid muu jadb koik samaks. Keskkonna kogumass on litkumisel

invariantne —
\\oo%\ﬂ\b&? 8.55
y v

Kuna dv = JdV, siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui EK-s —

\ (o — pJ)dV = 0 voi \ (p— pod Vv =0, (6.198)
%

v
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kus

J = mmw = /Illc =

Lokaalse massi jddvuse aksioomi saame kui rakendame globaalset mas-

si jadvuse aksioomi materiaalse punkti lopmata véikeses {imbruses. Valemite
(6.198) pohjal saame

po = pJ = p\/Illc voi p = pod = po/II1,. (6.199)
Avaldisi (6.199) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja nad esita-
takse Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).

Ruumilise pidevusvorrandi (Euleri kirjeldus) saame kui esitame globaalse massi
jadvuse aksioomi kujul

D (6.1 dp
dv = dv = 0. 6.200
o [0 |24 (), | a0 (6.200)
kust saame ruumilist E&m@@m@@iﬁﬁ&
%
P + ("), =0. (6.201)
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6.17 Liikumishulk, kineetiline moment, energia

Keha (mahus v sisalduva massi ) liikumishulk®® P avaldub kujul

def

P=E | vdm = \ V¥ (x, 1) g (x)dIN = \ VEX, )Gg(X)dm  (6.202)
Mm m

m
kusjuures baasivektorid gi(x) voi G (X) saab integraali ette tuua vaid sirg-
jooneliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul d9 = pdv, siis
pole oluline, kas integreeritakse iile ruumala v6i massi. Kui korrutame litkumis-
hulga vektori P skalaarselt baasivektoriga G*(X) siis saame liilkumishulga P
komponendid PX LK-s kui aga baasivektoriga g¥(x) siis saame liikumishulga

P komponendid P¥ EK-s.

Keha (mahus v sisalduva massi ) kineetiline moment*' H, ruumipunkti o
suhtes:

20L.k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit impulss.
2Lk. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse ka termineid impulsi moment
ja poordeimpulss.
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\*No Ww P X vdIN = \ @wmiSEN@S&QMN = \ QNmNhi&Uﬁa\i&g
o . r (6.203)
= \ g" eimp' v AN = \ G"expay PPV aMm.
m m
Siin p = prg’ = pFegr = pr G = p® G vektorkorrutised??
g, =gt x g, erm8” = &k X &1,
KLM _ K L Mo (6.204)
€ Q:§|Q x G , mw«hi@ |QNXQ?

Analoogiliselt eelnevaga saab leida kineetilise momendi H, komponendid EK-s
HE ja LK-s HE. Lisaks saab kineetilise momendi avaldada ka bivektori kujul
MO i ML,

Keha (mahus v sisalduva massi 9) kineetiline energia®

1 1 1
K== [ v*dm==[ gg™ldam==[ g¢"vudm. (6.205)
2 Jon 2 Jom 2 Jon
22Vardle 2. ptk. valemitega, mis on esitatud DRK jaoks.
231.k. kinetic energy
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Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom — liikumishulga tasa-

kaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus.
P = F chk P¥ = FF ehk PK = FK (6.206)

Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom — kineetilise momendi
tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus.
H, =M, chk ehk H' = Mrehk HE = ME. (6.207)

Loomulikult saab viimased avaldised esitada ka kovariantsetes komponen-
tides. Valemitega (6.206) ja (6.207) esitatud pideva keskkonna mehaanika
pohiaksioome nimetatakse Fuler: litkumaisseadusteks.

Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom — energia jddvuse sea-
dus

Sama, mis DRK korral
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6.18 Pinge

6.18.1 Cauchy pingehiipotees

Valemite tuletuskdik on sama, mis oli 3. peatiikis kuid niiiid on koik
koverjoonelise tetraeedri servad koverjoonelised (sest koordinaatsirgete asemel
on niiiid koordinaatkdverad). Tulemus on analoogiline DRK-s esitatule, ainult
niiiid on vaatluse all nii ko- kui kontravartsed vektorid ja vektorite komponen-
did:

da* i 1
ﬁ?v = 3@| = ﬁwi =t ng. Am.womv
da
0.18. Pinge 6 -9
6.18.2 Pingetensor gn/\,.u
Pingetensori komponent (pingekomponent) ¢y, z n_ ]
on koordinaatpinnal ¥ = const mojuva pin- b gw a;\:.,.w_z .
gevektori t;, [-is komponent, st., o ﬁ\\
=0 KT
ty = tng' (6.209) B R S
Lt
Pingevektori t(,) saab niiiid avaldada kujul ) ’ -:\ _,z B ~
6.209
ﬁ?v = ﬁi@w A == ) Sﬂ:@wmﬁ AQ.MHOV
kust Joonis 6.15: Pingetensor
?:z = S&Sw. AQ.MHC

Punkti p ldbival suvalisel pinnal (normaaliga n) mojuv pingevektor t ) avaldub
lineaarfunktsioonina vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontravariantseid ja

segatensoreid, naiteks

mn — 3
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Seega, lisaks valemeile (6.209) ja (6.210), on pingevektorite avaldamiseks mit-

meid voimalusi — I
t = gl = tfnlg, = t*Fne = tun”el,
\mv ) NN k8 ) 1 M8k \mw \f g (6.212)
tt=1thg =1t"g, th =118 = tug -
Pingetensori fiiiisikalised komponendid
Alajaotuses 6.8 (lk. 52) toodud valemite pohjal pingevektor
tm) = Sf&@w = w@t&ﬁemﬁ% (6.213)
kus
8k : Ik k
e(r) = ;oY =nl g ja wSQ@ = (6.214)

Ik k Vil .

Siinjuures SVAS nimetatakse pingetensori vasakpoolseteks fiiiisikalisteks kompo-
nentideks. Parempoolsed fiitisikalised komponendid

gil
NSQAV = iwL. Am.mev
Ik k
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Stiimmeetrilise pingetensori ja ortogonaalsete koordinaatide puhul

9k k gil 1

6.19 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalne tasakaal

Liikumishulga ja kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seaduste tuletuskéik
on sama, mis DRK korral, nad omavad kuju

k4 p (ff —ad¥) =0,
o p (" =) (6.217)
mi ﬁ.\a =0

ja neid nimetatakse vastavalt Cauchy esimeseks ja teiseks litkumisseaduseks.

Avaldisest (6.217), jareldub, et pingetensor peab olema siimmeetriline:

€Ftn =0 = tjp—ty =0, (6.218)
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Jareldus: Kui litkumishulk on lokaalses tasakaalus (ning mahu- ja pinnamo-
mendid puuduvad), on kineetiline moment lokaalses tasakaalus parajasti siis
kui pingetensor on siimmeetriline.

Seega on meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponenti:
AL 422 433 412 _ 421 413 _ 431 423 _ 432 4

t =ty, t=t" =t (6.219)

Arvestades avaldisi (6.219) ning tostes ja langetades indekseid, saab anda
Cauchy esimesele litkumisseadusele (6.217), alternatiivseid kujusid —

Nzx +bC% IQJ —0,
thea +p (fr — ax) =0, (6.220)
ti'y + p (fr — ar) = 0.

Enamgi veel, Cauchy liikumisseadusi on voimalik esitada ka fiiiisikalistes kom-
ponentides.
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6.20 Liikumisseadused Lagrange’i koordinaatides

Cauchy liikumisvorrandid (6.217) on esitatud EK-s. Lagrange’i kirjelduse jaoks
toome sisse pingevektori T® ruumipunktis x, mis vastab deformeerumata pin-
nale dA materiaalses punktis X = X(x, 1), nii et

tmyda = t"da), = T"dAy. (6.221)
Kuna day = JX¥ 1 dAx ja dAgx = J1aF day siis
th = J b T ja TF = JX5 it" (6.222)

Piola (1833, 1836 ja 1848) téi sisse pseudopinge tensorid T5! ja THE nii, et
TK = T8g) = T g = TREC, (6.223)
Téanapaeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-Kirchhoffi pseu-
dopinge tensor
Seosed Cauchy pingetensoriga:
MNJMQ _ ANXN wﬂi ﬂ\& _ AN\H.&.\A NNJNQ
THRE = TRIXE = JX5  XE M (6.224)

fkl ,\L&ﬁwibﬁwﬁ 7Kl _ &»hﬂwh.
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Jérgnevalt defineerime tensori kovariantse tdistuletise. Kui A%* = AKF(X | x),
siis kovariantne taistuletis

misnmﬁwi TWL >§+ AEQQ + As\ww mwsv &Ns. a.wwmv

- g - g

Vv Vo
AKk, AKk,

Niiiid saab avaldada Chauchy esimese liikumisseaduse libi tensori 75! —

k L
mNJ.N‘\ale_lmNJNw“N I_IMJNS *S&W%ﬁk#lﬂmﬁ& AN\NW |Tbo A\vw o Q\wv —0

. (6.226)

T8 g + po (f¥ = d¥) = 0.

Viimase puhul on arvestatud, et siin 7%% = T5%(X). Cauchy teine liikumissea-

dus saab kuju
TRFg™ o = TE™ g pe. (6.227)

6.20. Litkumisseadused Lagrange’ koordinaatides 6 - 100
Libi tensori TH1 saavad liikumisseadused (6.226) ja (6.227) kuju

(
ot (Y st { e Yot ) 70 ) =0

7

WNJNN\ _ HNJN?N.

\

(6.228)
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Energia ja entroopia

6.21 Energia jddvuse seadus

Globaalne energia jadvuse seadus on termodiinaamikas tuntud kui ter-
modiinaamika esimene seadus ja ta esitatakse kujul

K+&E=W+Q, (6.229)

kus () on soojuse juurdevool ajaiihikus, ja teda moodetakse samades iihikutes
kui mehaanikalist voimsust V. Pideva massijaotusega keskkonnas

H
\mH |\b§@£@ ,5 MH\bm&@v a.wwov
2y V
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kus € on siseenergia tihedus. Mehaanikaline voimsus

S\H\NQ@@&SJr\b\@@@&@. (6.231)
S 1%

Soojuse juurdevool
@H\@@&@@IT\E&@. (6.232)
S 1%

Siin ¢” on soojuse juurdevool pinnaiihiku kohta ja h — keha siseallikaist too-
detud soojus massiiihiku kohta.

Avaldame niitid koik valemis (6.229) olevad liikmed ldbi ruumintegraalide —

1 D D

K= \?@@@@&@ +3 @@@gﬁb&@z“ £ = \?m&@ + mmﬁ@%&“ (6.233)
v _— v N——

=0 =0

W = \ [t rvp + Py + pfP 0] dv, Q= \ (¢ + ph) dv. (6.234)

Niilid saame anda globaalsele energia jdadvuse seadusele kuju

\ [pé = " vpy — ¢"p — ph]dv = \@u ("7 + pf" = pa®) dv. (6.235)

v v
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Lokaalse energia jadvuse seaduse saame vordusest (6.235) kui vaatleme integ-
raalialuseid avaldisi. Selgub, et p.p. olev integraalialune avaldis kujutab endast
litkumishulga lokaalse tasakaalu seadust ja on seega vordne nulliga. Seega, ar-
vestades et tP" vy, = t"d,,, saame

pe =t"d, + ¢ + ph. (6.236)

Saadud diferentsiaalvorrand véljendab lokaalset energia jidvuse seadust ja te-
da nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferentsiaalvorrandiks. Viimases
avaldises esinevat mehaanikalist energiat

¢ = t'd,, (6.237)

nimetatakse pinge voimsuseks.
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6.22 Potentsiaalne energia

Juhtul, kus vilisjoud f, on statsionaarsed saame tuua sisse potentsiaalse ener-
qa:

fp=-U,. U= \EQ&@. (6.238)
Mehaanikalise voimsuse avaldis (6.231) saab :ﬁc& kuju
W = \%ﬁ@@&@ﬁ — \bQ%@@Qw@. (6.239)
Kuna D m . )
U= oy ch&C = \eb@&@ = \cb@%%&@. (6.240)

siis saab avaldis (6.239) omakorda kuju
W = \ t"Pv,da, — U (6.241)
ja globaalne energia jiévuse seadus (termodiinaamika esimene seadus)

K+E+U= \Ee@%ﬂ +Q. (6.242)

S
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6.22.1 Entroopia tootmine

Lokaalne entroopia tootmine. Kasutame lokaalset energia jadvuse seadust
(6.236) ja jareldust Gibbs’i vorrandist (de = ¥dn + 7%dv,,):
pe =t"dy + ¢, + ph, £ =N+ 7%0,.

Kui elimineerida viimasest € ning arvestada, et entroopia tootmine on seotud
vaid pingetensori dissipatiivse osaga, saame lokaalse entroopia tootmise vorrandi

pdn = pt’dy + ¢", + ph — pT V. (6.243)
Globaalne entroopia tootmine. Vastav vorrand saadakse kui integreerida

lokaalset entroopia tootmise avaldist (6.243) (avaldades elnevalt pn) iile mahu
V ning kasutada seoseid

D o -
1dv = dv=H 244
\ pidv =757 | pmdv (6.244)
ja
1 q* &, ¢* \ N,
—qP pdv = = Lldo= [ =—d Ldv. 6.245
\Qx\%@u ! \g\ A%VEIT %w ! m% QﬁlT V %w ’ A v
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Globaalne entroopia tootmise vorrand avaldub seejérel kujul

i = \ da, + \<A>+ %V dv, (6.246)

A== TE o+ (Ind) ) Sgi . a.ﬁd

Seega entroopia muutust pohjustavad: 1) entroopia juurdevool ¢”/9 14bi keha
pinna ja 2) entroopia tootmine keha sees.

kus

6.22.2 Entroopia seadus — termodiinaamika teine seadus

Globaalne entroopia seadus. Eksperimentaalsete tulemuste pohjal on tea-
da, et soojusallikatest vaba siisteem tarbib mehaanikalist t66d st.,

A > 0. (6.248)
Seega valemite (6.246)—(6.248) pohjal

. p h
> [ Lda,+ \ P2 . (6.249)
s v % v
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Avaldis (6.249) viljendab globaalset entroopia seadust — summaarse entroopia
juurdekasv on suurem-vordne ldbi keha pinna toimuva entroopia juurdevoolu
ja keha siseallikaist toodetud entroopia summast.?

Lokaalne entroopia seadus. Selleks et saada termodiinaamika teist sea-
dust lokaalsel kujul, minnakse avaldises (6.249) Greeni-Gaussi teoreemi abil iile
ruumintegraalile. Arvestades (6.244)

\A
. Q b@
|| ||&Vo @.wmo
\< bs J . 9 @I“ A v

kust globaalse vorratuse lokaliseerimise tulemusena saame lokaalse entroopia
seaduse

om— (L] -2 >o. (6.251)

Ellimineerime niiiid lokaalse energia jadvuse seaduse abil lokaalsest entroopia-
seadusest kehasisest allikast toodetud soojuse h. Kasutades samasusi (6.245)

2 Eringeni (1962)pohjal nimetatakse (6.249) Clausiuse-Duhemi vorratuseks. Tavaliselt esitatakse nimetatud
vorratus siiski lokaalsel kujul.
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saame Clausiuse-Duhemsi vorratuse

. € 1 1
plin—= )+t +

5t %%5 >0, (6.252)

mis viljendab samuti lokaalset entroopia seadust.

Varratusele (6.252) saab anda alternatiivse kuju, tuues sisse Helmholtzi vaba
energia tiheduse

Y =¢c—Un. (6.253)
Funktsioon 1) viljendab seda osa siseenergiast, mis on voimeline tegema mehaa-
nikalist t66d. Avaldades niiiid avaldisest (6.253) siseenergia tiheduse ¢, saame
anda vorratusele (6.252) kuju
1
v

Vorratused (6.252) ja (6.254) peavad kehtima koikide termomehaanikaliste
protsesside puhul.

—p @ - %V + t"dy + —=q"0 ), > 0. (6.254)



