Peatiikk 3

Deformeeruva keskkonna kinemaatika

3.1. FEuleri ja Lagrange’ koordinaadid

3.1 Euleri ja Lagrange’i koordinaadid

Pideva keskkonna mehaanikas on liikumise kirjeldamisel kasutusel kahte lii-
ki koordinaadid: Fuleri — ja Lagrange’ koordinaadid. Esmalt defineerime nad

tildiste koverjooneliste koordinaatidena.
Euleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutumatu koverjooneli-
se koordinaatsiisteemi 2!, 22, 23, mille suhtes
vaadeldakse keskkonna materiaalsete punkti-
de liikumist. Sellist koordinaatstiisteemi nime-
tatakse Fuleri koordinaatsiisteemiks ehk ruu-
miliseks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid
punkti koordinaate z', 22, 2> — Fuleri koor-
dinaatideks (EK) ehk ruumilisteks koordinaa-
tideks. Uhe punktmassi liikumist Euleri koor-

dinaatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

= f'(t),i=1,2,3.

Joonis 3.1: Euleri koordinaadid
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Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = ¢t
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koor-
dinaatsiisteemi X!, X?, X3.
Kui nuid ajahetkel ¢ >
keskkond liigub ja muudab
kuju, siis liigub ja muudab
kuju ka koordinaatsiisteem
X1 X2 X3, Sellist koordi-
naatststeemi nimetatakse Joonis 3.2: Lagrange’i koordinaadid
Lagrange’™  koordinaatsiis-
teemiks ehk  materiaalseks
koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koordinaate X', X?, X3
Lagrange’i koordinaatideks (LK) ehk materiaalseteks koordinaatideks.

Lagrange’i koordinaadid deformeeruvad koos kehaga.
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Descartes’i ristkoordinaadid (DRK)!

Kaesoleva kursuse algul esitame koik PKM vorrandid DRKSs ja seega pole va-
ja eristada alumisi ja tlemisi indekseid. Seetottu tdhistame DRK korral EK
x1, T2, x3 ning vastavaid baasivektoreid iy, is ja i3. Kui vaja, siis tdpsustame, et
meil on Euleri Descartes’i ristkoordinaadid (EDRK).

Koiki suurusi, mis on esitatud EKs tahistame vaikeste tahtedega. Moned néited:

e ruumipunkti p kohavektor: p = x = (x1, z9, x3)

punkti kiirus EKs: v =p = x = (v, v, v3)

punkti kiirendus EKs: a = v = p = X = (ay, as, a3)

pingetensori komponendid: ¢;;;
Euleri deformatsioonitensori komponendid: e;;

T, Ui, a;, fi? Cij - - -

IDRK pole EK ja LK kérval kolmas koordinaatide tiiiip, vaid annab iihe voimaluse esitada EK ja LK.
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Lagrange’i koordinaate tahistame DRK korral X, X5, X3 ning vastavaid baasi-

vektoreid Iy, I ja Is.

Koiki suurusi, mis on esitatud LKs tahistame suurte tahtedega.Moned naited:

e materiaalse punkti P kohavektor: P = X = (X7, Xo, X3)

nendid: Ejy

X[, ‘/[, A[, F], C[J

3.2. Litkumise kirjeldamine

punkti kiirus LKs: V=P = X = (V}, V5, 1)
punkti kiirendus LKs: A = V=P = X = (A, 4,, As3)

pingetensori komponendid: 77 ;; Lagrange’i deformatsioonitensori kompo-

3.2 Liikumise kirjeldamine

Uldjuhul eeldatakse, et keha (kesk-
kond) on alghetkel ¢ = t; deformeeru-
mata olekus?, nn. algolekus. Valismdju-
de toimel hakkab keha deformeeruma
ja kui vaadelda mingit hetke ¢t > % siis
on keha deformeerunud olekus® (joon.
3.3). Tihti deldakse, et alghetkel hol-
vab keha (materiaalne maht* V, mida
imbritseb materiaalne pind® S) ruu-
mipiirkonna B. Deformeerunud olekus
holmab vaadeldav keha ruumipiirkon-
na b ((ruumi)mahu v, mida timbritseb
(ruumi)pind s).

. reference configuration

. deformed configuration, actual configuration
. material volume

. material surface

Deformatsioon
Xy, X5

Joonis 3.3: Deformatsioon, algolek ja defor-
meerunud olek.
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Materiaalse punkti P kohavektor

P=X= XKIK, (32)
ruumipunkti kohavektor
P=X= Ikik (33)
ja siirdevektor
u = ukik = UKIK. (34)

Litkumisseaduseks nimetatakse itheparameetrilist koordinaatide teisendust

x =x(X,t) ehk xp = xp(X3, Xy, X3,1) (3.5)
voi tema poordteisendust

X =X(x,t) ehk Xg = Xg(x1,29,23,1), (3.6)

mis siirdab materiaalse punkti P ruumipunkti p. Parameetriks on siin aeg t.
Alghetkel t = t; kujutavad teisendused (3.5) ja (3.6) (parameetrist s6ltumatuid)
koordinaatteisendusi.
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Tihti on kasulik kui ¢ = £ puhul teljestikud x; ja Xk iihtiksid, st., hetkel ¢t = ¢,
xr = Xk kui £ = K. Sel juhul on materiaalse punkti asukoht alghetkel ¢t =
automaatselt teada ning asukoha muutus algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢
lihtsalt leitav (vt. joon. 3.3).

Markused:

e On ilmne, et kuna LK liiguvad (deformeeruvad) koos kehaga, siis tildjuhul
on nad DRK vaid alghetkel.

e Viga sageli esitatakse litkumisseadus (3.5) kujul x = x(X, ?).

Teisendused (3.5) ja (3.6) peavad olema teineteise ithesed poordteisendused.
Eeldame, et nii funktsioon (3.5) kui (3.6) kuuluvad klassi C",r > 1. Vastavalt
matemaatilisest analiiiisist tuntud teoreemile ilmutamata funktsioonist on see
tingimus taidetud ruumipunkti p imbruses ¢ parajasti siis, kui jakobiaan

.| Oxy,
7= ox,

# 0 ‘xk - x%‘ < 0. (3.7)

Siin 29, k = 1,2, 3 on ruumipunkti p koordinaadid ja
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6’x1/8X1 6’:1:1/0)(2 8$1/0X3
= 81’2/8)(1 81’2/8)(2 8332/8)(3 . (38)
0:1:3/8)(1 0:1:3/8)(2 8x3/8X3

Tingimus (3.7) valjendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne t
16plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega l6pmata suureks mahuks®
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainehulga sisse’. Teisisonu, joon deformeerub
alati jooneks, pind pinnaks ja maht mahuks.

al‘k
00Xy

Kui keskkonnas esineb katkevusi (néit. kihiline materjal voi praod), pole eel-
toodu otseselt kasutatav ja tuleb sisse tuua lisatingimusi. Samuti tuleb eri-
list tahelepanu poorata voimalikele singulaarsetele punktidele, joontele voi/ja
pindadele, kus tingimus (3.7) pole taidetud.

Funktsioonide (3.5) ja (3.6), st., litkumisseaduste leidmine ongi iiks pideva kesk-
konna mehaanika pohitilesandeid.

6ik. indestructibility of matter
"ik. impenetrability of matter
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Kui liikumine on kirjeldatud avaldistega (3.5), siis 6eldakse, et on antud liiku-
mise Lagrange’s kirjeldus — antud juhul saame teada, millises ruumipunktis x
asub materiaalne punkt Xy hetkel . Kui t = t; puhul EK ja LK thtisid, siis
saame litkumisseadusest (3.5) teada, millises ruumipunktis asub hetkel ¢ see ma-
teriaalne punkt, mis alghetkel oli ruumipunktis =, = Xy (k = K). Lagrange’i
kirjeldust on otstarbekas kasutada deformeeruva tahke keha tilesannete puhul,
sest siin keha peaasjalikult vaid deformeerub vélisjoudude toimel ning tema ma-
teriaalsed punktid ei paigutu ruumis oluliselt iimber. Kui fikseerime materiaalse
punkti Xk, siis avaldistest (3.5) saame tema liikumisseaduse kujul

T = fk(t), k= 1,2,3. (39)

Avaldised (3.6) esitavad litkumise Fuleri kirjelduse — nende pohjal saab méa-
rata materiaalse punkti X, mis hetkel ¢ asub ruumipunktis x;. Seda moodust
on moistlik kasutada naiteks hiidrodiinaamika tlesannete puhul, sest vedeli-
ku “osakesed” (materiaalsed punktid) paigutuvad ruumis oluliselt iimber. Kui
fikseerime ruumipunkti zy, siis saab liikumisseadus (3.6) kuju

Xy = Fg(t), K=1,2,3 (3.10)

ja esitab materiaalseid punkte, mis liiguvad lébi selle fikseeritud ruumipunkti. e
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Naide 3.2.1. Litkumise Lagrange’ kirjeldus

xr, = X1+X2(€t_].),
X9 X4 (Git — 1) + Xo,
T3 — Xg.

Litkumise Fuleri kirjeldus

(1 _t et _)e—t )
r1(e " —1) — 29
X2 1—¢ —et 7
X3 = w3
Alghetkel LK ja EK tihtivad. Kas litkumine on tiheselt mddratud?
Jakobiaan
] = | — =
00Xy
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3.3 Siirdevili ja deformatsioonigradient

3.3.1 Siire

Vastavalt joonisele 3.3 on punkti P siire
u=p—-P=x-X. (3.11)
Siirdevektor on liitkumisseaduste (3.5) ja (3.6) abil avaldatav nii LKs kui EKs:

u(X,?) =x(X,t) - X = Uklk, Uk = (X3, Xo, X3,8) = X, kus k=K
(3.12)
ja

u(x,t) =x — X(x,t) = ugi, up = v — X (x1, 9, 23,1), kus k=K.
(3.13)
Valem (3.12) esitab siiret, mille on hetkeks ¢ saanud materiaalne punkt X ja
valem (3.13) méérab siirde, mille on saanud materiaalne punkt, mis hetkel ¢
asub ruumipunktis x.
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Vaatleme joonist 3.4. Materiaalse
punkti P kohavektori X diferent-
siaal dX viib materiaalsest punk-
tist P punkti ). Ruumipunkti p
kohavektori x diferentsiaal dx viib
ruumipunktist p  punkti ¢. Defor-
matsiooni kaigus siirdub materiaalne
punkt P ruumipunkti p, materiaalne
punkt ) ruumipunkti ¢ ja vektor dX
deformeerub vektoriks dx. Punktist P
viib punkti p vektor u ja punktist ) Joonis 3.4:
punkti g vektor u + du.

Diferentsiaalid dX ja dx on vaadeldavad kui lopmata vaikese pikkusega joone-
lemendid, mille pikkuste ruudud

dS? = dX -dX = dXgdXg (3.14)
ja
ds® = dx - dx = dwpdzy, (3.15)

méngivad edaspidi tahtsat rolli.
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3.3.2 Deformatsioonigradient

Jargnevalt toome sisse deformatsioonigradiendi moiste ja defineerime viimase
abil deformatsioonitensorid. Diferentsiaalid dX ja dx on omavahel seotud jarg-
miselt:

dx =F - dX (3.16)
kus tensorit 5
X

nimetatakse deformatsioonigradiendiks ja V on gradientoperaator X suhtes.
Seose (3.16) poordteisendus avaldub kujul

dX =F'.dx (3.18)
kus 5%
F'l=""=vVX 1

ja V on gradientoperaator x suhtes.

Deformatsioonigradiendid F ja F~! kujutavad endast nn. kahepunktilisi tensor-
valju, st. nad teisenevad kui tensorid nii x kui X suhtes.
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Indekskirjaviisis saame tensorid F ja F ~! esitada kujul

Oxp (X1, Xo, X3,
FkK _ xk’K — fl:k:( 1, <225 <23 ) ja F[;k _ XKk = :
00Xk
(3.20)
kus indeksis esinev koma tihistab osatuletise votmist vastavalt avaldisele (3.20).
Indekskujul saavad avaldised (3.16) ja (3.18) kuju

dxk = xk,KdXK ja dXK = XK’kd:ck. (3.21)

Valemite (3.7) ja (3.8) pohjal saame o6elda, et jakobiaan j = |F|.
Maatrikskujul

[F] = [wkx] = F) = [Xgx =
(3.22)
3.8. Siirdevdli ja deformatsioonigradient 8-16
Osatuletise leidmise ahelreegli pohjal:
Tp K XK,] = Okl ja XK kZpL = OKL. (3.23)

Seega, x k jo X i on teineteise poordtensorid ja analoogiliselt poordmaatriksi
leidmise eeskirjale

cofactor xj, 1

XK,k = 5 = 5 -CKLMCkImTI,LLm M (3-24)
J 2j
ning
cofactor Xy 1. 1
TpK = : == ClImCK LM X L1X M m (3.25)
J 2j
kus jakobiaan
. 1
Jj=lrrk| = G CHLM Ckim Tl KT LT M (3.26)
Viimast diferentseerides saadakse Jacobi samasus
dj .
= cofactor x; g = j Xk k- (3.27)

axhK
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3.4 Deformatsioonitensorid

3.4.1 Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid

DRK korral on kohavektorite X ja x diferentsiaalid avaldatavad kujul
dX = dXilg ja dx = dxyig (3.28)
Valemite (3.21) pohjal saame anda viimastele kuju
dX = dzjcy, ja dx = dXkCry, (3.29)

kus vektorid

def

crx ) ¥ Xl ja Cr(X,t) Y ayp kg (3.30)

on kisitletavad kui ,,uued baasivektorid”. Valemite (3.28)—(3.30) pohjal on selge,
et

[ 0X ) . ox
= —— a i, = =—
C 0x , oX '
= ——— a Cp = ——
K 8XK l g a’lik
3.4. Deformatsioonitensorid 3-18
Definitsioonidest (3.30) saame omakorda avaldada DRK baasivektorid
IK = l‘kaCk(X, t) ja ik = XK’kCK(X, t). (332)

Parast uute baasivektorite c; ja Cyx sissetoomist saame kohavektorite X = P
ja x = p diferentsiaalid avaldada neljal (242) erineval moel:

dX = IKdXK = dexk ja dx = lkdxk = CKdXK; (333)
i méarab muutuva suuruse dX alghetkel (kui ¢t = ty),

ii maarab dX muutumise seadus EK-s (muutumatud koordinaadid),

iii méédrab dx igal ajahetkel, sest EK on (ajas) muutumatud koordinaadid ja
x on ruumipunkti kohavektor,

iv maarab muutumatu suuruse dx muutuvates koordinaatides X g suvalisel
hetkel t > t,.

Markus:
Néiv vastuolu valemis (3.33) (ning ka eelnevates ja jargnevates valemites) EK
ja LK vahel korvaldatakse liikumisseaduste (3.5) ja (3.6) abil.
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Valemid (3.30) ja (3.32) annavad deformatsioonigradiendile jargmise tolgen-

duse:

o deformatsioonigradient Fjx = xj x teisendab baasivektori i uueks baasi-
vektoriks Cg ja uue baasivektori ¢, tagasi DRK baasivektoriks Ix

e deformatsioonigradient F' I}i = Xk 1 teisendab baasivektori Ix uueks baasi-
vektoriks c; ja uue baasivektori Cx tagasi DRK baasivektoriks iy

Deformatsiooni kaigus muu-
tub vektor dX vektoriks dx.
Lagrange’i kirjelduse korral
voib seda protsessi naitlikus-
tada joonisel 3.5 kujutatud
moel: algse risttahuka ser-
vavektorid IlXm, IQdXQ ja
I3d X3 on viidud (koverjoo-
nelise) ro6ptahuka servavek-
toriteks ClXm, CQdXQ ja
CsdXs.

3.4. Deformatsioonitensorid

LdX,

=1,
X; 1> 1,
dX
py 1~ JLdX C,dX,
IlXm u dx
= A
X =
X CHX,
Cdx) [ %%
X2
Xl

Joonis 3.5: Algse risttahuka deformeerumine réoptahukaks.

Euleri kirjelduse korral saa-
me vektori dX deformat-
siooni vektoriks
liseerida joonisel 3.6 kuju-
tatud moel: algse roopta-
huka servavektorid cidxq,
codrs ja cgdrs muutuvad
deformatsiooni kaigus ristta-
huka servavektoriteks ijdxq,
iQdCCQ ja 13d$3

dx visua-

in i,

i,dx,

Joonis 3.6: Algse rooptahuka deformeerumine risttahukaks.
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Lahtudes vektorite c; ja Cg definitsioonidest saame avaldada
ds? = dX -dX *2 cduyde, i ds? = dx-dx "2 OprdXgdX:, (3.34)
kus 5.0)
ef
e ey M 5y X # X1 = Xgp Xk (3.35)
ja
Crr ¥ Cx - Cy (.30

Tensorit ¢y nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks® ja Crr, Greeni defor-
matsioonitensoriks.” Molemad nad on siimmeetrilised ja positiivselt mésratud.'?

5k133k KX = Tk KTk L- (3.36)

Ulesanne. Kuidas esitada Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid (3.35) ja
(3.36) valemitega (3.17) ja (3.19) esitatud deformatsioonigradientide F ja F~1
abil?

Arvestades valemeid (3.22) ...

81. k. Cauchy’s deformation tensor
91. k. Green’s deformation tensor
WOxT.c.x>0
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3.4.2 Fingeri ja Piola deformatsioonitensorid

Toome niiiid sisse vektorite ¢, ja Cx poordvektorid ehk kaasvektorid!!

1
Ck(X, t) = Ik,KIK ja CK(X, t) = XK,kika (337)
mille korral

—1
Ck‘cl:---:(skl ja CK'CL:-~~:5KL~ (338)

_ -1
Vektorite clk ja Ck abil defineeritakse Fingeri ja Piola deformatsioonitensorid: {
-1 -1 -1
Chl = Ck+ €| = OKLTk KTIL = Th,KTLK (3.39)
ja
~1 -1 -1
Crr =Ck-Cp =0uXk X1 = Xk X1k (3.40)
Fingeri ja Cauchy deformatsioonitensorid ning Piola ja Greeni deformatsiooni-
tensorid on teineteiste poordtensorid, st.

4
ChmCmt = O ja CrmCur =0k (3.41)

1. k. reciprocal vectors
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3.4.3 Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorid

Arvestades kohavektorite diferentsiaalide avaldisi (3.28) ja (3.29) ning Cauchy

ja Greeni deformatsioonitensorite definitsioone (3.35) ja (3.36) saame avaldada

suurused dS? ja ds? kahel erineval moel:

dSQ = 5KLdXKdXL = ckldxkdxl ja d82 = 5kldxkda:l = OKLdXKdXL.

(3.42)

Nende vahe ds? — dS? iseloomustab kahe materiaalse punkti vahelise kauguse

muutu deformatsiooni kaigus ja seda saab avaldada nii Lagrange kui Euleri

koordinaatides:

dSQ — dSZ = ZEKL(X, t)dXKdXL = QGkZ(X, t)dazkd:cl, (343)
kus
QEKL = CKL(X, t) — 5KL ja 2€kl = 5kl — Ckl(X, t) (344)

nimetatakse vastavalt Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensoriteks.'?> Valemi-
te (3.35) ja (3.36) pohjal

2Bk = Tp Tk, — OKL ja 2ep = 0 — Xk k- XK1 (3.45)

121, k. Lagrangian and Eulerian strain tensors. NB! strain tensors!
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Vorduse (3.43) pohjal ndeme!3; et
Exr = enxi koL ja en = Err X Xr. (3.46)

Euleri ja Lagrange deformatsioonitensorite esitamine siirete kaudu

Joonise 3.3 (vdi 3.4) pohjal siire

u=x-—X= lez - X]I[. (347)
Siirdevektor avaldub oma komponentide kaudu nii LKs kui EKs:
u = UKIK = ukik. (348)
Komponentide Uy ja uy avaldamiseks korrutame avaldist(3.47) baasivektoritega
i voi Ig:
U = T}, —5[kX] ja UK = 5iKIz‘_XK, (349)
kus suurusi
5Kk:5kK:IK'ik =ik - Ik (350)

nimetame vahetajaks'* ja nad on Kroneckeri deltad vaid juhul kui alghetkel i
K =k korral i, = Ig.

13Niidata kodus ja eksamil
141, k. shifter; shift — nihe, vahetus; gear shift — kiiguvahetus
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e Kui asendame avaldisse (3.49), liikumisseaduse X = X(x,1), siis saame
siirde, mille on saanud materiaalne punkt, mis hetkel ¢ asub ruumipunktis

X.

e Kui asendame avaldisse (3.49), liitkumisseaduse x = x(X, t), siis saame siir-
de, mille on saanud materiaalne punkt X. Eeldusel, et alghetkel EK ja LK
ihtivad, on tegu materiaalse punktiga, mis alghetkel asub ruumipunktis

x = X.

Avaldame vektorid Cy ja c; siirete kaudu:

ox (347 0X ou

Cx=—- = =1 Unr X,
K X 8XK+8XK K +Upm xlym (351)
o o OX@mox Ou ... |
ke oxy, N ox,  Oxp -k kS
Suurusi Uy i ja Uy, nimetame siirdegradientideks.
Niitid saamegi avaldada deformatsioonitensorid siiretes:
{ Ckr =Ck-Cr=... =0k + Uk +Urx +UnurxUnr, (3.52)
Chl =Ck - Cl = ... =0k — Uk — ULk + U kUn, '
3.4. Deformatsioonitensorid 3-26
ja
{ 2Bk, =Ckr — 90k =Urk 1 + Uk + U kU1, (3.53)
2ep = O — Crp = Uk + ULk — Upy kU '
Veel moned valemid kohavektorite diferentsiaalide jaoks:
(3.51)
dx = CxdXg =" (O + Unx) InydXp, (3.54)

dX = cpday, "2 (S + ) imdy.

Korrutades viimased vastavalt vektoritega i, ja Iy saame diferentsiaalide kom-

ponendid
{ dry = (0mkx + Un i) Onrnd X,
dX g = (5mk + umvk) Omrdry.

(3.55)
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3.5 Lopmata viikesed deformatsioonid ja poorded

3.5.1 Lopmata viikeste deformatsioonide tensorid

Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid olid defineeritud avaldistega (3.53)
kujul
{ 2Bk, =Ckr — 0k =Urk 1 + Uk + UuxUn 1,
2er = Ok, — Crl = Uk + W j — Uy kU, ]-

Kui siirdegradiendid on véikesed vorreldes iihega, siis
UMJ(UM,L < UK,L < 1. (3.56)

Hiiljates korgemat jarku lopmata vaiksed liikmed, saame lopmata viikeste de-
formatsioonide tensorid™

{ 28k = 2F 1k = Uk + ULk, (3.57)
2ek = 2€1 = gy + ULk

Selliseid deformatsioonitensoreid kasutatakse lineaarses teoorias, mida on kom-
beks nimetada klassikaliseks teooriaks.

I5Neid nimetatakse ka lihtsalt viikeste deformatsioonide tensoriteks ,,unustades” sona l6pmata lisamata.
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3.5.2 Lineaarse teooria poordetensorid ja poordevektorid

Siirdevektori diferentsiaalid avalduvad labi siirdegradientide kujul
dUK = UKdeXL ja duk = uk,ldxl. (358)

Siirdegradiendi saab lahutada siimmeetriliseks ja antisimmeetriliseks osaks:

1
Ukr==|Uxr+Urk)+ (Urkr—Urk)],
(3.59)

Uk, =

)

DO | — DN

[(wrg + wig) + (ukg — urg)] -

Esimesed sulgavaldised kujutavad siin klassikalise lineaarse teooria deformat-

sioonitensoreid Exr = Uk + Up k ja en = up; + uyy, teised aga téahistame
~ 1 ~ , ~ 1 ~
Rir = §(UK,L —Urk)=—Rrk ja TR = i(uk,l — i) = —ri (3.60)

Viimased on klassikalise, st. lineaarse, teooria poordetensorid.
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Seega kujutavad Eg, ja ey siirdegradientide U k.1 ja uy simmeetrilisi osi, R,
ja 71, aga antisiimmetrilisi osi ning

UK,L = Fir + Rkr ja U] = gk;g + ;kg. (3.61)
Sagedasti kasutatakse selles kontekstis tahistusi
Exr = Uk, €k = Uk, Rk = Uk 1, Tho=upy.  (3.62)

Siin tahistavad Uk 1) ja ug,) vastavalt siirdegradientide Uy p ja ug,; simmeet-
rilisi osi ja Uig 1) ja upy antisimmeetrilisi osi.

Igas keha punktis saame defineerida lopmata vdikese piorde vektorid T = T4iy,
ja R = Rilg, kus

2RK = GKLMRML, ja 2;14; = eklm?ml. (363)
Ulesanne 3.5.1. Ndidata, et

1 = Tsg, r9 = T13, s =To1. (364)
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Euleri ja Lagrange deformatsioonitensorite ja lopmata vaikeste
deformatsioonide ning -pGorete tensorite vahelised seosed.

Asendades siirdegradiendid (3.61) deformatsioonitensorite avaldistesse (3.53)
saame parast moningaid teisendusi

Exr = Exp+ % (EMK + EMK) <EML + éML) ;
1

er = €r — = (gmk + ?mk) (gml + ;:ml) :
2

(3.65)

Viimaste valemite pohjal on selge, et e ei sobi hésti deformatsiooni mood-
uks, sest €;; = 0 puhul ei pruugi e olla null. Sama kehtib ka Lagrange’i de-
formatsioonitensori Ek kohta. Valemite (3.65) pohjal on tuletatud mitmeid
ligikaudseid teooriaid, eriti plaatidele ja koorikutele.

e Kui e < 1 (kuid 74 on 16plik), siis hiiljatakse vaid liikmed €,,4€ -

e Kui nii ey < 1 kui 73y < 1, siis hiiljatakse liikkmed €,.1€mi, €miTmi ja

TmkTml-

e Jne. soltuvalt tensorite elementide suurusjargust.
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Lopmata viikeste deformatsioonide teoorias eeldatakse, et Ex = ﬁkl ja ey =
€. Enamgi veel, kuna deformatsioonid on lopmata viikesed, siis tegelikult ei
eristatagi sel juhul Lagrange’i ja Euleri koordinaate ja seosed (3.46) saavad kuju

Frr = endekoir ja en = Frrokron. (3.66)

3.6 Deformatsioonitensorite fiiiisikaline sisu'®

Vaatleme lopmata véikeseid vektoreid dX ja dx, mis on (3.33) avaldatavad

jargmiselt:
dX = IxdXyg = cpdry  ja  dx = ipday, = CxdXk. (3.67)
Kuna
dS? = |dX[? =dX-dX  ja  ds®=|dx|* =dx-dx, (3.68)
siis dX ja dx sihilised tihikvektorid
N = é; = fé ehk Ny = ng = dggf( (3.69)

16Mbnes dpikus nimetatakse sama asja ka geomeetriliseks interpretatsiooniks véi geomeetriliseks tihenduseks
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ja
dx dx dr,  dxyg
n=- =" ehk pyp=—t ="k (3.70)
|dx|  ds |dx|  ds

Suhet ds/dS nimetame pikenemiskoefitsendiks ehk lihtsalt pikenemiseks'” ja
see valjendab vektorite dx ja dX pikkuste suhet. Seda suhet voib valjendada
nii N kui n kaudu. Vastavalt sellele, kas viitame N voi n suunale, tdhistame
pikenemist kas Ay vOi Ay). On selge, et arvuliselt Any = Am), kuid A viitab
LKle ja Ay EKle. Seega, Ay leidmiseks avaldame (3.67) abil vektori dx LKs:

ds $ CrdXxCrdXy

Aw) = 75 = = ... =VCri NNy (3.71)

A(n) leidmise puhul toimime vastupidi — avaldame vektori dX EKs:

Ny — ds _ 76152 - -t (3.72)
() = dS N de:ckcldxl R \/ckmknl' .

175 k. stretch
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Kui valime N = I; ja n = i ning téhistame Ay = Ay ja Am) = Aqy , siis
N1:m:ljaNgzNg:ng:ng:Oning
1

A(l) =V 011 ja A(l) = \/a (373)

Kokkuvottes!®
Cxrx =Ny  Ja (cer) ™ = A, (3.74)

s.t. Cauchy deformatsioonitensori diagonaalelementide poordvddartused ja Gree-
ni deformatsioonitensori diagonaalelemendid vorduvad baasivektorite sihiliste
joonelementide (vektorite) pikenemiskoefitsentide ruuduga.

19 on defineeritud jargmiselt:

ds —dS

Kui tahistame suhtelist pikenemist vektori N = I; sihis E(y), siis

3.44
Ea) = Ay — 1 =T —1°2) VT 2B, — 1. (3.76)

8 Alljoon indeksi juures téhistab seda, et selle korduva indeksi jérgi ei summeerita.
91, k. extention

Suhteline pikenemine

3.6. Deformatsioonitensorite fiiisikaline sisu 3 - 34

Viimasest saame

Kokkuvottes:
2 ds® — dS?

Kui Ex) < 1, siis saame avaldisest (3.78) korgemat jarku viikeste suuruste
hiilgamisel

~ ds — dS
E ~F ~Egxr=——7—7—.
KK KK (K) ds
Teisisonu, lopmata vdikeste deformatsioonide korral on suhtelne pikenemine
baasivektori 1 suunas vordne lopmata viikeste deformatsioonide tensori dia-

(3.79)

gonaalelementidega EKK :
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Analoogilised valemid EK jaoks saavad kuju

1 1
€ = Ay — 1 = —l=— 1,
(k) (k) Chk T+ 26z
9 ds® — dS? (3.80)

Deformatsioonitensori komponentidele FEj; tahenduse andmiseks vaatleme
kahte ristuvat vektorit I;dX; ja I,dXs, mis deformeeruvad vektoriteks C;dX;
ja Cod X, (vt. joon. 3.5), mille vaheline nurk on 9, 5. Seega,

(C1dX)) - (CadXy)  (Cy - Cy)dX1dX,

cos v = =
T ICUX[GdXo GGl ldX Xl g gy
Cia  (3.44) 2F49 .
VC11Cx V14 2E11/1+2E%
Kasutades avaldist (3.76) saame viimasest
2B, = (14 E)) (1 + E)) cos U1 9. (3.82)
3.6. Deformatsioonitensorite fiiisikaline sisu 3- 36
Kui suhtelised pikenemised E() <1 ja Eq) <1, siis
2By = 2F15 ~ cos (1 ). (3.83)
Vektorite I; ja Iy vahelise taisnurga muutus avaldub kujul
7
Lo =5 —Yday. (3.84)

2

On selge, et sinI'(; 2) = cos (1 2). Kui ' 9) < 1, siis sin (1 9) = cos¥1.2) = ['(1 9
ja
2E12 = 2E12 ~ F(LQ)' (385)

Kokkuvottes: kui I' k1) = 5=k ) on vektorite I ja I, vahelise algse taisnurga
muut, siis

2Bk = (1+ Ex)) (1+Ew) cosVixny = (1+ Ex)) (1 +Ewy) sinTx.1),
2Ekp ~ 2F K ~ cos V(g ) = sinl' (g 1), kui B < 1, Eq) <1,

2EKL ~ QEKL =~ F(K,L)a kui F(K,L) < 1.
(3.86)
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Analoogilise mottekéigu rakendamine Euleri deformatsioonitensorile ej; ei an-
naks nii praktilist tulemust, sest 9 ;) téhistaks nurka, mis deformatsiooni kai-
gus muutub taisnurgaks, ja ;) vastavat muutust.

Lopmata véikeste deformatsioonid korral aga kaob erinevus LK ja EK vahel
ning vastavalt seostele (3.66) voime kirjutada

2Bk ~ 20 ~ Ty ~ Yoy, kui K=k L=1 (3.87)

Seega, lopmata vdikeste deformatsioonide tensorite komponendid E’KL ja ey
(K # L ja k #1) on (ligikaudu) vordsed DRK baasivektorite 1 ja I vahelise
tatsnurga muuduga g 1) =~ Y1)

3.7. 1D deformatsiooni méodud ja nende seos deformatsioonitensoritega 3 - 38

3.7 1D deformatsiooni moodud ja nende seos
deformatsioonitensoritega

Meenutame elastsusteooria aluste kursuses tehtud tombekatset, mille korral
katsekeha algpikkusega [y pikeneb suuruse ¢ vorra, omades seega katse 16pul
pikkust [ = [y + 6. Toimunud deformatsiooni iseloomustamiseks voib kasutada
erinevaid deformatsiooni maoote®:

o pikenemiskoefitsent ehk pikenemine;?!

R (3.89)
lo

e insenerideformatsioon (kasutatakse ka termineid Cauchy deformatsioon ja
suhteline pikenemine)?
[ —1 o
go=— V=" =Xx—-1 (3.89)
lo lo

201, k. strain measures
211, k. stretch, stretch ratio, vordle valemitega (3.71) ja (3.72)
221, k. engineering strain, Cauchy strain, vordle valemitega (3.75) ja (3.76)
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3-39

e logaritmiline deformatsioon (kasutatakse ka termineid tegelik deformat-

sioon voi Hencky deformatsioon)

€log = /l
0

23

1 dl

[

5 162

= 1n— = ~

(3.90)

e Lagrange’i deformatsioon (kasutatakse ka terminit Greeni deformat-

sioon)?*

2

LT o

e Fuleri-Almansi deformatsioon

?-13
202

EEA

5 147

25

5 14?

1202

Y

231, k. logarithmic strain, also called natural strain, true strain or Hencky strain

241, k. Lagrange strain, Green strain
1. k. Buler-Almansi strain

3.7. 1D deformatsiooni méodud ja nende seos deformatsioonitensoritega

(3.91)

(3.92)

Joonise 3.7 pohjal on selge, et
kui 0/lp < 0,1, siis langevad
inseneri, Lagrange’i ja logarit-
miline deformatsioon praktili-
selt kokku. Suurte deformat-
sioonide korral aga erinevad
vaadeldavad kolm deformat-
siooni mootu oluliselt. Koige
sagedamini kasutatakse suur-
te deformatsioonide kirjelda-
miseks Lagrange’i deformat-
siooni.

Euleri-Almansi deformatsioo-
ni korral vorreldakse pikkuse
muutu 6 deformeerunud kat-
sekeha pikkusega [ ja seetottu
on selle deformatsiooni moo-
du otsene vordlemine vaadel-

0.61
0.55}f
0.57
0.45}
04r
0.35f
0.31
0.25}f
0.2f
0.15¢
0.1}
0.05¢

deformatsioon

— insenerideformatsioon
— Lagrange’i deformatsioon
— logaritmiline deformatsioon

E)/lO

O i i i i i i i i i
0 0.050.10.150.20.250.30.350.40.450.5

Joonis 3.7: Erinevate deformatsioonimootude vordlus
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dud kolmikuga komplitseeritud.

Kéesolevas kursuses on [y analoogiks dS ja [ analoogiks ds. Jarelikult vastab

e insenerideformatsioonile lopmata vaikesete deformatsioonide tensor ﬁ KL~
ey (valemid (3.79) ja (3.89),

e Lagrange’i deformatsioonile Lagrange’i deformatsioonitensor Ex (valemid
(3.78) ja (3.91)),

e Fuleri-Almansi deformatsioonile aga Euleri deformatsioonitensor ey (vale-

mid (3.80), ja (3.92)).

Tugevusopetus ja lineaarne elastsusteooria versus mittelineaarne pi-
deva keskkonna mehaanika. Kaesoleva alajaotuse 1opetuseks esitame seosed

tugevusopetuses kasutatud deformatsioonide €, . . ., 7,. ja lopmata véikeste de-
formatsioonide tensori F i komponentide vahel
£, gt &= En Eip Eig
Yyz Yoz | |2 ~ >
9 Ey 3| = |Ea Ey Eogl- (3.93)
M "Yzy 6 ~ ~ ~
2 2 7F E31 E3 Es3
3.7. 1D deformatsiooni méodud ja nende seos deformatsioonitensoritega 3 - 42
K X , — =B
4 B _B st T
[
dx. : dX. . /
1
. ; 2 Sy L Cf
l p—
. I
19) dx, c| C X 1) dX, C X

Joonis 3.8: Normaaldeformatsioon (vasakul) ja nihe ehk nihkedeformatsioon (paremal)

Vastavalt joonisele 3.8 on normaaldeformatsioon?®

0, —0C  aU
T o X

En = E) (3.94)

ja lopmata viikestele deformatsioonidele vastav nihe ehk nihkedeformatsioon?®’

s 81/2 81/1 ~
Sy =D 4Ty =24+ L _op, .
2 (172) 1 2 6)(1 8):2 12 (3 95)

261, k. normal strain
271. k. shear or shear strain
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3.8 Deformatsiooniellipsoid

Deformatsiooni iseloomu deformeerumata keha punkti P(X) timbruses voi de-
formeerunud keha punkti p(x) iimbruses saab illustreerida Cauchy poolt paku-
tud geomeetrilise meetodi abil. Allpool esitatud tulemused on otseselt rakenda-
tavad suvalisele simmeetrilisele teist jarku tensorile.

Vektor dX LK-s méaarab elementaarsfaari
SrrdXpdX; = dS* = K2, (3.96)

kus K on sfadri raadius. Deformeerumisel liigub materiaalne punkt Xx ruumi-
punkti x; ja materiaalset punkti Xy timbritsenud sfaari punktid ruumipunkti
x) umbritsevaks teist jarku pinna punktideks

cpdapdr; = dS* = K2 (3.97)

Valemite (3.35) pohjal ¢y = 0xr Xk 1 X1 = Xk 1 XK. Kuna ¢ on positiivselt
méadratud, siis see teist jarku pind on ellipsoid. Ellipsoidi (3.97) nimetatakse
materiaalseks deformatsiooniellipsoidiks®.

281. k. material strain ellipsoid

3.8. Deformatsiooniellipsoid 3 - 44

Analoogiliselt — elementaarsfdarile deformeerunud olekus
Spdzrdr; = ds® = k* (3.98)
vastab ellipsoid algolekus
CrrdXgdXy = ds* = k. (3.99)

Avaldisega (3.99) méératud ellipsoidi nimetatakse ruumiliseks deformatsiooni-
ellipsoidiks® (ruumiline viitab siin endiselt EK-le, mitte aga 3D-le).

Vaatleme kahte vektorit dX! L dX?, st. dX! - dX? = 0. Kuna vektorid dX® on
avaldatavad nii baasi Iy kui c; kaudu, siis

dX'-dX*=............ = cpdridr? = 0. (3.100)

Seega on meil ka peale deformatsiooni kaks ristuvat vektorit — iiks kompo-
nentidega cpdri ja teine komponentidega da? (voi vastupidi). Teisisonu, kaks
ristuvat vektorit LK-s deformeeruvad kaheks ristuvaks vektoriks EK-s (sealjuu-
res nende vektorite siht ja pikkus voivad muutuda).

291. k. spatial strain ellipsoid
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Ellipsoidil on teatavasti 3 ristuvat pooltelge. Eeldame algul, et koik poolteljed
on erineva pikkusega. Seega materiaalse deformatsiooniellipsoidi puhul leidub
algses sfiaaris kolm ristuvat raadiust, mis deformeeruvad ellipsoidi pooltelge-
deks. Deformatsiooni kdigus muutub nende pikkus ja orientatsioon (siht), kuid
nad jadvad omavahel risti. Neid telgi nimetatakse deformatsiooniellipsoidi pea-
telgedeks.

Joonis 3.9: Ruumiline ( ) ja materiaalne (- - -) deformatsiooniellipsoid

Kogu toodud mottekaik kehtib ka ruumilise deformatsiooniellipsoidi kohta. Si-
dudes omavahel ruumilise ja materiaalse deformatsiooniellipsoidi saab naidata,
et deformatsioon pdéorab ruumilise deformatsiooniellipsoidi X-s materiaalseks
deformatsiooniellipsoidiks x-s ja vastupidi.

3.8. Deformatsiooniellipsoid 3 - 46

Deformatsioon viib sfaéari diameetri X-s ellipsoidi diameetriks x-s. Ellipsoidi ja
sfaari diameetrite pikkuste suhe méarab ara pikenemiskoefitsendi A = ds/dS
vastavas sihis. Pikenemiskoefitsente kolmes deformatsiooniellipsoidi peatelje si-
his nimetatakse peapikenemisteks ja tahistatakse Ay > Ay > Az, kusjuures
A1 = max A ja A3 = min A.

Eelnev baseerus eeldusel, et ellipsoidi pooltelgede pikkused on erinevad. Vastu- /
pidisel juhul saab leida lopmata palju peatelgi.

e Kaks pooltelge on vordsed, kolmas erinev . ..

e Koik kolm pooltelge on vordsed . ..
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3.9 Deformatsioonitensori invariandid, peavaartused ja
peasuunad

Alajaotuses 3.8 néitasime, et punktis P(X) leidub vdhemalt kolm omavahel
ristuvat suunda, mis deformatsiooni kaigus lahevad deformatsiooniellipsoidi
kolmeks peateljeks punktis p(x) ja vastupidi. Madrame niitid peasuunad ana-
liuttiliselt, st., leiame kolm ristuvat suunda, millest kahe puhul pikenemiskoe-
fitsendid omavad ekstremaalseid véértusi. Valemite (3.71) pohjal

Afny) = CkNkNi, (3.101)
kus Ng = dXg/dS. Peasuundade leidmiseks tuleb minimeerida funktsioon
(3.101) N suhtes lisatingimusel, et N on thikvektor, st.,

Ok NkNp = 1. (3.102)

Saadud lisatingimusega ekstreemumiilesande lahendamiseks kasutame Lagran-

ge’i meetodit® mille pohjal saame vorrandisiisteemi
0
M

30Lk. Lagrange’s method of multipliers

3.9. Deformatsioonitensori invariandid, peavddrtused ja peasuunad 3-48

kus tundmatut C' nimetatakse Lagrange’i multiplikaatoriks. Viimane omakorda
annab meile kolm lineaarset homogeenset vorrandit tihikvektori komponentide

N leidmiseks —
(CKL_C(SKL) NLIO (3104)

Tensori Fg definitsiooni pohjal Cxr = 6k + 2Ek saab vorrandeile (3.104)

anda kuju
(Exr — Edgr) N =0, 2E=C—1, (3.105)

Pole tahtis kumba saadud vorrandisiisteemidest lahendada — kui vaja, saab hil-
jem minna thelt lahendilt iile teisele. Meie lahtume vorrandisiisteemist (3.104).
Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend siis ja ainult siis kui tema karakte-
ristlik determinant on null, st.,

ICxr — Céxr| = 0. (3.106)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik vorrand (mis
kujutab endast kuupvorrandit)

C? —1cC? +11cC — g =0 (3.107)

tundmatu C' maaramiseks.
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Suurused

Ic =Ckgrg=...

Iy = Ca Oy n Cui Ci3l  |Cii Cho
Csa Cs3|  |Cs1 O3] |Cop Coo (3.108)
Cii Cia Ci3

Ilg = |Cy1 Coy Cas
C31 O3y Css

on deformatsioonitensori C'f, invariandid (koordinaatteisenduste suhtes X —s).

Karakteristlik vorrand (3.107) omab kolme juurt C,, a = 1,2,3, mida nime- /
tatakse peavddrtusteks ehk omavddrtusteks®. Vorrandisiisteemi (3.104) abil
saame niid igale peavaartusele C,, seada vastavusse peavektori ehk omavektori
N, mis médarab peasuuna. Saab toestada, et simmeetrilise tensori peavaartu-
sed on reaalsed ning neile vastavad peasuunad on omavahel risti ja eksisteerivad
alati. .

Geeni deformatsioonitensori peavaartused jarjestatakse selliselt, et C7; > Cy >
('3 (pohjendus on esitatud allpool).

311k. eigenvalues or principal values or proper numbers

3.9. Deformatsioonitensori invariandid, peavddrtused ja peasuunad 3-50

Kui koordinaadid on valitud peasuundades (st., baasivektorite siht iihtib pea-
vektortite sihtidega igas materiaalses punktis), siis peavektori N, komponendid x

Nio = 0ka (3.109)
ja deformatsioonitensori komponendid vV
Cox = Cuisr, (3.110)

kus « viitab peavaartuse numbrile.

Kokkuvottes voib 6elda, et peavddrtused vorduvad deformatsioonitensori nor-
maalkomponentidega peatelgedes (peadeformatsioonidega). Nihkedeformatsioo-
nid selliste telgede (koordinaatide) puhul puuduvad.

Deformatsioonitensori invariandid saavad niiiid tunduvalt lihtsamad kujud —

1o = CyCs3 4+ C1C3 4+ C1C5, (3.111)
Il = C1CCh.
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Deformatsioonitensori peavaiartuste ja peasuundade ning deformat-
siooniellipsoidi peatelgede vaheline seos

Peasuunad N, maaravad ara deformatsiooniellipsoidi peateljed LK-s X, st.,

ruumilise deformatsiooniellipsoidi vorrand saab niitid kuju

ds? = k?* = CxrdXgdX, = Cy (dXo)* = 3. Cy (dX,)? (3.112)

Seega peatelgedes deformatsiooniellipsoidi vorrand lihtsustub.

DRK puhul on ellipsoidi poolteljed

ds k
S — = 11
W= o= e (3:.113)

ja pikenemiskoefitsent peatelgedes

d 1) d
Ay = d; — VO Ne N, = T, P2 as (3.114)

(0%

ning seega a;, = d.S, s.o. N, sihilise joonelemendi pikkus.
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be

kAC,

k/\[é1
Joonis 3.10: Ruumilise deformatsiooniellipsoidi poolteljed

EK x puhul avaldub materiaalne deformatsiooniellipsoid kujul

dS? = K? = cpdrpdr; = ¢, (d:ca)2 = ¢ (alxoé)2 (3.115)

ja poolteljed DRK-s
_ds K
Ve Ve

Suurus ¢, on siin deformatsioonitensori c;; omavéértus. Pikenemiskoefitsendid

d 1 I
Ao = 22 = fa (3.117)

B % B A/ CLiTl T - \/@ N d

(3.116)

a

Q3
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ja nitid seega a' = ds, s.0. n, sihilise joonelemendi pikkus. Valemite (3.114)

ja (3.117) pohjal
1
Co=—=X =\ (3.118)

Ca
Peavddrtused jarjestatakse alati nii, et esimesele peavadrtusele vastab suurim
peapikenemine \y = Ay ja kolmandale vihim peapikenemine A3 = As.

Kokkuvottes:

e Ruumilise deformatsiooniellipsoidi pooltelgede pikkused LK-s X on p6ord-
vordelised materiaalse deformatsiooniellipsoidi pooltelgede pikkustega EK-
S X.

e Samuti on poordvordelised vastavad pea- ehk omavaartused C, ja c,.

e Peaviartus C, on vordne pikenemiskoefitsendi ruuduga deformatsiooniel-
lipsoidi vastavas peasihis a.

e Peatelgede sihis omab A ekstremaalseid vaartusi.

e Tingimuse A; > Ay > A3 pohjal C7 > Cy > Csja 1 < ¢ < c3.
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Seosed Greeni ja Cauchy deformatsioonitensori invariantide vahel
Kuna C, = Ai = /\i ja Ao = 1 + e,, siis (e, tdhistab siin suhtelist pikenemist
vastavalt valemile (3.75))

o =L =AM+ XN+3=(1+e) +(1+e)’ + (1+e)°,

Mo =T = ATA3 + 305 + A3\ =

= (1+e)’ (T+e) +(1+e) (14e)+(1+e)(14e),

Mo =1L = AN = (14 1)’ (1 +e2)” (1 + e3)°, (3.119)

=1,= A2+ A2+ A7

M =11, = AN 2 A2 + A2
ML, = T, = AN 2N

Siin C Vastab tensorile C’ KL Ja ¢ tensorile ¢ k. Samuti on voetud arvesse, et

Cy = ¢, ja vastupidi, ¢, = C
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Otsitavad seosed
I Ic

- =Y ML.=-— 3.120
T’ Tl (3.120)

Lo

saame valemeist (3.119).
Kuna 0 < A\, < oo siis ka 0 < L II, I1II < oc. i

Deformatsioonide puudumisel (jaiga keha puhul) e, = 0ja A\, =1, a =1,2,3
ning seega

[=11=3 ja IlI=1 (3.121)
Seosed Lagrange’i ja Greeni deformatsioonitensori invariantide vahel

Lagrange’i deformatsioonitensori invariandid avalduvad ldbi peavdartuste FE,
analoogselt Greeni deformatsioonitensori invariantidega (3.111) —

lp = Ey+ By + B3,
1, = E,Es + E,Es + E,E». (3.122)
11y = FhEsEs.
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Kasutades niitid valemeid (3.111) ja (3.122) ning arvestades, et valemi (3.105),
pohjal 2E, = C, — 1, saame seosed

Ic =3+ 2lg,
I =3+ 41 + 411,
[Ilo =1+ 2Ig + 411 + 811,
oy = —3 + I,
Al = 3 — 200 + 1,
RIMTy = —1 + I — TIg + I,

(3.123)

Seosed Euleri ja Cauchy deformatsioonitensori invariantide vahel saa-
dakse sidudes tensorite ci; ja ey, invariandid. Tulemuseks on duaalsed seosed

eelmistele —
I.=3—-21I,

1. = 3 — 41, + 4IT,, (3.124)
I, = 1 — 21, + 411, — STIT,.
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Invariantide IIIo ja III. geomeetriline tolgendus

Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaarruumalad
dV = dS1dS>dSs3 ja dv = dsidssdss. Kuna

ds
2= Aa - )‘aa
ds.,
sl dv  dsidsed 1
v s1dsadss (3.119) (3.119)
Bl B N U V== 3 | P .
dV ~ dSidS,dS; ¢ V1L,
Seega

dv = JIIedV ja dV = /11Ldv. (3.125)

Kokkuvottes —invariandid I1lo ja I11. iseloomustavad ruumala muutust.

Ulesanne. Kasutades valemeid (3.7), (3.36) ja (3.108) naidata, et j2 = Ill.

Seega voime valemeid (3.125) kasutada ka kujul dv = jdV voi dV = dv/j.
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3.10 Deformatsiooni dekompositsioon

3.10.1 Poordetensor N,

Vaatleme peavektorite kolmikuid n, ja N,
( komponentkujul ng, ja Ng,). Defineerime

1
poordetensorid®? R ja R =R

ng

P (X)

2

&

~
L]

—1
Nk = RkKNKon NKa - RKknk’a~ (3126> N,

¥
N,

Seega poordetensor Ry poorab Greeni de-
formatsioonitensori peavektorid N, Cauchy

deformatsioonitensori peavektoriteks n, ja
~1
vastupidi, poordetensor R i poorab Cauchy deformatsioonitensori peavektorid

n, Greeni deformatsioonitensori peavektoriteks N,. Kuna peavektorid moodus-
tavad ortonormeeritud kolmiku, siis on selge, et

Joonis 3.11: Peatelgede siire koos poor-
dega

NkaNal = Okl ja NgaNaor = 0k (3.127)

2maatrikskujul [R] = [Rix] jne.
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Ulesanne. Ny = [0,1,0], Ny = [-1/4/2,0,1/+/2], N3 = [1/4/2,0,1/+/2]. Leida
maatrikskujul [NKQ], [NQK] ja [NKaNaL]-

Korrutame esimese avaldistest (3.126) komponendiga N,y ja teise komponen-
diga n,; ning saame

-1
RkK = nkaNaK ja RKk = NKanak- (3128)
Kokkuvottes:

~1
e Selliselt defineeritud poordetensor R on ortogonaalne, st. R = R™' = R”

—1 ~1
e Loomulikult kehtivad vordused Ryx R = 0 ja R Rir = 0kp.

-1
e Kui peateljed deformatsiooni kaigus ei poordu, siis Rix = 0px = Rk ehk
1

R=I=R.
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3.10.2 Mboned poorde- ja deformatsioonitensorite vahelised seosed.
Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed (kus n voib olla
nii positiivne kui negatiivne ja murruline) on seotud jargmiselt

—-n -1
Cxr = RireuRiL
- e (3.129)
cr = RixkCrr R
ning lisaks veel, et

Crr =3 (Ca)"NaxNar ja Cr = >_(Ca) ok Nal- (3.130)

« «

2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul

rrx = RiCrx = Rik € i, (3.131)

1 1
2
Xrr= Rk, = R Ckr.
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Viimastest omakorda

1 1

1 . o
Ry = 25,1 C L ja Rgp = Xgy C . (3.132)

Lisaks saab naidata, et siirdegradient

1

UL7M = RKLCLM — 5KM; (3.133)

tensorite f), R ja R vahel kehtivad seosed

1
2

Rin = (0x1 + Exco + Ric) C o, (3.134)
véikeste deformatsioonigradientide puhul
Ricar = Ricar — Sxar, (3.135)
ja -
Ricar = SuicOmnThm. (3.136)
3.10. Deformatsiooni dekompositsioon 3- 62
33

3.10.3 Deformatsiooni dekompositsioon

Iga joonelemendi deformatsiooni mingis punktis voib vaadelda koosnevana kol-
mest osast — 1) paralleelliikkest, 2) peatelgede jdaigast péordest ja 3) pikkuse
muudust peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit dXg, mis algolekus on esitatud LK-s ja mis deformatsiooni
kaigus muutub vektoriks dxy = =1, xd X . Kasutades seoseid (3.131), saame

dxk = 5kLRLM 6MKdXK = 7C§kl leémK dXK (3137)
——— ————
Ry Rix

Avaldisele (3.137) saab anda jargmise tolgenduse (joonis 3.12).

33Tuntud ka kui péorde pohiteoreem.
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1. Vektori dX paralleellitke® (koos peatelgedega) vektoriks dx (7).

2. Vektori dxT) jaik poore® (koos peatelgedega) vektoriks dx).

3. Labi peatelgede pikkuste muutmise®® muudetakse vektor dx® vektoriks

dx\®) = dx. Taiendavat pooret ei toimu siin siis ja ainult siis, kui dX on
paralleelne tihega tensori C'x;, peavektoritest.

deiD
Valemites on eelnev esitatav kujul dXx N
\
\
dxl(cT) = 0pxdXr, \
R) (T) \
de{" = Ryda 3.138 \
X ) ( ) P(x) N dx},m
T2 R
dry, = c2kldxl< ). P(X)
Kui asendame (3.138); — (3.138), —
(3.138),, siis saame (3.137).
) =dx,
341k. translati
357 k. TZZ;-(?”ZO” Joonis 3.12: Joonelemendi deformatsiooni de-
361 k. stretch kompositsioon.
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Joonis 3.13 esitab sama protsessi tei- ax, dx
ses jarjekorras — pikenemine, poore, \
. \
liike, st., \ p(x)
X P(X) |
5 /
(S) _ A /
dX;; = CukdXk, k iy
R S 1
dx® = Rpydxy(y),  (3:139) P
R
dxy = 0prdX é >- Joonis 3.13: Joonelemendi deformatsiooni de-
kompositsioon.

Seega sellise dekompositsiooni puhul
pole operatsioonide jarjekord tahtis.

Eelnev mottekdik on esitatav ka deformatsiooniellipsoidide kaudu —
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3.10.4 Deformatsioonigradiendi polaardekompositsioon

Teine vaga levinud ldhenemisviis eelmises alajaotuses kéasitletule on jargmi-
ne. Deformatsioonigradiendile F rakendatakse polaardekompositsiooni teoreemi
ning ta esitatakse kahe tensori (millest iiks on ortogonaalne ja teine stimmeet-
riline ning positiivselt maaratud) korrutisena:

F=R-U=V.-R, F!'=U'"RT'=R".V! (3.140)

Avaldisi (3.140), tuleb késitleda kui tensorite U ja V definitsioone.

R on poéordetensor, U- parempoolne pikenemistensor?”, V— vasakpoolne
pikenemistensor3®,

R on ortogonaalne, U ja V siimmeetrilised ja positiivselt méaaratud.

»Vasak” ja ,parem” kasutus tuleb sellest, kummalt poolt on vastava ten-
soriga korrutatud poordetensorit.

Teatavasti dx = F - dX ja polaardekompositsiooni rakendamist on graafiliselt
kujutatud joonisel 3.14.

371. k. right stretch tensor
381. k. left stretch tensor
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Polar Decomposition: Graphical Interpretation

U R
F=RU e
he ;
F=VR o
i
R P \ /\ \v\ ‘/r
X \/\ k}(\/ Y
\ - b 3
s
NeS et
-
Relation between left and right stretch tensors
V=RUR' U=R"VR
UNIVERSITAT T
DUISBYRG Polar Decomposition: Graphical Interpretation E"E’,Gf’;fm?‘“ﬂ’!

Lehrstuhl Mechanik

Joonis 3.14: Deformatsioonigradiendi F polaardekompositsioon
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Deformatsioonitensorid defineeritakse sel juhul pisut teisiti ja ka deformatsioo-
nitensorite nimed on teised.
Parempoolne Cauchy-Greeni deformatsioonitensor

C=FT.F="U2% Cl=FlFT=U"? (3.141)
Vasakpoolne Cauchy-Greeni deformatsioonitensor

B=F-F'=Vv) B'=F1T.Fl=v"? (3.142)

Seosed ,senikasutatud” ja ,varemdefineeritud”, st. alajaotuses 3.4 defineeritud
deformatsioonitensoritega:

e Greeni DT: Ck < C,
e Piola DT: _ClKL — CL
e Fingeri DT: T B,
e Cauchy DT: ¢;; < B~ L.
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3.11 Pidevustingimused ehk sobivustingimused®

Kolmemoa6tmelises ruumis on deformatsioonitensori kuus (soltumatut) kompo-
nenti seotud siirdevektori kolme komponendiga ldbi kuue vorrandi (vt. (3.53)
1k.26). Néiteks,

2Fkr = Ckr — 0xr = 2Bk = Uk + Uk + UnxUn 1. (3.143)

Kui on teada siirdevektori komponendid Uy, siis valemi (3.143) pohjal saab
madrata kas tensori C'iy voi Ei kuus komponenti. Kui aga on vastupidi, st.,
et teada on tensori C'k, voi Eir, kuus komponenti, siis on meil kolme tundmatu
maaramiseks kuus vorrandit. Jarelikult on meil tegu tlileméaratud siisteemiga.
Selleks, et siirdekomponendid Uy oleks tiheselt maaratavad ja pidevad (siirde-
vali peab olema itheselt maaratud ja pidev) tuleb niiiid deformatsiooni tensori
komponentidele peale panna lisatingimused. Neid tingimusi nimetatakse pide-
vustingimusteks ehk sobivustingimusteks™®. Kui siirdekomponendid Ux on ette
teada (siirdekomponendid on valitud pohimuutujateks) siis on sobivustingimu-
sed automaatselt taidetud. Kui aga pohimuutjateks on deformatsioonitensorid,
siis on sobivustingimustel taita oluline roll.

39Gama teemat kisitlesime ka elastsusteooria aluste kursuses, kuid siin on késitlus pisut iildisem.
401 k. compatibility conditions
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Alternatiivne pohjendus pidevustingimuste sissetoomiseks. Oletame,

(a) (b) (c)

| [

Joonis 3.15: Pidevustingimused

et vaadeldav keha on algolekus 16igatud viikesteks kuupideks (joon. 3.15 a).
Kui iga kuupi on seejérel eraldi deformeeritud, siis on nende uuesti tihenda-
mine selliselt, et tekkiks pidev keha tildjuhul voimatu (joon. 3.15 b). Selleks,
et peale deformatsiooni oleks meil endiselt tegu pideva kehaga (joon. 3.15 ¢),
peavad kuupide deformatsioonid rahuldama teatud tingimusi, mida eestikeelses
kirjanduses nimetatakse tavaliselt pidevustingimusteks.
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Pidevusvorrandite tuletamine. Tuletame pidevusvorrandid 16pmata vaike-
ste deformatsioonide tensorile

2E‘KL = UK,L+UL,K- (3144)
Kirjutame iiles viimase koik soltumatud komponendid:
Ey =Uig, Eoy = Us o, Es3 = Us s,

. " N (3.145)
2E19 = U2+ Usy, 2E13=U;3+ Uz, 293 = U3 + Uso.

Diferentseerime vorrandit (3.145), kaks korda koordinaadi X jargi ja vorrandit
(3.145), kaks korda koordinaadi X jérgi ning liidame saadud tulemused.

Envoe+ B = Ui+ Usiie = (U2 + Usy) 1 = 2E12,10 (3.146)

Kombineerides vorrandeid (3.145), 5 saame veel kaks analoogilist pidevusvor-
randit.

Neist aga ei piisa. Selleks, et saada veel kolm vorrandit, leiame vorrandeist
(3.145),_4 osatuletised ,,puuduva koordinaadi” jérgi, liidame (3.145), . ja lahu-
tame saadud summast (3.145),. Seejirel votame saadud tulemusest osatuletise
X1 Jargl
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2 <E12,3 + Ei390 — E23,1)’1 =
= [(Ui23 + Uz3) + (Ui 23 + Us12) — (Uz13 + U3712)],1 = (3.147)
= 2U1,123 = 2E11 93.

Analoogiliselt saab tuletada veel kaks pidevusvorrandit.

Kokku oleme saanud kuus pidevusvorrandit, mis on tuntud ka Saint-Venant’i

pidevusvorranditena:
Ei120+ Eoo 11 = 2E12.12
E92.33 + E3320 = 2F93 23
Eq133+ E3311 = 2E1313
- - = = 3.148
<E12,3 + B30 — E23,1> LT Fi1.23 ( )
<E12,3 + oz 1 — E13,2> - FEs 13
<E23,1 + Ei32 — E12,3> s = E33.12
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Saadud kuuel vorrandil on viga selge fiiiisikaline sisu.

1. Esimesed kolm: kui on antud normaaldeformatsioonid (suhtelised pikene-
mised) kolmes ristuvas sihis, siis nende sihtidega méaératud tasandites ei
saa nihkedeformatsiooni meelevaldselt ette anda, vaid nad on maaratud
avaldistega (3.148), 5.

2. Viimased kolm: kui on antud nihkedeformatsioonid kolmes ristuvas tasa-
pinnas, siis ei saa normaaldeformatsioone meelevaldselt ette anda, vaid nad
on madratud avaldistega (3.148), .

Mittelineaarsetele deformatsioonitensoritele, naiteks Lagrange’i DT, on pide-
vustingimusi leida sootuks keerukam.

Markus: Vorrelge saadud valemeid (3.148) elastsusteooria aluste kursuse 3.
peatiikis tuletatud pidevustingimustega (mida seal nimetati ka Saint-Venant’i
pidevusvorranditeks).
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3.12 Lihtsustatud deformatsiooniteooriad

Esitatud valemite kasutamine voib viia matemaatilistele raskustele. Klassikali-
ses (lineaarses) elastsusteoorias ja vedelike voolamise teoorias (hildromehaani-
kas) hiiljatakse seetottu mittelineaarsed litkmed, st. uuritakse vaid nn. véikeseid
deformatsioone. Tihti saab lineaarse teooria tapsust tosta lihtudes uuritava ob-
jekti geomeetriast ja deformatsiooni iseloomust.

Naited:
a) Hésti ohukese tala paine — poorded suured, pikenemised véikesed.

b) Tala tomme — pikenemised suured, poérded véikesed. Rakendatakse Saint-
Venant’i printsiipi (koormuse rakenduspunkti ldhitimbruses on olukord
muust tala erinev).

¢) Koondatud jou méju massiivile — siin on soovitatav rakendada puhtalt
mittelineaarset teooriat.

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3-7

F =<z

F

Joonis 3.16: Erineva iseloomuga deformatsioonid: a) ohukese tala paine, b) tala tomme ja c)
koondatud jou moju massiivile.

Deformatsioonitensor, poordetensor ja invariandid on avaldatavad labi siirdeg-
radientide (néiteks Ug 1). Seega saame radkida véikestest siiretest voi monest
teisest kolmest soltumatust muutujast, mis neid asendaks. Naiteks voivad olla
aproksimatsioonide puhul kasutusel kolm peapikenemist voi poordevektori kom-
ponendid. Deformatsioonitensori voi poordetensori komponentide otsene kasu-
tamine on komplitseeritud, sest sobivustingimused peavad olema rahuldatud.
Samuti tuleb olla ettevaatlik kui suurusjarkude hindamise aluseks on siirdegra-
diendid. Jargnevate naidete eesmargiks on anda mingi baasettekujutus sellistest
ligikaudsetest teooriatest.
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3.12.1 Vaikeste siirete teooria

Viikeste siirete teooria®' puhul loetakse viikesteks koik siirdekomponendid ja
siirdegradiendid ning hiiljatakse koik mittelineaarsed liikmed. Deformatsiooni-
tensorid (3.53) saavad niiiid kuju

{ 2Bk = Cxr — 6k =~ Uk + ULk = 2Fky, (3.149)

2er = Op1 — Cpl R Up + U g = 2€p

ja poordetensori jaoks kasutatakse valemeid (3.135) ja (3.136), st.

Riym =~ Ry — 0 ja Rinr = Ok Omm km-

Siin kaob erinevus Uy ja uj vahel ning saadakse klassikaline lopmata véaikeste
deformatsioonide teooria.

H1k. small displacement theory

3.12. Lihtsustatud deformatsiooniteooriad 3-76

Et saada paremaid (tdpsemaid) tulemusi vaadeldakse siin tihti siiret nn. hairi-
tuste rea kujul —

u=>Y €"u,, (3.150)
n=0

kus suurused u,, hoitakse fikseeritud ning ¢ on héiritusparameeter. Sellise for-
malismi puhul vastab €" n-jarku aproksimatsioonile. Teooria esitati E. ja F.
Cosserat’ poolt (1896).
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3.12.2 Vaikeste poorete teooria

Viikeste poorete*? puhul loeme iga joonelemendi poorde viikeseks ja poorde-
nurga ¥ ~ sind &~ tand. Deformatsioonitensorit (3.65) (lk. 30) voib ntuid
aproksimeerida kujul

~ 1/~ ~ ~ o~ ~ o~
Exr ~ Exr + 3 <EMKEML + EyrxRur + RMKEML> : (3.151)

Kui poore on vaike, siis voib kasutada poordevektorit QZN%K = eKLM]A%ML. Kui
niiiid moni }N%K komponent osutub teistega vorreldes véikeseks, siis lihtsustub
Exr avaldis veelgi, sest liikkmed, mis osutuvad teistega vorreldes véikesteks,
hiiljatakse. Selline aproksimatsioon soltub keha ja deformatsiooni geomeetri-
ast. Néiteks, ohukese plaadi painde puhul on tasandilise elemendi p6ore tim-
ber kesktasandi normaali sihilise telje vaike, vorreldes pooretega, mis toimuvad
kesktasandil asuvate telgede timber. Saadakse plaatide teist jarku teooria, mis
on tuntud kui Foppl-Karman-Timosenko teooria.

421 k. small rotations
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3.12.3 Vaiikeste deformatsioonide ja viikeste poorete teooria

Viikeste deformatsioonide (suhteliste pikenemiste) ja viikeste poorete’® puhul
loetakse nii Fx; < 1 kui ka Ry < 1 ja

~ 1/~ ~ ~ o~
Exi~ B+ (EMKRML + RMKEML> . (3.152)

Kui poorded ja deformatsioonid osutuvad sama suurusjarku olevateks, siis voib
nende korrutised hiiljata. Tulemuseks on see, et eeldame vaikeseid siirdegradien-
te ja saame lopmata vaikeste deformatsioonide teooria, st.,

EKL ~ EKL ja RKL ~ 5KL + RKL- (3.153)

Siin on seega hiiljatud koik mittelineaarsed liikmed. Kehtib superpositsiooni
printsiip: Mitmest siirdest pohjustatud deformatsiooni voib vaadelda neist siire-
test eraldi pohjustatud deformatsioonide summana —

E%E%ﬁ1+ﬁ2:ﬁ2+ﬁ1
R%ﬁ%ﬁl—{—ﬁQ:ﬁQ—i—ﬁl

B1.k. small extentions and small rotations

(3.154)
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3.13 Deformatsioonide erijuhud

Vaatleme kahte tiitipi deformatsioone

(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel voi pédretel on piirangud. Need
deformatsioonid ei soltu suunast ega keha voi deformatsiooni geomeetriast.
Siia klassi kuuluvad nn. jaik deformatsioon, puhas homogeene pikenemine,
potentsiaalne deformatsioon ja isohooriline deformatsioon.

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on pohjustatud koordinaadistiku sobivast
valikust. Teisisonu, pikenemised ja poorded voivad mones koordinaadisti-
kus olla véga spetsiifiliselt maaratud. Siia klassi kuuluvad néiteks iihtlane
paisumine, (lihtne) pikideformatsioon, lihtne nihe, tasapinnaline deformat-
sioon.

Markus: Kaesolevas alajaotuses on tensorid tihti tédhistatud rasvases kirjas.
Sel juhul C CKL; C < Cp, I+ 5KL; R < Ry, jne.
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(i) Deformatsioonid, mille puhul pikenemistel v6i p6oretel on piiran-
gud.

Jiik deformatsioon. Deformatsioon on jiaik** (keha jaib jaigaks) kui mistahes
kahe punkti vaheline kaugus ei muutu. Tarvilik ja piisav tingimus selleks on,
et C = c = I igas punktis. Lisaks C, = A2 =1, Ig =1l =3 ja Illg =1
Vaata ka lk. 55.

Puhas deformatsioon. Puhta deformatsiooni*’ ehk paisumise ehk péérdevaba

deformatsiooni puhul peateljed ei p66rdu. Tarvilik ja piisav tingimus selleks on,
et R =TI igas punktis. Vaata ka lk. 59

Potentsiaalne deformatsioon. Potentsiaalse deformatsiooni*® puhul leidub
skalaarne funktsioon V nii, et

U = gradV. (3.155)

4

Isohooriline deformatsioon. Isohooriline deformatsioon?’ on deformatsioon,

1 k. rigid deformation

BT k. pure strain, dilatation, eesti keeles ka puhas pikenemine ehk puhas pikideformatsioon
461 k. potential deformation

471 k. isohoric deformation
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mille puhul ruumala ei muutu. Kuna (vt. ka lk. 57)%

o M- L
av VT UL

siis isohoorilise deformatsiooni puhul

Ve = VI, = j = 1. (3.156)

Kuna antud juhul Il = AMA3)\3 = 1, siis saab invariandid I¢ ja IIo avaldada
vaid kahe peapikenemise kaudu. Enamgi veel, funktsioonid mis tldjuhul soltu-
vad koigist kolmest invariandist (peapikenemisest), on niiiid vaid kahe esimese
invariandi (peapikenemise) funktsioonid.

48

‘ Ozy
J=|5v"1" CKL = Tk KTk L, Hl¢ = |Ckr| = vk, x2r,L] = [Tk x| - |Tk,L]
0Xr,
3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-82

(ii) Deformatsioonid, mille erisus on pohjustatud koordinaadistiku
sobivast valikust

Siin on enamikel juhtudel tegu afiinse teisendusega, mis seob materiaalse punkti
asukoha enne (X ) ja pérast (zy) deformatsiooni.

1 1
v = Dy Xk, Xk = Drrer, DipxDgi = 0w, (3.157)

kus Dyx ja D1 i1 on konstantsed tensorid (maatriksid). Teisendus (3.157) jatab
sirged sirgeteks, ellipsid ellipsiteks, ellipsoidid ellipsoidideks jne. Sellist defor-
matsiooni nimetatakse homogeenseks deformatsiooniks*®. Seda voib defineerida
ka kujul
aQZ‘k o
0X0X
Valemite (3.157); ja (3.157), pohjal on selge, et homogeense deformatsiooni
korral deformatsioonigradiendid

0. (3.158)

—1
Tk K = DkK ja XK,k = DKk- (3159)

491.k. homogeneous strain



3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-83

Uldistatud homogeense deformatsiooni puhul voib Dy soltuda materiaalse
punkti koordinaatidest ja sel juhul viimased valemid ei kehti.

Erinevad tensorid (maatriksid) Dk kirjeldavad erinevaid deformatsioone, mil-
lest moningaid vaatleme allpool.

Uhtlane paisumine. Uhtlaseks paisumiseks® nimetatakse homogeenset de-
formatsiooni, mille puhul

0
0], 0<\<oo. (3.160)
A

Deformatsioonitensorid
—1 2 P —2 2
C=c=XI c=C=X"1 2E=(\N-1)L (3.161)
Deformatsiooniellipsoidid on antud juhul sfaarid. Jarelikult iseloomustavad sel-

list deformatsiooni identsed peadeformatsioonid (peapikenemised). Parameeter
A iseloomustab pikkuse muutust suvalises suunas. Kui A > 1, siis on tegu tihtlase

501.k. uniform dilatation

3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-84

paisumisega (laienemisega), kui aga 0 < \ < 1, siis tihtlase kokkutémbumisega.
Kera jaab sellisel deformatsioonil keraks. Deformatsioonitensorite invariandid

Ic =3\, Ilg=3)\% Ilg = A (3.162)

Uheteljeline (iihesuunaline) pikenemine ja pikideformatsioon.

Uheteljelise pikenemise®! puhul on

A0 0
D]=1[0 1 0], 0<\<oo (3.163)
00 1
ning
A2 00 L 2o
1 -
=[] ={0 10| ja [c]:lC]: 0 1 0|. (3.164)
0 01 0 01

Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid 2E = C — I ja 2e = I — ¢ ning

511 k. uniazial strain
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z2 22

dz! s J
< AdZ!

Joonis 3.17: Uhesuunaline pikenemine. NB! Z% asemel tuleb niha Xy ja 2* asemel z, jne. :)

invariandid

I =2+X, Iloc=1+2)2 Il =\,
{ ¢ ¢ ¢ (3.165)

Ip =050\ —1), Ip=IIg=0.
Deformatsiooniellipsoid on antud juhul poordellipsoid kusjuures kaks peapike-
nemist on vordsed iihega, ning iiks on tihest erinev. Deformatsiooni tulemusena

liigub teljega X risti olev tasand paralleelselt iseendaga ja X9 ning X3 sihis
deformatsioon puudub.

Tegelikult tavaparaste materjalide korral tala ristloige tombe puhul vaheneb ja
surve puhul suureneb . Sellist deformatsiooni nimetatakse pikideformatsiooniks
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ehk pikenemiseks®. Niiiid

A0 0
D]=1{0 KX 0], 0<)\< oo, (3.166)
0 0 KX\
20 0
[C] = [‘cl] =0 (kA2 0 |, (3.167)
0 0 (K\?
a2 0 0
o] = M —lo (kN2 0 | (3.168)
0 0 (K\™?
Invariandid
Io = (14+2K)X\ 1l = 2+ K*)K2\Y, 1lg = K*\°, (3.169)

Seega, antud juhul on X; sihis pikenemiskoefitsent ds;/dS; = A ja suhteline
pikenemine (ds; — dS7)/dS; = A — 1. Vastavad suurused X5 ja X3 sihis on K\

521 k. simple extention, eesti keeles on véimalikud veel mitmed terminid, niiteks puhas pikenemine jms.
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ja KX — 1. Poissoni tequr v, mis iseloomustab pikenemiste suhet poiki- (X5
voi Z3 siht) ja pikisuunas(X; siht), on defineeritud jérgmiselt:*

K\Xx—1 1—-K\ 1+v
v N IR 3 v (3.170)
Kui v > 0 siis ristldige vaheneb, kui v < 0, siis suureneb, v = —1 (K = 1) korral

on tegu tihtlase paisumisega, ¥ = 0 (K = 1/)) puhul tiheteljelise pikenemisega.
Lihtne nihe. Lihtsa nihke®* korral

1 S0
D]=10 1 0|, —oco<S<oo, S =-const. (3.171)
0 0 1

Seega litkumisseadus saab kuju (joonis 3.18)

r1=X1+ 55Xy, x90=Xo, x3=Xj5. (3172)
53 Tugevusdpetuses
_ & _ &
B Ex Ex

541 k. simple shear. Eelmiste aastate konspektides olen siin ekslikult kasutanud terminit puhas nihe. Tegelikult
vastab puhtale nihkele olukord, mida on kirjeldatud lk. 42 oleval joonisel 3.8.

3.13. Deformatsioonide erijuhud

Lihtsat nihet voib iihest kiiljest kirjel-
dada kui deformatsiooni, mis poorab
tasandeid X7 = const. imber nen-
de loikejoone tasandiga X, = 0 nur-
ga v = arctan S vorra, vastavalt lii-
kumisseadusele (3.172). Teisest kiil-
jest aga kui deformatsiooni, mis ni-
hutab mittedeformeeruvaid tasandeid
X9 = const. vastavalt liitkumisseadu-

sele (3.172).

Deformatsioonitensorid ja invariandid

1 S 0 _1 1+5% =S 0

Cl= |5 1482 0. [C] | =s 1 o, (3.173)
0 0 1 0 o0 1
1 =S 0 1+5% S0

= |-5 1+82 0, |¢]=] s 10, (3.174)
0 0 1 0 01
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1 0 S 0 1 0o S 0
E] =S $* 0, le]=5|5 —$* 0], (3.175)
0 0 O 0 0 1
Io=1lc=3+5% Il =1,
¢ e <, (3.176)
[, = —Ig =2II, =2II, = —S5%/2, 1l =1l = 0.
Kuna III; = 1, siis on lihtne nihe isohooriline deformatsioon.
Kui lahendada karakteristlik kuupvorrand
C3 —1oC% + 11 — I = 0,
saame deformatsioonitensorite C ja ¢ peavaartused
Cr=1/cp =X =1+5%/2+ S/1+ 52/4,
Cy=1/co =\ =1+5%/2—S\/1+ S2/4, (3.177)
Cg = 1/C3: )\% = 1.
Viimastele vastavad peavektorid
Ny L+ (S/2+/1+5%/4) 1L
N, (= , Nj3=1Is, (3.178)
2} 24822+ 51+ 524
3.13. Deformatsioonide erijuhud 3-90
nl} i1+ (—5/2 £ /1+ S2/4) i N (3.179)
= ) 3 — 13. .
ny \/2+S2/2:FS\/1+52/4
- 7|z
2 N;
S/215/2 s/zl
At;:'—“/r— /
\\ /
\
e L
\4-
\
0 Z1 Zl

Joonis 3.19: Nihketasand NB! Z ja X; z ja z!
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Tasandi X3 = 0 punkt A(—S5/2,1,0) laheb pérast deformatsiooni vastavalt
valemile (3.172) asendisse a(S5/2,1,0) (vt. joonis 3.19). Seega OA = Oa ja
jarelikult kiud, mis olid enne deformatsiooni paralleelsed O A-ga ja moodustasid
X, teljega nurga ¢ = arctan S/2 ei muuda deformatsiooni kdigus oma pikkust.
Valemist (3.178) saame méarata nurga Vi

tanv = S/2 4 /1 + 52/4. (3.180)

Ka OA ja N vaheline nurk on 9, sest tan(OAN;) = tand. Seega poolitab

—_—

peasuund N nurga OAX;, peasuund Ny on temaga risti tasandil X3 = 0 ning
N3 on suunatud piki telge X3.

Tasapinnaline deformatsioon. Erinevalt kolmest viimasest naitest, ei pruu-
gi siin olla tegu homogeense deformatsiooniga. Tasapinnalise deformatsiooni®®
korral toimub paralleelsetel tasanditel identne deformatsioon ning nende nor-
maali sihis deformatsioonid puuduvad. Seega, kui deformatsioonid toimuvad

xr1 — X9 tasandis, siis liikumisseadus on esitatav kujul
T, :xk(X17X2)7 k: 1727

(3.181)
T3 = X3.
551.k. plane strain
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On lihtne moista, et Cauchy deformatsioonitensor saab niitid kuju

c11 c12 0
C = |C21 (99 0 (3182)

0O 0 1

ja analoogsed, st., viliskuju poolest sarnased on ka koik teised deformatsiooni-
tensorid ning poordetensorid. Uks peatelgedest on antud juhul paralleelne z3-ga
ja tema sihis on pikenemiskoefitsent A3 = 1. Tasapinnaline deformatsioon on
isohooriline kui A\; = 1/s. .

Uldistatud tasapinnaline deformatsioon on defineeritud kujul

T = xk(XlaXQ)y k= 17 27

20 = a5(Xo). (3.183)
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3.14 Kiirus ja kiirendus

3.14.1 Materiaalne tuletis

Pideva keskkonna mehaanikas on diinaamiliste protsesside kirjeldamise puhul
vaja leida materiaalsete punktidega seotud fiiiisikaliste suuruste (skalaaride,
vektorite ja tensorite) muutumise kiirust®®, st., tuleb leida tuletisi aja jirgi
skalaaridest, vektoritest ja tensoritest (mis on funktsioonid kas materiaalse-
test voi ruumilistest koordinaatidest) mingis fikseeritud materiaalses punktis.
Siinjuures tuleb arvesse votta nii muutus, mis on seotud fikseeritud ruumipunk-
tiga (lokaalne muutus), kui materiaalse punkti liikumisest pohjustatud muutus
(konvektiivne muutus).

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi)

nimetatakse operatsiooni

. df
£t 2 . 3.184
dt X=const ( )

561 k. time rate
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Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, s.t.
f=1(X,t) = Frg(X,t)Ik, (3.185)

siis langevad materiaalne tuletis ja osatuletis aja jargi kokku:

: of(X,t) OFk
f(X,t) = = Ig. 3.186
x.qy = A0 Oy, (3.150)
Naide: Nii leitakse materiaalset tuletist liikumisseadusest x = x(X, ). v

Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f = f(X, t) = fk(X, t)lk (3187)
Nuid (kuna i, on konstantsed)

. (Ofk  Ofx Oz,
f‘(at * oz, f%)lk’

sest x on labi litkumisseaduse LK X funktsioon.

(3.188)
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Sageli esitatakse materiaalne tuletis vektorist kujul

.. D
f= fiiy = ?]Z“ik, (3.189)

kus suurust
Dfi _ Ofi N Ofr Oxi _ Ofi
Dt ot  Ox; Ot ot
——
fei T
nimetatakse materiaalseks tuletiseks vektori f komponendist fj. Esimest lii-
get valemites (3.188) ja (3.190) nimetatakse lokaalseks tuletiseks (monikord ka
tuletiseks aja jdargi), teist liiget aga konvektiivseks tuletiseks. Lokaalne tuletis ise-
loomustab muutusi, mis toimuvad vaadeldavas ruumipunktis ning konvektiivne
tuletis muutusi, mis on pohjustatud materiaalse punkti litkumisest (vaadeldava
ruumipunkti imbruses).

+ friti (3.190)
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Materiaalne tuletis skalaarist. Kui skalaarse funktsiooni f argumendiks on
LK, siis on materiaalse tuletise leidmise eeskiri analoogiline valemiga (3.186):

f(X, 1) = W- (3.191)

Naiteks, kui skalaarseks funktsiooniks on temperatuur 6 = 6(X,t), siis § =

00(X, 1)/t

Kui aga skalaarfunktsiooni argumentideks on EK| s.t. & = ®(x, t), siis on ma-
teriaalne tuletis on defineeritud analoogiliselt valemiga (3.190):

_Dd 9% 9D 9P

d = ® ;. 3.192
Di ot om T ar O (3.192)
——
b,
Naide: Téhistagu skalaar & = 6 materiaalse punkti temperatuuri. Tempe-

ratuuri muutumisel voib olla kaks pohjust: 1) antud ruumipunkti temperatuur
muutub ja 2) liikkudes satub materiaalne punkt teise ruumipunkti, kus on erinev
temperatuur (vorreldes ruumipunktiga, kus ta oli). Viimast ndhtust nimetatak-
se fuiisikas konvektsiooniks.
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Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite komponenti-
dest on defineeritud jargmiselt —

Df  Ofn

- m.m- 3193
Dt~ o T Amed ( )

Markused:

(i) Materiaalse tuletise kontseptsiooni toid sisse Euler (1770) ja Lagrange
(1783), tahistus D/ Dt parineb aga Stokesilt (1845).

(ii) Kui on tegu liikumisseadusega xy = (X, t), siis

DZL’k o &ck

— = —. 194
Dt ot (3:194)

Ty =
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3.14.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus

Kiirus
Kiirus on teatavasti kohavektori esimene tuletis aja jargi. Kui materiaalse punk-
ti kohavektor on p = x = x(X, t)i, siis tema kiirus on defineeritud kujul

v =Dp. (3.195)

Kuna baasivektorid iy ei soltu ajast, siis

v =p = (X, t)i. (3.196)
Kui tahistada v = wvgiy, siis
= = - =", 3.197
wEd= g0 =, ( )
Kuna kohavektor
p=P+u (3.198)

ja P ei soltu ajast (sageli tahistab P = X punkti kohavektorit alghetkel), siis
v=p=1. (3.199)
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Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud labi LK kujul u =
UKIK, kus UK = UK(X,t). Nuud

v=1u= 8@(/;;(11(7 ehk v = Vglg, kus Vg = aaU;fK (3.200)

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.

Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud labi Euleri koordinaatide,
siis u = ugig, kus up = ug(x,t). Niid saame kiiruse avaldised Fuleri koordi-

naatides:
. Duy, Ouy, n .
v=u= i = | = +up; v |1
Dt ¥ ot k.l .l ks
ol
ehk (3.201)
Duy,  Ouy
= vplg, k = — = — .
vV = Ulp, Kus v Dt ot + Up 1.)1

I

Seega, iilaltoodud lahenemist kasutades saame kiiruse- ja siirdekomponentide
vahelised seosed Euleri koordinaatide puhul ilmutamata kujul.
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Teiselt poolt, kui on teada materiaalse punkti kiirus LKSs, siis kasutades liiku-
misseadust X = X(x,t), saame

v =v(X(x,1),t) = v(x,t). (3.202)

Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene
tuletis aja jargi —

a=v. (3.203)
Lagrange ™ koordinaatide puhul
Vi  0*Ug
4 KR K ot ot? ( )
ning Fuleri koordinaatide puhul
. ka 8vk
= = — = — 3.205
a = apig, ap D1 o + Uk,zgfl/ ( )

Iy

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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Markused

(i) v = v(x,t) méédrab kiiruse vilja (a = a(x,t) omakorda kiirenduse vdilja).

(a) Punkti, kus v = 0, nimetatakse stagneerunud punktiks®”.

(b) Kui kiirus ei soltu ajast, st., v.= v(x), siis nimetatakse sellist liikumist
statsionaarseks litkumiseks™®. See miératlus kehtib suvalise vektorvilja
jaoks.

(¢) Liikumist, mille puhul vaid iiks kiirusvektori komponent erineb nul-
list ja soltub seejuures vaid vastavast ruumikoordinaadist nimetatakse
iihemootmeliseks litkumiseks® — naiteks vy = vi(z1,t) ja vo = v3 = 0.

(d) Liikumist, mille puhul iiks kiirusvektori komponent on null ja kaks
kiirusvektori komponenti on nullist erinevad ning soltuvad seejuures
vastavatest ruumikoordinaatidest, nimetatakse tasapinnaliseks litku-
miseks® — niiteks v; = vy (z1, Ta,1), Vo = va(1, T, 1), v3 = 0.

5TLk. stagnation point, 1d. stagnum — seisev vesi
581 k. steady motion
591.k. lineal motion
801.k. plane motion
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(ii) Lagrange’i kirjelduse puhul on (analoogselt punkti kinemaatikaga) antud
kiirusega litkuv materiaalne punkt identifitseeritav. Euleri kirjelduse puhul
selline analoogia punkti kinemaatikaga puudub. Siin on antud kiiruste valja
puhul, hetkel ¢, teada kiirusvektor igas ruumipunktis, kuid pole teada,
milline materiaalne punkt asub vaadeldavas ruumipunktis.

Naiide: Temperatuuri muutumise kiirus.
Keskkonna liikumisseadus on antud kujul

r1 = X1+ At X,
o = —AtXl + XQ, (3206)
r3 = X3,

kus A on konstant. Temperatuur ruumis muutub vastavalt seosele
0(x,t) = x1 + tx,. (3.207)

Leida temperatuuri muutumise kiirus nii EK-s kui LK-s.
Lahendus . ..
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3.14.3 Trajektoor ja iseloomulikud jooned ning pinnad

Trajektoor 5 on kover, mida modda liigub vaadeldav materiaalne punkt — Vv
€T = .Q]k(X, t)‘chonst . (3208)

Teisisonu, trajektoor on joon, mille liitkuv materjaalne punkt ,, joonistab” ruumi.
Kui on antud kiiruste vali, siis fikseeritud materiaalse punkti X trajektooriks
on susteemi

X =V (3.209)
integraalkover, mis vastab algtingimusele x = x(Xj, ty).

Voolujooned ® on jooned (koverad), mille puutujad igas punktis tihtivad sihilt
kiirusvalja vektoritega. Kui tahistada materiaalse punkti kohavektori p 1opmata e
vaikest muutu, mis on paralleelne voolujoone puutujaga dp, siis

dCIfl dCL’Q d$3 1

kus k£ on konstant. Seega on voolujooned siisteemi (3.210) integraalkoverad.

811.k. pathline, trajectory
621 k. streamlines
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Voolujooned néitavad, mis suunas erinevates ruumipunktides asuvad materjaal-
sed punktid antud hetkel liiguvad.

Naited trajektooride ja voolujoonte kohta — pika ja lithikese sariajaga fotod
veepinnal olevast dietolmust voi Oisest liiklusest. 1

Millisel juhul langevad voolujooned ja trajektoorid kokku? 1

Voolupinnad % ja voolutorud % on voolujoonte hulgad, mis l6ikuvad vastavalt
avatud voi suletud koveraga. *

Emissioonijooned® on jooned mille moodustavad ajavahemikus tog < ¢t <
fikseeritud ruumipunkti x( ldbinud materiaalsed punktid.

Ajajoonteks®® nimetatakse ajavahemikus ¢ty < ¢ < ¢; fikseeritud ruumipunkti x
labinud materjaalsete punktide trajektoorid hulka.

Naide. Animatsioon trajektooride, voolujoonte, emissioonijoonte ja ajajoonte
moodustumise kohta. Vv

631.k. streamsheets
641 k. stream tubes
651. k. streaklines
661. k. timelines
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Vedeliku kiiruste vali on antud kujul

V1 = a'31 =, Vo = 3'52 = Uﬂflt. (3211)

Animeerida emissioonijoone ja ajajoonte teke materiaalsetele punktidele, mis
ldhtuvad ruumipunktist (0,0) ning kiiruste vélja ja voolujoonte muutumine aja-
vahemikus 0 < ¢t < 1 vottes v = 3.

Lahendus: Voolujooned leitakse vorrandist

d d
i = ar =k = vdry =videy = ......... To9 = x9o+0, 5t {(:1:1)2 — (1‘01)2] .

vy Vo
(3.212)
Valemeist (3.211) saame avaldised ajajoontele
r1 = xo +v(t — to),
Tg = vt [zo1 +v(t —to)] = ...
(3.213)
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Punktist (0,0) véljuvate ajajoonte 16pp-punktid moodustavad punktist (0,0)
véaljuva emissioonijoone.

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—

0 R
0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4 2.7 3

Joonis 3.20: Voolujooned, kiiruste vali, emissioonijooned ja ajajooned

Vt. lisaks naiteid failist ,,Emissioonijooned.doc”
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3.14.4 Materiaalne tuletis deformatsioonigradientidest ja kohavek-

tori diferentsiaalist

Esiteks leiame materiaalse tuletise deformatsioonigradiendist zy, k.

— X o T T Lt i it et s e e e e =
Dt VPR T 9X e Dt
Uk

Kokku oleme saanud

D ( -
Dt TkK) = VkITIK
Teiseks leiame materiaalse tuletise kohavektori diferentsiaalist dxy.:
*D(d) d (@x) = d(vp) d
Tr) = Trr) = Vi) =0 Xy.
Dy 0Tk k k kAT
Jargnevalt naitame, et
D
— (X = —v XK
Dt( K,k) UL kMK
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(3.214)

(3.215)

(3.216)

3-108

Selleks leiame materiaalse tuletise vordusest z; 1 X1, = 0k

D

D
— X = —01 ...
D (212X k) 70k

Kust avaldame

D
—Xrp= ...
L DNk

Korrutades VP ja PP X ; oleme toestanud valemi (3.216).
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3.14.5 Suuruse ds’ materiaalne tuletis
D(ds?)  D(dwypdxy) D(dl’k)d
= =2——dxp = ...
Dt Dt Dt F
Tahistades
dp = U(k,l) = § (U/{;J + Uu{;) , (3.217)
saame s
(l)ts ) = deld:ckdxl, (3218)
kus suurust dy; nimetatakse Fuleri deformatsioonikiiruse tensoriks.
LK korral
D(ds?) :
Dt = Qdklxknyl’LdXKdXL = QEKLdXKdXL. (3.219)
Suurust DE |
. WL .
Exr = =-C 3.220
KL Dt S UKL ( )
nimetatakse Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensoriks.
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3.14.6 Materiaalne tuletis jakobiaanist j
Naitame, et
Dj
—— = 3.221
Dt J Uk k ( )
Dy
D=
3.14.7 Elementaarruumala muutumise kiirus
Léahtume sellest, et dv = jdV (vt. lk. 57) ja saame
D(dv) D . D . .
=—(dV)=—(5)dV = dy = dv = I dv. 222
Di Di (jdV) D1 (1) dV = jupdV = vy pdv = Iydv (3.222)

Siin I; = dir, = vk, on deformatsioonikiiruse tensori esimene invariant ja samas

kiiruse divergents.
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3.14.8 Elementaarpinna muutumise kiirus

Lopmata viikesed vektorid dX() = dXVI; ja dX®@ = ax\?1,, LK-s (voi
dx(V) = dxl(l)il ja dx? = dz?i,, EK-s) miiravad labi vektorkorrutise elamen-
taarpinnad

dA = dXW x dX? ja da = dxW x dx?, (3.223)

mida saab omakorda avaldada kujul

dA = dAKIK ja da = dakik. (3.224)

Néitame, et elementaarpinna vektori komponendi da; muutumise kiirus avaldub
kujul:

% (day) = v mdag — Vm pday,. (3.225)
Toestus: ...
dA = dX DT x dXP1;, = . = expd XIPdX 1y, (3.226)
ja
da = d:c,(yik X da:l(Q)il e eklmdx,(fl)dxl(z)im (3.227)
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Viimastest
dAy = eKLMdXI((l)de) ja da,, = eklmdxg)dxl@) (3.228)
Toome sisse bivektorid —
dAry = exrmdAx ja day, = epmdar (3.229)
mille ,,p6ordteisendus” on
dAx = %eKLMdALM ja day, = %eklmdagm (3.230)

(3.228) ja (3.230) pohjal
dApy =2dXWax?  ja day, = 2daMdz? (3.231)
Kuna dxl(l) =5 LdX,gl) ja d:z;gfl) = T, MdXz(é) , siis

dalm = ... el = xl,Lxm,MdALM (3.232)
(3.230) pohjal

1 . . 1
dak = ieklmdalm (352) Ce C (329) §€klm€KLMxl,Lxm,MdAK (3233)
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Kuna saab naidata, et eymexry@iTmym = 2j Xk i, siis

dak = jXK’deK. (3.234)
D(day;) (3.234)
Dt
(3.235)
- Um,mdak - Um,kdam
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3.15 Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika

Integraalsete fiiiisikaliste suuruste muutumise kiiruse madramiseks on vaja leida
tuletisi aja jargi vastavatest integraalidest. Algul toome sisse aga materiaalse
joone, materiaalse pinna ja materiaalse mahu moisted®’.

Materiaalne joon on joon, mis koosneb materiaalsetest punktidest:
X = X(S), S — parameeter. (3.236)

Materiaalse joone asukoht ruumis hetkel ¢ on maaratud labi liikumisseaduse
x = x(X, t) kujul

x(S,t) = x(X(9),1). (3.237)
Materiaalne pind on pind, mis koosneb materiaalsetest punktidest
X =X(R,Q), R, Q — parameetrid (3.238)
ning tema asukoht ruumis hetkel ¢ on
x(R,Q,t) = x(X(R,Q),1). (3.239)

Materiaalne maht on materiaalsete punktide 3D piirkond.

571.k. material line, material surface, material volume
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Joonintegraal

Olgu ¢ mingi skalaarne funktsioon (néit. massi tihedus voi kiirus voi elektrijuh-
tivus vms.), mis on defineeritud iile materiaalse joone L. Vastava joonintegraali
muutumise kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

oo = [, prtoden) = [ [Todu+ 6 () =

oo (3.240)
/ [fbdl’k + pupday] .

Fikseeritud ruumijoone [ puhul (¢ on defineeritud mingil ruumijoonel ) ei vaatle
me (fikseeritud) liitkuvaid materiaalseid punkte ning joonintegraali muutumise

kiirus p 5 96
a/lqsdxk = &/qud:z:k = /Zadxk, (3.241)

sest dxj ei soltu ajast.
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Pindintegraal

Olgu niiiid skalaarne funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse pinna S. Vastava
pindintegraali muutumise kiirus

D D
i Joodn = [ pytodan) = [ 57
(3.225) / [dday, + ¢ (v day, — vy pday)] -

D¢

day, + ¢ (dak)

(3.242)

Fikseeritud ruumipinna s puhul, ei vaatle me jéallegi (fikseeritud) liikuvaid ma-
teriaalseid punkte ning pindintegraali muutumise kiirus

d 0 0o
g / bdag = / dday = / 5 da. (3.243)

sest day ei soltu ajast.
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Ruumintegraal

Kui skalaarne funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu V), siis ruu-
mintegraali muutumise kiirus

D B Do D (3.222)
Ft/vgbdv—/v Dtvarngt(dv)] =
06 06 (3.244)
= /V (815 + ¢7kvk> dv + qbvk?k(dv) = /V [815 + (qﬁvk)’k dv.
Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi®®, siis saame viimasest
D 0
o /V ddv = / TR / dudag. (3.245)

Siin on materiaalne maht V asendatud fikseeritud ruumimahuga v, mida timb-
ritseb pind s ja mis hetkeliselt ihtib materiaalse mahuga V. Seega, mingi fiitisi-
kalise suuruse ¢ materiaalses mahus ¥V muutumise kiirus vordub selle suuruse ¢
muutumise kiirus ruumilises mahus v (mis hetkeliselt iihtib materiaalse mahuga
V) pluss suuruse ¢uy voog labi ruumilist mahtu v imbritseva pinna s.

68fv U, pdv = fs ugpdayg, dap = nipda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski teoreem voi divergentsi teoreem
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3.16 Keeriselisus ja deformatsiooni kiirus

3.16.1 Keeriselisus

Euleri deformatsioonikiiruse tensor on defineeritud juba punktis 3.14.5 kujul

1
dp = 5 (UkJ + Ul,k) = U(k,1), (3246)
Defineerime niiiid lisaks (Cauchy) keeriselisuse tensori®
1
Wi = (Vkg — Vi) = Vppy)- (3.247)

Viimases kahes avaldises tédhistavad v(; ;) ja vy vastavalt kiiruse gradiendi (mis
on oma olemuselt tensor) simmeetrilist ja antisimmeerilist (ehk kaldsiimmee-
rilist) osa.

Viimase kahe valemi pohjal

Uiy = dpg + Wrp = V(1) + V) (3.248)

69T k. worticity tensor. Kasutatakse ka terminit poorlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
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Samasugune téhistus leiab kasutamist ka edaspidi. Néaiteks voime kirjutada
tensori by jaoks b = by + bjyy-

Kaldstiimmeetrilisest tensorist wy; saab omakorda konstrueerida keerisvektori
W = €imWmi = €ximVUm, ehk w = curlv, (3.249)

kus o

e of . O
curlv= rotv® Vxv ja Vi —. (3.250)
8xk

3.16.2 Deformatsioonikiiruse tensori fiitisikaline sisu

Deformatsioonikiiruse tensor dy; iseloomustab materiaalsete joonelementide pik-
kuse ja mende vahelise nurga muutumise (hetkelist) kiirust. Selle toestuseks
leiame tihikvektori n sihilise elemendi pikenemise kiiruse™ d(n). Valemi (3.218)

pohjal D(ds?)/Dt = 2dydx.d;. T
Seega, —
1 D(ds) dxy,
dm & — —d k = 3.251
™ = 2 Dy RITETU, KUS T = - ( )

"OLk. Stretching, relative rate of stretch, rate of extension
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Kui ortogonaalse koordinaadistiku, naiteks DRK, puhul on n on voetud piki
Ty, siis

dny = di1. (3.252)
Analoogiliselt saab néidata, et algse tdisnurga muutumise kiirus avaldub kujul
_ﬂ(mnz) = 2dklnk1n52 (3.253)

ning et kui ortogonaalsete koordinaatide puhul on n; ja ny valitud piki koordi-
naate x; ja s, siis

_ﬁ(nmz) = —19(12) = 2d12, (3254)
Eelnenu voib kokku votta teoreemina: ortogonaalse koordinaadistiku puhul
vorduvad deformatsioonikiiruse tensori normaalkomponendid koordinaatide si-
hiliste joonelementide pikenemise kiirusega ja segakomponendid (k # 1) poolega
nihkekiirusest koordinaatidega xy ja x; mddratud pinnal.
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3.16.3 Deformatsioonitensorite materiaalsed tuletised

Alajaotuses 3.14.5 defineerisime Euleri deformatsioonikiiruse tensori dy; ja néi-
tasime, et Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor avaldub kujul

DFEg;, 1.
Egp= C2KL _ ¢
KL Dt 9 KL,

vt. valem (3.220). Viimase pohjal Crr =2Ex.

Kuna definitsiooni pohjal Cxr = xy g2y 1, siis

. Diﬂk K ka L
Ckr = —Xppt T Kk— =
Dt ’ Dt
(3.255)
ja
- DFEkp

EKL = = dklxk,KILL- (3256)

Dt
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Leiame niiiid seose deformatsioonikiiruse tensori dy; ja Euleri deformatsiooni-
tensori materiaalse tuletise é;; vahel. Selleks leiame jéllegi materiaalse tuletise
deformatsiooni moodust ds? — dS?

D D (3.43) . D

—(ds?) = =(ds* — dS?) =" 2—(epdrrdr;) = . ..

i\ )( D)t( s = d5) Di ) (3.257)
3.215

=" 2(ép + emiVm i + €rmUm,) drida.
Kuna valemi (3.218) pohjal D(ds?)/Dt = 2dydxydz; , siis
dii = €1 + €miVmk + CkmUm,- (3.258)
Arvestades Euleri deformatsioonitensori definitsiooni (2ex; = 9 — cx;) saame
Crl = —2€p. (3.259)

Meenutame, et kuna 2Ex; = Ckr — 0k, Siis Cxr =2Exr.
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3.16.4 Kiirusvalja tsirkulatsioon

Kiirusvdlja (kiirusvektori) v tsirkulatsiooniks méoda suletud taanduvat (lagu-
vat) koverat™ ¢, nimetatakse joonintegraali *

['= fgv cdx = ]ivkdxk. (3.260)

Siin dx = dp = (dx1,dxs,dxs) on kovera c diferentsiaalne puutuja suvalises
punktis, st., dx = dp naitab ka liikumise suunda mooda koverat c. 1

Stokesi teoreemi pohjal §.b - dx = [,(curlb) - da. Arvestades seda, et valemi
(3.249) pohjal on just keerisvektor w rootor kiiruse vektorist v, siis saame

F:jziv-dx:/sw-daz ehk F:j{vkd:ck:/swkdak, (3.261)

kus s on orienteeritud pind, mis on timbritsetud orienteeritud koveraga c. Kok-
kuvottes, kiirusvektori tsirkulatsioon modda kinnist (ja taanduvat) koverat vor-
dub keerisvektori vooga labi sellele koverale toetuva “suvalise” pinna.

1k, reducible curve
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3.16.5 Keeriselisuse fuusikaline sisu

Kaesolevas alajaotuses naitame, milles valjendub keeriselisuse tensori ja keeris-
vektori fiiiisikaline sisu.

Keeriselisuse tensori fiitisikaline sisu

Vaatleme materiaalset joonelementi, mille siht on antud hetkel maaratud vek-
toriga dx ja mis poorleb iimber vektoriga g méaratud telje. Olgu v mingi fiksee-
ritud ithikvektor ja ¢ vektorite dx ja v vaheline nurk. Kui tdhistada n = dx/ds,
siis
COSY =N -V = nkik . Vlil = 5kll/l% = Vk%. (3.262)
ds ds

Votame viimase avaldise vasakust ja paremast poolest materiaalse tuletise —

— (sing)p = 2(%)_
Slﬂgng—Vth ds =

(3.263)

= VNV — d(n) COS ©.
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Kui ¢ = +7/2, siis saame, et

© = FOmNml). (3.264)

DRK on ortogonaalne koordinaatsiisteem. Valime v || x2 ning n || z; ja leiame
millise nurkkiirusega p6orleb z; sihiline element x5 sihilise elemendi suhtes (im-

ber x3-ga méaratud telje), st., .
D(12) T e e = —vUy] (3.265)
Esimene indeks naitab siin milline telg poorleb ja teine mille suhtes ta poorleb.
Analoogiliselt *
D(21) T e e e = V12 (3.266)
Seega
P(21) + Pa12) = V12 — V21 = 2w1p = —2way (3.267)

P(21) — P12) = V12 + v21 = 2d12 = 2dn
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Seega oleme naidanud, et keeriselisuse tensori komponent wy; vordub poolega
ortogonaalsete koordinaatide xy ja x; sihiliste joonelementide poorlemise nurk-
kiiruste summast. Siinjuures toimub poorlemine timber telje, mis on risti mo-
lema vaadeldava joonelemendiga. Samuti leidis veelkord kinnitust fakt, et de-
formatsioonikiiruse tensori segakomponendid vorduvad poolega nihkekiirusest
koordinaatidega x; ja x; maaratud pinnal.

Keerisvektori fiiiisikaline sisu
Vaatleme pinnal s punkti x, kus pinnanormaaliks on n ja keerisvektoriks w.
Kui pinna s pindala on a, siis T

]ivkdxk = awy + O(a?) (3.268)

kus wy on keerisvektori w projektsioon pinnanormaalil n (ehk keerisvektori
normaalkomponent). Seega, kui kéver ¢ liheneb punktile x, siis

1
wy = lim — ¢ vidxy, (3.269)

a—0 g Jc

st., kiiruse tsirkulatsioon mooda kontuuri ¢, jagatud pindalaga a vordub kee-
risvektori normaalkomponendiga vaadeldavas punktis (kui a — 0).
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3.16.6 Keerisevaba ja keeriseline liikumine

Keerisevaba liikumine

Liikumine on keerisevaba siis ja ainult siis kui keeriselisuse tensor wy; = 0 (ja
jarelikult ka keerisvektor w = 0) vaadeldava piirkonna igas punktis. Vedeli-
ku puhul nimetatakse sellist liikumist laminaarseks™ voolamiseks, st., vedeliku
voolamine toimub paralleelsete kihtidena. Sellisel juhul on kiiruste véli avalda-
tav labi potentsiaali ¢ —

Uk = —Qk (3.270)
ja litkkumist voib nimetada ka potentsiaalseks. Potentsiaalse liikumise puhul
joonintegraal

/X2 vpdry = — /}:2 do = ¢(x1) — d(x2)

X1

I' = ]ivkdxk = —jid¢ = 0. (3271)

21.k. lamellar or laminar
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Viimasele vastab Kelvini teoreem: Liikumine on potentsiaalne siis ja ainult
si1s kui kiirusvektori tsirkulatsioon modda igat taanduvat koverat on null. P66rd-
teoreemi toestus jareldub Stokesi teoreemist — I' = §,w - da = 0 pohjal on
w = 0 koikjal vaadeldavas piirkonnas ja seega on liikumine keerisevaba.

Keeriseline litkumine

Vaatleme juhtu, kus keerisvektor w on nullist erinev igas vaadeldava piirkonna
punktis. Jooni, mille puutujateks on keerisvektorid nimetatakse keerisjoonteks.

Keerisjooned on vorrandi

dxq _ dxs _ dxs (3.272)

w1 W2 w3

integraalkoverad. Keerispinnad on keerisjoontest moodustatud pinnad ja kee-
ristorud on “suletud keerispinnad,” st., nad on defineeritud analoogiliselt voo-
lupindade ja voolutorudega.
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Helmholtzi esimene teoreem: igas keeristoru lotkes on summaarne keerise-
lisus sama, mis suvalises teises keeristoru loikes.

Toestus pohineb Greeni-Gaussi teoreemil —/,, divwdv = [, w-nda. Kuna w =
curl v ja div(curl v) = 0, siis

[ w-nda=0 (3.273)

Keerisvektor w on keeristoru kiilgpinna puutuja. Jarelikult seal w - n = 0.
Tahistame s; ja so keeristoru kaht suvalist 1oiget vélisnormaalidega n; ja ns.
Seega nimetatud otspindadel

w-nida = — [ wW-nada. (3.274)

S1 S92

Seega on keeriselisus loigetes s ja sy arvuliselt vordne —
[s w-nda = const. See konstant on igal torul erinev ja iseloomustab vaadeldavat
toru.

Jareldus: Keerisjooned (keeristorud) ei saa alata ega loppeda suvalises vedeliku
punktis — nad on kas kinnised voi algavad ja lopevad keskkonna rajal (k.a. £00).



