Peatiikk 6

Kovariantsus ja kontravariantsus ehk
mis saab siis, kui koordinaatideks pole
Descartes’i ristkoordinaadid
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6.1 Sissejuhatus

Seni oleme kasutanud DRK, kuid tldjuhul ei pruugi koordinaadid olla sirgjoo-
nelised ja/voi ortogonaalsed. Lihtsamateks koverjooneliste koordinaatide naide-
teks on silindrilised ja sfaarilised koordinaadid. Sellistel juhtudel tulevad sisse
ko- ja kontravariantsuse moisted ning oliliseks muutub see, kas indeksid on
kirjutatud alla voi iiles. Kolmandas peatiikis toime sisse EK ja LK koverjoone-
listena, kuid edaspidi oleme kasutanud vaid DRKe.

Kaesolevas peatiikis esitame eelnevates peatiikkides tuletatud pohitulemused
koverjoonelistes koordinaatides ja defineerime juurde moned uued moisted. Pi-
kemalt on kaesolevas peatiikis esitatust voimalik lugeda minu loengukonspek-
tist, mis oli pideva keskkonna mehaanika opetamisel kasutusel kuni 2008/09
Oppeaastani, vt. http://cens.ioc.ee/~salupere.

Markus: Kéesolevas peatiikis tahistavad j ja J vastavalt (tildistele) koverjoone-
listele koordinaatidele z* ning X* ja DRKle z* ning Z% vastavaid jakobiaane:

o OxFk 02"
)= loxE BYAS

ja J:|




6.2. Koordinaadid 6-3

6.2 Koordinaadid

6.2.1 FEuleri koordinaadid

Toome sisse ajas muutumatu kover-
joonelise koordinaatsiisteemi x, mil-
le suhtes vaadeldakse keskkonna ma-
teriaalsete punktide liikumist. Sellist
koordinaatsiisteemi nimetatakse Fule- Joonis 6.1: Euleri koordinaadid

ri koordinaatsisteemiks ehk ruumili-

seks koordinaatsiisteemiks ning vastavaid punkti koordinaate x — Fuler:i koor-
dinaatideks (EK) ehk ruumilisteks koordinaatideks. Uhe punktmassi liikumist
Euleri koordinaatsiisteemis kirjeldavad kolm vorrandit

' = f'(t),i=1,2,3. (6.1)
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6.2.2 Lagrange’i koordinaadid

Fikseerime ajahetkel t = ¢t
keskkonna materiaalsete
punktide asendi ja seome
nendega koverjoonelise koor-
dinaatstisteemi X. Kui nitd
ajahetkel t > t; keskkond
liigub ja muudab kuju, siis lii-
gub ja muudab kuju ka koor-
dinaatstiisteem X. Sellist koor-
dinaatsiisteemi  nimetatakse

Lagrange’s koordinaatsiis-
teemiks ehk  materiaalseks
koordinaatsiisteemiks ning Joonis 6.2: Lagrange’i koordinaadid
vastavaid punkti koordinaate

X — Lagrange’i koordinaatideks (LK) ehk materiaalseteks koordinaatideks.
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6.2.3 Koverjooneliste koordinaatide avaldamine Descartes’i rist-
koordinaatide kaudu

Eukleidilises ruumis E? saab alati sisse tuua Descartes’i ristkoordinaadid

(DRK). Toome niiiid Euleri kdverjoonelised koordinaadid x = (z!, 22, 23) sisse

1ibi Euleri Descartes’i ristkoordinaatide (EDRK) z = (2!, 22, 2%). Selleks eelda-
me, et EDRK z soltuvad kolmest Eukleidilise ruumi £? muutujast x, st.,

A= x) =2 (%), k=1,2,3, (6.2)

kus funktsioonid f* kuuluvad klassi C",7 > 1 (st., nad on pidevad funktsioo-
nid, mis omavad pidevaid osatuletisi kuni jarguni r) ja on defineeritud mingis
Al %‘% e%jcir&%og)n%%all(\lléi&iéi tuleb maaratleda tingimused, mille puhul onnestub

ot =af(z), k=1,2,3 (6.3)

nii, et (6.2) ja (6.3) oleksid teineteise ithesed poordteisendused.
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Joonis 6.3: Kéverjooneiised koordinaadid ja DRK

Matemaatilisest analiilisist tuntud teoreemi (teoreem ilmutamata funktsiooni-
st)! pohjal omab teisendus (6.2) punkti p iimbruses d iihest poordteisendust
(6.3) siis ja ainult siis kui jakobiaan

7 = 2% L0, E_ gkl < 6.4

Siin zf, k = 1,2, 3, on ruumipunkti p koordinaadid ja

IT6estust vaata niiteks M.N.L. Narasimhan’i opikust Principlec of Continuum Mechanics. John Wiley &
Sons, Inc., New-York et al., 1993. lk. 28-30
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0zt /0xt 021 /0x* 021/)0x3
= | 02%/0xt 02%/02® 02%/0x |. (6.5)
023/0xt 023 /02* 023/0x3

02k
Je = ‘a—

Kui fikseerime avaldise (6.2) vasa-
kul poolel (21,22,23) = (21,22 23),
siis saame kolme loikuva pinna vor-
randid. Teatavasti esitavad kaks 10i-
kuvat pinda kovera (koverjoone) ja
kolm loikuvat pinda punkti. Kui p =

(21,22,23) on punkti p kohavektor,

siis paarikaupa loikuvad pinnad esita-

vad kolm ruumipunkti p labivat kove- Joonis 6.4: Koordinaatkoverad ja koordinaat-
rat. Neid ruumipunkti p labivat kolme pinnad

pinda nimetatakse koordinaatpindadeks ja kolme koverat koordinaatkoverateks.
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Ajahetkel t = t; toome analoogiliselt sisse Lagrange’i koverjoonelised koordi-
naadid — eeldame, et LDRK Z on avaldatavad LK X kaudu kujul

78 = 78(X), K =1,2,3. (6.6)
Vastav poordteisendus
X =x%1z7), K=1,23. (6.7)

eksisteerib ja on lthene materiaalse punkti P timbruses ¢ parajasti siis kui ja-

kobiaan
YA

oXr
Avaldisi (6.2), (6.3), (6.6) ja (6.7) nimetatakse koordinaatteisendusteks, kusjuu-

res (6.2) ja (6.3) kehtivad suvalisel ajahetkel, kuid (6.6) ja (6.7) vaid t = %
puhul (viimaseid kasutatakse vaid selleks, et LK sisse tuua).

Jp = £0; |X" - X <o (6.8)

Edaspidises eeldame, et

e koverjoonelised koordinaatsiisteemid on sisse toodud Descartes’i ristkoor-
dinaatide kaudu (EK kujul (6.2) ja LK kujul (6.6)) selliselt, et jakobiaanid
(6.4) ja (6.8) pole samaselt nullid ruumis E? voi vihemalt mingis meid
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huvitavas ruumi £? piirkonnas (v.a. moned singulaarsed punktid, jooned
voi pinnad);

e iildjuhul on pikkuse modtmiseks piki telgi 2* ja Z% valitud ithtne mastaap.

Markused:

e Selliselt sisse toodud koverjoonelised koordinaadid on iildjuhul lokaalsed
ja pole tldjuhul ortogonaalsed.

e JA0=J >0 voiJ <0 igas ruumipunktis. v

Niide 6.2.1. Euleri koordinaatideks x* on silindrilised koordinaadid. Kas EK
on theselt madratud EDRK kaudu? Millised on koordinaatpinnad ja koordinaat-
koverad?

Defineerime x* libi 2*:

Zl = .I'l COS ZL'Q
2?2 = zlsina?® (6.9)
23 _ 333
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Joonis 6.5: Silindrilised koordinaadid

Poordteisendus
2l = \/(21)2 + (22)2
r? = arctan(z?/z!) (6.10)
o= 23
Mida tuleb teha, et (6.10) kehtiks iga z* korral?
Jakobiaan ook
2
J = | — =
B0

Jarelikult, thene poordteisendus eksisteerib . . .
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6.3 Liikumise kirjeldamine

Litkumisseaduseks nimetatakse ﬁheparameetrilist koordinaatide teisendust
o = 2F(X, 1) (6.11)

voi X5 = XE(x,1), (6.12)

mis siirdab materiaalse punkti X ruumipunkti x. Parameetriks on siin aeg .
Alghetkel t =ty kujutavad teisendused (6.11) ja (6.12) (parameetrist soltuma-
tuid) koordinaatteisendusi. Tihti on kasulik kui ¢ = to puhul teljestikud z* ja
XX {ihtiksid, st., hetkel ¢t = t, 2 = X% kui k = K. Sel juhul on materiaal-
se punkti asukoht alghetkel ¢ = t; automaatselt teada ning asukoha muutus
algasendi suhtes on hetkel ¢ > ¢, lihtsalt leitav.

Analoogiliselt eelmise punktiga 6.2.3 tekib ka siin kiisimus litkumisseaduse tihe-
susest, st., teisendused (6.11) ja (6.12) peavad olema teineteise ithesed poordtei-
sendused. Eeldades, et nii funktsioon (6.11) kui (6.12) kuuluvad klassi C",r > 1,
on see tingimus taidetud ruumipunkti p imbruses ¢ parajasti siis kui jakobiaan

j= aXK #£0 |z* — g < 6. (6.13)
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Jakobiaan (6.13) véljendab tegelikult pidevuse aksioomi, mille pohjal positiivne {
16plik aine maht ei saa deformeeruda nullmahuks ega l16pmata suureks mahuks?
ning iikski ainehulk ei tungi teise ainehulga sisse® (joon deformeerub jooneks,
pind pinnaks ja maht mahuks).

6.4 Skalaar, vektor ja tensor

6.4.1 Skalaar

Vaatleme koordinaatsiisteeme ¢’ ja n'. Funktsiooni ¢(¢!, (%, ¢%) = ¢(¢) ni-
metatakse (absoluutseks) skalaariks kui ta ei muuda koordinaatteisendusega
= CFntn?nd) = CF(n), k= 1,2,3 oma algviirtust, st.,

e(C'(m). (), (M) = v(n) = ¢(C). (6.14)

Seega ei soltu skalaari vaartus antud punktis koordinaatide valikust.

Naide 6.4.1. Temperatuur on absoluutne skalaar.

2ik. indestructibility of matter
3ik. impenetrability of matter
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6.4.2 Kontravariantne vektor

Suurusi ©*(¢) nimetatakse vektori kontravariantseteks komponentideks ehk liht-
salt kontravariantseteks vektoriks kui koordinaatteisenduse ¢ = {(n) puhul
muutub ta vastavalt seadusele i

o k
Ak =1,2,3. (6.15)

P (¢(m) = ¢ (m) = 9™ (¢)
Suurusi 1*(n) tuleb siin mdista kui suuruste p*(¢) komponente koordinaatsiis-
teemis n', i = 1,2, 3.
Samuti on siin kasutatud summeerimiskokkulepet, mida koverjooneliste koordi-
naatide korral jadme kasutama kujul >3, a'b; = a'b;, st. iiks summeerimisin-
deksitest peab olema all ja teine iileval.

Naide 6.4.2. Diferentsiaal on kontravariantne vektor, sest vottes
©F = d¢*, saame

o
aCm

on®
aCm ’

= dnt = ¢ =
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6.4.3 Kovariantne vektor

Suurusi p(¢) nimetatakse vektori kovariantseteks komponentideks ehk lihidalt
kovariantseks vektoriteks kui nad koordinaatide teisenduse ¢ = ¢{(n) puhul
teisenevad vastavlt seadusele

o1 (Em)) = u(n) = on(O) 2

Naide 6.4.3. Osatuletis absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, sest tdi-
histades

o
kus ® on absoluutne skalaar, saame
o 9P oa¢" ocm

er(C(M)) = Yr(n) = k=1,2,3.
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6.4.4 Kontravariantne, kovariantne ja segatensor

Suurusi ®*(¢), Pu(¢) ja ®F(¢) nimetatakse vastavalt kontravariantseteks-,
kovariantseteks- ja segatensoriteks kui nad koordinaatteisenduse ¢ = {(n) pu-
hul teisenevad seaduste

on® on'
i =UM(n)=d™ () =1,2 1
(€(n)) () (C)acm gow Bl =123, (6.17)
o¢m oc"
D (¢(n)) = Vi(n) = <I>mn(C)8Lnk afyl’ kel =1,2,3, (6.18)
" ank o
Ph(Cm) = Whim) = 0" (Q) o BT =1.23 (6.19)
jargi.
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6.5 Baasivektor, meetriline tensor

6.5.1 Kovariantsed baasivektorid

Vaatleme kahte DRK — iiks neist on EDRK 2" ja teine LDRK Z%. Vastavad
ithikbaasid tiahistame i; ja Ix. Kui eeldame, et pikkuse mastaap piki telgi 2* ja
Z% on sama, siis omavad vektorid i;, ja Ix vordset iihikpikkust. Kéverjoonelised
EK tuuakse teatavasti sisse kujul (6.2), st.,

2 =2Fx), k=1,2,3.
ja koverjoonelised LK kujul (6.6), st.,
78 = 78(X), K =1,2,3,
Kohavektorid P ja p avalduvad labi LDRK ja EDRK kujul
P =Z8X)Ig ja p = 2F(x)i;. (6.20)

Viimastest leiame kohavektorite P ja p diferentsiaalid (ehk kohavektorite 16p-
mata viikesed muudud)
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OP )
AP = e dX" = GrdX™ ja dp = a;da:k — g dit,  (6.21)
kus vektoreid op oM
ja
op 02",

nimetatakse vastavalt kdverjooneliste koordinaatide X* ja 2* kovariantseteks
baasivektoriteks ehk lihtsalt baasivektoriteks. Nad on suunatud piki koordinaat-
koverate puutujaid (vaadeldavas punktis) ja liikumisel ithest punktist teise muu-
tuvad nad iildjuhul nii suuruselt kui suunalt. Seega moodustavad nad vektor-
valja. Loomulikult saab suurusi dP ja dp avaldada DRK kaudu kujul

0P K K . op E . k
ning DRK baasivektoreid Ix ja i; omakorda baasivektorite Gx ja gp kaudu
kujul

oP oxL o op Ox!
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Ulesanne. Kuidas avalduvad baasivektorite G ja g projektsioonid (kompo-
nendid) DRK-s ja DRK baasivektorite Ix ja i komponendid koverjoonelistes
koordinaatides? Lahtuda valemitest (6.23), (6.22) ja (6.25).

Joonis 6.6: Kovariantsed baasivektorid
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6.5.2 Kovariantne meetriline tensor

Materiaalse punkti kohavektori P diferentsiaal dP on vektor, mis ithendab kahte
lopmata lahedast materiaalset punkti. Nenede punktide vahelise kaugust voime
nimetada elementaarpikkuseks ja tema ruut dS? = dP - dP avaldub lihtudes
valemitest (6.21) ja (6.24) kujul

dS? = dP - dP = dZ51y - dZ"1; = dXE Gy - dXFG.

Jargnevalt defineerime kovariantse meetrilise tensort

ozM ozN ozMozN  ozN ozN
Grr =G ¥ Gy G, 2 0% 1,92 1y=3 -
A ) C) R ) €90 CI) ) O
(6.26)
kus Kroneckeri delta on defineeritud traditsioonilisel moel:
def 1, K = L,
oxr = I - Iy = { 0. K # L. (6.27)
Arvestades viimaseid avaldisi saame elementaarpikkuse ruudu avaldada kujul
dS* = dP - dP = GyrdX®dX"* = §gpdZ%dzZ" = dZ%dz*. (6.28)
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 20

Analoogiliselt saame defineerida elementaarpikkuse ruudu ja Kroneckeri delta
Euleri koordinaatides:

ds* = dp - dp = gpda*di’ = §dFde = d2Fd2F,

S def s L, k=1 (6.29)
ko= 1 -1 = 0. k £ 1
ja kovariantne meetriline tensor y
def (6.23) 02", 0z", 92" 9" O O
- - ' - 7m'7n:5mn = . 6.30
Jit = Gk = Bk 8 ok ' ox! ! oxk oxt Oxk Ox! ( )

Mirkus. Suurused ds* ja dS* on skalaarid ja nende vdidrtus ei soltu koordi-
naatsiisteemi valikust, st., ds*(x) = ds*(z) ja dS*(X) = dS*(Z).
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6.5.3 Kontravariantsed baasivektorid ja meetrilised tensorid

Kovariantsete baaside Gg ja g duaalsed* baasid on defineeritud ldbi ortonor-

maalsustingimuse
GK : GL = 5KL ja gk g = 514;1 (631)

Vektoreid G ja g nimetatakse kontravariantseteks baasivektoriteks ja nad
avalduvad vorrandisiisteemide (6.31) lahendina kujul

GE = GELG, ja gF = ¢"g. (6.32)

Viimastes avaldistes esinevad kontravariantsed meetrilised tensorid avalduvad
labi kovariantsete meetriliste tensorite kujul

_ cofactor Ggp _ (—1)* AT,

GFE = = 6.33
o G (6.33)
ja
W cofactor gg _ (—=1)*AT (6.34)
g g
4Lad. k. dualis — kahene
6.5. Baasivektor, meetriline tensor 6 - 22
kus
G =|Gxr| ja g=|gul (6.35)

on determinandid ning A%, ja A7, on determinantide |Grz| ja |gu| elemen-
dile indeksipaariga KL voi kl vastav miinor. Meetrilised tensorid rahuldavad ./
tingimusi

GKLGLM == 5KM ja gklglm = 5km. (636)

Kuna meetrilised tensorid G, ja G¥¥ on muutujate X! ning meetrilised ten-
sorid gi; ja ¢* muutujate 2’ funktsioonid, siis kujutavad G ja G5 endast
tensorvilju Lagrange’i koordinaatides X' ning g ja ¢* tensorvilju Euleri koor-
dinaatides z°.

Vt. ka faili kojokoord.pdf
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Markused:

1. Uldjuhul pole baasivektorid G*, G, g* ja g, iihikvektorid. Nende pikku-
sed avalduvad labi meetrilise tensori diagonaali elementide —
GF|=VGEE |Gkl =Gk, K=K
g = VokE, gkl = okE,  k=k.

Allkriips tihendab siin seda, et korduva indeksi jargi ei summeerita.

(6.37)

2. Meetriliste tensorite mittediagonaalelemendid gi;, k& # [ iseloomustavad
baasivektorite g; ja g; vahelist nurka. Sama kehtib ka teiste meetriliste
tensorite kohta.

3. Kui kdverjoonelised koordinaadid z* on ortogonaalsed, siis
gkl:gklzokuik%l.
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Naide 6.5.1. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasi-
vektorite kaudu.

X,

Joonis 6.7:

Lahendatakse loengus
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Naide 6.5.2. Vektorite avaldamine kovariantsete ja kontravariantsete baasi-

vektorite kaudu.

Joonis 6.8:

Lahendatakse loengus
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Naide 6.5.3. Piordume tagasi Ndite 6.2.1 (k. 9) juurde. Euleri koordinaatideks
¥ on silindrilised koordinaadid, mis on defineeritud libi DRK jdrgmiselt:

x
21 = 2lcosa? b= /(21)? + (22)?
. . 2
22 = zlsinz? ja 1® = arctan %
2 = 23

Vaatleme suvalist punkti p koordinaatide-
ga (x) ehk kohavektoriga p. Leida sellele
punktile vastavad kovariantsed ja kontrava-
riantsed baasivektorid ning meetrilised ten-
sorid!

Lahendatakse loengus.

Joonis 6.9: Silindrilised koordinaadid
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6.5.4 Indeksite tostmine ja langetamine

Suvaline vektor v on avaldatav nii kovariantse kui kontravariantse baasi kaudu:

v = ug’ = vPgy, (6.38)

k

kus vy ja v on vastavalt vektori v kovariantsed ja kontravariantsed komponen-

did, mis tihtivad vaid ortonormeeritud baasi puhul.
Korrutame niitid avaldist (6.38) kontravariantse baasivektoriga g’

ugh gl =g g

! siis vg" = ¢!, ehk nimetades indeksid iimber,

of = gl (6.39)

Kuna v*6;! = v

Kui korrutada aga avaldist (6.38) kovariantse baasivektoriga g;, siis saame ana-
loogiliselt, et

Vi — gkﬂ}l. (640)
Sellist protseduuri nimetatakse vektori indeksite tostmiseks ja langetamiseks.
Seega, meetriliste tensorite abil saab indekseid tosta ja langetada ehk teisisonu
— minna kovariantsetelt komponentidelt iile kontravariantsetele ja vastupidi.
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Lagrange’i koordinaatide puhul analoogiliselt

VK = GKLVL ja VK = GKLVL (6-41)

Peale vektorite indeksite saab meetriliste tensorite abil tosta ja langetada ka
tensorite indekseid, naiteks

Chp =GOy
Ct =GOy
K, = GpyyCKM
OKL — LMK
g9x" = Grrg™g"
gk = GELgH
9" = G gugr’
gxk = Grrgrg”
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6.5.5 Vektorite projektsioonid, komponendid ja vahetaja’

Vaatleme joonist 6.6 (lk. 18). Avaldame punktide P ja p kohavektorid kova-
riantse baasi kaudu:

P = PG ja p=1pg. (6.42)
Korrutame neist esimest kontravariantse baasivektoriga G* —
PG = P*G[ - GF = PLo " = PE. (6.43)
Seega,
P =P .G¥ ja p"=p-g" (6.44)

Viimased kujutavad endast vektorite P ja p projektsioone vastavalt baasivek-
torite Gy ja gy, sihtidele®. On selge, et PEX G kujutab endast vektori P kom-
ponenti, mis on baasivektori G sihis. (vt. Néited 6.5.1 ja 6.5.2)

Kui avaldada vektorid P ja p kontravariantse baasi kaudu, siis saab analoogi-
liselt naidata, et
PK:P-GK ja Pk =P " 8k- (645)

5Varasemas konspektis nihutaja, i.k. shifter.
6Tegelikult voiks siin 6elda iildistatud projektsioon, sest ei ko- ega kontravariantsed baasivektorid pole iihik-
vektorid.
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Seni oleme hoidnud EK ja LK lahus, kuid vahel on vaja iihes koordinaatstistee-
mis esitatud vektoreid projekteerida teise koordinaatsiisteemi baasivektoritele.
Oletame, et tahame viia vektori p paralleellilkkega punkti P ja projekteerida
baasivektorite Gy sihile, s.t. esitada ta ldbi LK. Tahistame vastava projekt-
siooni p®. Niiiid

p = p"Gx(X) = pei(x) (6.46)
Korrutame avaldist (6.46) kontravariantse baasivektoriga G
PR Gy - G = phg; - G (6.47)
Defineerime nn. vahetaja Vv
gt €l Ye . GE =GF . g (6.48)

Seega, tahistades iimber indeksid L — K saame
p" =g p" = g" (6.49)

mis annab kohavektori p projektsiooni kovariantse baasivektori Gy sihil.
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Korrutades avaldist (6.46) kontravariantse baasivektoriga g’ ja defineerides va-
hetajad

gk E ot L gt G =Gy g, (6.50)
saame vektori p tagasi EK-sse:
P =g"kp™ = gx"p". (6.51)

Analoogiliselt eelnevaga saab defineerida vahetajad

def def
gk = gk = 8k - Gr = Gk - 8k (6.52)
ja
Vahetajad ¢"x, ¢%) jne. on nii muutujate X kui ka x funktsioonid, sest baasi-
vektorid Gx ja G¥ séltuvad Lagrange’i koordinaatidest X ning baasivektorid

g, ja g¥ Euleri koordinaatidest x. Enamgi veel, nad osutuvad nn. kahepunktilis-
teks tensorvaljadeks, sest teisenevad kui tensorid molemas koordinaatstisteemis.
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Jargnevalt naitame, et
9"k’ = 0. (6.54)
Teatavasti
Vg = UKgKk: = UlglKgKk-
Kuna
v, = vy,

siis peab kehtima vordus (6.54) ehk vahetajad g% ja g'x on teineteise poord-
tensorid. Analoogiliselt

9" rg" L =" 1. (6.55)
Teisendame niiiid vahetajat gy —
(6.23), (6.22) 02! . 0ZF 0zt 0zt
grx = 8 - GK = ﬂll M—KIL = 51L@M—K, (656)
kus
5ZL = 5Ll = il . IL. (657)

Suurus &;;, on Kroneckeri delta vaid juhul kui 2% 4 Z%.
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Naide 6.5.4. Vaatleme juhtu, kus LK tihtib LDRK ning EK uhtib EDRK, st.,
X = Z ja x = z. Baasivektorid punktides P ja p on avaldiste (6.22) ja (6.23)
pohjal

oP ozM ozM .
Gr = 5vx = gxriM = gyrln = 0uxly =1k, ge=... =1 (6.58)

Antud juhul tihtivad kovariantsed ja kontravariantsed koordinaadid ja baasid,
st.,

Grr =G =0k, gu=9"=6u, gxr=9"" =Sk, (6.59)

millest viicmane on Kroneckeri delta kui i 171 1.
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6.5.6 Gradient

Samavaartuspinnad, tuletis antud suunas

Vaatleme skalaarset funktsiooni (nait. temperatuuri)
T =T(x,t) (6.60)

Igal ajahetkel voib vaadelda pindu 1" = const, mida nimetatakse samavaartus-
pindadeks ehk ekvipotentsiaalpindadeks.

Joonis 6.10: Tuletis antud suunas
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Tuletis antud suunas

Vaatleme punkti M pinnal T" = T} ja uurime skalaarse suuruse 7' soltuvust
suunast s. Suurust

05 = Ao, (6.61)

nimetatakse tuletiseks suunas s.”

Kui vektor s on ekvipotentsiaalpinna 7" = 77 suvalise puutuja sihis, siis me
liigume modda vaadeldavat pinda T = T} ja tuletis 97'/0s = 0.

Kui AT = T, — T3, ja liigume vaadeldava pinna T = T} normaali sihis, siis
dn = dscos a, st.,

oT oT or oT
90 = Oscosa K By T o O (6.62)

Kui a — 0, siis 97'/0s — max.

"Kasutatakse ka terminit tuletis suuna jirgi. 1Lk. directional derivative
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Gradient

Uhest kiiljest on skalaarse funktsiooni T gradient on defineeritud jargmiselt —

o OT
grad T ¢ 5 (6.63)

kus n° on normaalisihiline tihikvektor, mis on suunatud funktsiooni 7" kasvamise

suunas ja g—z on skalaari T' tuletis suunas n.

Teisest kiiljest —
oT

grad T ¥ VT = g (6.64)
kus nabla 5 5
def ;
V= gkw = gklglw. (6.65)

Valemeis (6.64) ja (6.65) peame kasutama kontravariantset baasi, sest osatuletis
absoluutsest skalaarist on kovariantne vektor, st., 0T /0z" = ®..
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6.5.7 Deformatsioonigradient

Deformatsioonigradiendid on defineeritud jargmiselt® :

0x*(X, 1) 0XE(x,1)
k . ) . K )
r K = 76XK Ja X k= 781']6 ) (666)

Vastavalt liikumisseadustele avalduvad koordinaatide diferentsiaalid kujul
do® = 2F d X ja dX® = XF da”. (6.67)
Deformatsioonigradientide vahelised seosed
ot XE =0 ja XK a2 =0, (6.68)

Valemite (6.21) pohjal avalduvad kohavektorite diferentsiaalid (Iopmata véike-
sed muudud) 14bi baasivektorite G ja gi. Teisendame neid avaldisi:

(6.67)
7

dP = GgdX" "=" G X* 1 da* = cpda”,

(6.69)
g’ d X" = CrdX¥,

dp = gdx(

8Indeks peale koma téhistab siin ja edaspidi osatuletist vastava (kontravariantse) koordinaadi jirgi.
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kus suurused

det OP oP

Ck(X, ) ka aXKXKk_GKX k
ja (6.70)
@i Op _ Op

on vaadeldavad kui uued, keskkonna deformeeritud olekule vastavad, baasivek-
torid. Teisisonu, keskkonna litkumisel transformeeruvad baasivektorid g ja G
uuteks baasivektoriteks Cy ja cy.

Jargnevalt avaldame vana baasi Gy uue baasi c; kaudu:

(6.70), - 2" — ... .. = Gg = c;7" . (6.71)

(6.70)y - X&) — ... = g, = Cr X" . (6.72)
Kontravariantsed baasid saadakse ortonormaalsustingimustest

c’.c;=0% ja CN.CpL=06", (6.73)

kust
cf(x,t) = GE(X)2" r ja CH(X,t) = gF(x) X" (6.74)

)
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Meil oli eeldatud, et t = t, puhul EK ja LK iihtivad, st., ' = X', ..., 23 = X3,
Jarelikult alghetkel

gr(x) = Gg(X) = cp(x,t) = Cg(X, 1)
Vaatleme avaldisi (6.69) —

dP = GgdX"® = cpdz® ja dp = gpda® = CrdX™ . (6.75)

1 11 111 1v
i maarab dP kui t =t
ii dP muutumise seadus EK-s

iii médrab dp igal ajahetkel, sest vastavalt definitsioonile (6.21) ja (6.23) ei
muutu dp ajas

iv médrab muutumatu suuruse dp muutuvates koordinaatides X suvalisel
hetkel t > t,.
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6.6 Deformatsioonitensorid

6.6.1 Cauchy ja Greeni deformatsioonitensorid
def 6.70 .
cr = ¢k (620 GrrX™ X%, ja

(6.70)

» (6.76)
Ckr = Ck-Cp = gklxk,le,b

Suurust ¢g; nimetatakse Cauchy deformatsioonitensoriks ja suurust Cxr, Gree-
ni deformatsioonitensoriks. Nad on stimmeetrilised ja positiivselt méaratud. t
Tensoreid ¢y ja C'kp, voib interpreteerida ka kui meetrilisi tensoreid, sest meet-
riline tensor Gk (X) transformeerub 1ébi keskkonna litkumise tensoriks cx(x)
ja gr(x) — Ckr(X). Kovariantsete tensorite ¢y ja Ckp indekseid saab kont-
ravariantsete meetriliste tensoritega tosta. Saadud kontravariantsete tensorite
maatriksid [c*'] ja [CFE] ei osutu aga kovariantsete tensorite maatriksite [cy] ja
[Ck ] poordmaatriksiteks (nagu oli gy ja G puhul). Antud juhul tuleb sisse
tuua tensorid

Akl def kL (6.74) GELgk ol ) ja
. ” (6.77)
OKL def <K L (679 XK X,

9



6.6. Deformatsioonitensorid 6-41

B ~1 _
mille puhul ¢, aml — 6l ja Crapr CME = 6. Tensorit ¢ B nimetatakse F mgert t

-1
deformatsioonitensoriks ja C** Piola deformatsioonitensoriks

6.6.2 Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorid

Poordume tagasi suuruste dp ja dP juurde —

dS? = dP - dP = Gy d X% dX* = cydatda!,
ds* = dp - dp = gpdz*ds! = CrrdX®axt

Viimastest leiame elementaarpikkuse ruudu muudu
ds® — dS* = 2B dX*dX" = 2ep,dxtda!, (6.78)

kus
2Ekr =281k = Ckxr — Ggr ja 2ep = 2e;, = gri — Ch. (6.79)

Tensorit Fxp = FExp(X,t) nimetatakse Lagrange’i deformatsioonitensoriks ja
tensorit ey = ey (X,t) Fuleri deformatsioonitensoriks.
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Kehtivad seosed:

EKL = eklxk,le,L ja €Ll — EKLXKJfXLJ (680)
Valemi (6.80), kasutamise puhul tuleb avaldada e (X, t) ja (6.80), puhul vas-
tupidi EKL(X, t).
Meetriliste tensorite abil saame leida vastavaid sega- ja kontravariantseid ten-
soreid:

EKL _ GKMEML, EKL _ GK]V[GLNEMN _ GLMEKM,

k k kl k l l k
e'1=g9"em, e =g"g"emn =9"€"n.
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6.7 Deformatsioonitensorite avaldamine siirete kaudu

6.7.1 Vektori kovariantne osatuletis

Koigepealt piitiame siirdevektori u kaudu avaldada vektorid Ck ja c.

Kohavektor p = P + u (kui LK ja EK nullpunktid ei tihti siis p = b + P + u).
Seega siirdevektor

u=p-P. (6.81)
Siirdevektori u saab avaldada nii LK kui EK kaudu —
u = UKGK = UKGK = ukgk = ukgk, (682)

kus UX(X,t) ja u*(x,t) on vektori u kontravariantsed komponendid ning
Uk(X,t) ja ug(x,t) kovariantsed komponendid vastavalt LK-s ja EK-s.
Definitsioonide (6.70) pohjal
op oP
CK(X,t) == W’ Ck(X,t) == %
Avaldame valemist (6.81) kohavektorid p ja P ning asendame viimastesse
avaldistesse. Saame
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oP ou ou dp Ou ou
Cr = — G+ == ——— —g.——. (6.
K= oxE T oxk TR T om0 T gk T gpr T8 g (689)
Valemite (6.82) pohjal u = U*G = u'g; ning (6.83) saab kuju
Cx =G +i(ULG ) cp = —i(ul ) (6.84)
Analoogilised avaldised siirdevektori kovariantsete komponentide jaoks:
0 L 9
CK:GK—l_aX—K(ULG ), ck:gk—@(ulg). (685)
Jargnevalt pitame leida avaldistes (6.84) ja (6.85) olevaid osatuletisi
a L 8UL L 8GL a l aul l agl
——(U"Gr) = —=G — = — — :
ox UG = gxw Gt Ui grlwe) = e +ug s (686)
0 oUy, OGF 0 ouy og'
Y GL _ GL 7 l _ l s '
oxx UG = oy G T Uy gurlug) = g8 +ug 5 (687)

Esimeste liidetavate leidmine pole probleemiks — see on lihtne. Teiste liideta-

vatega on lugu keerukam, sest osatuletisi tuleb leida baasivektoritest Gp.. .. .g'.
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Vastavalt definitsioonidele (6.22) ja (6.23)
oZN )& oz" . o

G = I I — —G — —'n’ = )
L=3xL N IN= 5oyl 8i 8:cLl 1 8z”gl
Seega osatuletised vorrandeis (6.86)
0GL 0?zZN 0?zN  gxM
K= axkaxII¥ = axkaxL §78 OM:
g A 9%z Ox™

Drk — OrFar " 9rkoLl 9zn O
Votame kasutusele Christoffeli teist litki siimbolid

M\ O°ZY% OXW . [m] g 0%z Ox™ (6.89)
KL| ~ 0XKoxXLozN % K[ = 0z*0xl 921 |
Valemid (6.88) saavad niiiid kuju
0G, M . Ogy m
analoogiliselt saab naidata, et
dG* L\ . Og N
aXKE ~ {KM} G 5k T T \km (8 (6:91)
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Christoffeli esimest liiki siimbolid on defineeritavad kahel moel.
i) Labi Christoffeli teist liiki stimbolite
dﬁf N M . MN
(6.92)
def n ml _ mn
ii) Arvestades meetriliste tensorite definitsioone (6.26) ja (6.30),
ozM ozZN 02" 0"
Grr=Gg -G = 5MN8X—KW, gkl = &k " 81 = 5mnWﬁa
e 1 (0Gxy  0Gr  0G
(KL, M] % ( KL T ﬁf)
2\ 0X 0X 0X (6.93)

L (Ogkm | Ogim  Ogi
kl,m] & = ( m mo_ ) .
L W R i o
Véga tihti defineeritaksegi Christoffeli esimest liiki siimbolid kujul (6.93).
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Valemeist (6.89) ja (6.93) jareldub, et Christoffeli sitmbolid on stimmeetrilised
indeksite K ja L (k ja ) suhtes:

{ é”L} - { Lﬂf(} (KL, M) = (LK, M], {Z;} . {;’;} (kL] = [1k, m].

(6.94)
NB! Christoffeli siimbolid pole tensorid!
Tuleme tagasi valemite (6.86) ja (6.87) juurde ning esitame nad kujul
i(ULG.L) = UM Gy i(ulgl) = u" 4 &m (6.95)
XK ’ ’ Ok e
9 L M 9 l m
W(ULG ) = Un:xG™, @(Ulg) = Um:k& (6.96)
Siin - 5
M det OU M L m def OU™ miy
U = px {KL} U ume = gt {k:l}u (6.97)
on kontravariantsete vektorite kovariantsed osatuletised ning
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def aUM L def 8um [
UM;K — W - {MK} UL, Um:k = w - {mk} up (6.98)

on kovariantsete vektorite kovariantsed osatuletised.

Kuna vektorid u,,, u™ jne on siirdevektorid, siis nimetatakse suurusi .z, u™,;
I Y shvd )
jne. Siirdegradientid@ks.

Suurused UM x ja u™., on segatensorid ning Upy.x ja t,; kovariantsed tensorid.

Meetriliste tensoritega saab teostada iileminekuid (6.97) — (6.98) ja vastupidi:

Ul g = G*MUyri Urx = GruUM .k
ul;k: = glmum;k Upg = glmum;k

Kovariantse osatuletise geomeetriline interpretatsioon. Kovariantse osa-
tuletise avaldised (6.97) ja (6.98) koosnevad kahest osast. Neist esimene iseloo-
mustab vektori u muutumist kui muutub koordinaat X% (voi 2*) ning teine u
muutumist kui seoses X (voi 2%) muutumisega muutub baas Gy (voi g,,).

Sirgjooneliste koordinaatide puhul on Christoffeli stimbolid samaselt nullid ja
seega kovariantne osatuletis on vordne “hariliku” osatuletisega. *
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Poordume ntitid tagasi uute baasivektorite Cg ja ¢ avaldiste (6.84) ja (6.85)
juurde. Arvestades avaldisi (6.95) ja (6.96) saame

Cx = Gr + UM Gy,

{ K K ; KM (6.99)
Cr, =8k — U k8m,

Cy =G Unp.icGM

{ K K+ MR (6.100)
Cr = 8k — Un:k8 -

Avaldame niitid Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorid labi siirete vottes ar-
vesse valemeid (6.99) —

6.99
Crp=Cr-Cp 2

Kokku saame

N
{ Ckr=Grr+ Uk + ULk +UnxU" 1, (6.101)
Crhl = il — Uky — Upg + Upp "y
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Arvestades Lagrange’i ja Euleri deformatsioonitensorite definitsioone (6.79)
saame omakorda

{QEKL = 2Bk = Cgr — Ggr = Uk + Ui + Une UM 1, (6.102)
2e = 2€1p = G — Cri = Uiyl + Upe — Uyt - '

Need vorrandid on PKM tihed pohivorrandid, mis seovad omavahel Lagrange’s
ja Euleri deformatsioonitensorid ning materiaalsete punktide siirded u.

Sirgjooneliste koordinaatide puhul Uy.x = Uy jne.

DRK puhul lisaks eelnevale UM | = Uy ¢ jne. ning vorrandid (6.102) saavad
kuju

2FEk; =2Fk = Ckr — G = Uk + Uk + U kUi 1,
{ KL LK KL KL LK K,L M.kUML (6.103)

2ep = 2€e1 = Grl — Cpl = Uk + Uk — Uy kU1

Avaldame kohavektorite P ja p diferentsiaalid (16pmata véikesed muudud) dP
ja dp lébi siirete. Valemite (6.69) pohjal

dP = cj(x,t)dz" ja dp = Cx(X,t)dX*".
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Asendades siia ¢; ja Cg valemeist (6.99) ja (6.100) saame
dP = (g — u"4gm)da",  dp = (Gg + UM Gy )dX", (6.104)
dP = (gr — umag™)dz",  dp = (G + Up.xGM)dX ", (6.105)

Markused: Ortogonaalse koverjoonelise koordinaatsisteems puhul lihtsustuvad
moned avaldised tunduvalt:

e meetriline tensor
gl =8k -8 = g = 0kui k # [ (6.106)
e clementaarpikkuse ruut

ds* = gndada' = g (dz)? + goo(da?)? + ga3(da®)%; (6.107)

e determinant
9 = 911922933; (6.108)

e kontravariantne meetriline tensor

g =1/gk; (6.109)
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e kontravariantne baas
g' =g tg, k=k; (6.110)
e Christoffeli teist liiki stimbolid
) 1 0gkk
= TRk 6.111
{ E} 20 000 7 (o1
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6.8 Vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid

Vektorite ja tensoritega opereerides ei poorata tavaliselt tdhelepanu dimensioo-
nile — erinevad komponendid on sageli erineva dimensiooniga (néiteks silind-
rilised koordinaadid). Et sellest fiitisikaliselt vastuvotmatust olukorrast puhtalt
vélja tulla, tuuakse sisse vektorite ja tensorite fiiiisikalised komponendid. Teata-
vasti pole baasivektorid koverjoonelise koordinaatsiisteemi puhul tildjuhul tihik-
vektorid ja valemite (6.37) pohjal on nende pikkused méaératud meetrilise ten-
sori diagonaalielementidega

gkl = orx ja |g" = VeEE kui k=k. (6.115)

Defineerime tihikvektorid

k
er= -2 jaet=-2 k-, (6.116)
Ntid
u = ukgk = u(k)ek = ngk = u(k)ek, (6.117)
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kus u® ja u(iy on vektori u kontra- ja kovariantsed fiisikalised komponendid.
Valemite (6.116) ja (6.117) pohjal vektori fiiiisikalised komponendid

kE jarelikult on kovariantne fitiisikaline

Ortogonaalse baasi puhul g; = 1/g
komponent leitav kovariantse meetrilise tensori abil:

U

VIik

Analoogiliselt saab defineerida tensorite fiitisikalised komponendid. Naiteks
ortogonaalse baasi puhul

Uk) = (6.119)

1
® gl gEEg o
I 1
t(k)(l) =t gg =t Gergtl tgE g,
kk k k : (6.120)
t(k)(l) — tkl gL g1 = tkl )
kEJLL gkkglé
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Markused

1. Tavaliselt lahendatakse tilesanded ko- ja kontravariantsetes tensorites ning
16pus minnakse iile fiitisikalistele komponentidele.

2. DRK puhul gz = g" =e;, = €F

Naide 6.8.1. Leida thikbaas ja siirdevektori fiitisikalised komponendid silind-
riliste koordinaatide jaoks.

6.9. Lopmata vaikesed deformatsioonid ja poorded 6- 56

6.9 Lopmata vaikesed deformatsioonid ja poorded

6.9.1 Lopmata viikeste deformatsioonide tensorid

Eeldame, et siirdegradiendid on vaikesed vorreldes ithega. See voimaldab meil
hiiljata korgemat jarku lopmata vaiksed liikmed ning saada lopmata vdikeste
deformatsioonide tensorid®

{ 2Bk =2FE1x = Ckxr, — Gk = ULk + Uk.p, (6.121)

2ep = 2€1 = g — Cpl = Uk + Uy

Selliseid deformatsioonitensoreid kasutatakse klassikalises lineaarses teoorias.

6.9.2 Poordetensorid ja poordevektorid

~ 1 .~ 1
Rip = i(UK;L —ULk) ja Th = E(Uk;l — ). (6.122)

9Neid nimetatakse ka lihtsalt viikeste deformatsioonide tensoriteks “unustades” sona lépmata lisamata.
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Viimased on klassikalise lineaarse teooria poordetensorid. On selge, et tegu on

kaldsiimmeetriliste tensoritega, st., Rxr = —Rrk ja i = —ry.. Poordetensori-
te indekseid saab meetriliste tensoritega tosta ja langetada.

Jargnevalt toome sisse Lagrange’i ja Euleri lineaarsed poordevektorid RK ja T

~ 1 ~ ~ 1 ~
RY = §EKLMRML, ja tF = §eklmrmg, (6.123)

KLM Ekl

kus € ja €™ on permutatsioonistimbolid ehk permutatsioonitensorid.

Permutatsioonisiimbolid ehk permutatsioonitensorid

klm

kim _ €

NG (6.124)

€kim = €kim\/9, 9 = |gni ,

OTuntud ka kui Levi-Civita tensor voi Levi-Civita permutatsioonitensor.
Lk. on kasutusel ka nimetused Levi-Civita symbol, permutation symbol, antisymmetric symbol, alternating sym-
bol.
Tullio Levi-Civita (29. 03. 1873 — 29. 12. 1941) oli Itaalia matemaatik.
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kus!!

1 kui klm on 123 paaris permutatsioon,

M — e = ¢ —1 kui klm on 123 paaritu permutatsioon, (6.125)

0 muudel juhtudel.

Niide 6.9.1. Avaldame posrdevektorid v', r? ja 12 siirdegradientide kaudu. Va-
lemite (6.123) ja (6.124) pohjal

~Y ].
ok kil

= e
2V

mN
T'mi,

Hvt, ka 2. ptk.
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Seega X
L TR = e, -
2\/§
o )
— =T33 = 5 =\U32 — U23),
VY9 2V9
~ 1
L TR = e —
2
1\@ , (6.126)
713 —— (1.3 — ug.1),
VY9 2V9
~ 1
e . o = =
2\/q
= )
—=T21 o —=(U2:1 — U1;2
VY9 2V9
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6.10 Pikenemine, nurga muutus ja deformatsiooniten-
sorite geomeetriline tolgendus

6.10.1 Pikenemine, pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine

Pikenemiskoefitsient suunas IN:

ds ds? CrrdXEdXL
N~ 15—\ ds2 52 VO ’

ds ds? B ds? B 1

™= g8~ \Nds2 ~ \epdakds! VemFnl

Fiiisikaliselt on suurused ANy ja An) samad — esimene on vaid esitatud LK-s,
teine EK-s.

(6.127)

A

12 (suunas N) esitatakse kujul

ds —dS
E(N) = €(mn) = dS = A(N) —1= )\(n) — 1. (6.128)

Suhteline pikenemine

121 k. extension
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Lagrange’i koordinaadid. Pikenemiskoefitsendid ja suhteline pikenemine
koordinaatkovera X% puutuja sihis (N on koordinaatkdvera X puutuja sihis):

Ck i 2k 2Kk i
Ny = —— = |1+ —— Exy= .1+ =" 6.129
&) JGKK \l G g (%) Gk Kk ( )

Et anda fiitisikalist tolgendust deformatsioonitensorite komponentidele, esita-
takse viimased valemid sageli kujul

QEKK

Gk K

=N —1=(1+ Ey) — L. (6.130)

=
>

_ A2
oo = Ao

=
=

Euleri koordinaadid. Léhtudes avaldistest (6.127), saame tuletada analoo-
gilised valemid EK jaoks — Vv

Ck k 2ey, i ~ —2
= Ay =l =1 (T ew)
9k k Ik k
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6.10.2 Nurga muutus ja nihkedeformatsioon

Vaatleme kahte lopmata vaikest vektorit dX; ja dXs, mille vaheline nurk on
© = O(n, N,) ja mis deformeeruvad vektoriteks dx; ja dxz, mille vaheline nurk
on ¥ = 19(1117112). °

Joonis 6.11: Nurga muutus

Nurkade koosinused

dX; - dXy (621) GrrdXFdXE K nrL
cos = ——= "= =GN N 6.132
X, | X X [[dX,[ — T (0:132)

ja
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dxy - dx2 (6.69) CrrdX{Edxt B
|dx 1| [dxs| VCundXMdXN\/CredXFdX5

cos ) =

(61:27) CKLNlKNQL téhiiame )28 (6133)
Ay Ay)

Nihe ehk nihkedeformatsioon ehk nihkenurk vektoritega N; ja N méaratud
pinnal on defineeritud kui algse nurga © muut —

F(NhN2) = Vniny) = ®(N1,N2) - ?9(01,112)' (6'134)
Votame viimase avaldise vasakust ja paremast poolest siinuse
sinl' =sin(©@ — ) = ...
6.133 .
) sine — VI - HeosO. (6.135)
6.10. Pikenemine, nurga muutus ja deformatsioonitensorite geomeetriline tolgendus 6 - 04
Kui N7 L Ny, siis saame viimasest, et
. 6.133) Crer NI NS
sinl = f 2V TELTL Ry (6.136)
Ay Ay)
Seega, kaks algselt ristuvat vektorit jaavad ka peale deformatsiooni risti para-
jasti siis kui .

CrrdX{dX}t =o. (6.137)

Kui valida suunad N ja Ny piki koordinaatkoverate XX puutujaid, siis saab
nurgamuutuste hindamiseks kasutada baasivektoreid G ja Cg (kuigi nad pole
tthikvektorid) —

Gkr

VCrlrr (6.138)

Crr Gkl +2Ekr

cos = '
M CkkCir (G + 2Bk ) (Guo 4201

cos O(xr) =
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EK-s saavad viimased valemid kuju

Gkl
cos V) = ,
) Ik k9Ll
Ckl gkl — 2€x (6.139)
cos Oy = =

VerEal  (gr —2exr) (g1 —2e11)

Kuna LK ja EK on valitavad soltumatult, siis tildjuhul ei onnestu siduda nih-
keid I'(xr) ja vy Nurkadele © gy = 7/2 ja ¥4y = 7/2 vastavad nihked on
maaratud jargmiselt: Vv

Ik k9Ll
Kui X% on DRK, siis .........
see on juba tehtud 3. peatiikis.
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6.11 Deformatsioonitensori invariandid, peavaartused ja
peasuunad

Tuleb lahendada vorrandisiisteem
(Chp—Co")N' =o0. (6.141)

Viimasel eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul kui tema karakteristliik deter-

minant on null, st.,
i —Cét | =o. (6.142)

Selle determinandi arendamise tulemusena saadakse karakteristlik vorrand (mis
kujutab endast kuupvorrandit)

C? —1cC? +11cC —1llg =0 (6.143)

tundmatu C' méaramiseks. Kogu protseduur on tegelikult analoogiline DKR
korral kasitletule.
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Invariantide Il ja III. geomeetriline tolgendus. Maatriksite teooriast
on teada, et determinant maatriksite korrutisest on vordne korrutatavate maat-
riksite determinantide korrutisega, st., |A - B| = |A| - | B|. Meil

CKL = GKMCML (626) GKMgkl$k7M$l7L. (6.144)
Invariandi Il definitsiooni pohjal T
6.144 2 :

Mo = €55 2GR gl |o* i = Z52 = 2 (6.145)
kus J on teisenduse zF = 2F (Z K t) jakobiaan fikseeritud ajahetkel ¢ ja mis on
leitav jargmiselt: 1

g a2k B 0zF 9x™ oXM B 0% || 9z ||[oXM VI (6.146)
~ 02K | T oam oxXM 9zK |~ |0am||0X Y| [ 0ZK | T VG |
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Vaatleme peatelgede sihilisi joonelemente ds, ja dS,. Elementaarruumalad
dV = dS51dS>dSs ja dv = dsidssdss. Kuna

ds
* = Aa - Aon
dS,
Siis g Jedsad
v $1a89a83 (6.145)
= = M A = /I =
AV~ dS,dSydS; 18 ¢
Seega

dv = JIlledV ja dV = /1lLdv. (6.147)

Kokkuvottes — invariandid Illo ja 111, iseloomustavad ruumala muutust.
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6.12 Poore, poordetensor ja deformatsiooni
dekompositsioon

6.12.1 Poordetensor

Deformeeruva keskkonna (voi keha) ,fikseeritud kiu” lokaalse poorde madra-
miseks toome sisse poordetensori. Olgu vektorid N, peatelgede sihilised or-
togonaalsed tihikvektorid X-s. Peale deformatsiooni on see kolmik pooratud

N;

P (X) N,

S

~
L]

n;

Joonis 6.12: Peatelgede siire koos poordega
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ortogonaalseks kolmikuks n, koordinaatides x. Kui vahetada (siirata) kolmik
N, ruumipunkti p(x) siis saab defineerida ithese ortogonaalse tensori R, mida
nimetatakse poordetensoriks ja mis poorab vahetatud kolmiku N, kolmikuks
n,.
nka - kangNKa = gkLRLKNKa - RkKNKa
K K pm  k _ pK Lk _ pK _k (6.148)
N a=—4g mRmkna:R Lg kna:R EM o
—1
Siin R on tensori R podrdtensor (duaalne tensor): R poorab N, — n, ja

—1
vastupidi — R poorab n, — N, tagasi. Tensor

RkK = kang = RLngL (6.149)
esitab siiret X — x koos jargneva poordega.
Defineerime niiiid vektorite kolmikud N ja n® —
NogNE, & sl poypl st (6.150)

st., (vektorite) kolmikud IN® ja n® ning N, ja n, on teineteise p66rdkolmi-
kud!®. Maatrikskirjaviisis tdhendaks eelnev seda, et [N¥k|[N*,] = I, kus I on

BLk. reciprocal triads
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tthikmaatriks. Korrutame avaldisi (6.148) vastavalt vektoritega Ny ja n®;. Ar- e
vestades definitsioone (6.150) saame poordetensorite maaramiseks valemid

-1
Rfe =nf Nk ja R%, = N¥ . n%. (6.151)
Poordeta deformatsiooni (deformatsiooni, kus peateljed ei poérdu) puhul, seega

R =1 ehk R* =0"; R'y = ¢"k;... (6.152)

6.12.2 Mboned poorde- ja deformatsioonitensorite vahelised seosed.
Toupin (1956) toestas, et

1. Greeni ja Cauchy deformatsioonitensorite n-ndad astmed on seotud jarg- /

miselt
K K ke pl —ny kMK L
CL:R kClRL7 CZIRKC LR[ (6.153)
ning lisaks veel, et
K —n ATK «@
CHp=3(C.) "NK N, (6.154)
[0
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2. Deformatsioonigradiendid avalduvad kujul
3 _1 11 1. -3
xk,K — RkLéLK = RlK Cle, XK,;{; = RKlélk = RLk C%KL. (6155)

Viimastest omakorda
1

1 L .

Rfy =%, Cly ja RE, = XK, &, (6.156)
Saab niidata, et teiselt poolt a*; = g¢"¢% (Gkr+ Urk), kust Upx =
grg' 2" x — Gr. Arvestades niiiid (6.155),, saame, et

Upn = RgrCy — G = ROy — Grar. (6.157)
Lisaks eelnenule saab toestada seosed tensorite f], R ja R vahel —
Ry = (GKL—i—EKL—I—RKL) CLM. (6.158)
Vaikeste deformatsioonigradientide puhul saame viimasest
Ry ~ Ry — G, (6.159)

ning arvestades (6.157) analoogi EK jaoks, et
R = 9"k g" MTkm- (6.160)
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6.12.3 Deformatsiooni dekompositsioon'*

Iga joonelemendi deformatsiooni mingis punktis voib vaadelda koosnevana kol-
mest osast — 1) paralleelliikkest, 2) peatelgede jdigast poordest ja 3) pikkuse
muudust peatelgede sihis.

Vaatleme vektorit d X X-s, mis ldheb deformatsiooni kiigus vektoriks da* =
2¥ d X, Kasutades seoseid (6.155), saame

da* = g%, REy,OM cd XX = @K Rl g™ d XK. (6.161)

Avaldisele (6.161) saab anda jargmise tolgenduse (joonis 6.13).
1. Vektori dX like' (koos peatelgedega) vektoriks dx(r).
2. Vektori dx ) jaik poore'® (koos peatelgedega) vektoriks dx(p).

3. Labi peatelgede pikkuste muutmise!” muudetakse vektor dx(p) vektoriks

MTuntud ka kui poorde pohiteoreem.
151 k. translation

161 k. rotation

71 .k. stretch

6.12. Péore, poordetensor ja deformatsiooni dekompositsioon 6- 17
de
k
dx'(n
N\
\
\
\
\
\
\
P (X) » ®) o det gy
de' = ds*

Joonis 6.13: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon

dx(s) = dx. Taiendavat pooret ei toimu siin siis ja ainult siis kui dX on
paralleelne iihega tensori C'xj, peavektoritest.

Valemites on eelnev esitatav kujul
_1
dxk(T) - ngdXKa dxk(R) = Rkldfl(T), da® = Czkldxl(R). (6.162)

Kui asendame (6.162), — (6.162), — (6.162),, siis saame (6.161).
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Joonis 6.14 esitab sama protsessi teises jarjekorras: pikenemine, poore, like, st.,

1
dXM gy = CMdX™,  dX" gy = RMydXM (), da® = g"1dX (). (6.163)
Seega sellise dekompositsiooni puhul pole operatsioonide jarjekord tahtis.

K
ax¥ dX'(s)

|
P (X) ’I

p (x)
/
/
| \
dXI((R) k

dx

Joonis 6.14: Joonelemendi deformatsiooni dekompositsioon
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6.13 Kiirus ja kiirendus

6.13.1 Materiaalne tuletis

Materiaalne tuletis vektorist. Materiaalseks tuletiseks vektorist (aja jirgi)

nimetatakse operatsiooni

. et df
o (6.164)

dt X=const .
Kui vektorfunktsiooni f argumentideks on LK, siis langevad materiaalne tuletis
ja osatuletis aja jargi kokku:
- of (X, 1)
f(X,t)= —— "~
( ) ) 8t

Nii leitakse materiaalset tuletist litkumisseadusest.

. (6.165)
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Keerukam on lugu siis, kui f on avaldatud EK-s. Vaatleme vektorfunktsiooni
f(x,t) = frg, = frgh. Niiiid

£, )= 5 () + o),

0

e t) = o () + (g

(6.166)

kuna baasivektorid gj. ja g on ajast séltumatud, saavad valemid (6.166) kuju

. ka ka i
f(x.t g = 1
kus suurusi
ka def afk ko fk def afk
lef < 6.168
Dr = g T Dr o (6.168)

nimetatakse materiaalseks tuletiseks vastavalt vektori kontravariantsest ja kova-
riantsest komponendist.
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Tensorite kovariantsed osatuletised. Enne kui saab asuda materiaalsete
tuletiste leidmisele tensoritest tuleb sisse tuua tensorite kovariantsed osatule-
tised. Need on defineeritud analoogiliselt vektorite kovariantsete osatuletistega
(vt. 1k. 47) —

F f’”m+f"l{ } fk"{ } (6.169)

on kontravariantse tensori kovariantne osatuletis. Analoogiliselt saab defineeri-
da kovariantse osatuletise seqatensorist

. —fzm+f”{ } fk{n} (6.170)

ja kovariantse osatuletise kovariantsest tensorist

Jriem = ferm — Jui {k?n} — Jkn {lZz} : (6.171)
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Materiaalne tuletis tensoritest. Materiaalne tuletis tensorite kontravariant-
setest, kovariantsetest ja segakomponentidest on defineeritud jargmiselt —

kal _ afkl + fkl-mxm

Dt ot '

Df  Ofn .

A i o 6.172
Dt ot + frim® ( )

kal afkl k - m

D~ or T tmd
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6.13.2 Materiaalse punkti kiirus ja kiirendus

Kii
s v=p=n1 (6.173)
Lagrange’i koordinaadid. Olgu siirdevektor esitatud labi LK kujul u =
UGy, kus UF = UX (X, t). Niiiid
oUx oUx

v=u= WGK’ ehk v = VKGK, kus VE = T

Viimased avaldised esitavadki kiiruse (kiirusvektori) Lagrange’i koordinaatides.

(6.174)

Euleri koordinaadid. Kui siirdevektor on esitatud labi Euleri koordinaatide,
siis u = u¥gy, kus u¥ = u¥(x,t). Niilid saame kiiruse avaldised Euleri koordi-

naatides: i .
D 0
V= 1.'1|X:ccmst - —ugk = i + uk'lvl 8ks
‘ Dt ot ’
ehk (6.175)
DuF  ouF
v =g, kus of = 71; = 8—1; + uk’lvl

Seega on kiiruse- ja siirdekomponentide vahelised seosed Euleri koordinaatide
puhul ilmutamata kujul.
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Kiirendus

Materiaalse punkti kiirendus on defineeritud kui tema kiirusvektori esimene
tuletis aja jargi —
a="v. (6.176)

Lagrange’s koordinaatide puhul

avE UK

= A*Gg, AX= 6.177
N o ot o (6.177)
ning Fuleri koordinaatide puhul
D k O k
a=dbg, o =2 =0 Lk, (6.178)

Seega avalduvad kiirenduse komponendid nii LK-s kui EK-s ilmutatud kujul.
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6.13.3 Deformatsioonikiiruse tensor

Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist x* k.

D k
(EK) = vk 2l g (6.179)
Materiaalne tuletis koordinaadi diferentsiaalist.
D(dx*
(T?:) = v"da. (6.180)
Euleri deformatsioonikiiruse tensor.
2dy; = Ve + Uik, (6.181)

Materiaalne tuletis joonelemendi ruudust

D(ds?
(Df ) _ odyditda (6.182)
Lagrange’i deformatsioonikiiruse tensor.
: DFE
EKL = KL = dkl$k7Kﬂil’L. (6.183)




6.13. Kiirus ja kiirendus 6 - 83

6.13.4 Elementaarruumala muutumise kiirus

Kaesolevas alajaotuses leiame materiaalse tuletise EK-s esitatud elementaarru-
malast dv. Alghetkel ¢y, on meil tahke keha (ruumipiirkond) B, mida timbritseb
pind A ja mille ruumala on V. Deformatsiooni kaigus B — b, A — a jaV — v.
Kasutame téahistusi v

. Oxk 02"
)= laxK YA
g=lgul, G'=|G"".

= ‘kaK = )ZkVK

-]

’ (6.184)

Pideva liikumise puhul on koordinaatteisendused x = x(X,t) ja X = X(x,1)
teineteise lihesed poordteisendused ja j # 0. Koverjoonelised koordinaadid x ja
X olid sissetoodud labi DRK. Seega

02" B 0zF oxm oxXM
OZK — 9am XM 9z K

ning jakobiaan

a2k o7k oz" | |oXN
P R ) v i i . (6.185)
0ZK oxm| [0XM| |9ZK
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DJ
= k. 6.186
pt U (6.186)
Kokku saame aga avaldise
D(d
V) _ pokdy = oF o, (6.187)
Dt ’ ’
mis valjendabki elementaarruumala muutumise kiirust.
6.13.5 Elementaarpinna muutumise kiirus
Materiaalne tuletis deformatsioonigradiendist X ¥ j:
D(X" ) K
o X : 6.188
Dt sk (6.188)
Pinnaelemendi materiaalne tuletis (muutumise kiirus):
D(d
[dar) _ . day — o™ dary, (6.189)

Dt
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6.14 Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika

Joonintegraal. Olgu ¢ mingi funktsioon (ndit. massi tihedus voi kiirus voi
elektrijuhtivus vms.), mis on defineeritud iile materiaalse joone L. Vastava
joonintegraali muutumise kiirus leitakse materiaalse tuletise abil:

2 [ ook = [ prtodet) = [ [T0det + 67 (b)) =

6.150) (6.190)
=0 /L {¢d$ + ¢v ;ldx} .

Pindintegraal. Olgu niiiid suvaline funktsioon ¢ defineeritud iile materiaalse

pinna S. Vastava pindintegraali muutumise kiirus

D% [ ¢dar = [, D (bday) = /s [D¢dak + ¢ ; (day)

a9 Dt (6.191)
/ [qbdak + ¢ (v qdap — v kda;)}
6.14. Joon-, pind- ja ruumintegraalide kinemaatika 6 - 86

Ruumintegraal. Kui ntiiid funktsioon ¢ on defineeritud iile materiaalse mahu
V), siis ruumintegraali muutumise kiirus

D o= |22

(6.187)

Edv—l—qﬁ (dv)

a¢
k
—/ ( —i—qbkv)dv—l—gbv % (dv) :/ 5t (gzbv)
(6.192)
Kui kasutada Greeni-Gaussi teoreemi'®, siis saame viimasest
D 0¢ i
D—t/vgﬁdv _/Uadzw/sm day. (6.193)

Siin on materiaalne maht V asendatud fikseeritud ruumimahuga v, mida timb-
ritseb pind s ja mis hetkeliselt tihtib materiaalse mahuga V. Seega, mingi fiiiisi-
kalise suuruse ¢ materiaalses mahus V muutumise kiirus vordub selle suuruse ¢
muutumise kiirus ruumilises mahus v (mis hetkeliselt iihtib materiaalse mahuga
V) pluss suuruse ¢pov* voog libi ruumilist mahtu v {imbritseva pinna s.

18fv uk;kdv = fs uFday, da, = npda — tuntud ka kui Gaussi-Ostrogradski teoreem
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6.15 Keeriselisus ja deformatsiooni kiirus

6.15.1 Keeriselisus

(Cauchy) keeriselisuse tensor®

1
Wil = 5 (Uk;l — Ul;k) = U[k;l]- (6.194)

Kaldstimmeetrilisest tensorist w;; saab omakorda konstrueerida keerisvektori

wh = M, = eklmvm;l ehk w = curlv, (6.195)

kus 5
curlv= rotv¥ Vxv ja VY gkﬂ. (6.196)

x

Keerisvektori kovariantsed komponendid

WL = gklwl. (6197)

191 k. vorticity tensor. Kasutatakse ka terminit poérlemistensor, i.k. vastavalt spin tensor.
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6.15.2 Deformatsioonitensorite materiaalsed tuletised

Analoogiliselt alajaotustes 3.14.4 ja 3.16.3 esitatule avaldub Lagrange’i defor-
matsioonikiiruse tensor niiiid kujul

' kol
Exr = = dpx” kT I

Ka Euleri deformatsioonikiiruse tensori dy; (6.181) ja Euleri deformatsiooniten-
sori materiaalse tuletise é; vahelised seoste tuletuskaik on analoogiline alajao-

tuses 3.16.3 esitatule. Selleks leiame jallegi materiaalse tuletise deformatsiooni
moodust ds? — dS?

D D 6.78) . D
~(ds?) = =(ds* — dS?) "=’ 2— (e dx"da’
Dt( K (6 1£)t( S | Dt(ekl ) (6.198)

2 (ékl + emlvm;k + €km1}m;1) da*dz.
dp = én + emﬂ)m;k + ekmvm;g. (6199)

Arvestades Euleri ja Lagrange’i deformatsioonitensorite definitsioone (2ey; =
gri — ¢ ja 2Bk = Cxp — Gg) saame

ékl = _2ékl ja OKL == QEKL. (6200)
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Deformeeruva keskkonna diinaamika
6.16 Mass

Pideva keskkonna mehaanika I pohiaksioom — massi jadvuse seadus

Globaalne massi jadvuse aksioom. Globaalse massi jadvuse aksioomi juures
muutub seoses koverjoonelistele koordinaatidele tileminekuga vaid jakobiaani
J tahistus, kuid muu jaab koik samaks. Keskkonna kogumass on liikumisel
invariantne —

[, podv = [ pdv. (6.201)
Kuna dv = JdV, siis saab viimase vorduse esitada nii LK-s kui EK-s —
(oo = pD)dV =0 véi [ (p—poJ")dv =0, (6.202)
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kus
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Lokaalse massi jadvuse aksioomi saame kui rakendame globaalset mas-
si jaavuse aksioomi materiaalse punkti lopmata vaikeses iimbruses. Valemite
(6.202) pohjal saame

po = pJ = py/Ille voi p = poJ ' = poy/IIL,. (6.203)
Avaldisi (6.203) nimetatakse materiaalseteks pidevusvorranditeks ja nad esita-
takse Lagrange’i koordinaatides (Lagrange’i kirjeldus).

Ruumilise pidevusvorrandi (Euleri kirjeldus) saame kui esitame globaalse massi
jaavuse aksioomi kujul

D (6.192) dp ©
Dt/vpdv = /v[(?t + (pv );k dv = 0. (6.204)
kust saame ruumilist pidevusvorrandi
0
Py (), =0, (6.205)

ot
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6.17 Liikumishulk, kineetiline moment, energia

Keha (mahus v sisalduva massi M) liikumishulk?® P avaldub kujul
PE [ vdm = [ oF(x, )gp(x)dM = [ VE(X, )G (X)dM  (6.206)

kusjuures baasivektorid g (x) voi Gg(X) saab integraali ette tuua vaid sirgjoo-
neliste koordinaatide puhul. Kuna pideva massijaotuse puhul d91 = pdv, siis
pole oluline, kas integreeritakse iile ruumala voi massi. Kui korrutame liikumis-
hulga vektori P skalaarselt baasivektoriga G (X) siis saame liikumishulga P
komponendid P¥ LK-s kui aga baasivektoriga g¥(x) siis saame liikumishulga
P komponendid P* EK-s.

Keha (mahus v sisalduva massi 9) kineetiline moment* H, ruumipunkti o
suhtes:

201.k. momentum or linear momentum. Eesti keeles kasutatakse ka terminit impulss.
21Lk. moment of momentum or angular momentum. Eesti keeles kasutatakse ka termineid impulsi moment
ja poodrdeimpulss.
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H, b P % vdIN = /931 e vy dIN = /im G e MM PLVadm

= [ g eumpv"dM = | GFegpy PLVMdm (6:207)
o & CklmP - KLM .
Siin p = prg’ = prgr = pxGF = p® G vektorkorrutised??
¢""g,, =g" x g, erm8™ = 8k X &I,
KLM K L M (6.208)
€ GM:G XG, EKLMG :GKXGL,

Analoogiliselt eelnevaga saab leida kineetilise momendi H, komponendid EK-s
HE ja LK-s HE. Lisaks saab kineetilise momendi avaldada ka bivektori kujul

HM voi HEL.

Keha (mahus v sisalduva massi 9) kineetiline energia®

1 1 1
C = 5 /im V2AIN = 5 /sm gtV A = 5 /m "o v d. (6.209)

22yerdle 2. ptk. valemitega, mis on esitatud DRK jaoks.
231.k. kinetic energy
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Pideva keskkonna mehaanika II pohiaksioom — liikumishulga tasa-
kaalu seadus

Liikumishulga globaalse tasakaalu seadus.
P = F chk P" = FF chk PX = FX. (6.210)

Pideva keskkonna mehaanika III pohiaksioom — kineetilise momendi
tasakaalu seadus

Kineetilise momendi globaalse tasakaalu seadus.
H, =M, ehk ehk H' = MFehk HE = ME. (6.211)

Loomulikult saab viimased avaldised esitada ka kovariantsetes komponentides.
Valemitega (6.210) ja (6.211) esitatud pideva keskkonna mehaanika pohiaksioo-
me nimetatakse Fuleri liikumisseadusteks.

Pideva keskkonna mehaanika IV pohiaksioom — energia jadvuse sea-
dus

Sama, mis DRK korral
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6.18 Pinge

6.18.1 Cauchy pingehiipotees

Valemite tuletuskéik on sama, mis oli 3. peatiikis kuid niitid on koik koverjoo-
nelise tetraeedri servad koverjoonelised (sest koordinaatsirgete asemel on niiiid
koordinaatkoverad). Tulemus on analoogiline DRK-s esitatule, ainult niitid on
vaatluse all nii ko- kui kontravartsed vektorid ja vektorite komponendid:

) = tp—— = tin® = t"ny. (6.212)
a
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6.18.2 Pingetensor .

1
1
/l
c } c

Pingetensori komponent (pingekomponent) z | |
on koordinaatpinnal z¥ = const méjuva pin- b tm% ‘M{-‘—\—\b—;” 2 .
gevektori t; [-is komponent, st., tm__?(/’i -
rein A
tr = tg' (6.213) S IR SR X
Pingevektori t(,) saab ntitid avaldada kujul ) ’ " / J,u “

t(n) = tknk (6'23) tkmkgl, (6.214)

kust Joonis 6.15: Pingetensor
lmy = tklnk. (6.215)

Punkti p ldbival suvalisel pinnal (normaaliga n) maéjuv pingevektor t(y) avaldub
lineaarfunktsioonina vaadeldava punkti pingetensorist ty;.

Meetriliste tensoritega indekseid tostes saame moodustada kontravariantseid ja

segatensoreid, naiteks

mn — g
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Seega, lisaks valemeile (6.213) ja (6.214), on pingevektorite avaldamiseks mit-
meid voimalusi —

tm) = thmig! =t/ nlgy = t"mgr = tun’g, (6.216)
th =g =g, = t'e = tug'. '
Pingetensori fiiilisikalised komponendid
Alajaotuses 6.8 (lk. 53) toodud valemite pohjal pingevektor
tm) = tlknlgk = t(l)(k)n(l)e(k), (6.217)
kus
gk . VIkk
e = , nD=p! g ja t(l)(k) = P VIEE (6.218)
9k k VIl

Siinjuures t(l)(k) nimetatakse pingetensori vasakpoolseteks fitisikalisteks kompo-
nentideks. Parempoolsed fiitisikalised komponendid

(k) = tlk Il . (6.219)
VY

+@

|7
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Stimmeetrilise pingetensori ja ortogonaalsete koordinaatide puhul

1
pk) g (O gk | JEE oy 1 ILL ke —t—— (6.220
1) = ) Wt~ 5\ ges VIEEIL = t UBaE ( )

6.19 Liikumishulga ja kineetilise momendi
lokaalne tasakaal

Liikumishulga ja kineetilise momendi lokaalse tasakaalu seaduste tuletuskéaik
on sama, mis DRK korral, nad omavad kuju

i+ p(ff—d") =0,

ity (6.221)

k=70
ja neid nimetatakse vastavalt Cauchy esimeseks ja teiseks litkumisseaduseks. — «

Avaldisest (6.221), jéreldub, et pingetensor peab olema siimmeetriline:

e*t =0 = tj—ty =0, (6.222)
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Jareldus: Kui liikumishulk on lokaalses tasakaalus (ning mahu- ja pinnamo-
mendid puuduvad), on kineetiline moment lokaalses tasakaalus parajasti siis
kui pingetensor on simmeetriline.

Seega. on meil vaadeldaval juhul vaid kuus soltumatut pingekomponenti:
tll t22 t33 t12 — t21 t13 — t31 t23 — t32 st.

t = ty, tH=t* it =¢F (6.223)

Arvestades avaldisi (6.223) ning tostes ja langetades indekseid, saab anda
Cauchy esimesele liitkumisseadusele (6.221), alternatiivseid kujusid —

4 p (fF — ab) =0,
tlk;l +p (fk — ak) = 0, (6.224)
ti'a+ p (fe —ar) =0.

Enamgi veel, Cauchy liikumisseadusi on voimalik esitada ka fiitisikalistes kom-
ponentides.
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6.20 Liikumisseadused Lagrange’i koordinaatides

Cauchy liikumisvorrandid (6.221) on esitatud EK-s. Lagrange’i kirjelduse jaoks
toome sisse pingevektori T ruumipunktis x, mis vastab deformeerumata pin-
nale dA materiaalses punktis X = X(x, ), nii et

t(n)da = tkdak = TKdAK. (6.225)
Kuna day = JXK7deK ja dAg = J‘lxkﬂdak siis
th = J 12k xTE ja TF = JX5 1t (6.226)

Piola (1833, 1836 ja 1848) tdi sisse pseudopinge tensorid 75! ja TH7 nii, et
TK = T8g = T8 ! g = TREC), (6.227)
Téanapéeval on need tensorid tuntud kui esimene ja teine Piola-Kirchhoffi pseu-
dopinge tensor
Seosed Cauchy pingetensoriga:
TKZ — JXK ktkl tkl — J—lxk KTKZ
THE = TRIXE ) = JXF X (6.228)

= J=lgh ol  PRL TEU = gl KL
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Jargnevalt defineerime tensori kovariantse tdistuletise. Kui AK* = AKF(X x),
siis kovariantne taistuletis

ARE = AKE 4 {]\Z} AMF 4 (AK’il - {WZ} AKm> o' (6.229)

AKk, | AKk,

Niiiid saab avaldada Chauchy esimese liilkumisseaduse ldbi tensori 7% —

k L

Kk Kk Km l Kk k k

T g +T1T7" +T {ml}x’K+T {LK}+po<f —a):()
ehk

TKk:Kero(fk—ak):O-

(6.230)

Viimase puhul on arvestatud, et siin T5* = TX*(X). Cauchy teine litkumissea-

dus saab kuju
TREg™ o = TEM 2 . (6.231)
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Lébi tensori THL saavad litkumisseadused (6.230) ja (6.231) kuju

(TKka,K>’K + ({T]:Ll}xml/xl’]( + {]\QWK} xk’L) TKL + pe (fk . ak) _ 07

7KL _ LK
(6.232)
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Energia ja entroopia

6.21 Energia jaavuse seadus

Globaalne energia jaavuse seadus on termodiinaamikas tuntud kui termodii-
naamika esimene seadus ja ta esitatakse kujul

K+E=W+Q, (6.233)

kus () on soojuse juurdevool ajaiithikus, ja teda moodetakse samades iithikutes
kui mehaanikalist voimsust WW. Pideva massijaotusega keskkonnas

1
I p : _
K= 2/vapv dv ja &£ = /Vpsdv, (6.234)
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kus € on siseenergia tihedus. Mehaanikaline voimsus
W = [ t"v,da, + [ pffu,do. (6.235)
Soojuse juurdevool
Q= /S ¢"da, + /V phdv. (6.236)

Siin ¢” on soojuse juurdevool pinnaiihiku kohta ja A — keha siseallikaist too-
detud soojus massitihiku kohta.

Avaldame niitid koik valemis (6.233) olevad litkmed labi ruumintegraalide —

1 D : D
K = [ lpa?vydv + Ut o (pdv)], €= / [pedv +e o (pdv)],  (6.237)
—_——
=0 =0
W= [ 170, + 10, + pfPdv, Q= [ (¢"y+ ph)d (6.238)
Nitiid saame anda globaalsele energia jadvuse seadusele kuju
/ [pé = 7" vpy — " — phl dv = / up (U5 + pf* — pa’) dv. (6.239)

Lokaalse energia jddvuse seaduse saame vordusest (6.239) kui vaatleme integ-
raalialuseid avaldisi. Selgub, et p.p. olev integraalialune avaldis kujutab endast
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liikumishulga lokaalse tasakaalu seadust ja on seega vordne nulliga. Seega, ar-
vestades et tP" vy, = t""d,,, saame

pe =t"d,, + ¢"., + ph. (6.240)

Saadud diferentsiaalvorrand véaljendab lokaalset energia jdadvuse seadust ja te-
da nimetatakse ka energia lokaalse tasakaalu diferentsiaalvorrandiks. Viimases
avaldises esinevat mehaanikalist energiat

¢ = t"d,, (6.241)

nimetatakse pinge voimsuseks.
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6.22 Potentsiaalne energia

Juhtul, kus valisjoud f, on statsionaarsed saame tuua sisse potentsiaalse energia:

fo==Up U= [ pUdv. (6.242)
Mehaanikalise voimsuse avaldis (6.235) saab ntiid kuju
W = /Strpvpdar — /UpU,pvpdv. (6.243)
Kuna . D .
U= Dt/vadU = /U,oUdv = /UPUmUde- (6.244)
siis saab avaldis (6.243) omakorda kuju
W= Ltrpvpdar U (6.245)
ja globaalne energia jdivuse seadus (termodinaamika esimene seadus)
K+&+U= /Strpvpdar +Q. (6.246)
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6.22.1 Entroopia tootmine

Lokaalne entroopia tootmine. Kasutame lokaalset energia jaavuse seadust
(6.240) ja jareldust Gibbs’i vorrandist (de = ¥dn + 7%dv,,):

pe =t"d, + ¢"., + ph, E=Un+ 1%,

Kui elimineerida viimasest € ning arvestada, et entroopia tootmine on seotud
vaid pingetensori dissipatiivse osaga, saame lokaalse entroopia tootmise vorrandi

pIn = pt’dy + ¢°p + ph — pTD,,. (6.247)

Globaalne entroopia tootmine. Vastav vorrand saadakse kui integreerida
lokaalset entroopia tootmise avaldist (6.247) (avaldades elnevalt pn) iile mahu
Y ning kasutada seoseid

. D ° "
/Vpndv = D /vpndv =H (6.248)

ja

1 q? g’ q’ qPv
- p J— = P — e P
/Vﬁq pdU = /V Kﬁ);p_'— 72 }dv —/S ﬁdap—i—/v 52 dv. (6.249)
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Globaalne entroopia tootmise vorrand avaldub seejarel kujul

- q" ph
H :/Sﬁdap+/]) <A+ 19) dv, (6.250)

kus

. o
A = § " dyy + ¢ (In0) , — pT°0s] . (6.251)

Seega entroopia muutust pohjustavad: 1) entroopia juurdevool ¢ /1) libi keha
pinna ja 2) entroopia tootmine keha sees.

6.22.2 Entroopia seadus — termodiinaamika teine seadus

Globaalne entroopia seadus. Eksperimentaalsete tulemuste pohjal on tea-
da, et soojusallikatest vaba stisteem tarbib mehaanikalist tood st.,

A > 0. (6.252)

Seega valemite (6.250)—(6.252) pohjal

. p h
i > /S%dapju/v%dv. (6.253)
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Avaldis (6.253) valjendab globaalset entroopia seadust — summaarse entroopia
juurdekasv on suurem-vordne labi keha pinna toimuva entroopia juurdevoolu
ja keha siseallikaist toodetud entroopia summast.?*

Lokaalne entroopia seadus. Selleks et saada termodiinaamika teist sea-
dust lokaalsel kujul, minnakse avaldises (6.253) Greeni-Gaussi teoreemi abil tile
ruumintegraalile. Arvestades (6.248)

/V {pﬁ - (%) - pg} dv > 0, (6.254)
k

kust globaalse vorratuse lokaliseerimise tulemusena saame lokaalse entroopia
seaduse

v v

Ellimineerime niiiid lokaalse energia jaavuse seaduse abil lokaalsest entroopia-
seadusest kehasisest allikast toodetud soojuse h. Kasutades samasusi (6.249)

b h
pr — (q—) 2>, (6.255)
ik

2 Eringeni (1962)pohjal nimetatakse (6.253) Clausiuse-Duhemi vorratuseks. Tavaliselt esitatakse nimetatud
vorratus siiski lokaalsel kujul.
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saame Clausiuse-Duhemi vorratuse
1

A
p (n - 5) - Et“dkg + @q’m > 0, (6.256)

mis valjendab samuti lokaalset entroopia seadust.

Vorratusele (6.256) saab anda alternatiivse kuju, tuues sisse Helmholtzi vaba
energia tiheduse

v =¢ec—0n. (6.257)

Funktsioon v valjendab seda osa siseenergiast, mis on voimeline tegema mehaa-
nikalist t66d. Avaldades niitid avaldisest (6.257) siseenergia tiheduse e, saame
anda vorratusele (6.256) kuju

) ) 1
=p (0 + 1) + tdyy + 540 2 0. (6.258)

Vorratused (6.256) ja (6.258) peavad kehtima koikide termomehaanikaliste
protsesside puhul.



